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1

PRELIMINARES

Siméon Denis Poisson:

(Pithiviers, Francia, 21 de junio de 1781 - Sceaux (Altos del Sena), Francia,
25 de abril de 1840) fue un fisico y matemético francés al que se le conoce por
sus diferentes trabajos en el campo de la electricidad y por sus publicaciones
acerca de la geometria diferencial y la teoria de probabilidades.

Poisson naci6é en Pithiviers, Loiret, hijo de Siméon Poisson. Su padre sirvié
como soldado raso en las guerras de Hanover, pero disgustado por el trato abu-
sivo que recibié de los oficiales nobles, deserté. Cuando nacié su hijo, ocupaba
diversos cargos administrativos, y al parecer estuvo a la cabeza del gobierno
local durante el periodo revolucionario.

Siméon Denis fue enviado primero con su tio, un cirujano de Fontainebleau,
y comenz6 a aprender el oficio, pero hizo pocos progresos. Tras mostrar los
primeros signos de su talento como matemaético, fue enviado a la Escuela
Central de Fontainebleau, donde tuvo la oportunidad de tener una clase con
un profesor receptivo, M. Billy, que se dio cuenta rapidamente de que era
superado por su alumno, le alenté a aprender las ramas maés dificiles de las
matematicas, y predijo su futura fama recordando unas lineas del famoso fab-
ulista Jean de La Fontaine.

En 1798, ingres6 en la Ecole Polytechnique en Paris como primero de su
promocion, y de inmediato comenzé a atraer la atencién de los profesores de
la escuela, quienes le dejaron libertad para tomar sus propias decisiones en
cuanto a lo que iba a estudiar. En 1800, menos de dos anos después de su
ingreso, publicé dos libros de memorias, uno sobre el método de eliminaciéon
de Etienne Bézout, y el otro sobre el numero de integrales de una ecuacién en
diferencias finitas. Este ultimo fue examinado por Sylvestre Franois Lacroix y
por Adrien-Marie Legendre, quien recomendé que se publicard en el ”Recueil
des savants étrangers” (Informe de cientificos extranjeros), un honor sin prece-
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dentes para un joven de dieciocho anos. Este éxito introdujo a Poisson en los
mas distinguidos circulos cientficos. Joseph Louis Lagrange, a cuyas confer-
encias sobre la teoria de funciones asistié en la école Polytechnique, reconocié
su talento desde el principio, y se convirtié en su amigo (el Mathematics Ge-
nealogy Project identifica a Lagrange como su asesor, pero esto puede ser una
mera simplificacién); mientras que Pierre-Simon Laplace, que estaba atento a
los pasos de Poisson, lo consideraba casi como su hijo. El resto de su carrera,
hasta su muerte en Sceaux cerca de Paris, casi fue ocupado totalmente por
la composicion y publicacién de sus numerosas obras y en el cumplimiento de
los deberes de los numerosos puestos educativos para los que fue nombrado
sucesivamente.

Inmediatamente después de terminar sus estudios en la Ecole Polytechnique,
fue nombrado répétiteur (asistente de ensenanza) en la propia escuela, cargo
que habia ocupado sin remuneraciéon cuando todavia era un estudiante en la
escuela; sus companeros de clase habitualmente le visitaban en su habitacién
después de alguna clase especialmente dificil para oirle repetirla y explicarla.
Fue nombrado profesor adjunto (professeur suppléant) en 1802, y en 1806 pro-
fesor titular tras la marcha de Jean Baptiste Joseph Fourier, a quien Napoleén
habia enviado a Grenoble. En 1808 se convirtié en astrénomo del Bureau
des Longitudes; y cuando la Faculté des sciences de Paris fue instituida en
1809, fue nombrado profesor de mecdnica racional (professeur de mécanique
rationelle). Posteriormente pasé a ser miembro del Instituto en 1812, exami-
nador en la escuela militar (Ecole Militaire) de Saint-Cyr en 1815, examinador
de graduacion en la Escuela Politécnica en 1816, consejero de la universidad
en 1820, y geémetra del Bureau des Longitudes sucediendo a Pierre-Simon
Laplace en 1827.

En 1817, se cas6 con Nancy de Bardi y con ella tuvo cuatro hijos. Su padre,
cuyas experiencias tempranas le habian llevado a odiar a los aristocratas, le
educé en los principios de la Primera Republica. A lo largo de la Revolucién,
el Imperio, y la siguiente restauracion, Poisson no estuvo interesado en la
politica, concentrandose en las matemdticas. Durante el Primer Imperio se
mantuvo leal a la Reptublica, negdndose a jurar lealtad a Napoledn.

Fue nombrado barén en 1821; pero no obtuvo el diploma ni usé el titulo.
En marzo de 1818, fue elegido Miembro de la Royal Societyl y en 1823 miem-
bro extranjero de la Real Academia Sueca de Ciencias. La Revolucion de 1830
pudo suponer la pérdida de todos sus honores; pero este desdoro para el go-
bierno de Luis Felipe de Orleans fue habilmente evitado por Franois Arago:
mientras que la "revocacion” de los cargos de Poisson estaba siendo tratada
por el Consejo de Ministros, Arago le facilité una invitacién a cenar en el
Palacio Real, donde fue abierta y efusivamente recibido por el rey ciudadano,
que ”se acordd” de él. Después de esto, por supuesto, su degradacién fue im-
posible, y siete anos mas tarde fue nombrado Par de Francia, no por razones
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politicas, sino como representante cientfico.

Convertido en un partidario acérrimo de la monarquia, es conocida su aversién
al fisico y matematico Louis Poinsot, con el que mantuvo enconadas discu-
siones cientificas durante anos, que adquirieron tintes politicos y acabaron
con la destitucion de Poinsot de sus cargos académicos cuando Poisson fue
nombrado responsable de educacién del nuevo gobierno monérquico en 1830.
Como profesor de matematicas se dice de Poisson que tuvo un éxito extraor-
dinario, como era de esperar tras su temprano desempeno como répétiteur
en la Ecole Polytechnique. Como trabajador cientifico, su productividad es
practicamente insuperable. A pesar de sus muchos deberes oficiales, encontrd
tiempo para publicar aas de trescientas obras, varias de ellas extensos trata-
dos; y muchas otras memorias dedicadas a tratar las ramas mas abstrusas de
la matematica pura, de la matemadtica aplicada, de la fisica matemédtica y de
la mecénica racional.

UNO DE SUS TRABAJOS
Es conocida la correccién de Poisson de la ecuacion diferencial de segundo
orden de Laplace para el potencial:

V2¢ = —4np

Hoy lleva su nombre (Ecuacién de Poisson) o la ecuacién de la teoria del
potencial, publicada por primera vez en el Boletin de la Société Philomatique
de Paris (1813). Si la funcién en un punto dado es p = 0, entonces se obtiene
la ecuacion de Laplace:

V24 =0
Fcuacion de Poisson:

En matematica y fisica, la ecuacién de Poisson es una ecuacién en derivadas
parciales con un amplio uso en electrostatica, ingenierfa mecanica y fisica
tedrica. Se debe al matematico, gedmetra y fisico francés Siméon-Denis Pois-
son.

La ecuacion de Poisson se define como:
Ap=f

donde A es el operador laplaciano, y f y ¢ son funciones reales o complejas.
En un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional, toma la forma:

2 2 2
(5 + 37 + S )e(2,9,2) = f(z,y,2).
Si f =0, la ecuacion se convierte en la ecuacion de Laplace.

Ap =0
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La ecuacién de Poisson junto con las condiciones de contorno homogéneas,
constituye uno de los tres problemas clasicos relacionados con el operador
laplaciano que se detallan a continuacién. Concretamente el problema de Pois-
son es el problema de encontrar una funcién ¢ definida sobre el dominio (2
que satisfaga:

Ap(x) = —cpp(z) six € 2 C R™

p(T) =0siT € IN.
Este tipo de problema puede ser resuelto de manera sencilla, mediante el
método de la funcién de Green, para n > 2:

—cp z)d"z
pla) = 52 [ 2t

Carga eléctrica:

Es una propiedad fisica intrinseca de algunas particulas subatémicas que se
manifiesta mediante fuerzas de atraccién y repulsion entre ellas por la me-
diacién de campos electromagnéticos. La materia cargada eléctricamente es
influida por los campos electromagnéticos, siendo a su vez, generadora de ellos.
La denominada interaccion electromagnética entre carga y campo eléctrico es
una de las cuatro interacciones fundamentales de la fisica.

Una de las principales caracteristicas de la carga eléctrica es que, en cualquier
proceso fisico, la carga total de un sistema aislado siempre se conserva. Es
decir, la suma algebraica de las cargas positivas y negativas no varia en el
tiempo.

CAMPO ELECTROSTATICO

Las cargas eléctricas no precisan de ningin medio material para influir entre
ellas y por ello las fuerzas eléctricas son consideradas fuerzas de accion a dis-
tancia. En virtud de ello se recurre al concepto de campo electrostatico para
facilitar la descripcion, en términos fisicos, de la influencia que una o més
cargas ejercen sobre el espacio que las rodea.

Interacciones entre dos cargas Q y q

Considérese una carga Q fija en una determinada posicién (ver figura). Si se
coloca otra carga q en un punto P; a cierta distancia de Q, aparecerd una
fuerza eléctrica actuando sobre q.

Si la carga q se ubica en otros puntos cualesquiera, tales como Ps, Pj, etc.,
en cada uno de ellos también estaria actuando sobre q una fuerza eléctrica
producida por Q. Para describir este hecho, se dice que en cualquier punto
del espacio en torno a Q existe un campo eléctrico originado por esta carga.

Obsérvese en la figura que el campo eléctrico en los puntos Py, Py, Ps, etc.,
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estd originado por Q, la cual podrd ser tanto positiva (la de la figura) como
negativa. La carga q que es trasladada de un punto a otro para verificar si en
ellos existe o no un campo eléctrico, se denomina carga de prueba.

El campo eléctrico puede representarse, en cada punto del espacio, por un vec-
tor, usualmente simbolizado por E y que se denomina vector campo eléctrico.

El médulo del vector en un punto dado se denomina intensidad del campo
eléctrico en ese punto. Para definir este mddulo, considérese la carga Q de la
figura, generando un campo eléctrico en el espacio que la rodea. Colocando una
carga de prueba q en un punto P P, se verd que sobre ella actia una fuerza
eléctrica. La intensidad del campo eléctrico enP; estard dada, por definicién,
por la expresion:

B_F

La expresion anterior permite determinar la intensidad del campo eléctrico en
cualquier otro punto, tales como P, Ps, etc. El valor de E serd diferente para
cada uno %e ellos.

De E = T obtenemos B xq = ?, lo cual significa que si se conoce la intensi-
dad del campo eléctrico en un punto, es posible calcular, usando la expresiéon
anterior, el médulo de la fuerza que actia sobre una carga cualquiera ubicada

en aquél punto.

Campo eléctrico creado por una carga puntual

El campo que crea una carga puntual Q se deduce a partir de la ley de
Coulomb. Considérese una carga de prueba g, colocada a una distancia r de
una carga punto Q. La fuerza entre ambas cargas, medida por un observador
en reposo respecto a la carga Q estard dada por:

F = @@ u,

4meqr?

La intensidad del campo eléctrico en el sitio en que se coloca la carga de
prueba estd dada por:

y por lo tanto resulta:
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E= 471'2)7‘2 Ur = K%ur
Donde u, es un vector unitario en la direccién radial, ¢g = 8,85 x 10~2C? /Nm?
es la llamada permitividad del vacio y K es la constante de Coulomb cuyo valor
es 8,98 x 109Nm?/C?.
Donde se tienen las equivalencias:

_ 1
K = 4meq
€0 = A7 K

respectivamente. La unidad de intensidad de campo eléctrico es [N/C](Newton
por Culombio) o [V/m] (Voltio por metro).

Principio de Superposiciéon

La influencia del campo producido por una carga aislada se puede gener-
alizar al caso de un sistema formado por méas de una carga y luego extenderse
al estudio de un cuerpo cargado. Experimentalmente se verifica que las in-
fluencias de las cargas aisladas que constituyen un sistema son aditivas, o en
otras palabras, se suman o superponen vectorialmente. Asi, la intensidad de
campo E en un punto cualquiera del espacio que rodea a varias cargas sera
la suma vectorial de las intensidades de los campos debidos a cada una de las
cargas individualmente consideradas. Matematicamente se puede considerar
la siguiente ecuacion:

ﬁ = Z?:l‘ﬁi = KZ:'L:D I qil‘z,ﬁ

Donde K es la constante arbitraria; n es la cantidad de cargas tenidas en
cuenta; || 7| es la magnitud del vector distancia entre el punto donde se
quiere hallar el campo eléctrico total y la carga i; 7 es el vector unitario for-
mado de la misma manera. Mas adelante se trabajard mejor esta ecuacién.

Representacion grafica de un campo eléctrico

Una forma muy util de esquematizar graficamente un campo es trazar lineas
que vayan en la misma direccién que dicho campo en varios puntos. Esto se
realiza a través de las lineas de campo eléctrico, que son unas lineas imaginar-
ias que describen, si los hubiere, los cambios en direccién del campo eléctrico
al pasar de un punto a otro, de tal modo que dichas lineas son tangentes, en
cada punto del espacio donde esta definido el campo eléctrico, a la direcciéon
del campo eléctrico en ese punto.

Segun la primera ley de Newton, la fuerza que actia sobre una particula pro-
duce un cambio en su velocidad; por lo tanto, el movimiento de una particula
cargada en una regién dependera de las fuerzas que actien sobre ella en cada
punto de dicha regién.
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Ahora considérese una carga q, situada en un punto sobre la que actia una
fuerza F que es tangente a la linea de campo eléctrico en dicho punto. En
vista de que las lineas del campo eléctrico varfan en su densidad (estdn mas
o menos juntas) y direccién, podemos concluir que la fuerza que experimenta
una carga tiende a apartarla de la linea de campo eléctrico sobre la que se
encuentra en cada instante.

En otras palabras, una carga bajo los efectos de un campo eléctrico no seguira
el camino de la linea de fuerza sobre la que se encontraba originalmente.

La relacién entre las lineas de campo eléctrico(imaginarias) y el vector in-
tensidad de campo, es la siguiente:

(1) La tangente a una linea de fuerza en un punto cualquiera da la direccién
de E en ese punto.

(2) El ntimero de lineas de campo eléctrico por unidad de drea de seccién
transversal es proporcional a la magnitud de E. Cuanto méas cercanas estén
las lineas, mayor sera la magnitud de E.

No es obvio que sea posible dibujar un conjunto continuo de lineas que cum-
plan estos requisitos. De hecho, se encuentra que si la ley de Coulomb no fuera
cierta, no seria posible hacerlo.

Si un elemento de superficie de area A A es atravesado por A N lineas y
si la intensidad del campo eléctrico en el centro del elemento de superficie es
E, se tiene que:

AN
AA, x F

El subindice n indica que A A es normal a E. Para convertir esta propor-
cionalidad en ecuacién se elige ¢y como constante de proporcionalidad. Asi,
se espacian arbitrariamente las lineas de campo eléctrico de modo que, en
cualquier punto, el nimero de lineas por unidad de superficie y la intensidad
del campo eléctrico esté ligado por la relacion:

AN

AA, GOE
Considérense, ahora, las lineas de campo eléctrico que salen de una carga
puntual positiva q y una esfera de radio r arbitrario rodeando la carga y de

modo que ésta se encuentre en el centro. La intensidad del campo eléctrico en
todos los puntos de la superficie de esta esfera es:

_ _1 q
E_47T€0T2

En consecuencia, el nimero de lineas por unidad de superficie es el mismo en
todos los puntos de la superficie y estd dado por:
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Las lineas de campo eléctrico atraviesan la superficie perpendicularmente
puesto que E tiene una direccién radial. El 4rea de la esfera es 47r2]lo que
implica que el numero de lineas que atraviesan la superficie es:

NZEOAE:q

Esto demuestra que si el valor del exponente de r, en la ley de Coulomb, no
fuera 2, el nimero de lineas de campo eléctrico no solo no estaria dado por el
valor de g, también seria inversamente proporcional a alguna potencia de r y
por ello seria imposible dibujar un conjunto continuo de lineas que cumplan
los requisitos indicados mas arriba.

Para la construccion de lineas de campo eléctrico se debe tener en cuenta
lo siguiente:

e Por convencion, las lineas deben partir de cargas positivas y terminar en
cargas negativas y en ausencia de unas u otras deben partir o terminar en
el infinito.

N2AVZ
NN

creados tiva y negativa

Una carga puntual positiva dara lugar a un mapa de lineas de campo eléctrico
radiales, pues las fuerzas eléctricas actian siempre en la direccién de la linea
que une a las cargas interactuantes, y dirigidas hacia fuera porque una carga de
prueba positiva se desplazaria en esa direcciéon. En el caso del campo debido a
una carga puntual negativa el mapa de lineas de campo eléctrico seria analogo,
pero dirigidas hacia ella ya que ése seria la direccién en que se desplazaria la
carga positiva de prueba. Como consecuencia de lo anterior, en el caso de los
campos debidos a varias cargas, las lineas de campo eléctrico nacen siempre
de las cargas positivas y por ello son denominadas manantiales y mueren en
las negativas por lo que se les llama sumideros.

e Las lineas de campo eléctrico jamas pueden cruzarse

Las lineas de campo eléctrico o de campo salen de una carga positiva o entran
a una negativa. De lo anterior se desprende que de cada punto de la superficie
de una esfera, suponiendo forma esférica para una carga, puede salir o entrar
solo una linea de fuerza, en consecuencia entre dos cargas que interactian
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solo puede relacionarse un punto de su superficie con solo un punto de la otra
superficie, y ello es a través de una linea, y esa linea es la linea de fuerza.

Si se admitiera que dos lineas de campo eléctrico se intersequen, entonces
se podria extender la superficie de la otra carga hacia el lugar donde se inter-
secan ambas lineas y se podra concluir que dos lineas entran o salen de una
superficie de una carga eléctrica. Con esto se esta contradiciendo lo postulado
inicialmente. En consecuencia, es imposible que dos lineas de campo eléctrico
se intersequen.

Por otra parte, si las lineas de campo eléctrico se cortaran, significaria que en
dicho punto E poseeria dos direcciones distintas, lo que contradice la definicién
de que a cada punto sélo le corresponde un valor tinico de intensidad de campo.

e El ntimero de lineas de campo eléctrico que parten de una carga posi-
tiva o llegan a una carga negativa es proporcional a la cantidad de carga
respectiva.

e Las lineas de campo eléctrico deben ser perpendiculares a las superficies
de los objetos en los lugares donde conectan con ellas.

Esto se debe a que en las superficies de cualquier objeto, sin importar la forma,
nunca se encuentran componentes de la fuerza eléctrica que sean paralelas a
la superficie del mismo. Si fuera de otra manera, cualquier exceso de carga
residente en la superficie comenzaria a acelerar. Esto conduciria a la aparicién
de un flujo de carga en el objeto, lo cual nunca se observa en la electricidad
estatica.

Representacion del campo elécirico creado por
dos cargas de diferente magnitud y signos
opuestos.

Las representaciones anteriores reflejan el principio de superposiciéon. Ya sea
que las cargas ostenten el mismo signo o signo opuesto, las lineas de campo
eléctrico se verdn distorsionadas respecto de la forma radial que tendrian si
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las cargas estuvieran aisladas, de forma tal, que la distorsiéon es méxima en
la zona central, o sea, en la region mas cercana a ambas. Si las cargas tienen
la misma magnitud, la representacion resulta simétrica respecto de la linea
media que las separa. En el caso opuesto, predominard la influencia de una de
ellas dando lugar a una distribucién asimétrica de lineas de campo eléctrico .
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Ecuacion de las lineas de campo eléctrico

Ecuacion de las lineas de campo eléctrico

de __ dy __ dz

Ejemplo: Si tenemos una sola carga puntual, todas las lineas de campo son
rectas que parten radialmente de la carga en las tres direcciones del espacio.
Si nos limitamos a las lineas de campo contenidas en el plano cartesiano XY,
el problema se simplifica y nos queda la razén entre g—; es £ de modo que:

dy _ d: _
F=F —nly) =in(z)+C
siendo C la constante de integracién. Este resultado se puede escribir como:
y=Cz (C=exp(C))

que es la ecuacién de una recta que pasa por el origen, como era de esperar.

Comportamiento de una carga punto en un campo eléctrico uni-
forme

Un campo eléctrico ejerce sobre una particula cargada una fuerza F = ﬁq.

7:

Esta fuerza produce una aceleraciéon -~ siendo m la masa de la particula.

Particula moviéndose paralelamente al campo
Considérese una particula de masa m y carga q que se suelta a partir del

reposo en un campo entre dos placas paralelas cargadas tal como se muestra
en la figura
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Y

P

El movimiento es similar al de un cuerpo que cae en el campo gravitacional
terrestre.

La aceleracién estd dada por a = %

Como F' = qF, se cumple que a = %

Aplicando las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado, como
vo = 0, se tiene que:

v=at =1Lt
m 2

— 21 _ aEt
y= at 27 2m
v2 = 2ay = 24
m

La energia cinética adquirida luego de recorrer una distancia y sers;

K = gmv? = gm(2EY) = ¢Ey

La figura muestra un electrén de masa m y carga e que es disparado con una
velocidad vy perpendicularmente a un campo uniforme E.

El movimiento es similar al de un proyectil disparado horizontalmente en el
campo gravitacional terrestre. En consecuencia el movimiento horizontal x y
el vertical y estan dados por las expresiones:
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x =tvoy = yo + sat? = yo + L2

2m
Sustituyendo a t se obtiene:

el 2
2mw? x

T = tvoy = Yo +

que es la ecuacion de la trayectoria.

Cuando el electrén sale de entre las placas, lo hace en una trayectoria recta
tangente a la pardbola en el punto de salida y puede hacerse llegar a una
pantalla fluorescente P colocada a cierta distancia mas alla de las placas.






CALCULO DEL CAMPO ELECTRICO

CALCULO DEL CAMPO ELECTRICO PARA DISTRIBUCIONES DE
CARGA CONTINUA

Recordando lo sucedido con el campo eléctrico para una distribucién de carga

discreta.

Donde se obtiene que el campo eléctrico ma n cargas es:
—> n
Epy =3 ﬁ

Ahora supongamos la superficie con carga *Q.
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En cuanto a cargas continuamente distribuidas, evaluar el campo eléctrico
para un punto p, implica tener en cuenta los diferenciales de carga dg.

Por el principio de superposicién £, = f dE), escribiremos:

dE = kdap (K constante)

T
Por lo tanto

- kdq
E, = ol

Hay tres tipos de distribuciones de interés:

e Lineal: Se define una densidad lineal de carga ”\” como:
d
A= (C/m)
e Superficial: Se define una densidad superficial de carga ”¢” como:

0 = $(C/m?)

e Volumétrica: Se define una densidad volumétrica de carga ”p” como:

d
p=q(C/m?)
De lo anterior se tiene que:

dg = A\dl (Si la distribucidn es lineal)
dg = ods (Si la distribucién es superficial)
dq = pdv (Si la distribucién es volumétrica)

Ejemplo:

Calcule el campo eléctrico debido a un anillo sobre el eje ”x” a una distancia
x, el anillo posee un radio a y una carga uniformenente distribuida q.
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Se observa que r = va? + x2.
Dada la simetria que hay desde el anillo hacia el punto (ya que la carga estd
uniformemente distribuida), se obtiene por la cancelacién de componentes en

Y, que
dE, = 2dE, = 2(dE)cost = 2%0059

donde
cosh = £
T
entonces
dE. — 2k(dq) T _ 2k(dq)x
P a?+4a2? \/p21a? T (224a?)3/2?

ahora calculando el campo eléctrico

T T 2
Ep = f (lej_a(g)qa')/z = (I2_EIZ2)3/2 Oq/ dq

Dado que se ha tenido en cuenta la simetria del anillo y necesitamos evaluar
el campo desde la carga cero hasta la carga ”q”, elegimos el limite superior
de integracién como ”q/2”.

entonces

E = 2kx q _ kxq
P T (a2+a22)3/22 — (aZ+a2)3/2°







TEORIA DEL CAMPO ELECTRICO Y EL
POTENCIAL ELECTRICO

1.1 POTENCIAL ELECTRICO

En esta seccién observarémos como obtener el campo eléctrico a partir del
potencial eléctrico.

El potencial eléctrico depende de las variables x,y,z, es decir V(z,y,2) y su
diferencial:

AV = Lde + Gody + GLdz = (5%, 5%, 92 (da, dy, dz) = VV + d7

Integrando se obtiene

AV = [VVdT
Comparando con la definicién de diferencia de potencial:
AV = [-Edv
Se llega a que
—-E=VV

trabajando en una dimensién se tiene
F—_ov

En coordenadas esfericas
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Ejemplo:

Ya se ha calculado que el campo eléctrico debido a un anillo es:

T (a2 +x2)37?

Calculemos el potencial eléctrico debido a este anillo.

vy

vemos que r = v/a? + z2, asi pués
_ k — kg
V= (22+a2)1/2 qu = (@2+a?)1/2

Ahora calculemos el campo eléctrico conociendo su potencial, dado que esta-

M

mos sobre el eje "x” y

dv.
Bo=—%
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Por lo tanto

% = —%kg(axQ +a?)73/220 = —kq(2® + a?) 3%z

Finalmente

B, = ~(—kq(a? +a) /%) = s

— (@2Fa2)372

que es el resultado esperado.

1.2 RELACION CON LA EC. POISSON

Para observar la relacién entre la Ecuacion de Poisson y el calculo del campo
eléctrico, debemos tener en cuenta el Teorema de Gauss.

Teorema de Gauss

El flujo del campo eléctrico E determinado por p a través de la frontera de D

es igual a Q/e€p
@ = Carga total contenida en D

Q= [pp(x,y,z)dzdydz

En otras palabras

n =Vector Normal Unitario

El flujo sera
Js(n* E)dA = % = é Jp p(z,y, z)dedydz

Recordemos que una funcién potencial V satisface que £ = —VV, por teorema
de Stokes, si E es un campo Vectorial arbirario en D, entonces

[o(Exn)dA = [ div(E)dzdyd=

donde E = (El(l',y,Z),Eg(l’,y,Z),Eg(.’L‘,y,Z)) y dZU(E) = aaE; + 8622 + O&)E;
Asi pués

[(nxE)dA =2 = = [pp(a,y, z)dedydz

€0
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donde se obtiene que
[ div(E)dzdydz = % Ip (2, y, z)dedydz
ademas

div(=VV) = ~div(VV) = =V2V = ~(5% + 5% + 9%

por lo tanto
fD -V = % fD p(x,y,2) — =V?V = %p(m,y,z)

o también

8°v | 8*v | 8V _ _p
Ox2 + oy? + 022 ~ e

Esta ultima se llama Ecuacién de Poisson, si p = 0 se llama ecuacién de
laplace.

Ejemplo

Sean las placas metalicas formando un angulo «, sobre el plano XY sin cargas
eléctricas sobre el eje Z, se tiene que:

2 2 .7 7 .
%x‘z/ + %y‘zf = 0 — funcién arménica (1).

Calcular E por medio del potencial eléctrico V, empleando la ecuacién de
Poisson.

se debe encontrar V tal que satisfaga (1) con las condiciones V(P)) = ¢; y
V(PQ) = C2
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Solucién

Sabemos que log(z) = log|z| + 0(2), z = = + iy, donde §(z) es el argumento
de z, también es holomorfa, ademas:

1) In|z| = In(++/x? + y?), armonica por ser parte real de log(z).
2) Q(z) = tg~ (%) es armoénica, por ser la parte compleja de una funcién

holomorfa.

Por lo tanto V26 =0

(z,y,2) € Py sii 0(z,y,2) = /2
(:U,y,z) € Py sii Q(x,y,z) = 704/2

Definamos V(z,y,2) = a + bf(x,y), con a,b constantes. Se puede notar facil-
mente que V(z,y, z) es armonica.

Viz,y,z) =a—bx*
Vi(z,y,2) =a+bx

= ¢y para (z,y,2) € P,
= ¢y para (x,y,2) € Py

SINYIS

donde obtenemos que
a=(c1+c2)/2,b=(ca—c1)/c
En D, el potencial eléctrico
V — Clgcz + 61;62 *tgil(%)

Esta ltima es la ecuacién del potencial eléctrico, hallar el Campo eléctrico es
inmediato de acuerdo a anteriores anotaciones.
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