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Resumen: Este articulo presenta una revision sobre las aplicaciones de la transformada
de Laplace (TL) en el andlisis de sistemas dindmicos lineales. Se presenta la
importancia de la transformada; la definicion de la transformada; los teoremas y
propiedades con aplicaciones y, por ultimo, aplicaciones del uso de la TL para el calculo
de: error de estado estacionario, funciones de transferencia, solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias, respuestas en frecuencia, analisis de sefiales y diagramas de
bloques. Se propone, como situacion didactica para propositos académicos, el
modelamiento y analisis operacional con TL de un reactor multipropdsito.
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Abstract: This paper presents a review of Laplace Transform (LT) applications in the
analysis of linear dynamic systems. Is presented the importance of the transforms; the
definition of the Transform; theorems and properties with applications and finally, the use
of LT for the calculation of: steady state error, transfer functions, ordinary differential
equations solution, frequency responses, signal analysis and block diagrams. The
modeling and operational analysis with LT of a multipurpose reactor is proposed as a
didactic situation for academic purposes.
Key Words: Signals, Laplace Transform, Differential Equations, Dynamic Systems, Control

Systems, multipurpose reactor.

1. Introduccién

Un fendmeno fisico se puede modelar teniendo en cuenta las leyes de la fisica a través de
ecuaciones matematicas, segun sean: lineales y no lineales (polinémicas y algebraicas); y
ecuaciones en derivadas —lineales o no- (Ordinarias o Parciales), es decir, considerando
funciones que cambian en el tiempo.

De otra parte, los sistemas dinamicos explican tales fenébmenos. Estos se pueden clasificar en
mecanicos, eléctricos, térmicos, hidraulicos, entre otros, en acuerdo a las sefiales, su
tratamiento y el contexto; y se pueden representar de diferentes formas: usando ecuaciones
diferenciales ordinarias o parciales; estableciendo funciones de transferencia; construyendo
ecuaciones de estado; desarrollando diagramas de bloques; calculando respuestas en
frecuencia, entre otras [1]—[5].

De otro lado, la TL es la principal herramienta matematica utilizada para el analisis de sefales,
solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, desarrollo de modelos y sistemas

de control. Por ende, se convierte en una base fundamental para el andlisis de sistemas
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dindmicos, de aqui que sea importante interpretar su definicion, existencia y unicidad, asi como
los teoremas y transformadas de funciones o sefales basicas [4], [6]-[8].

Por lo anterior, dada la importancia de la TL para el analisis de sistemas dinamicos, resulta de
interés en ingenieria investigaciones documentales que conduzcan a una revision del tema
gue evidencien que -a pesar de ser un area de estudio poco reciente- se siga utilizando en
diversas aplicaciones de sistemas dinamicos pero distintos a los que tradicionalmente se
abordan académicamente o en lineas de investigacién en desarrollo.

Por lo expuesto, el presente articulo esta organizado de la siguiente forma: La Seccion 2
establece la metodologia de investigacion documental. La seccion 3 describe la importancia
de la Transformada de Laplace, la definicion de Transformada de Laplace y los teoremas
principales. La seccién 4 describe la importancia de la Transformada de Laplace en sistemas
dindmicos. Para ilustrar las aplicaciones mas comunes de la TL en Sistemas Dinamicos se
establece la Seccion 5. La seccion 6 muestra un ejemplo de aplicacién en un reactor

multipropdsito; y finalmente la Seccion 7 presenta las conclusiones.

2. Materiales y Métodos.

Para establecer la metodologia que se desarrolla en la presente investigacion documental se
acude al método sintético [9]. Este método analiza y sintetiza la informacion recopilada, lo que
permite ir estructurando las ideas a lo largo de la revision sobre Sistemas Dinamicos que
aplican la transformada de Laplace como herramienta para conocer caracteristicas importantes

de los mismos.



Igualmente, para el estudio exploratorio, la busqueda bibliografica utilizé las siguientes bases
de datos: IEEE Xplore, ScienceDirect, Google Scholar; asi como textos de clase. Las
referencias obtenidas oscilan entre 60y 70, con las palabras clave usadas y que corresponden
a las categorias: Transformada de Laplace, Sistemas Dinamicos, Control clasico, Sistemas de
Control, Ecuaciones Diferenciales. El aval de esta metodologia se obtuvo de expertos del
Grupo de Investigacion en Orden y Caos (ORCA) de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas. Se utilizo el Método por indices para la construccion de la revision (vertebrado a partir

de un indice general) [10], [11].

3. Definicion y propiedades de TL
La transformada de Laplace de una funcidon f(t), con dominio en la variable real t es
equivalente a otra funcién que depende de una nueva variable s en el dominio complejo. La

transformada de Laplace de f(t), para t > 0, esta definida por [5], [8], [12]-[21]:
F(s) = j f(estdt 1)
0

La transformada de Laplace de f(t) existe si la integral (1) converge; las condiciones
suficientes de existencia para la misma son: la continuidad por tramos y el orden exponencial
para f(¢t) [5], [8], [14]-{21].

3.1. Teoremas de la transformada de Laplace

A partir de la definicion se transforman funciones elementales; sin embargo, no es conveniente
usar la definicion de transformada de Laplace para encontrar transformadas de funciones mas
complejas, dado que el proceso de integracion suele complicarse. Basados en la revision
bibliografica realizada se desarroll6 la Tabla 2 y Tabla 3 [4]-[8], [14]-[29], la cual presenta de

forma detallada y clara los teoremas de la transformada mas aplicados en sistemas dinamicos.
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Transformada de Laplace directa

Definiciéon

Ejemplo

Primer Teorema de Traslacion

Toda aquella expresion de la forma
L[f (t)e**] sera igual a la transformada de
la funcion f(t), sustituyendo s - s + a.

Ll f(O)] =F(sFa) (2)

Hallar la transformada de Laplace de:

f(t) =e *senat u(t) (3)
Aplicando el teorema de traslacion compleja
en (3) e identficando la funcion f(t) y
evaluando s — s + a, la transformada de (3)
es:

LIg®)] = G(s) = e"™F(s) ()

Fs) = (s+a)2+1 )
Segundo Teorema de Traslacién
Toda expresion de la forma f(t — a)u(t — a),
su transformada de Laplace sera L[f(¢t)] | Hallar la transformada de Laplace de:
multiplicada por e~%%, donde a representa el
valor del desplazamiento. (6)

f(t) = [sentu(t+ 2m)]

Aplicando la propiedad de desplazamiento en
el tiempo en (6) identificando f(t) =sent y
a=2m, como sen(t +2m)=sent la
transformada de (6) es:

1

s2+1 et (7)

F(s) =

Teorema de multiplicacién por t (diferenciacion compleja).

Si f(t) es una funcion continua a trozos y de
orden exponencial entonces cada
transformada de Laplace:
L{t f(©)}, L{t*f(t) ...}, converge respecto a
s. Es decir, la transformada de Laplace del
producto de una funcion f(t) con t" se
puede encontrar al diferenciar la
transformada de Laplace de f(t).

Hallar la transformada de Laplace de:

() = {t? sent}u(t) )

Aplicando el teorema e identificando f(t) en
(9) su transformada es:

652 —2
(s> +1)3

F(s) = (10)




d"F
L f@) = ()

=1,23,..

Paran

(8)

Teorema de la derivada (diferenciacién real)

Dejando la funcion f(t) continua a trozos y
teniendo una derivada continua hasta de
orden n-1 f@ V() y seccionalmente
continua derivable f™(t) en un intervalo
siempre finito, la transformada de f™(t)
existesit >0 .

Hallar la transformada de Laplace de:

dx (12)
i x = pu(t)

Aplicando el teorema de la derivada en (12) su
transformada es:

1 (13)
d™f(t - S
L[ d}}fci | _ SE(s) — sTUF0) (1) sX(s) = X(0) +3X(s) =~
— ["0(0)
Teorema de la integral (integracion real)
Si f® est seccionalmente continua, la Hallar la transformada de Laplace de:
expresion fo f (@) da tiene transformada de X
Laplace dada por: £t) = U { oltgin ¢ dt] () (15)
t 0
L ]f(a) dal| = @4_ lf-l(o) (4 | dentificando la  funcion que se esta
J s S integrando, y aplicando los teoremas
correspondientes su transformada es:
2(s—a) (16)

L{te%sint} =

((s—a)?+1)2

Aplicando el teorema de Laplace de la
integral, (16) se multiplica por 1/s™ , donde n
es el numero de integrales, la transformada
de (15) es:

2(s—a) a7)
F(s) = — >
s((s—a)*+1)
Teorema de laintegral de la transformada (integracion compleja)
Si f(t) es transformable en Laplace y Hallar la transformada de Laplace de:
teniendo que lting@ existe, la integral de la (19)

funcién fst(s) ds corresponde a la division
de la transformada de Laplace de una
funcién f(t) dada por:

j F(s) ds

S

([
()]

Siy solo si el lim £
t-0 t

(18)

existe.

£ =[] wey

El limite de f(t) existe, entonces se aplica el
teorema de integracion compleja. La variable
t indica el nimero de integrales a aplicar.

f v 1 (20)

ds = tan"1s|®
s24+1 s
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La transformada de (19) es:

T 21
F(s)==—tan"!s (21)
2
Teorema del valor inicial
Dejando f(t) siendo funcion transformable, Determinar el valor inicial de:
entonces en el caso de evaluar lim sF(s), , ' 23)
. $=e 3s+4s+1 23
existe. 0) =
*(0) s3+2s2+s+2
lim f(¢) = lim sF(s) (22) | Aplicando el teorema de valor inicial
e S—00
©0) = i 3s2+4s+1 (24)
s s 252+ s+ 2
Evaluando el limite:
25
x(0) =3 (25)
Teorema del valor final
Dejando f(t) siendo funcion transformable, Determinar el valor final de:
entonces en el caso de evaluar lim f(t), '
oo 352 +4s+1 (27)

existe.

fm @ = timsie) - C9

0) =
x(0) s*+ 3534352+ 2s

Aplicando el teorema de valor inicial tenemos

©0) = I 352 +4s+1 (28)
= S s ¥ 353 + 352 + 25
Evaluando el limite:
1 (29)
0) ==
x(0) >
Teorema de la Convolucion
Silas funciones f(¢) y g(¢) son continuas por Hallar la transformada de Laplace de:
tramos en [0,o), entonces un producto
especial, denotado como f(t) * g(t), esta (32)

definido como:

‘ 30
[g-0r@a (30)
0
La multiplicacion de las transformadas
representa la convolucion de las funciones
f()y g(t), definido como:

f@) = lftet sin(t — 1) drl u(t)
0

Aplicando el teorema de Convolucién vy
aplicando transformada a f(t) y g(t) de (32),
la transformada es:

1 (33)
(s—1D(s2+ 1)

F(s) =




LIA® * (D] = Fi(s)Fy(s) (31)

Teorema de Convolucion en frecuencia — plano s

La transformada de Laplace del producto de
dos funciones a trozos y seccionalmente
continuas fi(t) y f,(t) corresponde a la
Convolucién de sus transformadas.

Hallar la transformada de Laplace de:
F(©) = ete2tu(e) 9

Aplicando el teorema de Convolucion en

1 (34) )
LI f O] = 5= Fi(s) * Fy(s) frecuencia.
2mj
F(s) (36)
S) =
s+3
Tablal. Teoremas transformada de Laplace directa. Fuente: elaboracion propia.
Factor | Forma del Factor Forma de la Fraccion Parcial
0 A = constante No existe
1 (ax +b) - Cte. A a determinarse
ax+b
1 (ax + b)" R A
ax ax+b ' (ax+b)? " (ax + b)3

Ax + B

3 (ax? + bx + ¢) _oxrs
ax?+ bx +c
3 (ax? + bx + )" Ax + B 4 Cx+D 4 Ex+F N
ax xme (ax?2 +bx+c) (ax?+bx+c)? (ax?+bx+c)3

2

3 (ax3 + bx? +cx + d) Ax*+Bx+C
ax3+ bx?+cx+d
Ax?+Bx+C Dx*+Ex+F
3 ax® + bx? + cx + d)" + F oo
( ) (ax3® + bx?+cx+d) (ax3®+ bx?+ cx + d)?
Tabla2. Fracciones parciales de utilidad para calcular la transformada de Laplace inversa. [5],

[7], (8], [16],

3.2. Importanciade la TL

[18], [22], [30].




VISION ELECTRONICA Preparacion de Articulos revista VISION ELECTRONICA: algo méas que un estado sélido
Fecha de envio:

Fecha de recepcion:

Fecha de aceptacion:

Los sistemas dinamicos modelan diversos fendmenos fisicos a través de ecuaciones
diferenciales; la forma clasica de ejercer control sobre estos sistemas es por medio de la

transformada de Laplace. Su aplicacion varia en diversos campos [31].

Hablando especificamente de control, Laplace se ha usado en la simulacién y control de una
gran cantidad de sistemas: péndulos [32], donde se usa Laplace para obtener los modelos del
sistema; sistemas termoeléctricos [33], donde el analisis del sistema de regulacion térmica de
un transformador se hace en dominio de Laplace y su respuesta en el tiempo se halla con la
transformada inversa de Laplace; entre otros, donde se usa la transformada de Laplace para
obtener ecuaciones en dominio de la frecuencia que facilitan el disefio de los controladores

[34]-[36].

De otro lado, los métodos de Laplace han sido aplicados para hacer compensacion en la
respuesta de sistemas de control digitales [37]; modelos de sefiales para controladores
digitales [38]; y aunque hoy dia existen variadas técnicas de control innovadoras, la
transformada de Laplace sigue siendo una herramienta que facilita el entendimiento de los
sistemas [39], [40]. Lo importante es que, basado en estos analisis, se forman nuevos modelos
de control, como por ejemplo los algoritmos basados en la estimaciéon de la incertidumbre y
perturbaciones (UDE) [41]. En otro sentido, se ha aplicado al control de contencion de sistemas
multiagente donde su control colaborativo se analiza desde la perspectiva del dominio de la
frecuencia que la TL ofrece [42]. Las transformadas de Laplace producen modelos eficientes
para describir la dinamica de otro tipo de sistemas [43], tal como lo muestra [44] donde se
busca obtener un adecuado control de corriente; ahora, por medio de la TL se aplica una

técnica de dominio de frecuencia para el disefio de sistemas de control multivariable al control



de vibraciones de haz pasivo [45]. Por otro lado, la transformada de Laplace no solo es una
herramienta de disefio, también es una herramienta para verificar la estabilidad de los sistemas
de control [46]—[48], viabilidad [49], el redisefio de los mismos [50], y para hallar respuestas

ante entradas en los sistemas dindmicos [51], [52].

Ademas de sistemas de control, la TL sirve como herramienta analitica [53], para el desarrollo
de modelos y métodos de calculo [54]-[56]. En [57] se aplica a los filtros para mitigar las
pulsaciones de voltaje de baja frecuencia y calcular los armoénicos en corriente continua. En
eléctrica y electrdnica los usos de la TL son diversos [58]-[60]. Se han desarrollado métodos
para determinar las tensiones transitorias y dinamicas que surgen cerca del sistema de grietas
en cuerpos elasticos bajo deformacion, esto se basa en métodos de transformadas de Laplace
tanto directa como inversa [61]. Ademas, se han propuesto nuevas formulas para la matriz
transitoria de resistencia del suelo a una linea eléctrica aérea; cada férmula se obtuvo usando
la transformada inversa de Laplace, su uso produjo una solucién en dominio del tiempo de
transitorios electromagnéticos en lineas multiconductoras [62]. Igualmente, la TL se ha
aplicado en modelos de lineas de transmisién descrito en el dominio s (frecuencial) para
obtener perfiles transitorios de tensién y corriente a lo largo de lineas multiconductoras [63].
La TL también tiene cabida en sistemas dinamicos complejos como aquellos de tiempos
variados en los que se usa su version bidimensional [64]; asi como también en estudios de
modelamiento para las hojas de grafeno donde Laplace ayuda a obtener parametros de

densidad de corriente tangencial mediante leyes de Maxwell [65].

De otro lado, la transformada inversa de Laplace -cuyo objetivo es llevar lo que esta en dominio
de la frecuencia al dominio del tiempo- también ha sido herramienta en multiples analisis
matematicos que buscan obtener una respuesta en dominio del tiempo en diversos campos de

estudio. Por ejemplo, [66] muestra el uso de la transformada inversa en ecuaciones de onda
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electromagnéticas canonicas. En el desarrollo de un nuevo método de disefio para antenas
plasmodic que generan luz polarizada circular localizada para grabacion en altura [67], donde
al tener las ecuaciones de campo magnético en un dominio complejo se usa la transformada

inversa de Laplace para obtener la respuesta en el dominio del tiempo.

Finalmente, la TL en campos diferentes al control y la electrénica ha hecho su aparicion en
variantes como por ejemplo el estudio de CO2 y sus cambios atmosféricos como respuesta a
las emisiones [68]. En la misma linea, se ha aplicado en la seleccién de materiales biolégicos
para determinar sus caracteristicas y diferenciaciones [69]; y se ha usado para convertir las
ecuaciones dinamicas de un sistema lineal de ecuaciones en aplicaciones al método de

intervalos para andlisis de estructuras [70].

4. Importancia en sistemas dinamicos

Como se ha visto, la TL ha sido utilizada en analisis de sefales, solucién de ecuaciones
diferenciales, modelos lineales y sistemas de control, entre otras. Pero la presente exploracién
de los Ssistemas Dinamicos se ha hecho a partir de modelos matematicos [1]-[5]. La Figura 1
muestra un diagrama donde a partir de las ecuaciones que modelan el sistema, la transformada
de Laplace permite obtener otros parametros caracteristicos del mismo, como la funcién de
transferencia, los diagramas de bloques, la representacion de estados, el analisis en frecuencia

y a su vez coOmo interactuan entre ellos.



SISTEMAS DE ECUACIONES
- Ecnaciones Diferenciales

- Ecpaciones Algebraicas

- Ecvaciones Mo Lineales

- Ecnaciones Lineales

SISTEMAS DE ECUACIONES
- Ecuacicnes Diferenciales Lineales

- Ecvaciones Algebraicas Descompesicidn

.C_]

Representacid
n de Estados

Figura 1. Diagrama de interaccion de Laplace y sistemas dindmicos. Fuente: elaboracién
propia.

5. Aplicaciones en sistemas dinamicos

Como se estudié anteriormente, la transformada de Laplace en los sistemas dindmicos permite
encontrar caracteristicas principales de estos modelos, dentro de estos procesos se desataca
la aplicacién en andlisis de sefiales, solucion de ecuaciones diferenciales, analisis de modelos
eléctricos, calculo de funcion de transferencia, representacion de diagramas de bloques,
célculo de error de estado estacionario y analisis de respuesta en frecuencia [1]-[5], [71]-[73].
La Figura 2, muestra una metodologia para hacer uso de la transformada en el analisis de

sistemas dindmicos.
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- Ecuaciones Algebraicas

SISTEMAS DE ECUACIONES
- Ecuaciones Diferenciales Lineales

c |
v
Aplicacion de la transformada
Diagrama propiedades y teoremas
de Bloques (Ecuaciones Algebraicas en
Anélisis \ Frecuencia) J
Temporal l
. ™
Funcién de Aplicacién defracciones parciales
Transferencia (si es necesario)
A A
¥ i
Andlisis en
Frecuencia Célculo de la variable de interés
en la frecuencia
A l A
ldentificacidn de transformadas en
las tablas
A A
£ l
Funcién en el dominio del tiempo
A A

Figura 2. Metodologia de aplicacién de la transformada de Laplace en sistemas dindmicos.
Fuente: elaboracién propia.

5.1. Andlisis de sefales

Calcular la TL de la sefial Figura 3 [24].



fit)

Amplitud

B o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 3. Sefial combinada de funciones paso y rampa. Fuente: elaboracién propia.
La funcién que describe la Figura 3 esta dada por:

FO) =[u@®) +157(t-1) —ut—3) =357t —3)+ 27t —5)] (37)

Aaplicando propiedad de linealidad y desplazamiento en el tiempo Tabla 1, la transformada de

la sefial (37) es:

1 e~S 73 e 3s e—Ss
—r1s S35 425 (38)
S S S S S

5.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial [23], [24]:

Y"+2Y'+5Y =e tsint

(39)
Y (0) =0, Y'(0)=1
Aplicando transformada de Laplace en (39) Tabla 1, se tiene
1
{s2y — sY(0) = Y'(0)} + 2{sy — Y(0)} + 5y = ————— (40)

(s+1)?2+1
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Solucionando (40) y remplazando condiciones iniciales.

s?+2s+3 (41)
(s24+2s+2)(s?+2s+5)

y(s) =

Aplicando transformada inversa de Laplace Tabla 2, la respuesta en el tiempo de (41) es

1
Y(t) = §e‘t(sint + sin 2t) (42)
5.3. Analisis Circuitos Eléctricos
Aplicar TL a la ecuacion que modela el siguiente sistema [23], [24]:
L1
io (;I\ Vo
A N
R1
v1® g R2 § R3 == C1
Figura 4. Sistema eléctrico. Fuente: elaboracién propia.
Las ecuaciones que modelan el sistema de la Figura 4 son:
dve 1 1 1 1 Vit 11 43
—=={-V, (—+—+—)+1 +—-V (—+—) (43)
dt C<CR1 R, Ry " R, ""“\R, R,
di, 1 44
E=Z(Vi1_(Vi2+ V) (44)
V="V, I,=1I, (45)

Si las condiciones del sistema son:



Vir = u(t —10), Vie =2, 1,(0) =14,
(46)

Ve(0)=0, R,=R,=R;=10, L=2H, C=1F

Aplicando condiciones iniciales y transformada de Laplace Tabla 1 a (43), (44) y (45) se obtiene:

sVe(s) = =3Vp(s) + 1,(s) + Via(s) — 2Vip(s) (47)
sIy(s) = 1,(0) =5 (Via (s) = Viz(s) — Vi(s)) (48)
75(5) = v(s) (49)
Despejando el valor para 1, y I, se obtiene:
v (s) = (2+Vy(s)(2s+ 1) — Vip(s)(4s + 1)) (50)
o8] = [252 + 65 + 1]
I(s) = (Via($)[s + 2] = Vip(s)[s + 1] + 2(s + 3)) (51)

[252 + 65 + 1]
La respuesta de la salida en funcién del tiempo se aplica transformada inversa de Laplace Tabla

2 en (50), (51) obteniendo:

V,(t) = 0.3779e 0177ty (¢) — 0.3779e~(28228)ty (¢) — 0.6891e 0177ty (¢ — 10)
— 0.3110e~@8229ty (¢t — 10) + 1u(t — 10) + 0.6223e~ 0177ty (¢) (52)

+ 1.3779e~ 282280ty (1) + 2u(t)

1,(t) = 1.0669e~©0177Dty () — 0.0669¢~(28228)ty(¢) (53)
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5.4. Calculo de la Funcién de Transferencia

iL=io
_—
L1 viz
T =
V1—_ ;1 V2 Q Vo
L AAN— —
—_— i2 i3 ic

Vit Cr:) . §R2 c1

A%
a
(]
Il
]

Figura 5. Sistema eléctrico. Fuente: elaboracion propia.

Con base en la Figura 5, se calcula la funcion de transferencia [24]. Eliminando condiciones

L. . . 2 . V, V I I
iniciales en (43) y (44), despejando las ecuaciones en términos de V—" , V—" , V—" V—"
i1 i2 i1 i2

dav, 1 1 1 Vi1 (54)
~9°_ _ I T T I 2
Cat VO(R1+R2+R3)+L+R1

dl, 55

LE: i1— Vo (55)

Realizando las operaciones correspondientes, aplicacion de la transformada de Laplace Tabla
1, agrupando términos semejantes se obtienen las funciones de transferencia del circuito de la

Figura 5.

Vo(s) _ (Ry + Ls)(RzR3) ] (56)
Vi(s) R RyR5LCS% + LsR,R; + LsR R + LsR R, + R, RyRs

Las demas funciones de transferencia se calculan del mismo modo que se hallo (56).



Vo (s) _ —(R1R; + R,Ls)(R3) ] (57)
Vp(s)  |RiRyR5LCS% + LsRyR; + LsR R + LsR R, + R, RyR;

I(s) [ (R;+R3 + RyR3Ry + Cs)(Ry) (58)
Vi1(s) ~ LRyR,R3LCs? + LsR,R; + LSR{R3 + LsR,R, + R{R,R; |
L(s) | —(1+ R3Cs) (RiRy) 59)
Vin(s)  LRyR,R3LCs? + LsR,R; + LSR{R3 + LsR,R, + R{R,R; |
5.5. Representacion en Diagramas de Bloques
R1 L1 Vo
A4 * B0 ®
+ C1
Vi <f\,> i §R2
=4
Figura 6. Sistema eléctrico. Fuente: elaboracion propia.
Condiciones iniciales del sistema Figura 6 [23], [24]:
Vi(t) = u(t), R, =2Q, C =3F, L = 4H, (60)
R, =3Q, V,(0) =1V, I,(0) = 34
Las ecuaciones que modelan el sistema de la Fig. 5. son:
dav, vV, V,
c—Lt=2L_C_4 (61)
dt R, R,
diy, _ 62
E == VC - R2 - lL ( )
(63)

VOZiL-RZ
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Aplicando transformada de Laplace en (61), (62) y (63) segun teoremas Tabla 2, identificando
el numero de integradores en este caso dos dado que existe mas de una ecuacién diferencial
y el nUmero de entradas y salidas Vi, V, y i se realiza el diagrama de bloques correspondiente

despejando de las ecuaciones diferenciales en términos de la derivada mas alta Figura 7.

J %

1
. s

Vi VcS o
Integrator
Ve (0)

0=
A
P
[§]

SIL X0

Integrator1

Figura 7. Diagrama de bloques obtenido. Fuente: elaboracién propia.

5.6. Ecuaciones de estado a Funcién de transferencia

El modelo en variables de estado esta dado por (64) y (65)

X=A*xx+B=x*u (64)

Y=Crx+Dx*u (65)

Donde x representa a las variables de estado, u es la entrada del sistema y Y la

salida, A, B, C y D son matrices.

Partiendo de las ecuaciones (61), (62) y (63) de la Figura 6 se tiene la representacion de estado

dada por (66) y (67)



1 -1 1
Ve _[Rl*C T] Vc] : (66)
llLl_ 1 —R2 IL + C’:)Rl Vl
l L L
Vo= [0 Ry II/C]+0*Vi (67)
L

La funcion de transferencia se halla a partir de la ecuacion (68)
G(s)=C x (sxI—A)"1xB+D (68)

Al aplicar la ecuacién (68) se obtiene la funcion de transferencia:

_ R, (69)
G(9) = R TlsT+ (RiR,C = s + (Ri=Ry)

5.7. Analisis en frecuencia
El andlisis en frecuencia para un sistema de segundo orden se caracteriza por tener dos
componentes, el margen de ganancia y fase, a continuacién, se muestra las ecuaciones que

permiten detallar este comportamiento [24].

6(jw) = o = -
w)=_2 +j2§a)nw+a)%_(1_w_2)+ 'ZEﬂ (70)
w2 Jes o,

Magnitud en dB.

2\ 2

|G(jw)|qg = —101log <<1 — %) + 482 %) (71)

n n

Fase en grados.
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¢(w) = —tan™? <<ZE wi) / <1 - Z—i)) (72)

Dada la funcion de transferencia (73),

(55 +50)

G =
($) = 239985 - 20

(73)

Se realiza el andlisis en frecuencia dado que este viene del célculo de transformada de Laplace,

la respuesta en magnitud del sistema (74) y Figura 8.

G = = —7.96
6G@lan = <59 8jw = 20

20

Magnitud (dB)

Ep b B
102 1072

10! 1

107 10? 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 8. Respuesta en magnitud del sistema. Fuente: elaboracion propia.

la respuesta en fase del sistema (75) y Figura 9.



(5jw + 50)
jw? +99.8jw — 20

— 68.8 (75)

¢(w) =

Fase {deg)
o
=

Ly

P

tn
T

180 e iiiaal ciciandial el i aal
102 102 10! 10 101 102 10°
Frecuencia (Hz)

Figura 9. Respuesta en fase del sistema. Fuente: elaboracién propia.

A patrtir del analisis realizado (74) y (75), se determina que el sistema es inestable.

5.8. Error de estado estacionario
Una de las aplicaciones mas comunes de este teorema en los sistemas de control es el calculo
de error de estado estacionario, este se define como error del sistema a la diferencia entre la

sefial de referencia y la sefal de entrada [24].

El célculo de error de estado estacionario de posicion, velocidad y aceleracién proviene de la

formula general, hallada del sistema de realimentacion unitaria (76).

T'(S) (76)

‘=T

Aplicando el teorema del valor final Tabla 1, se tiene:

. . SR(s) (77)
ess = limse(s) =lim =75

Donde (77) corresponde al error de estado estacionario del sistema con realimentacion unitaria.
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Segun el andlisis anterior se definen las ecuaciones para el calculo de error de estado

estacionario de posicion, velocidad y aceleracion.

o 1 (78)
essp = lim, 1+ T(s)
= i (79)
eSS'U IS!—IT(I) ST(S)
_ 1 (80)
essa =M 3705

Con las funciones del controlador y planta de la Figura 10, se analiza el error de estado

estacionario para posicién velocidad y aceleracion para el sistema.

1(s) e(s) y(s)

) Cle) > P@ > 1)

Entrada Salida del sistema
Controlador Planta

Figura 10. Diagrama sistema de control. Fuente: elaboracion propia.

Las funciones del controlador y la planta corresponden a:

_ 2 (81)
¢ = 57008
P(s) = s+0.1 (82)

s?2(s?+6s+3)

La funcion de transferencia para el sistema se encuentra con la formula T(s) = C(s) * P(s).



2(s+0.1) (83)

T() = 5700852 + 65+ 3)

Aplicando el teorema de valor final Tabla 1 el error de estado estacionario en posicion es:

essp = lim
s—0

s3(s + 0.05)(s? + 65 + 3) — o (84)
{53(5 +0.05)(s2 + 65 +3) + 2(s + 0.1)} h

Del mismo modo se obtiene el error de estado estacionario de velocidad y aceleracion.

e =1 {52(5 +0.05)(s% + 65 + 3)} “o (85)
50 2(s +0.1)

e =i {s(s +0.05)(s? + 65 + 3)} “o (86)
520 2(s + 0.1)

Los resultados del analisis de error de estado estacionario para el sistema se muestran en la

Tabla 3.

Modelo essp((%)) €ssv(%) | e55a(%)

Tipo 3 0 0 0
Tabla 3. Error de estado estacionario del sistema. Fuente: elaboracién propia.

La respuesta del sistema ante entradas escalon, rampa y parabola corresponde a las Figura

11, Figura 12 y Figura 13.
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VISION ELECTRONICA

Analisis de Error de estado estacionario
2
1.8
1.6 ',"‘
Y
A
1.4 1 '
1
H \
oo
1.2 H \
° I \\ -
2 ! \ 27N
£ 4 1 P >
Q T Y / R pp—r—
€ 1 AY ’
< " A
0.8 1
1
1
!
0.6
1
]
0.4
1
]
0.2 ; Salida del sistema |
e e R Entrada
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20 40 60 80 100 120 140
Tiempo[s]

Figura 11. Respuesta a entrada tipo escalon. Fuente: elaboracién propia.

Analisis de Error de estado estacionario
35
30
25
s 20
2
£
S
< 15
’I
e/
10 ,r’
’
5 Ga
/’ ----- Salida del sistema
s Entrada
0 s T T
0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempols]

Figura 12. Respuesta a entrada tipo rampa. Fuente: elaboracién propia.



Analisis de Error de estado estacionario
1600

1400 /
1200 /
1000 /
el
3>
£ goo -/
£ /
<
600 ¢
400
A [B=
200 = | |77 Salida del sistema
il Entrada
0 === T F i
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo[s]

Figura 13. Respuesta a entrada tipo parabdlica. Fuente: elaboracién propia.

6. Caso de aplicaciéon

El proceso consiste en un reactor multipropésito el cual se disefidé e implementd en la
Universidad Distrital Francisco José de Caldas, en el proyecto curricular de ingenieria en
control. Este proyecto se desarrolld con el proposito de disefiar un controlador PID de

temperatura del reactor [74].

El proceso para fabricar biodiesel inicia solicitando la cantidad de materia prima que se usara,
la temperatura para el proceso, la temperatura para la deshidratacién, tiempo de decantacion
del lavado, Tiempo de deshidratacién y velocidad de mezclado, hecho esto la planta agregara
la cantidad de aceite ingresada por el usuario, cuando el reactor tenga el nivel de materia prima
requerido procedera a agitar y calentar el aceite entre una temperatura de 55°C y 60°C
requerida para la fabricacion de biodiesel, una vez alcanzada la temperatura se agrega el
catalizador y se activa una bomba de recirculacion para garantizar la mezcla [74]. Ya en este

punto inicia el proceso de transesterificacion y depende del tiempo ingresado, luego se pasa al
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tiempo de decantacidén donde la accion del controlador PID y el agitador se apagan y el sistema
gueda en reposos mientras ocurre este tiempo, terminado este tiempo se inicia el proceso de
lavado donde se ingresa agua en el reactor la cual se encarga de disolver restos de metanol,
hidroxido de sodio y componentes hidrosolubles que seran eliminados posteriormente por
decantacion, después del lavado se inicia el tiempo de decantacion donde se separan el agua
con residuos disueltos del biodiesel, para terminar se pasa a la etapa de deshidratacion donde
se eliminara el agua residual en el biodiesel manteniendo una temperatura elevada para extraer

los vapores de agua a través de una valvula de vacio Figura 14 [74].

/w"
10_00 - |_ 1004
Dosificador de Grosa i ..! Véhula de alvie
Motor Trifasice
i P &? 1L . ,
Catolizodor (KOH) . 1 Sensor de Presisn
oo 1605 /
________ /PT
4-20 mA =000
/A )
p 1000/ 2% Pt
oy <
1602 . ] | I -
Entradn de vapor e = S
I
1000
IT -
fguo ————————— 4-20 mh
M 4=
oo 4-70 mA
o
1000
™ Mezclodor
&5 O
Salida de vapor L% -

Vil de Extroccifin

Figura 14. Diagrama P&ID del reactor [74].



Es evidente que es necesario mantener un control en la temperatura para cada etapa del
proceso. La toma de temperatura se hace por medio de una PT100, las pruebas para la

linealizacion se hicieron entre 17 °C y 86 °C [74].

Para poder disefiar el controlador fue necesario obtener la funcidn de trasferencia de la planta
y asi poder analizar su comportamiento dinamico, el método para encontrarla fue disefiar 2
experimentos en los cuales se puede comparar la importancia en la cantidad de datos para
generar el modelo con la herramienta de identificacion Ident de Matlab, los experimentos
consisten en inyectar una sefial paso en el sistema para llevar a la planta a un punto de
estabilidad; se obtuvo que la planta tiene un retardo de 75 segundos y un tiempo de
estabilizacién aproximado de 4 horas, tiempo en el que el agua llega a su punto de ebullicion,
el primer experimento tiene un tiempo de muestreo de 30 segundos, mientras que le segundo
experimento tiene un tiempo de muestreo de 1 segundo [74], a partir de las medidas tomadas
y usando la herramienta de identificacion Ident de Matlab, se logra establecer la funcién de
transferencia para cada experimento, como resultado se toma la funcién de transferencia

arrojada por el experimento 2 que tiene un porcentaje de exactitud del modelo del 97.6%.

Cabe resaltar que [74], realizo la identificacion en tiempo discreto (Transformada z), por ende,
en este articulo a partir de las tablas de medicién se desarrollé la identificacién en tiempo
continuo TL, para poder llegar al sistema de ecuaciones que modelan la planta y ver el

comportamiento de la misma.

La funcion de transferencia arrojada por la herramienta es:

3,233 x107° (87)
s+ 4,633 x107°

F(s) =
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Con base en la anterior funcién de transferencia se procede a conocer las ecuaciones que
modelan el reactor aplicando los teoremas de la transformada de Laplace Tabla 1 y la

metodologia de aplicacion propuesta Figura 5.

Vo(s) _ 3,233x10°5 (88)
Vi(s) s+ 4,633x105

Despejando (88) en términos de la funcion de salida, y remplazando la entrada por una seial

paso se obtiene:

1 3,233 x107° (89)
Vols) = (E) <s + 4,633 x10‘5>

Se aplica fracciones parciales en (89) Tabla 2 y transformada inversa se tiene:

V,(£) = [0.69782 — 0.69782 e~ (4633 %10} ]y (¢) (90)

Basados en la funcion de transferencia (87) se obtiene el diagrama de bloques del sistema

Figura 15.



I 3.2330e-05 —_—P +

1
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Tout
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Figura 15. Diagrama de bloques del reactor. Fuente: elaboracion propia.

Se realiza el analisis en frecuencia (87), la respuesta en magnitud del sistema (91) y Figura 16.

G| 3,233 x10°5 91)
= = 0
Godlas = <o g3 %105

Sk 4
Q Q [
T T T

Magnitud {dB)

A
=t

50
102 102 10! 10 101 102 102
Frecuencia (Hz})

Figura 16. Respuesta en magnitud del sistema. Fuente: elaboracion propia.

la respuesta en fase del sistema (92) y Figura 17.

3,233 x107° (92)
= 00
jo + 4,633 x1075

¢(w) =
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Fase (deg)
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Figura 17. Respuesta en fase del sistema. Fuente: elaboracién propia.

A patrtir del analisis realizado (91) y (92), se determina que el sistema es inestable.

7. Conclusiones

Los sistemas dindmicos modelan diversos fendmenos fisicos a través de ecuaciones
diferenciales, la forma clasica de ejercer control sobre estos sistemas es por medio de la
transformada de Laplace, con esta transformada llevar ecuaciones diferenciales en el dominio
del tiempo que en muchos casos son dificiles de resolver, se vuelven mas sencillas en el
Dominio de la frecuencia, en este dominio se dispone de varias herramientas que permiten
tanto modelar como ejercer acciones de control, dentro de estas herramientas tenemos el

analisis de frecuencia, la funcién de transferencia, los diagramas de bloques entre otros.

En este articulo se ha realizado una presentacion de la Transformada de Laplace, su definicion,
propiedades y teoremas, Ademas, se crea un marco de referencias en los cuales se ve los

diversos usos de la TL en investigacion y resalta la importancia de esta en los sistemas



dinamicos presentando sus diversos usos en el analisis de los sistemas de control,
adicionalmente, se muestra una metodologia para la aplicacion de TL en los sistemas
dinamicos y por ultimo, se realiz6 un ejercicio de modelamiento de reactor multipropésito donde
la TL permitié encontrar el modelo y otras caracteristicas del mismo, es importante resaltar que
el marco referencial usado para destacar la importancia de la TL est& orientado principalmente
hacia los sistemas dindmicos y sistemas de control, donde el 39,18% de referencias hablan de
estas tematicas; en temas relacionados a eléctrica, electronica y telecomunicaciones
obtenemos 17,56% de referencias; 33,78% habla de definicion, propiedades y teoremas de la
Transformada de Laplace y el 4,05% hablan del uso de la TL en campos diferentes a la
ingenieria, es de resaltar que la investigacion puede ser extendida a los usos y las ventajas
que la TL puede brindar en otros campos diferentes a los aqui presentados con el fin de

enriquecer esta esta investigacion.
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