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INTRODUCCION

Dentro del curso de ecuaciones diferenciales parciales uno de los ejemplos mas importantes es la ecuacion de
calor, ya que ésta se presta para ejemplificar cada unos de los conceptos bésicos necesarios para un primer
acercamiento a las ecuaciones diferenciales parciales. Los primeros resultados referentes a dicha ecuacion,
empezando por su deduccion, fueron presentados por Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) inspirado
en los primero trabajos realizados por Daniel Bernoulli (1700-1782) para dar solucién a la ecuacion de
onda (o ecuacion de la cuerda vibrante). El trabajo desarrollado por Fourier no quedaria limitado solo
a la soluciéon de la ecuaciéon de calor, sino que ademés motivaria el nacimiento de toda una rama de las

matematicas como lo es el anélisis de Fourier [Ibarra, 2014].

El objetivo del presente texto es estudiar algunos de los métodos utilizados para hallar soluciones a la
ecuacion de calor, analizar algunas de las propiedades de las soluciones encontradas y ver que posibles
relaciones existen entre dichas soluciones. Para tal fin las ideas aqui presentadas estaran guiadas por
[Simmons, 1991],[Iorio and Magalh&es, 2001] y [John, 1981].

En el primer capitulo se hace la deduccién de la ecuacién de calor unidimensional partiendo de la consi-
deracion del fenémeno fisico que pretender ser modelado con esta ecuacion. Luego se utilizara el método
de separacién de variables para encontrar una primera solucién a la ecuacién de calor y por ultimo se

mostrara un resultado referente a la regularidad de la solucién encontrada.

En el segundo capitulo, nos alejaremos del fenémeno fisico representado por la ecuacién de calor para
estudiar una solucion al problema en dimensiones mayores haciendo uso de la transformada de Fourier
para el caso no perioédico. Es posible estudiar la existencia y unicidad de las soluciones encontradas por este
método, siendo resultados que bajo las hipo6tesis adecuadas se pueden aplicar a las soluciones encontradas
en el primer capitulo. Para finalizar este capitulo se presenta un tultimo método llamado reflexion el cual

le da mayor alcance a cada uno de los resultados estudiados con anterioridad.
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cAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Deduccion de la Ecuacion de Calor en una Dimension

Cuando consideramos un objeto en 3 dimensiones a través del cual puede "fluir" el calor la temperatura
u varia respecto al tiempo ¢ y las coordenadas (z,y, z) en el espacio. Para describir de forma explicita la
funcién u haremos una reconstruccion del trabajo realizado por el fisico-matematico Jean-Baptiste Fourier
quien afirma que por medio de la consideracién de algunos principios fisicos propios de la temperatura y
el flujo de calor en un objeto, es posible mostrar que la funcién u debe satisfacer la llamada ecuacion de
calor

az(um + Uy + Uzz) = Uy, (1.1)

donde a depende de la densidad del objeto, su conductividad térmica y el calor especifico del material
del que esta hecho el objeto. Esta reconstruccion la realizaremos para el caso unidimensional recreando el

enfoque expuesto por [Simmons, 1991, p. 311].

Para empezar debemos tener en cuenta los siguientes principios fisicos:

(a) El flujo de calor se dice decreciente, cuando este va de una region caliente a una menos caliente.

(b) La rapidez de cambio con la cual fluye el calor a través de un é&rea es proporcional a el area y a la
rapidez de cambio de la temperatura con respecto a la distancia en direccién perpendicular al drea.

(Este factor de proporcionalidad se denota por k y es llamado conductividad térmica de la sustancia.)

(c) La cantidad de calor ganado o perdido por un objeto cuando su temperatura cambia, es decir, el
cambio en la energia térmica, es proporcional a la masa del objeto y al cambio de temperatura. (Este

factor de proporcionalidad se denota por ¢y es llamado calor especifico de la sustancia.)



Ahora consideremos el flujo de calor dentro de una barra cilindrica delgada cuya seccién transversal tiene
area A (Figura 1.1). Si la superficie estd completamente aislada el flujo de calor no circulara fuera de
la barra y la temperatura solo depende de la posicion sobre el eje x y el tiempo t. Es decir, u = u(z,t).
Ademaés, supongamos que no se esta generando calor dentro de la barra asi que la cantidad de calor ganada
depende so6lo del flujo de calor que pasa a través de las caras de la barra.

Figura 1.1: Esquema Barra Cilindrica.

Estudiaremos la rapidez de cambio de la cantidad de calor almacenada en el trozo de barra dado por las
posiciones z y x4+ Az. Si denotamos la densidad de este trozo de la barra por p, entonces la masa de dicho
trozo estard dada por

Am = pAAz.

Adicional a esto, si denotamos por Au el cambio de temperatura en el punto x en un pequefio intervalo
de tiempo At, entonces por (c) se tiene que la cantidad de calor almacenada en este trozo durante este

periodo de tiempo estara dada por
AH = cAmAu = cpAAzAw.

Con lo anterior, la rapidez con la que el calor es almacenado es aproximadamente

N cpAAxE. (1.2)
Ahora, por (b) se tiene que la rapidez en que fluye el calor a través de la cara izquierda est4 dada por
kAuy|,.
De igual forma, para la cara derecha se tiene que
kAum|x+Am'
Asi la variacion total en el trozo de barra considerado sera

kAU |y A — kAU |, (1.3)

Combinando las ecuaciones (1.2) y (1.3) se tiene

E uIl.’L‘-‘rAI — u.L|I _ &
cp Ax At

Haciendo Az — 0 y At — 0 se obtiene

A Uy = Uy (1.4)



k
donde a® = —, (1.4) es la ecuacién de calor para el caso unidimensional. Asi que el problema de valores
cp

iniciales estaria dado por

0Py, = Uy u € C%((0,1) x (0,00)) NC([0,1] x [0,00))
uw,0)=p(x)  welo] , (15)
w(0,t) =wu(l,t)=0 t>0

donde p(x) es una funcion continua sobre [0,!] la cual representa la distribucién inicial de la temperatura
sobre la barra y [ es la longitud de la barra.

1.2. Una Solucion de la Ecuacion de Calor Unidimensional

En la seccion anterior encontramos la forma de la ecuacion de calor para el caso unidimensional. Ahora
procederemos a encontrar soluciones a ese problema siguiendo la idea en [Iorio and Magalhaes, 2001, Sec.
1.4], consideremos sin ninguna perdida de generalidad que la longitud de la barra es I = 7 y la constante

a = 1. Asi, el problema (1.5) queda reescrito de la siguiente manera

Ugy = Uy u € C?((0,7) x (0,00)) N C([0, 7] x [0,00))
u(z, 0) = p(z) x € [0, ; (1.6)
u(0,t) =u(m,t)=0 t>0

en principio consideraremos que p € C([0,7]), a medida que vayamos avanzando en el proceso se iran

imponiendo méas condiciones sobre .

Para encontrar las soluciones deseadas haremos uso del método de variables separable. Suponemos que las
soluciones a (1.6) son de la forma
u(z,t) = X (2)T(t) (1.7)

al aplicar las condiciones de frontera de (1.6) a (1.7) obtenemos

Si X(0) # 0 o X(m) # 0 entonces T'(t) = 0 para todo t > 0, lo que implica que u(z,t) seria idénticamente
cero en la region considerada. Asi que es necesario que X (0) = X (w) = 0. Aplicando (1.7) a la EDP en
(1.6) se obtiene
X"(2)T(t) = X(2)T'(t),
lo anterior nos implica que
X"(x) T'(t)
X(@) ~T@)

Como x y t son variables independientes y cada lado de (1.8) depende s6lo de una de estas variables, estos

(1.8)

deben ser iguales a un valor constante )\, es decir,

X"(z) = —AX () (1.9)



T'(t) = —AT(t) (1.10)

Antes de hallar las soluciones a este par de ecuaciones, notese que si X (z) es solucion de la ecuacion (1.9)
entonces X € C2(0, ). Pero como X” difiere de X por un factor constante, entonces X” € C?(0,7),
lo que implica que X € C*(0,7). En consecuencia X" € C4(0,), continuando este razonamiento de
forma inductiva podemos concluir que X € C°°(0, 7). Lo mismo sucede para las soluciones de (1.10), sus
soluciones son de clase C*°(0,00). En conclusion, si u(x,t) = X (x)T(t), u(z,t) € C*°((0,7) x (0,00)).

Las ecuaciones (1.9) y (1.10) son EDO a las cuales podemos encontrar soluciones explicitas de forma
sencilla. En el caso de (1.9) su polinomio caracteristico es

m?+A=0.
Entonces se tiene que m = £+4/—\, lo cual hace que consideremos tres casos diferentes para —A\.
Caso 1. Cuando —)\ = 0. En este caso las soluciones seran de la forma X (z) = ax + b. Pero al aplicar la

condicion X (0) = X(7) = 0 se tendria que a = b = 0, lo que resulta en la solucion trivial, por
tanto X () =0

Caso 2. Cuando —\ > 0. En este caso las soluciones son de la forma
X(z) = aeV AT 4 pem VAT
donde a # 0 y b # 0, al aplicar de nuevo la condicién X (0) = 0 se tiene que a = —b y al aplicar
la condicion X (7) = 0 tenemos
a (e\/j’r - e*‘/j‘”) =0.

Como e® > 0 para todo = € R, lo anterior nos implica que a = 0. Lo cual nuevamente resulta en
la solucién trivial.

Caso 3. Cuando —\ < 0. Para este tipo de valores las soluciones son de la forma
X(x) = acos Vx4 bsen vV Az,

Procediendo de forma similar al caso anterior, se tiene que X(0) = 0 implica a =0y X(7) =0
implica
bsen VAT = 0,

sin embargo esta ultima igualdad es cierta si v\ = n con n € N. Es asi que si se toma \ = n?

entonces las soluciones estarian dadas por

Xn(z) =b,sennx conn € N. (1.11)

Al utilizar el método de separacion de variables para EDO en (1.10), encontramos que sus soluciones son
de la forma,
T(t) = ce™™



con ¢ # 0. Teniendo en cuenta que anteriormente consideramos A = n? tendriamos soluciones de la forma
To(t) = cpe ™" (1.12)
Combinando (1.11) y (1.12) tenemos una familia de soluciones dada por

_ 2
bpe " tsennz conn € N.

El principio de superposiciéon nos dice que para todo k € N

k
—n?t
u(z,t) = E bne sennx
n=1
también es una solucion de (1.6). Asi que una solucion mas general seria

o0

ane*"% sennz, (1.13)

n=1
pero para afirmar esto con toda certeza, primero debemos saber como es la sucesion {b, }nen y segundo
debemos garantizar que la serie tiene las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de cada uno de
sus términos. A continuacién procedemos a dar soluciéon a estos problemas, bajo el supuesto de que esta

serie efectivamente es solucion.

Teniendo en cuenta la condicion inicial en (1.6) tenemos que la sucesion {b,, }nen debe satisfacer la siguiente
igualdad
o0
u(z,0) = p(z) = Z by, sennz, (1.14)
n=1
esto quiere decir que, u(x) debe ser representada por una serie senoidal de Fourier sobre [0,7]. Para

encontrar una forma de calcular los términos b,, necesitamos del siguiente resultado.

Proposicion 1.1. Consideremos X, (z) y X;n(x) definidas como en (1.11) con b, = 1, entonces

/Oﬂ Xon(@) Xn(w)dz = 40 ST (1.15)

sim=mn

SE

Demostracion. Si m # n entonces

s

sen mx sen nxdx

/0 " X (@) X () =

[/OW cosx(m —n)dr — /OW cosz(m + n)dx}

senz(m —n) senx(m+n)\ |"
m-—n m+n

0

I
S NI NI S—



Por otro lado, si m = n se tiene que

/Xm(x)Xn(x)dm:/ sen® madx
0 0

™1 — cos2mx

2

( sen 2mx>
o e
2m

dzx

™

0

I

O
Ahora, si multiplicamos por senmx e integramos sobre [0, 7] en (1.14) obtenemos
/ p(x) senmadr = / [Z by, sin nx sin mx] dz
0 0 n=1
= Z bn/ sin nx sin madx
n=1 0
™
= *brru
2
lo que implica que
2 ™
b = 7/ w(x) senmadz. (1.16)
T Jo

Ahora que podemos expresar de forma explicita la sucesion {b,}, s6lo nos queda mostrar que (1.13)
es continua y posee derivadas de todos los ordenes. Para eso haremos uso del siguiente teorema cuya
demostracion esta en [Apostol, 1976, pag. 278|.

Teorema 1.1. Supongamos que cada término de {f,} es una funcion real continua finita en cada punto de
un intervalo abierto (a,b). Supongamos que para un punto xg, por lo menos, de (a,b) la sucesion {fn(zo)}
converge. Supongamos ademds que existe una funcion g tal que f), — g uniformemente en (a,b). Entonces:

(a) Eziste una funcion f tal que f, — f uniformemente en (a,b).

(b) Para cada x de (a,b) la derivada f existe y es igual a g(x).

Ahora podemos demostrar la siguiente proposicion siguiendo la idea presente en [Iorio and Magalh&es, 2001,
pag. 42].

Proposicion 1.2. Sea p(z) € C[0, 7] tal que

1(0) = p(m) =0

y sea {by }nen definida por (1.16). Entonces la serie (1.13) y sus derivadas término a término de todos los
ordenes convergen absoluta y uniformemente sobre [0, 7] x [T, 00), para todo T > 0. En particular la funcidn
u(z,t) definida en (1.13) pertenece a C>=([0, 7] x (0,00)). Ademds satisface la EDP y las condiciones de
frontera en (1.6).



Demostracion. Sean i,j > 0y consideremos la derivada parcial de cada uno de los terminos de la serie
(1.13) dada por

(=1)7b,n2 e~ senna i = 0(mod4)
Di Dl (b e—n%sennx) (=1 bnP e P eosne i 2 1(mod4)
t n - . S
’ (=1)7 1, n2+ie=" "t senpa i = 2(mod4)
(=1)7 1, n2+ie=""t cosng i = 3(mod4)
teniendo en cuenta la ecuacion (1.16) se tiene que
2 s
lbal < — [ u(z)ldz = K
0
esto implica que
‘D;Dg (bne_”Qt sen na:)‘ < K|(—n)2j+ie_”2t sennx
< Kn2tig=n’T,
Para aplicar el criterio M de Weierstrass, debemos ver la que la serie
e 2
> KnPtie T (1.17)

n=1

converge. Utilizando el criterio de la razon tenemos

o 2 it
Hm (n + 1)2]+le ("+1) — lim n + 1 o enQT—(th‘l)zT
n—00 n2i+ig—nT n—00 n
2j+i
— lim (2 +1 e~ T(nt1)
n— 00 n
=0
lo que demuestra que (1.17) converge. Para i = j = 0 tenemos la convergencia uniforme de la serie

a la funcién u(z,t). Para los demés valores de i y j las sumas parciales de estas derivadas convergen

uniformemente a la serie

o0
. - 2
DLD! Y bpe ™ 'senna.
n=1
Por otro lado, tenemos que

o0
ug(x,t) = Z bu(—n?)e " sennw = ugy(x,t)
n=1

esto para todo (z,t) € [0,7] x (T, 00). Las condiciones de frontera también se satisfacen ya que

sen 0 = sennm = 0 para todo n € N.



El siguiente cololario nos muestra una forma de reescribir u(z, t).

Corolario 1.1. La funcion u(x,t), con (z,t) € (0,00) x [0,7] , definida por (1.13) puede ser reescrita

como -
u(e,t) = [ Kltog)n(w)dy
0
donde
2= 2
K ==Y et '
(z,y,t) 7Tn:16 sen nx sen ny

Demostracion. En principio

2¢

u(z,t) =

b, sennxe "
0

(

como ya demostramos que (1.13) converge uniformemente en [0, 7] x [T, 00) para todo T > 0, es posible

S
2
m

n=1
Z / wu(y) sen nydy) e tsenna
n=1

intercambiar la integral con la suma, lo que nos permite concluir que

12N e
u(zx,t) = — e " tsennxsenny| u(y)dy
(2.1) /[wg ]u()

= /Oﬂ K(z,y,t)u(y)dy.

A K(z,y,t) se le conoce como el nicleo del calor asociado a (1.6).

1.3. Algunas Definiciones y Conceptos Necesarios

Los conceptos que se definirdn a continuacién, seran de gran utilidad para el desarrollo y deduccién de
algunos de los resultados que se presentaran en el siguiente capitulo.

1.3.1. Transformada de Fourier y Algunas Propiedades

Definicién. Sea g € C3(R"™), la transformada de Fourier g asociada a g esta dada por

n

3(€) = (2m) 2 / g (a)da (1.18)

donde z,§ eR" y - &= 1, wi&y-

Proposicion 1.3. Sean f,g € C2 y a € C, entonces se tiene que

(af +9)(€) = af(€) +§(¢)



Demostracion.

@+ 9O = [ e (ar +g(6))ds

o [ et | eiglea

af(§) +9(6)

O

Proposicion 1.4. Sea g € C5(R™) y k=1,2,...,n entonces afkg = (i&)g.

Demostracion. Consideremos k = 1,2,...,n entonces

i63(€) = (2m) "2 [ igue " gla)da.
haciendo integracién por partes con respecto a zj tenemos
) 00 o0 )
i6G(6) = —e " Eg(@)| T+ / €Oy g()da,
oo e
= 8:% g(f)

O

1.3.2. La Funcién 93(z, 1)

Las funciones theta son un conjunto de funciones muy usado en el trabajo con funciones elipticas y las
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales elipticas, son funciones cuyas variables son complejas y se
expresan como una serie infinita de funciones exponenciales. Estas funciones fueron ampliamente estudia-
das por Jacobi en su Fundamental Nova Theoriae Functionum Ellipticarum. Ahi describié la mayoria de
resultados conocidos sobre estas funciones los cuales darian pie a la teoria de funciones theta. Los resulta-
dos y definiciones sobre las funciones theta presentados en este texto estan orientados por [Bellman, 1961]
y [Whittaker and Watson, 1927, cap. 21].

Un tipo de funcion theta se puede definir como

o0

floy= Y emitramiz (1.19)

n=—oo
donde z es una variable compleja la cual en principio puede tomar cualquier valor, mientras que ¢ es un
parametro de valor complejo donde Re(t) > 0, ya que al considerar t = « + i se tiene

o0

< Z ‘e—nza

n=—oo

o0
Z e—n2 (a+iB)+2niz

n=—oo

que bajo la hipotesis de Re(t) > 0 implica la convergencia uniforme de f(z) sobre todo el plano complejo.
Ya que la funcién e* tiene periodo 27i, entonces f tendra periodo 7. Dentro de este texto consideraremos

a t como una variable compleja y no como un parametro manteniendo Re(t) > 0.



Dentro de este conjunto de funciones nos interesara la funciéon ¥3(z, 7) la cual se define como
1+ 2qcos2z + 2¢* cos 4z + 2¢° cos 6z + . . .,
donde ¢ = ™. ¥3(z,t) cuenta con el siguiente resultado:

Teorema 1.2. Sean z,7 € C. La funcion 93(z,T) satisface

2 1
V3(z,7) = (—iT) /2™ /Ty, (z —) . (1.20)

T T

Tanto la demostracion como la teoria necesaria para el desarrollo de esta se encuentran en [Bellman, 1961]
Este resultado no es util para reescribir la funcién 93(z,t) de forma similar a (1.19).
Consideremos la identidad
o0 oo o0
Yo flatn)= > e / Fly)e 2y dy, (1.21)
n=—oo n=-—oo -

donde f € C(R) y hace que la serie de la izquierda converja uniformemente sobre todo intervalo acotado
en R. Para obtener esta identidad definimos

g@)= Y fla+n),

n=—oo

ya que se cumple que g(x) = g(x + 1), entonces g es periddica y por tanto tendra una expansion en serie
de Fourier. Al calcular los coeficiente de Fourier correspondientes a g tenemos

1
ak:/ g(x)efzm'kxdx
0

= /01 ( i flz+ n)) e 2Tk g,

n—=—oo

S 1
=S / F(+n)e 2 4y (1.22)
0

n=-—oo

= i": /"+1 f(a:)efﬁikmdx

_ / f(x)ef%ik‘””dx,

lo que implica (1.21). El siguiente teorema reune las condiciones bajo las cuales (1.21) es siempre valida

o0
Teorema 1.3. Supongamos que la funcién f € C(R), la serie Z f(@ + n) converge uniformemente
n=-—oo
oo oo
en cualquier intervalo acotado, / |f(x)| dz converge y la serie Z |ak| converge, donde ay son los
- k=—o0

coeficientes de Fourier en (1.22). Entonces, las series en (1.21) existen y son iguales para todo x € R.

10



Ahora consideremos la funcion f(x,t) = et conz € R y t € C con Re(t) > 0, veamos que esta funcion

satisface las hipotesis del teorema anterior. Para empezar

o0 o0 5 oo 5
Z flx+mn,t) = Z e—tl@+n) < Z ‘eft(:v+n) ‘ < o0,
n=—oo n=—oo n=—oo
2 o0 2
ya que sin importar que valor tome x se tendrd que ’e_t(”") ‘ < 1. Ahora veremos que / ‘e‘tr dx
— 00
converge, para ello consideremos t = a + tb y asi
oo oo 2
/ |f(z,t)| de = / e dx
—00 —00
- ™
a
Para verificar la tercera hipoétesis se calculara la integral dada por
o0 2
/ et T2 gy (1.23)
— 00
haciendo la sustitucion u = v/tx se tiene
/oo tw2+2a¢yd / —u 4 2uy d
e Tr=— vVt du
—o0 \f
o0 . 2
= / e_(u_%) du
\f —o0
o0 2
= e " dw
I
— / v/t
Teniendo en cuenta (1.22) y considerando y = iwk en (1.23) se tiene
o0
ap = / eftx2727rikxd1,
—0o0
_ \/?eﬂZkQ/t.
t
Teniendo en cuenta que ’e_”2k2/t < 1 para todo k # 0, lo anterior implica
|ak| \/> Z —7m2k%/t < 0.
k=—oc0 k=—oc0
En conclusion es posible usar el teorema para f(x,t) = e’tzz, lo que nos implica
[ee] o0 e o]
Z e—t(z+n)2 _ Z eQﬂ'inz/ e—ty2—27rinydy
n=—oo n=—oo (1.24)
— \/> Z 2minz—(w2n?/t)
n=—oo
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Para encontrar una expresion en serie de la funcion ¥3(z,7) utilizando la identidad en (1.24) y las susti-

tuciones
. z
t = —umT r=—,
T
obtenemos por un lado
oo oo
2 ; 2z 2
§ eft(aH»n) — § eMrT(;Jrn)
n=—oo n=—o00
y en el otro
s3] 9
™ § eQﬂ'inz—('ran2/t) — Ee—tzZ 2 e(rt+7rin)2/t
4 4
n=-—o0 n=-—o00
1 2 = 2
_ : el /T § e im(z+n) /‘r’
V—iT =
asi que
S S
2 : ei77(§+n)2 — 1 eiﬂ'zz/f § e—iﬂ'(z+n)2/7'
/ T )
n=—o00 -T n=—o00

multiplicando a ambos lados por v/—i7 lo anterior se convierte en

0o 00
. z 2 .2 1 : 2
/it 2 el'rr‘r(;+n) — /—irei™ /T - E e*l'lr(ern) /'r.
——00 VI o

Al tomar en la igualdad anterior

oo

1 ) 2
0s(z,7) = —in(z+n)* /T 1.25
e == 3 e (1.25)
obtenemos )
I3 (Z, ) = —iTe”ZQ/Tﬁg(z,'r),
T T

que junto con el Teorema 1.2 nos implica que la funcion definida en (1.25) era la que se estaba buscando,
donde Im(7) < 0.
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CAPITULO 2

ECUACION DE CALOR EN R”

En este capitulo se hard una reconstruccion de la teoria expuesta por [John, 1981, p. 206-221]

2.1. El Problema de Valor Inicial

Podemos escribir el problema de valor inicial para (1.5) en el caso de R™ como

u—Au=0 aeR"yt>0

u(z,0) = f(z) zeR"™ @1)

donde u € C?(R™ x (0, 00))UC(R™ x [0, 00)). Es posible obtener una solucion formal usando la transformada

de Fourier definida por (1.18). Consideremos una solucion u(z,t) la cual puede ser escrita como

(o, ) = (2m) "/ / CITER(E, ) dE,

n

teniendo en cuenta que

dyu(z,t) = (2m) /2 / e, U(E, ) dE

n

y como i€,g = 5;:9 se tiene

2 ulw.t) = 8, (2m) "2 [ (e, g

— (2m) /2 / (i) Pa(E, )
= (2m)"/2 / ¢TED2 u(€, ).

13



Lo anterior implica que

(00~ Ba)utet) = (2072 [ € (Bt 0 - Kou(e.n)] de

n

n

= (2m) "2 / et [at - Z(z‘f)"’] aE, t)de,

k=1

por su parte

n

u(w,0) = (2m) /2 / € Fle) e,

como u(z,t) es solucion de (2.1) entonces

[ e [at - ZW] (€. g = 0

k=1

~

donde u(&,0) = f(§). Esto nos permite plantear el siguiente problema de valor inicial el cual solo depende
de t

n

U — Y (i&p)*u=0 ECR"yt>0
PP (2.3)

~

u(&,0) = f(&) £eR™
Si Z(&,t) es una solucion del problema ordinario de condiciones iniciales

n

0 — > (i&)?

k=1
Z(,0)=1 e R,

Z(Et)=0 €€R"yt>0

~

la funcion Z(&,t) f(€) sera solucion de (2.3), asi que la funcion

~

ule,t) = (2m) "2 / 2 (6,0)(€)de

n

es solucion de (2.1). Si tomamos Z(£,t) = ¢~I¢ Ja funcion
u(e.t) = [ e e (2.4
y tomando f(£) = (2m)~"/2 Jan €7V F(y)dy, (2.4) se convierte en

’U,(.’E,t) = o K(a:,y,t)f(y)dy, (25)

donde

n

K(z,y,t) = (2m)""/? / eilr—v)&=Ielt ge (2.6)

La integral en (2.6) se puede resolver haciendo uso de la sustitucion

14



De donde

) |z — y]?
i(x—y) €—|¢Pt= T In|?.

Asi K(z,y,t) queda reescrita como

z—y|?
K(:c,y,t):(Qw)*”ﬂ/ (eulmwtn/z) an.

/ ef|’7|2dn = (/ 652d8> = /2 (2.7)

K(z,y,t) = (dmt) /2 lo—vl*/41, (2.8)

Haciendo uso de la féormula

obtenemos

Las expresiones en (2.6) y (2.8) representan el nicleo del calor en R™, el siguiente lema muestra algunas
propiedades de K.

Lema 2.1. Sea K(z,y,t) definida por (2.6) o (2.8), entonces:

(a) K(x,y,t) € C® para x e R", y € R" y t > 0.
(b) (0 — Ay) K(x,y,t) =0 para todo t > 0.
(¢) K(x,y,t) > 0 para todo t > 0.
(d) [pn K(z,y,t)dy =1 para todo x € R™ y t > 0.
(e) Para todo 6 > 0 se tiene que
lim K(z,y,t)dy =0

20 ly—al>0

uniformemente para todo x € R™.

Demostracion. Para demostrar (a) tomemos (2.8) y teniendo en cuenta que e* € C*°(R) y —|z — y|2/4t
tiene derivadas continuas de todos los ordenes entonces K(z,y,t) € C™.

Para (b), al considerar (2.6) se tiene que

atK(xayat) = _|£‘2/ ei(m_y)'f_lf‘ztdg

A$K(x7y’t) = _‘§|2/ ei(x_y).5_|m|2td§,

lo que nos implica que
(O — Ng)K(x,y,t) = 0.

Considerando (2.8) y teniendo en cuenta que e~1#=¥°/4t > 0 para todo x,5y € R" y t > 0 es posible concluir

(c)-

15



1/2

Ahora, considerando la sustitucion y = x + (4¢)'/*n en (2.8), tenemos que

/ K(x,y,t)dy = 77_"/2/ e""'zdn.
ly—z|>6 |n|>6/2vt

Si tomamos ¢ = 0 y por (2.7), podemos concluir (d). Para demostrar (e) sea ¢ > 0 tal que

71'7"/2/ ef‘nﬁdn < €.
Inl>68/2v%
5} 2.n
Dado que para todo z > 0 existe M tal que z"*! < Me** (con n € N) tomemos §' = (6]\/[)721 y |t < ¢
Entonces
77—”/2/ 11 g < W—n/z/ eI g
In|>8/2v't In|>68/2vt

< ﬂ.—n/Q/ M d77

- mi>s/2v ™t
tomando || = r y cambiando a coordenadas hiperesféricas tenemos

M
an/z/ ﬁdn < ﬂ*"/QM/ r2dr
inl>6/2v 11" 82/
= 7r_"/2M2—ﬁ
5
2V 4’
< W_"/QML
)

<e€

lo que nos permite concluir (e). O

Considerar a f en (2.1) como una funcién continua y acotada sobre todo R™ nos proporciona el siguiente
resultado.

Teorema 2.4. Sea f(x) continua y acotada sobre todo R™. Entonces

u(a,t) = [ K(z,y1)f(y)dy
a ] (2.9)
= (art) 2 [ ey

pertenece a C* para todo x € R™ yt > 0, y satisface uy = Au para todo t > 0. Ademds u tiene valor
inicial f, en el sentido de que cuando extendemos u por u(x,0) = f(x) a t = 0, entonces u es continua
para todo x € R™ yt > 0.

Demostracion. El hecho de que la funciéon e~ 12—yl /4t goq 00 para todo x € R™ y ¢t > 0, mas la posibilidad
de poder derivar respecto al signo de la integral nos permiten concluir que u es C'°*° para todo z € R" y
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t > 0. Ademés

(O — Do)ula,y,t) = (dmt) > / K (2,11 (y)dy

Rn

= ()2 [ (0= A (@) )y

=0

asi que uy = Au para todo t > 0.

Ahora veremos que la extension de u es continua en t = 0, que u(z,t) — f(§) cuandoz = £yt — 0
para todo £ € R™. Dado € > 0 podemos encontrar § > 0 tal que |f(z) — f(§)] < € para |y — &| < 2¢ y sea

M = sup|f(y)|.- Entonces para |z — £| < § tenemos que

u(a, t) = f(E)] =

K(,9.0)(F(y) f(«f)dy\

R

< / Ky, 0| f(y) — F(E)dy| + / K(z,y.0)|f(y) — £()ldy
ly—z|<d

ly—z[>6
<[ K@woliw - f©ldy+ 21
ly—€|<28 ly—z|>8
<e K(x,y,t)dy + 2M K(z,y,t)dy
R ly—x|>6
< 2e¢

para un t lo suficientemente pequeno.

K(z,y,t)dy

O

Ejemplo 1. Si consideramos el problema de valores iniciales en (2.1) paran = 1 y donde f esta dada como

1 siz>0
fx) = _
0 siz <0,

ya que sup f(z) = 1 el teorema anterior nos garantiza que la solucién a este problema esta dada por
R

u(z,t) = (4mt) "/ / et )y

— 00

— (4mt)V/? / o (e=w)* /it gy
0

= (4mt)"1/2 /00 ef(f/}fyd(y
0

haciendo la sustitucion v = % lo anterior se puede reescribir como

u(z,t) = —n /2 e du

x

Vit
B VE o
= 1/2/ e " dv,
— 00
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ya que este planteamiento es vaido para x > 0 entonces

0 _x
u(z,t) =71/ (/ e dv+ /\/T e‘”zdu>
—o0 0
. —1/2 /2 27T1/2 f 71)2
=7 271'1/2
f 2
22 / = )

W 2 . ..
el termino — / ~Y dv puede ser reescrito como ¢ ( ), donde ¢ representa la "funcién error de

2
Vit

Gauss", asi que la solucién al problema estaria dada por

wu(z, t) = % {1+¢ (;&)] .

Anotacion. Dar una solucion de la ecuacion
Up = UlUgy (2.10)

hace posible definir una solucién de otras ecuaciones cuyas caracteristicas pueden ser bastante diferentes

a las de (2.10). Por ejemplo, consideremos la ecuacion de Burgers dada por

0, + 00, = nb,, parat >0 (2.11)

— 20Uy,

y sea u una soluciéon de (2.10), entonces la funcién 6 = seréd solucién de la ecuacion de Burgers.

U
Para ver esto calculamos cada una de las derivadas involucradas en la ecuacién
2(pugus — putig)
w2
22 — uuy)
2

0, =

0, =
u

Guuyuy — 2ulug — 4uui

0$ZE =

ud ’

entonces

et + 09:1: - ,U/ex:r: = gt =

2(puguy — punigy) 2y [ 2(pu2 — uuy) but s — 2uugy — 4pul
u? u u? . us

_ 2puugug — 2 Uy — 4u2ug + dpuuguy — Bputguy + 2puuug: + 4u2ui

= 3

=0.

2.2. Principio del Maximo y Unicidad

En el caso de la ecuacién de calor es posible enunciar una versién del principio del méximo. Para esto,
consideremos una abierto acotado w C R™ y T > 0 los cuales formaran el “cilindro” Q c R™*! definido
como

Q={(z,t)|r cw,0<t < T},

18



la frontera 92 la podemos considerar como la unién de dos conjuntos disyuntos 9’2 (que depende de T)
y 0" (Figura 2.1) donde

Q= {(z,t)}r €0w,0<t<Tox€wt=0}
"0 ={(z,t)|zr €w,t =T},

en el caso de un problema eliptico de segundo orden el maximo de la solucién en 2 se encontrard sobre
0N, para el caso de la ecuacion de calor este maximo se encontrara sobre 9'(Q.

13
//
A o
Q
' 0'Q
J'Q
0 w x

Figura 2.1: Conjunto Q.

Teorema 2.5 (Principio del Maximo para la Ecuacién de Calor). Sea u continua en Q y tanto u; como
Uy, €TiSten y son continuas sobre Q y satisface uy — Au < 0. Entonces

MAX U = MAX U. (2.12)
Q 0

Demostracion. Primero supongamos que u; — Au < 0 sobre 2. Sea Q. con 0 < € < T el conjunto
Qe ={(z,t)|r ew,0<t <T —¢}.

Dado que u € C°(fQ) el teorema de optimizacion de Weierstrass garantiza la existencia de un punto
(z,t) € Q. tal que

u(z,t) = maxu(x’, tPrima).
Qe

Si suponemos que (x,t) € Q. entonces se debe tener que u; = 0, ademas por el criterio de la segunda
derivada Au < 0, lo que contradice que uy — Au < 0. Si (z,t) € 9" entonces se debe tener que uy >0y
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Au <0, lo que implica u; — Au > 0, obteniendo una contradiccion igual a la anterior. Asi que (z,t) € 9'Q
y como 9'Q. C 9'Q) entonces
maxu = maxu < maxu.
Q. 'Q. 'Q
Ya que u € C°(Q) entonces méx u existe, por otro lado, para todo (z,t) € Q con t < T existe un Q. tal
Q

que (x,t) € Q. lo que implica la existencia de un € tal que

maxu = max = max u < maxu,
o q., o 0

como 9'S) C Q entonces
maxu < maxu,
9'Q a

lo que implica (2.12).

A continuacién, supongamos que u; — Au < 0 en €). Definamos
v(x,t) = u(z,t) — kt

con k una constante positiva. Se tiene que vy — Av = uy — Au — k < 0, en virtud del analisis realizado en
la primera parte, se tiene que

méxu = méx(v + kt) < mdxv + kT = mdxv + kT < maxu + kT.
a a a 90 90

Haciendo k — 0 y usando nuevamente el hecho de que 8'Q C Q se concluye (2.12). O

La utilidad de este principio del méximo se ve reflejada en el siguiente teorema sobre unicidad.

Teorema 2.6. Sea u € C°(Q) y tanto u; como Uz, 2, eTisten y son continuas sobre Q. Entonces u esta

tinicamente determinada en Q por el valor de u; — Au en Q y de u en 9'S).

Demostracion. Supongamos que u; y ug satisfacen las hipotesis requeridas y que no son idénticamente
iguales en ), supongamos también que (9; — A)uy = (0; — A) uz = a sobre Q y u; = uy = 3 sobre 9'Q,
donde « y B son los valores mencionados por el teorema no necesariamente constantes, entonces se tiene
que 0y — A(ug — uz) = 0 sobre Q y u; — ug = 0 sobre 9'Q2. Tomando v = u; — ug, tanto u como —u
satisfacen las hipotesis del teorema 2.5 sobre 2 lo que implica

méxu = maxu = 0 = max (—u) = max (—u),

9'Q Q o'Q Q
como u y —u tiene el mismo méaximo sobre  entonces u = 0, asi que u; = us sobre todo Q lo que es

una contradiccion. En conclusién, la funcién u esta tnicamente determinada por las condiciones sobre €2
y 9'Q. O
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Teorema 2.7. Sea u una funcion continua para x € R™ y 0 <t < T, supongamos que las derivadas us y

Uz, €Tisten y son continuas para v € R™ y 0 <t <T, y satisface que

U —Au <0 paraxz e R" y0<t<T
u(x,t) < Medlel? parax € R" y0O<t<T
u(z,0) = f(z) para 0 <t <T.

Entonces
u(z,t) <max f(z) paraz e R" y0O<t<T. (2.13)

Demostracion. Es suficiente mostrar (2.13) bajo la suposicion de que 4aT < 1. Teniendo en cuenta que
siempre es posible dividir el intervalo [0,7] en partes iguales, para este caso cada una de estas partes
tendra longitud 7 < 1/4a, asi que en total habran T'/7 particiones del intervalo [0, T], para cada una de

las particiones se tiene que sikt <t < (k+ 1)7 entonces

u(z,t) <supu(y, kr) < supu(y,0).
Y Yy

Asumamos que 4aT" < 1, es posible encontrar un € > 0 tal que
4a(T +¢€) < 1. (2.14)
Fijando y € R™ podemos tomar una constante p > 0 y definir la siguiente funcién
Vu(,1) = (i, 1) — p(4m(T + € — 1)) Zeaplle — yl? /At + ¢ — 1))

definida para z € R y0 < ¢ < T Teniendo en cuenta (2.8) y tomando |z — y|* = (z — y)(z — y) la funcién
se puede reescribir como
vu(z,t) = u(z, t) — pK(iz, 1y, T + € —t). (2.15)

Ya que K; = AK para cualquier x,y y t complejos con t # 0 podemos afirmar que
Oy — Avy = up — Au < 0. (2.16)
Consideremos el cilindro “circular”
Q={(z,t)] |z —y| < p,0<t<T}

de radio p. POI“ el leOrema 2.5
t < “l,X . 2.1;
Vu(y7 ) — ‘/a_ VM ( )

Tomando ¢t = 0 se tiene puK (iz,iy, T + €) > 0, asi que

vu(2,0) < u(z,0) < sup f(2).
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Por otro lado, si consideramos la parte curva de 9’2 dada por los (z,¢) con |zt —y| =py 0 <t < T por

(2.15), (2.14) y las hipotesis sobre u(x, y)
vu(x,t) < Me®l® — p(4n (T + € — 1)) eap[p? /A(t + € — t)]
< Me®WWH)” _ jy(4n(T + €)) /20" /4(+<)
< sup £(2)
para un p tan grande como sea necesario. Esto nos permite concluir que
Hall%x vy < sup f(2).

Lo anterior junto con (2.15) y (2.17) implica

vy, t) = u(y,t) — p(dn(T + e — )™/ < sup f(2).

haciendo ¢ — 0 nosotros obtenemos el resultado deseado. O
M=05,a=013y p=0,5 M=05,a=022y p=0,8
M =8,a=0,01y mu=0,01 M=2a=01yu=0,1
Figura 2.2: Graficos para diferentes valores de M,y a
Anotacion. La razon por la cual se afirma en la demostracion anterior que
Mealyl+e)® u(47r(Te))_"/26p2/4(t+5) <sup f(2) (2.18)
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para un p lo suficientemente grande se puede verificar de forma grafica. Consideremos la parte de la
izquierda en (2.18) como una funcion de p, tomando T+ ¢ = |y| = n = 1 la figura 2.2 muestra el
comportamiento para diferentes valores de M, i y a, recordando que en la demostracion a < 1/4(T + ¢€).
Es posible observar que el nimero de puntos criticos varia segin cual sea la combinacién de valores de
cada uno de los parametros, eventualmente sin importar que tan crezca la funcién siempre habra un valor
de p a partir del cual los valores de la funcién empiezan a decaer rapidamente. Es por esta razén que sin

importar cual sea el valor de sup f(z) siempre sera posible escoger un valor de p para el cual se satisfaga
z

(2.18).

2.3. Un Problema Mixto

Tomemos n =1y sea u(x,t) una solucion de u; = u,, sobre los (x,t) tal que
0<xz<L yO<t (2.19)
Para este caso se quiere que u satisfaga las condiciones de frontera
u(0,t) =u(L,t) =0 parat >0 (2.20)

y la condicién inicial

u(z,0) = f(zr) para0 <z < L. (2.21)
Este problema ya fue solucionado en el primer capitulo haciendo uso del método de separacién de variables
para EDP para L = 7. En esta secciéon lo que se quiere es encontrar una solucién por reflexion, este método
consiste en considerar so6lo los valores de f sobre el intervalo (0, L) ignorando los valores de f fuera de este

intervalo, luego la funcién f es extendida de tal manera que se satisfagan las siguientes igualdades

f(x) = —f(==) f(z) = —fQ2L — ). (2.22)

Laigualdad f(z) = —f(—x) nos permite definir f sobre el intervalo (—L,0) y laigualdad f(z) = —f(2L—x)
extiende a f al intervalo (L, 2L), asi que f ya esta definida sobre los intervalos (—L,0), (0,L) y (L,2L),
repitiendo el proceso anterior f quedaria definida para todo los intervalos de la forma (kL, (k + 1)L) con
k € Z. La Figura 2.3 ilustra el comportamiento de la extensién de f. Como resultado de este proceso las
funciones f(x) y f(L — x) son impares, por lo general la funcién f tendra discontinuidades en todos los

puntos de la forma x = kL yaque lim f(z)# lim f(z)a menos que f(0) = f(L) =0.
r—kL— z—kL*

Haciendo uso de la extension de f podemos resolver el problema de valores iniciales (2.1) usando el teorema
2.4. La funcién u(zx, y) resultante satisface la condicion inicial (2.21) y ya que las funciones u(z, t) +u(—z, t)
y u(z,t) + u(2L — z,t) satisfacen (2.20), el teorema 2.6 nos permite concluir que u(z,t) también satisface
(2.20).

Para definir de forma clara la extensiéon de f consideremos la funcion ¢ definida por

f(z) parazxe (0,L)

o) =
(=) 0 para z ¢ (0, L).
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Figura 2.3: Ejemplo del comportamiento de la extension de f.

La extension de f que se describié anteriormente y que satisface (2.22) estard dada por

o0

fl@)= > (¢(2nL+x) - ¢(2nL — 1)). (2.23)

n=—oo

La correspondiente solucion dada por (2.9) es

o) = [ K )y

- /_OO K(z,y,t) Y (¢(2nL +y) — ¢(2nL — y))dy

n=—oo

= [ K@) Y searpiy— [ K Y ol -y

n=—oo n=—oo

Haciendo las sustituciones £ = 2nL +y y £ = 2nL — y en la respectiva integral se tiene

o'e) o0

u(a,t) = /_ N $(€) Y K(x,6 —2nL,t)dy — / $(&) Y K(w,2nL — &, t)dy

= [ 09 X Geg - 20L0) - K 20L — )y

n=—oo

o0

tomando G(x,&,t) = Z (K(z,&—2nL,t)— K(x,2nL —&,t)) y teniendo en cuenta como se defini6 ¢(z),
obtenemos -

L
u(, 1) = / G, €.)f(€)dE.

Por (2.8) G(x,¢,t) se puede reescribir como

o0

Z [e—(x—f+2nL)2/4t _ o~ (a+e—2nL)?/at]

n=—oo

1

G(l‘,g,t) = \/m
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G(z,&,t) puede ser reescrita en términos de la funcion J3(z, 7) definida por (1.25) de la siguiente manera:

2

r 2
1 i —(Lf—FnL) —(% —|—nL)
G(z,&,t) = exp| ————| —exp | ———————
Vviént | t t
- 2 r 2
e [ e
= Z erp —exp
viént | = ﬁ ﬁ
00 ) z—& 2 1 z+E€ 2
1 L2 —m\ B T —um (Bt
= pn Z exrp it — erp it
4L2 7Tt n=—oo ﬁ 2
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CONCLUSIONES

La basqueda de soluciones al problema lineal asumiendo que el comportamiento en la variable espacial
es periodico permite la implementacién del anélisis de Fourier para el problema con condiciones de
Cauchy. La regularidad de la solucién encontrada por este método se desprende de manera sencilla.

Cuando no se supone la periodicidad de la variable espacial se hizo necesario recurrir al andlisis de

Fourier no periédico.

El ntucleo del calor es de vital importancia para la definicién de las soluciones a la ecuaciéon, permite
demostrar propiedades de regularidad para las diferentes soluciones encontradas con cada uno de los
métodos estudiados.

Para la demostraciéon de la unicidad de las soluciones encontradas se hace necesaria una version del

principio del maximo para problemas parabélicos.

En el caso unidimensional, es posible hallar una solucién al problema de valores iniciales y de frontera

considerando una funcién que sea acotada sobre un intervalo finito de R.

Con las herramientas desarrolladas, es posible combinar resultados del caso periddico y del caso no
periédico. Por ejemplo algunos problemas mixtos pueden ser tratados con las técnicas del primer

capitulo y viceversa.
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