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Resumen

El propésito de este trabajo es analizar el articulo “ On quasi-orthogonal polynomials”
escrito por David Dickinson. Para esto, en primer lugar se establecen unas bases tedricas que
sirven como herramientas para poder dar un buen desarrollo al trabajo. Seguido a esto se
enuncia la teoria general de polinomios ortogonales y se muestra que dada una sucesion de
polinomios ortogonales se cumple una relaciéon de 3 términos, asi como un caso particular
en el que los polinomios ortogonales tienen coeficientes reales. Por tultimo se presenta una
definicién general de polinomios casi-ortogonales, dos teoremas de condicion necesaria y su-
ficiente que dejan ver la fuerte relaciéon que existe entre polinomios ortogonales y polinomios
casi-ortogonales, un tercer teorema de condicion necesaria y suficiente sobre polinomios casi-

ortogonales, y como ejemplo que los polinomios de Sor Celine son casi-ortogonales.

Palabras clave: polinomios ortogonales, polinomios casi-ortogonales, funciones hipergeo-
métricas generalizadas, simbolos de Pochhammer, relacién de recurrencia, polinomios de Sor

Celine.

Abstract

The purpose of this work is to analyze the article “On quasi-orthogonal polyno-
mials” written by David Dickinson. For this, in the first place some theoretical bases are
established that serve as tools to be able to give a good development to the work. Fo-
llowing this the general theory of orthogonal polynomials is stated and it is shown that
given a sequence of orthogonal polynomials a relationship of 3 terms is fulfilled, as well as
a particular case in which orthogonal polynomials have real coefficients. Finally, a general
definition of quasi-orthogonal polynomials is presented, two necessary and sufficient condi-
tion theorems that show the strong relationship that exists between orthogonal polynomials
and quasi-orthogonal polynomials, a third necessary and sufficient condition theorem about
quasi-orthogonal polynomials, and as an example that Sister Celine’s polynomials are quasi-

orthogonal.

Keywords: orthogonal polynomials, quasi-orthogonal polynomials, generalized hypergeome-

tric functions, Pochhammer symbols, recurrence relation, Sister Celine’s polynomials.
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Introduccion

Segiin Theodore Chihara los polinomios ortogonales aparecieron por primera vez en
la obra de Legendre “Sur l’attraction des Sphéroides homogénes” sobre movimiento plane-
tario, y que, como resultado de la revoluciéon computacional y el incremento en la actividad
de investigacion en teoria de aproximacion y analisis numérico, el interés en estos ha revi-
vido en los ultimos anos. De igual forma Gabor Szegd considera que los tltimos anos han
sido de gran progreso en el campo de los polinomios ortogonales, los cuales estan conectados
con las funciones trigonométricas, hipergeométricas, Bessel y funciones elipticas, también
estan relacionados a la teoria de fracciones continuas, problemas de interpolacion y cuadra-
tura mecanica, y aparecen en ocasiones en la teoria de ecuaciones diferenciales e integrales.
Recientemente, algunos de estos polinomios han mostrado ser de importancia en mecanica
cuantica y matematica estadistica.

Dada la trascendencia de los polinomios ortogonales surge la motivacion para tratar
a estos en este trabajo de grado. Por consiguiente se escogié el articulo [6] realizado por
David Dickinson “on quasi-orthogonal polynomials”. Este articulo presenta dos teoremas de
condicién necesaria y suficiente que muestran la fuerte relacion que existe entre polinomios
ortogonales y polinomios casi-ortogonales.

Las dificultades que se presentaron al momento de leer el articulo fueron, en primera
medida, que este emplea definiciones, teoremas, relaciones de recurrencia y teorias descono-
cidas y el autor soporta su articulo en base a estas, asi como el entender en algunas ocasiones
la notacién que se emplea en el articulo. También se present6 la dificultad de dar argumen-
tos sélidos a sus deducciones, que por la naturaleza del medio en donde el autor publica el
articulo, deben ser de descripcién limitada.

Es asi que se decidi6 que el objetivo general de este trabajo es analizar el articulo [6]

y por tanto los objetivos especificos que se plantean para llevar a cabo esto son:

» Definir bases tedricas que sirvan como herramientas para poder hacer un buen analisis

del articulo.

» Enunciar la teoria general de polinomios ortogonales y funciones especiales, asi como

algunos resultados de estas.
= Mostrar en detalle las cuestiones que trata el articulo.

Para llevar a cabo estos objetivos especificos, en el afio 2019 el profesor Luis Oriol
Mora Valbuena realiz6 un seminario en el cual discutimos y tratamos temas de la teoria
general de polinomios ortogonales. También se consulto diferentes fuentes bibliograficas in-

cluyendo las fuentes que sustentan el articulo, con el fin de poder profundizar en la esencia
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del articulo y lograr asi un desarrollo completo, ordenado y veraz del mismo. En el proceso de
realizacion de este trabajo se presentaron preguntas y problemas con respecto de los temas y
a las demostraciones que iban surgiendo, para lo cual se establecieron reuniones en promedio
cada 10 dias para su estudio, asi como también para la revisién de este trabajo.

Los resultados de este trabajo se presentan en 3 capitulos. En el capitulo 1 se presen-
tan unos preliminares con el propésito de desarrollar el primer objetivo especifico, y el cual
esta dividido en 3 secciones; en la primera seccién se encuentran preliminares en algebra, en
la segunda seccion se encuentran preliminares en andlisis y en la tercera seccién se encuentran
preliminares en teoria de integracién. En el capitulo 2 se encuentra la teoria basica con el fin
de dar desarrollo al segundo objetivo especifico y el cual estd dividido en 2 secciones; en la
seccion 1 se encuentra la teoria béasica de polinomios ortogonales, se establecen definiciones,
propiedades basicas de los polinomios ortogonales y algunos resultados propios de esta teo-
ria, y en la seccion 2 se encuentra la teoria de funciones hipergeométricas generalizadas, se
establecen definiciones para una funciéon hipergeométrica, radio de convergencia, la ecuacion
diferencial para la cual dicha funcion es solucién, para después tratar las funciones hipergeo-
métricas generalizadas, su definicién, algunos resultados y unos ejemplos particulares de estas
funciones. En el capitulo 3 se encuentra la teoria de polinomios casi-ortogonales con el fin de
desarrollar el tercer objetivo especifico y el cual esta dividido en tres secciones; en la seccion
1 se encuentra la definiciéon de que es que una sucesioén de polinomios sea casi-ortogonal, en la
seccion 2 se encuentran los resultados que presenta el articulo, y en la secciéon 3 se encuentra

un ejemplo de una sucesién de polinomios casi-ortogonal.
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1 Preliminares

1.1. Algebra

1.1.1. Espacio vectorial

En esta subseccion se encuentran consignados algunos conceptos sobre espacios vectoriales
tomados del libro [11, p.50-55], que atin siendo este un libro de anélisis funcional los presenta

de manera clara.

Definicién 1.1.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial sobre un campo K (también
llamado K-espacio vectorial) es un conjunto no vacio X de elementos (llamados vectores)
junto con dos operaciones. Estas operaciones son llamadas suma de vectores y multiplicacion

de vectores por escalares definidas de la siguiente manera:

+: X xX —X K x X —X

(x,y) — +(z,y) =2 +vy (o, ) — (o, x) = a - x,
tal que para todo x,y,z € X y para todo o, f € K:
(E1) 2+y=y+=.
(BE2) 24+ (y+2) = (z+y) + 2.
(E3) Eziste un tinico elemento llamado 0 € X, tal que para todo x € X,

z+0=04+2zx==x.

(E4) Para todo elemento x € X, existe un unico elemento llamado —x € X tal que

4+ (—z) = (—z)+z=0.
(E5) a(fr) = (af)x.
(E6) 1z = z.
(E7) oz +y) = az + ay.
(E8) (a+ B)z = az + B

Definicién 1.1.2 (Subespacio vectorial). Sea X un K-espacio vectorial y' Y C X tal que
Y # 0. Se dice que Y es un subespacio vectorial de X si para todo yi1,y2 €Y, ya,B € K
se tiene que ay; + Py € Y. Un subespacio especial de X es el subespacio impropio no vacio

Y = X. Cualquier otro subespacio de X (# {0}) es llamado propio.



Definicién 1.1.3 (Combinacién lineal). Una combinacion lineal de vectores x1, ..., z, de un

K-espacio vectorial X es una expresion de la forma:
Q1T + o + ... + Ty,

en donde aq, ...a, € K.

Definicién 1.1.4 (Generado). Sea X un K-espacio vectorial y M C X donde M # (). El
conjunto de todas las combinaciones lineales de los elementos de M es llamado el generado

de M, y se nota como spanlM .

Definicién 1.1.5 (Independencia linea/Dependencia lineal). Sea X un K -espacio vectorial
y M C X un conjunto de vectores xy,...,x, de X, donde r > 1, entonces para oy, ...a,. € K
la ecuacion

Q121 + asTs + ... + .z, = 0,

= Define la independencia lineal del conjunto M si la inica r-tupla de escalares que
mantiene la ecuacion es a; = ag = ... = a,. = 0. Un subconjunto arbitrario M de X
es linealmente independiente si todo subconjunto finito no vacio de M es linealmente

independiente.

= Define la dependencia lineal del conjunto M si existe al menos una r-tupla de escalares
a1, ..o, en donde no todos son iguales a 0 y mantiene la ecuacion. M es linealmente

dependiente si no es linealmente independiente.

Definicién 1.1.6 (Dimensién finita/infinita de un espacio vectorial). Sea X un K-espacio
vectorial. Se dice que X es un K-espacio vectorial de dimension finita si eviste n € N tal
que X contiene un conjunto linealmente independiente de n vectores, pero cualquier conjunto
conn+ 1 o mas vectores de X es lineamlente dependiente. A n se le llama la dimension de
X, y se nota comon =dimX. Si X no es de dimension finita, entonces se dice que X es de

dimension infinita.

Definicién 1.1.7 (Base de Hamel). Sea X un K-espacio vectorial, no necesariamente de
dimension finita, y B un subconjunto linealmente independiente de vectores de X tal que
spanB = X, entonces B recibe el nombre de base(o base de Hamel) para X. Y por tanto, si
B es una base para X, entonces cualquier vector x € X diferente del vector 0 tiene una unica
representacion como una combinacion lineal de los elementos de B con escalares diferentes

de cero como coeficientes.

Definicién 1.1.8 (Dimension de un subespacio). Sea X un K-espacio vectorial de dimension

n. Entonces cualquier subespacio propio Y de X tiene dimension menor o igual que n.



1.1.2. Operador lineal

En esta subseccién se encuentran consignados algunos conceptos sobre operadores lineales
tomados del libro [11, p.82], [14, p.7] y un teorema muy importante sobre existencia y unicidad

de operadores lineales tomado del libro [10, p.561].
Definicién 1.1.9 (Operador lineal). Un operador lineal T' es una funcion tal que:

a) Dom(T) es un K-espacio vectorial y el Ran(T) estd contenido en algin K—espacio

vectorial.

b) Para todo x,y € Dom(T) y para todo o € K :

T(x+ay)=T(z)+ aT(y).

Nota 1.1.1. En la literatura, la anterior definicion se presenta también con el nombre de

transformacion lineal, funcion lineal.

Definicién 1.1.10 (Funcional lineal). Un funcional linea f es un operador lineal tal que

Dom(f) es un K—espacio vectorial y Ran(f) estd contenido en K.

Teorema 1.1.1 (Existencia y unicidad de las transformaciones lineales). Sean V, W dos
K-espacios vectoriales de dimension finita, B = {vy,va,...,v,} una base para V y A =
{wy, we, ..., w,} una coleccion de n vectores en W. Entonces existe una unica transformacion

lineal

T:V —W

vw—)T(vi):wl-, i:1,2,...,n.

1.1.3. K[x]

En esta subseccion se encuentran algunos conceptos sobre grupos, anillos, y en particular de
este ultimo se presenta el anillo de polinomios con constantes en un campo de escalares K.
Las definiciones fueron tomadas de [9, p.37-39,p.167,p.172,p.199-200]. También se presentan

dos teoremas que seran necesarios para abordar el capitulo 2.

Definicién 1.1.11 (Grupo). Un grupo (G,*) es un conjunto G junto con una operacion

binaria definida asi

*x: G xG@—G
(a,b) — x(a,b) = axb,

tal que satisface los siguientes axiomas para todo a,b,c € G:



(G1) (a*xb)xc=ax*(bxc).
(G2) Existe un unico elemento llamado e € G, tal que para todo a € G,

axe=e*xaq=a.

(G3) Para todo elemento a € X, existe un unico elemento llamado o' € G tal que

axa =d xa=e.

Un grupo G es abeliano si, ademas de los axiomas anteriores se cumple que
(G4) axb=b=x*a.

Definicién 1.1.12 (Anillo). Un Anillo (R,+,-) es un conjunto R junto con dos operaciones
binarias llamadas + vy -, llamadas suma y multiplicacion definidas en R tal que las siguientes

propiedades se satisfacen:
(R1) (R,+) es un grupo abeliano.
(R2) La multiplicacion es asociativa.

(R3) Para todo a,b,c € R se mantienen:

a-(b+e)=(a-b)+(a-o)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Definicion 1.1.13. Un anillo en el cual la multiplicacion es conmutativa es llamado un
anillo conmutativo. Un anillo con una identidad multiplicativa es un anillo con unidad; el

elemento llamado identidad multiplicativa, notado como 1 es llamado “unidad’.

Definiciéon 1.1.14 (Anillo de polinomios). Sea R un anillo. Un polinomio f(x) con coefi-

cientes en R es una suma formal infinita

Z iz’ = ag+ a1 + ... + az" + ...,

i=0
donde a; € R y los a; = 0 para todos los i, excepto para un numero finito de valores de i. Los
a; son los coeficientes de f(x). Si para algunos i > 0 es verdad que a; # 0, el mds grande de

estos i es el grado del polinomio f(x).



Teorema 1.1.2. Sea f(x),g(x) € R[z] tal que

flz)=ap+ a1z + ... + apz" + ...
g(x) =by + bz + ... + bz + ...,

si se define la suma de polinomios asi

fx)+g(x) =co+ a1z + ... + cua" + ... donde ¢, = a, + by,

y el producto de polinomios asi

f(z)g(x) = do+ dix + ... + dyz"™ + ... donde d,, = Zaibn_i.

=0

Entonces el conjunto R[x] de todos los polinomios con indeterminada x con coeficientes en R
es un anillo bajo las operaciones presentadas anteriormente. Si R es conmutativo, también

lo es R[z], y si R tiene unidad 1 # 0, entonces 1 es también una unidad para R[X]

Teorema 1.1.3 (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio con coeficientes com-

plejos y cuyo grado n sea mayor a 1 tiene eractamente n raices.
Teorema 1.1.4. Si M es un K-espacio vectorial, entonces M[x] es un espacio vectorial.

Teorema 1.1.5. Si una sucesion de polinomios { P, ()}~ sobre un conjunto infinito cumple
que el grado de cada P,(x) es precisamente n, entonces esta sucesion de polinomios es una

base de Hamel para Clz].

Demostracion. De la Definicion 1.1.5 se debe ver que cualquier subconjunto de la sucesion es
linealmente independiente, y de la Definicion 1.1.7 que el generado de la sucesion de polino-
mios es C[z]. Sea W = {P,,(2), Pn,(x),---, Py, (z)} el conjunto que consta de h polinomios
distintos y arbitrariamente tomados de la sucesion de polinomios, entonces la parte derecha

de la ecuacion

h

0="> a;P,(z) (1.1)

=1

es un polinomio distinto del polinomio constante 0 si todos excepto un nimero finito de «;

son diferentes de cero, y tiene grado m = méax;—2.. n{n; : a; # 0}, y por el Teorema 1.1.3



tiene exactamente m raices, luego este polinomio de grado m es distinto de cero excepto en

dichos m valores, y por tanto, salvo estos valores, la ecuacion (1.1) se cumple si, y solamente

si, ; = 0, para i = 1,2,--- , h y se concluye entcones que W es linealmente independiente.
Ahora se vera que la sucesién de polinomios genera a C[z], es decir que dado Q(z) €

Clz] cualquiera de grado n, se puede escribir de la forma
Q(z) = a;Pi(x), (1.2)
=0

para ver esto se hara induccién sobre n:

» Para n =0, por un lado Q(x) es un polinomio de grado 0, luego Q(z) = By, y por otro

e |

lado Py(x) es de grado 0, luego Py(z) = ko. Por tanto, haciendo ag =
Q(l’) = Oéopo(flf).

» Supéngase ahora que para todo Q(z) € C[z]| con grado menor o igual a m se puede
expresar como (1.2). Se vera ahora que cualquier polinomio Q(x) € C[z]| de grado m+1
se puede expresar como (1.2). Como Q(z) y P,+1(x) son de grado m+ 1, entonces estos

polinomios son de la forma:

m+1

Qx) = Z B!

m+1

Pm-l—l(x) = Z ijj7
=0

y los coeficientes que acompanan al término de mayor grado de ambos polinomios,

los cuales son (3,11, kma1 son distintos de cero, luego sea a1 = fm—ﬁ Entonces la
m

ecuacion

Q(f) — am+1Pm+1($) (1.3)
cuenta con dos opciones:

e Si(1.3)esigual a0, entonces Q(z) es un multiplo de P,,;1(x) y por tanto se puede

escribir como (1.2).

 Sino es igual a cero, entonces (1.3) es un polinomio de grado menor o igual a m,

y por hipotesis de inducciéon

Q(l‘) - O‘m—i—lpm—i-l(x) — ZOZj]Dj(ZE),



y por tanto
m—+1
Q(x) =) a;Pj(x).
j=0
Esto completa la prueba. Il

Nota 1.1.2. Como cualquier valor constante, el valor 0 podria considerarse como un polino-
mio constante, pero por otra parte, el polinomio p(x) = 0 no tiene ningin término diferente
de cero, y por tanto, hablando estrictamente, no tiene grado. Por esto en la literatura se define
como un polinomio cuyo grado estd indefinido |9, p.199]. Para la prueba anterior entonces,

Py(x) serd un polinomio de grado 0.

Nota 1.1.3. Bajo el teorema anterior la sucesion {1,z,z* x3 ...} también es una base de

Hamel para Clz] sobre un conjunto infinito.

1.2. Analisis

1.2.1. Conceptos basicos

En esta subseccién se encuentran consignados algunos conceptos fundamentales del analisis,
ellos tomados de los libros [13, p.95,p.192], [3, p.73], [1, p.193].

Definicién 1.2.1. Sea f(z) una funcién real en (a,b). Entonces f se dice que es monétona
creciente en (a,b) sia < x <y < b implica que f(z) < f(y). Si la dltima desigualdad se

cambia de sentido, se obtiene la definicion de funcion mondtona decreciente.

Definicién 1.2.2 (Funcion Gamma). Para 0 < x < 00,

F(:L'):/ tr et
0

Teorema 1.2.1. Las funcion Gamma cumple las siguientes propiedades
a) Si0 <z < oo,

['(x+1) =2l ().

b) I'(n+1)=n!, paran=1,2,3,---.



Definicién 1.2.3 (Simbolo de Pochhhamer). Sea z € C y n € Z, el simbolo de Pochhammer

esta definido como
(D)pn=2(z4+1)(z+2)--(z+n—1); (2)0 = 1.

Si z y z+n no son enteros negativos, entonces

~ T(z+n)
B =T

Definiciéon 1.2.4. Algunas propiedades de los simbolos de Pochhammer son:

Definicién 1.2.5 (Funcién analitica). Una funcidn f en variable compleja z es analitica en
un punto zg si esta tiene derivadas en cada punto en alguna vecindad de zy. Una funcion f

es analitica en un conjunto abierto si tiene derivadas en cualquier parte del conjunto.

Definicién 1.2.6 (Punto singular). Si una funcion f falla en ser analitica en un punto zg
pero es analitica en algun punto en toda vecindad de zy, entonces zy es llamado un punto

singular, o singularidad.

Teorema 1.2.2 (Criterio de d’Alembert). dada una serie Y, a, de términos complejos

diferentes de cero, sea

Ap+1
Qp,

An+41
a, |

, R = limsup

n—o0

r = liminf
n—oo

a) La serie Y " a, converge absolutamente si R < 1.
b) La serie >~ | a, diverge sir > 1.

¢) El criterio no decide sir <1 < R.

1.2.2. FEcuaciones diferenciales

En esta subseccion se encuentran consignados algunas definiciones bésicas en ecuaciones
diferenciales, tomados del libro [16, p.2-4,p.239].



Definicién 1.2.7 (Ecuacién diferencial). Una ecuacion que contenga derivadas de una o
mas funciones desconocidas (o variables dependientes), con respecto a una o mds variables

independientes es llamada una ecuacion diferencial.

Definicién 1.2.8 (Clasificacién de ecuaciones diferenciables).

e Por tipo. Si una ecuacion diferencial contiene solo derivadas ordinarias de una o mds
funciones desconocidas con respecto a una sola variable independiente, entonces di-
cha ecuacion recibe el nombre de ecuacion diferencial ordinaria(ODE). Una ecuacidn
que involucre derivadas parciales de una o mds funciones desconocidas de dos o mds

variables independientes recibe el nombre de ecuacion diferencial parcial(PDE)

e Por orden. El orden de una ecuacidon diferencial (ya sea ODE o PDE) es determinado

por el término con derivadas de mayor orden.

e Por linealidad. Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal si se puede

escribir de la forma

4+t al(x)d—y + ao(x)y = g(x)

(1)L + an_y(2) -

Una ecuacion diferencial ordinaria no lineal es simplemente una que no es lineal.

Definiciéon 1.2.9 (Puntos singulares y regulares). En la ecuacion diferencial

d"y N ap_1(x) d”*ig{

(@) dy | aola)
—=
dz"  ap(x) dav

+H'+K(x)dx an(x)

=0,

un punto x = xy se dice que es un punto reqular si las funciones

an-1(2) an—2(z)  ai(z) ao(x)
an(z) 7 an(z) T T an(x) an(x)’

son analiticas en xo. Un punto que no es reqular se dice que es singular.
Definicién 1.2.10 (Punto regular singular). en la (ODE) de sequndo orden

Py | a(x)dy | aolx)

=0
de?  ax(z)dz  ax(z) ’
un punto xo es reqular singular st los limites
. ai(z) . 200(®
1 — 1 —
STy SR TR Gy

son ambos finitos.
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1.3. Teoria de integracion

1.3.1. Espacio y funciéon medible

En esta subseccion se encuentran algunos conceptos sobre lo que es una o-algebra, un espacio

medible y una funcién medible. Las definiciones fueron tomadas de [2, p.6-8].

Definiciéon 1.3.1 (o-algebra). Una familia X de subconjuntos de un conjunto X es una

o-algebra si:
» PEX, X €X.
» SiAeX, entonces A= X\ AeX.
» Si(A,) es una sucesion de conjuntos en X, entonces | J -, A, también estd en X.

Definicién 1.3.2 (Espacio medible). Una pareja ordenada (X, X) que consiste de un conjunto
X y una o-dlgebra X de subconjuntos de X se llama espacio medible. Cualquier conjunto en

X es llamado un conjunto X-medible.

Definicién 1.3.3 (Funcién medible). Una funcion f de X en R se dice X-medible(o simple-

mente medible) si para todo o € R el conjunto
{reX: f(z)>a}
pertenece a X.

Lema 1.3.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para que una funcion f de X en R

sea medible:
(a) para todo o € R, el conjunto A, = {x € X : f(x) > a} pertenece a X.

(b) para todo a € R, el conjunto A, = {x € X : f(z) < a} pertenece a X.

)
) <
(¢) para todo o € R, el conjunto A, = {x € X : f(x) > a} pertenece a X.
(d) para todo a € R, el conjunto A, = {x € X : f(z) < a} pertenece a X.

Lema 1.3.2. Sean f y g funciones medibles a valor real y ¢ un nimero. Entonces las funciones

cf, f%, f+g, fg, | [ | también son medibles.

Definiciéon 1.3.4. Si f es cualquier funcion de X en R, sean f* y f~ las funciones no

negativas definidas en X por

f+($) = sup{f(x), 0}7 f_(l’) = Sup{—f([t), O}

A estas funciones se les llama la parte positiva y parte negativa de f respectivamente.
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1.3.2. Medida

En esta subseccion se encuentra el concepto de medida el cual fue tomado [2, p.19-22].

Definicién 1.3.5 (Medida). Una medida es una funcion a valor real extendido pn definida

en una o-dlgebra X de subconjuntos de X tal que:

1) u(0) = 0.
2) Para todo E € X, u(E) > 0.

3) Si(E,) es una sucesion disjunta (es decir que E, N E,, =0 sin # m) de conjuntos en
X, entonces
() - e
n=1 n=1
Definicién 1.3.6 (Espacio de medida). Un espacio de medida es la tripleta (X,X, u) que

consiste de un conjunto X, una o-dlgebra X, y una medida p definida en X.

Nota 1.3.1. Se dice que cierta proposicion se mantiene [i-casi en todas partes si existe un
subconjunto N € X con u(N) = 0 tal que la proposicion se mantiene en el complemento de
N. También se dice que dos funciones f,qg son iguales p-casi en todas partes si exviste un
conjunto N € X con u(N) =0, tal que f(x) = g(x) para todo x ¢ N.

1.3.3. Integral con respecto a una medida

En esta subseccion se encuentran algunas definiciones y resultados en teoria de integracion.
Estas fueron tomadas del capitulo 4 de [2, p.27-39).

Definicién 1.3.7. Se denota a la coleccion de todas las funciones X-medibles de X en R

como M(X,X) y la coleccion de todas las funciones no negativas X-medibles de X en R como
M (X, X).

Nota 1.3.2. Una funcion f a valor real extendido es una funcion tal que su imagen estd

contenida en R = R U {—o0, co}.

Definicién 1.3.8 (Funcién simple). Una funcion a valor real es simple si tiene un nimero

finito de valores. Estas funciones se pueden representar de la forma
o= axs, (1.4)
j=1

donde a; € R y xg, es la funcion caracteristica del conjunto E; en X.



12

Nota 1.3.3. Dentro de todas estas representaciones para ¢ existe una unica representacion
estandar caracterizada por el hecho de que los a; son diferentes y los E; son una particion
disjunta de X, es decir que X = U;.lzl E; con E;NE; =0 sii# j.

Definicién 1.3.9. Si ¢ es una funcién simple en M*(X,X) con la representacion estindar

(1.4), se define la integral de ¢ con respecto a p como el nimero real extendido

/sodu = i a;pu(Ej).

Nota 1.3.4. En la definicion anterior hay que hacer una convencion, y es que 0(4+00) = 0

para que la integral de la funcion constante 0 sea igual a 0.

Lema 1.3.3. Si¢,¢ € M (X,X) y ¢ >0, entonces

a)
/csodu = C/sodu,
/(w+w)du=/wdu+/wdu-

b) Si A\ es definida para E en X por

AME) Z/wxEdu,
entonces \ es una medida en X.

Definicién 1.3.10. Si f € M1 (X,X), se define la integral de f con respecto a j como el

numero real extendido
/fdu = sup/wdu,

donde el supremo es extendido sobre todas las funciones simples p € M*(X,X) que satisfacen
0 <p(x) < f(z), para todo z € X. Si f € MT(X,X) y E € X, entonces fxg € MT(X,X) y

se define la integral de f sobre E con respecto a p como el niumero real extendido

/EfduszxEdu-

Lema 1.3.4. Si f,g € M+ (X,X) y f < g, entonces

2)
[ fan< [ giu
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b) Si fe MY(X,X), si E,F €X, ysi ECF, entonces

/E fdu < /F Fd.

Teorema 1.3.1 (Teorema de convergencia mondtona). Si (f,) es una sucesion mondtona

creciente de funciones en M (X, X) que converge a f, entonces

/ fdp = lim / fm

a) Si f e MT(X,X) yc>0, entonces cf € MT(X,X) y

/cfduzc/fdﬂ.

b) Si f,g € M (X,X), entonces f +g € MHT(X,X) y

/(f+g)du—/fdu+/gdu-

Las siguientes definiciones fueron tomadas del capitulo 5 de [2, p.41-43].

Corolario 1.3.1.

1.3.4. L,(X,X,p)

Definicién 1.3.11. La coleccion L = L(X,X, u) de funciones integrables consiste de todas
las funciones a valor real X-medibles f definidas en X, tal que, tanto la parte positiva f+ y
parte negativa f~ de f tienen integrales finitas con respecto a p. En dicho caso se define la

integral de f con respecto a p como

[ tan= [ rran- [ san

Teorema 1.3.2. Un maltiplo constante af y la suma f + g de funciones en L pertenecen a

Ly
[atin=a [ i [+osa= [ fans [ gin

1.3.5. L,(X,X,p)

Las siguientes definiciones fueron tomadas del capitulo 5 de [2, p.55-56].

Definicién 1.3.12. Si 1 < p < 400, el espacio L, = L,(X,X, ) consiste de todas las ji-
clases de equivalencia de funciones a valor real X-medibles tal que la integral de |f|P es finita
con respecto a p sobre X. Dos funciones son p-equivalentes si son iguales ji-casi en todas

partes.
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1.3.6. L(a,b)

La definiciones fueron tomadas del capitulo 5 de [15, p.1].

Definicién 1.3.13. Seap > 1 y a(zx) una funcion no decreciente en [a, b] que no es constante.

La clase de funciones f(x) para las cuales la integral

b
[ 1t@pata)
exista, es llamada LP (a,b). Esta integral es llamada la integral de Lebesque-Stieltjes.

Nota 1.3.5. En [4, p.49-50] y el capitulo 9 de [2, p.105] se muestra que una funcién mondtona

creciente o define una a-medida en B(R) asi: sea I € B(R) con extremos a,b entonces

ysia<b
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2 Teoria Basica

2.1. Polinomios ortogonales

Para el desarrollo de esta seccion se han tomado definiciones y teoremas de [14, p.7-12], asi
como también algunas pruebas que se han requerido para la mejor comprension de esta sec-
cion. Todo el contenido de este capitulo se trabaja sobre el espacio vectorial de los polinomios

con coeficientes en C, notado como Clz].

2.1.1. Definicion

Definicién 2.1.1 (Funcional de momentos). Un funcional de momentos & es un funcional
lineal de Clz] en C.

Definicién 2.1.2. Un sistema de polinomios {P,(x)},~, es una sucesion de polinomios tal

que, para cada n, P,(z) € Clz].

Definicién 2.1.3. Se dice que un sistema de polinomios moénicos (es decir, el coeficiente
de mdzximo grado de P,(x) es 1) es un sistema ortogonal con respecto a un funcional de

momentos & si para todo n,m € NU {0} :
1. El grado de cada P,(x) es precisamente n.

2. Z(P,(z)P,(x)) = A\Opm, donde

1, m=n

0, m;én'

5nm -

3. Ao =1,\, # 0 para todo n > 1.

Definicién 2.1.4. Si un funcional de momentos & admite un sistema ortogonal de polino-

mios monicos, se dice que & es reqular.

2.1.2. Relacion de tres términos

Teorema 2.1.1. Si {P,(z)},_, es un sistema ortogonal de polinomios mdnicos con respecto

a un funcional de momentos &, entonces existen numeros complejos B,,, C,, con n > 0 tales
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que:
C, #0, n>1 (2.1)
xP,(z) = Pyi1(z) + ByPo(z) + C P11 (), n>0 (2.2)
P_l(l’> = 0, P(](.T) = ]., (23)

ademds, {P,(x)} ~, queda univocamente determinado por (2.2) y (2.3). Reciprocamente, si
{P.(x)},2, es un sistema de polinomios mdnicos determinados por la relacion de recurrencia
(2.2) y las condiciones iniciales (2.3), y si se verifica (2.1), entonces existe un funcional &
para el cual {P,(x)}, -, es un sistema ortogonal de polinomios ménicos.

Mas ain:
Ao = L (Po(2)?) = H i, (2.4)
Z(1)=1,%(P.(z)) =0, n>1, (2.5)

y & queda univocamente determinado por (2.5).

Demostracion. =) Por el Teorema 1.1.5, {P,(z)},_, es una base de Hamel para C[z]. En-
tonces

n+1

zP,(x) = Z CinPi(x), n >0, (2.6)

donde los C;,, son nimeros complejos y Cpy1, = 1 ya que P,11(z) y zP,(z) son ménicos.

Para ver que (2.2) es cierto se hard induccién sobre n asi:

= Para n =0,
zPy(x) = Pi(x) + BoPy(x) + CoP-1(x)
zPy(x) = CooPo(x) + CioPi(x)
de aqui que By = Cy, 1 = Chp.

= Paran =1,
zP(z) = Po(x) + B1Pi(x) + C1 Py(x)
zP(z) = Co1Po(z) + Cr1Pi(x) + Co 1 Po(x)
de aqui que Cy = Cy1, B1 =C11, 1 = Cy.

s Paran =2,
xPy(x) = P3(x) + BaPy(x) + Co Py ()
xPy(x) = CoaPo(z) + Cr2Pi(x) + ConPa(x) + Cs2P3(x)
de aqui que 0 = Cp o, Oy = Ch 2, By = Uy, 1 = C3.
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» Supéngase ahora que n > 2. Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.6) por Py(z),
donde 0 < k<n-—2

n+1
zPy(x Z CinPe(z)Pi(). (2.7)
También de la ecuacién (2.6)
k+1
z P (z Z CixPi(z (2.8)

multiplicando ambos lados de (2.8) por P, (z)

k+1

©Py(x Z CinPy(z) Py (). (2.9)

Aplicando el funcional de momentos & a la ecuacién (2.7)

& (zPy(z)P, (Z CinPelx ))

n+1

=" Cin¥ (Rl@)P(@))

= CinMebii,
i=0
y para 0 < k < n — 2 fijo en la ecuacion anterior

Ahora, aplicando el funcional de momentos & a la ecuacién (2.9)

L (xP(x)P, (E:Cmp >>

=D Cir (@) Pa(2)).

comok<n—2et1<k+1,entoncesi—1<n—2, estoes, 2 <n—1<n,y por tanto

k+1

Z (xPy(x ZC s Aibin = 0. (2.11)
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Luego de (2.10) y (2.11) se concluye que Cj,, = 0 para 0 < k < n — 2, entonces

zP,(x) = Pyi1(z) + B, P, (z) + C,,Py_1(2),
n+1

[L’Pn(.’ll') = Z Cz,npz(x) = Cn+1,npn+1 (37) + Cn,npn(x) + Cnfl,nPnfl(l')'
=0

Lo que implica que C), = Cp,—1,, By = Cp 5,1 = Crg1 .
Asi la sucesion {P,(z)},~, queda determinada por (2.2) y (2.3). Ahora, si n > 1

2P,_1(z)Py(x) = (Crn-1Pn(2) + Crm1n—1Pr1(x) + Ch9 1 Pr—a(2)) P (2)
= Py(2)? + By 1Po1(2)Py(z) + Cp_1 Py_o(x) Py (),

y por tanto

L (2P 1(2)Po(2)) = L (Pu(2)?) + Byot L (Pt (3) Po(2)) + Cot & (Po—a(2) Py ()
= (Pn(a:)Z) + By1An—19(n—1)n + Cn—1An—20(n—2)n
=% (Pu(2)?). (2.12)

De (2.2), multiplicando ambos lados por P, ()

zP,(x)P,—1(x) = (Pyy1(x) + B, P (z) + CpPyq(2)) Pri ()
= Po1(2)Py_1(2) + By Pp(2)Po_1(x) + Cp Py (2)?

y aplicando el funcional de momentos &

L (2P (1) Po1(2)) = L (Pos1(2) Poi (7)) + BaZ (Po(2)Posi(2)) + CoZ (P (2)?)
= At 10(n41)(n—1) + Badnbnno1) + CnZ (Pooi(2)?)
= CpZ (Pooa(2)?). (2.13)

Asf, de (2.12) y (2.13)

Z (Pu(2)?) = CF (Pooi(2)?) . (2.14)
Como paran > 1, & (P,(7)?) y £ (P,_1(z)?) son no nulos, se ha probado la ecuacién (2.1).
<) Supéngase ahora que {P,(z)} ~, es un sistema de polinomios ménicos que satisface

(2.1),(2.2) y (2.3). Se debe ver que existe un funcional & que satisface la Definicion 2.1.3. Se

verd primero que el grado de cada P,(x) es precisamente n:

» Por (2.3), Py(z) = 1 luego Py(x) es de grado 0.
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» Paran =0, de (2.2)
xPy(x) = Pi(x) + ByPy(x) + CoP_1(x),
por (2.3) se tiene que = Py (z) + By, asi Pi(x) = x — By y Pi(x) es de grado 1.
» paran =1, de (2.2)
zP(x) = Pa(x) + B1Pi(x) + C1 Py(x),
luego
z(z — By)(z) = Py(x) + Bi(x — By) + C4,
asi Py(x) = 2* + (—By — By)x + (B1By — (), luego Py(x) es de grado 2.

» Supéngase ahora que para algin m € N Py(z) es de grado k, para todo 0 < k£ < m. Se
verd ahora que P,,,1(x) es de grado m + 1. De (2.2)

2Py (z) = Puy1(x) + By Pu(x) + Cp P (),
luego
Poii(x) =2P,(x) — BpPu(x) — CpPr1 (),

por hipétesis de induccién que P, es de grado m, luego lo es B,, P, (), se sabe también
que P,,_1(x) es de grado m—1, luego lo es C,, P,,—1(z), luego la suma de los dos ultimos
términos es un polinomio de grado m. Ahora, como P,,(z) es un polinomio de grado
m, el primer término zF,,(x) es un polinomio de grado m + 1 y la suma de todos estos

terminos resulta ser entonces un polinomio de grado m + 1.

Ahora, sea £ un operador lineal definido asi:

Z(1) =1
ZL(Py(z))=0, n>1

Por lo que se ha mostrado anteriormente y el Teorema 1.1.5, {P,(z)} ~, es una base de

Hamel para C[z]| y por tanto, usando esto y el Teorema 1.1.1, se puede extender & a todo
Clx].
Se vera ahora que la propiedad ntiimero dos de la Definicién 2.1.3 se cumple, para

esto primero se mostrara el siguiente resultado. Para m > 0 fijo,
Z (2™ P,(x)) = 0 para todo n > m. (2.15)

La prueba se hara por induccion sobre m asi:
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» Param =0, Z(P,(z)) =0yaquen >0

= Ahora supdéngase que la proposicién es valida para algin m y que n > m + 1, entonces

n>m,n—1>myn+1>m. Como

2" P, (2) = 2™(zP,(x))
= .I‘m(Pn+1 (.I) + BnPn(:E) + OnPn_l(ZL’))
= 2" P,1(z) + 2" B, Py(x) + 2™ CL P,y 1 (),

entonces

L™ P, (2)) = Z(2™Pyy1(2) + 2™ B, P, (7) + 2™C, P,_1(2))
=Z(@"Pyii(z)) + ByZL (2" Py(x)) + C, L (2™ Py—1(x))
=0.

Y la propiedad queda demostrada. Ahora, si n < m, entonces por la Nota 1.1.3 P,(z) =
Sor o a:a’, y junto con (2.15) es posible decir que

Z(P,(z)P,(x)) =0, n # m. (2.16)

Sin = m, se puede hacer exactamente el mismo procedimiento que dio resultado a la ecuacién

(2.19), y que junto con (2.1) muestran que
Z(P,(z)*) #£0. (2.17)
Para ver que (2.4) se cumple, de (2.14)
ZL (Py(2)?) = CZ (Po-1(2)?) (2.18)

y utilizando de nuevo el resultado de (2.14) en la parte derecha de (2.18) (n — 1)-veces, se

tiene que:

Z (Pu(2)?) =[] i (Po(2)?)

=1

= [ Cirodoo
=1

=1]c¢: (2.19)
i=1
Por otro lado

ZL (Po(2)?) = Mibnn = A, (2.20)
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luego de (2.19) y (2.20) se tiene (2.4). Para mostrar (2.5), por (2.3)
< (1) =< (P(](QZ)2> = )\0(500 = )\0 =1
y paran > 1

Z (Fu(2)) = Z (1F,(2)) = Z (Po(2) Pa(x)) = Aodon = 0.

Nota 2.1.1. El reciproco del teorema anterior se conoce como el Teorema de Favard.

El siguiente teorema fue tomado del libro [12, p.151] y es una generalizacién del
Teorema 2.1.1, y esta generalizacion reside en el hecho de que ya no se pide que la sucesion

de polinomios {P,(z)}>°, sea ménica.

Teorema 2.1.2. Si {p, ()}, es una sucesion de polinomios ortogonales reales con respecto

aw(z) >0 en (a,b), existen sucesiones de nimeros Ay, By, C,, tal que para n > 1,

Q:gpn(aﬂ) = Apnont1 ((L’) + Bnﬂpn(x) + Cngpnfl(x)a

en donde A, # 0 y C,, # 0.

2.1.3. Caso particular de &

Definicién 2.1.5 (n-ésimo Momento de &). Se define como el n-ésimo momento de &£,

notado como ¢, a
Cn =L (a").

Teorema 2.1.3. Si & es un funcional de momentos con (1) =1 y sic, es, paran >0, el

n-ésimo momento de &, una condicion necesaria y suficiente para que £ sea regular es que

Co C1 c. Cn
C1 Co R S |

r,=|. . 7 "Tl#0, n>o0. (2.21)
Cn Cpt1 ... Con,

Demostracion. <) Supdéngase que (2.21) se satisface. Sean Py(z) =1y

Co C1 .. Cp
1 S SR
| Ch—1 Cn ... Cop_1
1 x ... x"
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Sim <n,
Co C1 Ce Cn
1 : : :
P Po(a))—— = | ' . (2.23)
Fn—l Cn—1 Cn cee Con—1
L™ L™t .. L(a™n)
Como la fila (Z(z™), Z(z™), ..., L(x™™)) = (Cm, Cms1, - - - Cman) €8 una de los determi-

nantes en (2.23) si m < n, es claro que (2.15), de lo cual (2.16), se satisface. Por otra parte,

si m = n entonces, usando nuevamente (2.23), se obtiene que

PP (1) = L(Py(2)?) = anl 20, (2.24)

=) Supdngase entonces que £ es regular y sea { P,(x)}22, un sistema de polinomios ménicos
ortogonales con respecto a &. Se demostrard que si I',, estd dado por (2.21) entonces I',, # 0

para n > 0. La prueba se hard por induccion.
» Paran=0,1=c=Z(1) =1.

= Supdngase entonces que la afirmacion es valida para n = k, o sea, que 'y # 0. Sea

Co ... Cr Cii1
1 €1 .. Cpy1 Ck42
k

Cr ... Cok Coky1

1 ... ok gkt

asi que P(z) es un polinomio ménico de grado k + 1, y por lo tanto
P(z) = Pyoi(x) + apPe(z) + ... + agPo(z), a; € C. (2.26)
Ahora, si m < k + 1, se tiene como antes que
Z(x™P(z)) =0.

Por lo tanto, para m < k + 1,

asi que multiplicando sucesivamente ambos lados de (2.26) por P,,(x), m =0,1,2,... k,

y aplicando &£, se obtiene que a,, =0, m =0,1,2,...,k, o sea, a que P(z) = Pyy1(x).



24

Finalmente, de
Z (@ Py (2)) = L(Pep (2)°)

se obtiene que

r
KL~ (P (a)?),
k

de donde resulta que I'y; # 0. Esto demuestra el teorema. [l
Nota 2.1.2. Si{P, ()}, es un sistema de polinomios mdnicos determinados por la relacién
de recurrencia (2.2), para la cual (2.1) se verifica, {P,(x)}, determina univocamente,

mediante (2.5), un funcional de momentos &, para el cual es su sistema mdnico ortogonal.

Se dice entonces que £ es el funcional de ortogonalidad de {P,(x)}52,.

Teorema 2.1.4. Sean & un funcional regular y {P,(z)}°,, dado por (2.2) y (2.3), su

sistema monico ortogonal. ST £ puede representarse en la forma

2(P) = [ Pt 2:27)

o0

donde 1 es una medida positiva con soporte en el eje real, entonces B, y C, son numeros

reales 1y
ast que los polinomios P,(x) son reales.

Demostracion. Si Z admite una representacion (2.27), es claro que ¢, = Z(z") es, para todo
n > 0, un nimero real. Teniendo en cuenta entonces la relacién (2.22) se concluye que los

P,(x) son reales, y, de (2.4) se tiene que

Ademds, por (2.27), & (P,(x)?) es la integral de una funcién no negativa con una medida

positiva, por tanto que cero. Entonces se procede asi:
= Para n =1, (] es mayor que cero.

= Para n = 2, C1C5 es mayor que cero, pero C; es mayor que cero, por tanto C es mayor

que cero.
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, k
= Supodngase que para n =k, [[._; C; es mayor que cero. Como

k+1

< (Pk+1($)2) = ch'

i=1

es mayor que cero, entonces Cy1 €s mayor que cero.

Es asi que C), 41 > 0, n > 0. Para ver que B, es real, por la relacién (2.2)
Zz ($2Pn(x)2) =L ((Pos1(z) + BuPo(z) + Co Py i (2))(Prga () + BuPu(x) + CrPra (7))
=% (Pyi1(2)’) + B.Z (P (2)?) + CLL (Po-i(x)?)

=(Con + B2+ ) [ C (2.29)

i=1
La parte izquierda de la ecuacién (2.29) es un nimero real y mayor que cero por como se
define Z, luego C,, 1 + B2 + C,, > 0 es un ntimero real, y por tanto B2 > 0 es real, es decir
que B, <0 o0 B, >0y por tanto también es real para todo n > 0. Il

Nota 2.1.3. Si como en el Teorema 2.1.2,

x@n(x) = Apon+t1 (:E) + Bnﬁon(x) + Cn@n—1<x>7

en donde A, # 0, entonces

[ H Aj [(1071+1 ) H A (Pnfl(x) 1:[ A

i=1
es una relacion de tres términos del tipo (2.2), y por lo hecho en el Teorema 2.1.4, entonces

n—1

x)HAl

i=1

+ Bn + CnAnfl

CnAn_l > 0.

2.2. Funcidénes hipergeométricas

2.2.1. Definicion y resultados

En esta subseccion se encuentran consignadas definiciones y resultados en funciones hiper-
geométricas. Estas se han tomado de [12, p.45-47,p.53-54,p.73].

Definicién 2.2.1 (F(a,b;c; 2)). En el estudio de ecuaciones diferenciales lineales de sequndo

orden con 3 puntos singulares requlares, aparece la funcz’én

F(a,b;c; z) —1+Z : (2.30)

para ¢ € 7 tal que ¢ > 0.
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Si a, b, ¢ son diferentes de cero o niimeros negativos, entonces

lim (a)n-i-l(b)n-&-lzmrl (C)nn!
| e+ DT @B

(a+n)(b+n)z
(c+n)(n+1)

= |2].

n—oo

La serie

2 (@), (D) 2"
Z()()

|
—~ (c)an!

tiene entonces el circulo |z| < 1 como su circulo de convergencia. Si a = 0 0 b = 0 0 ambos

son cero, entonces se obtiene la siguiente serie

i z

'7
“— (c)nn!

n

usando el Teorema 1.2.2 la serie es absolutamente convergente. Ahora, sia < 0o b < 0o
ambos son menores que cero la serie tiene un nimero finito de términos diferentes de cero,
por tanto converge. En la frontera |z| = 1 de la regiéon de convergencia se puede decir lo

siguiente

Teorema 2.2.1. Si Re(c —a — b) > 0, entonces (2.30) es absolutamente convergente para

|z| = 1.

Definicién 2.2.2. Una variacion leve en en la notacion F(a,b;c;z) es

en la cual es mas comodo saber cuales son los roles de a,b,c.

La serie al lado derecho de (2.30) o en

a, b; 2 (@) (B)nz”

a z

F > :E A/nATRE
. —  (c)un!

es llamada serie hipergeométrica, El caso especial a = ¢, b = 1 arroja la serie geométrica

oo n ; . L.
> ney 2", de aqui el nombre de hipergeométrica.
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Ecuacién diferencial hipergeométrica

2.2.2.

) para encontrar la ecuacion diferencial que satisface

a
dz

Se usara el operador 6 = z <

(2.31)

De (2.31)

entonces
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Haciendon =n—1

- n+1 n+1Zn+1
9(0+c—1)w:Zl (]
= (a+n) b+n)( Jn(D)n2™
=z
n=1 )nn'
=204 a)(0+0)
entonces
OO +c—1)—z@0+a)0+b))w=0, 0=z (diz) : (2.32)

La ecuacion (2.32) se puede entonces volver de la forma

O@+c—1)—2(0+a)d+b))w
(B(w)) + cB(w) — O(w) — 2(6% + bl + al) + ab)w

2

0
0

= 2(2w" + W)+ 2(c— Dw' — 2w’ — 22w — 22aw’ — zabw

= 2w 4 (c— Dw — 220" — 2bw’ — zaw' — abw

= 2(1—2)w +(c—(b+a+1)2)w — abw

que es una ecuacion diferencial de segundo orden para la cual w (2.31) es solucién.

2.2.3. Funciones hipergeométricas generalizadas

Definicién 2.2.3 (,F,). Se define una funcion hipergeométrica generalizada como

:*d

(i)n

n

! (2.33)
"

Qq, O, -, Op;

»F =14y S—

Bl?ﬂ??"' 7ﬁq; =l

::]Q

-.
Il
—

en donde ningun pardametro (3; tiene permitido ser cero o un entero negativo. Si algun pard-

metro o en (2.33) es cero o un entero negativo, la serie termina.
Teorema 2.2.2. Si se aplica el Teorema 1.2.2 a (2.33), entonces

(a) Sip <gq, la serie converge para todo z finito;

(b) Sip=q+1, la serie converge para |z| < 1 y diverge para |z| > 1;

(c) Sip>q+1, la serie diverge para z # 0.



29

Si la serie termina, no hay duda de que converge y (b), (c¢) no aplican. Ademds sip = q+ 1,

la serie (2.33) es absolutamente convergente en el circulo |z| =1 si

Re (iﬁl — i@z> > 0.
=1 =1

2.2.4. Algunas funciones hipergeométricas generalizadas

Los siguientes ejemplos se han tomado de [7, p.1] y en la cual se muestra que algunos polino-
mios que han surgido en la teoria de polinomios ortogonales se pueden obtener de polinomios

hipergeométricos al variar sus parametros.
Definiciéon 2.2.4. Se definen los siguientes polinomios hipergeométricos
fulai; b x) = fular, ag, -+ s Qp; b1, bay - - 7bq;$)

_nan+170[1aa27“' )y Op;

= pr2Fyeo z

%7 1 7617527”' 76(];

Algunos casos especiales de f,(a;; b; x) son:

a) fu(z;— ) = Po(1—2x),

b) fulls—s2) =[] P01 - 20),

A a) se le conocen como los polinomios de Legendre y a b) se le conocen como los polinomios
de Jacobi.
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3 Polinomios Casi-Ortogonales

Antes de desarrollar este capitulo se deben hacer unas observaciones. En 2 Teoria Bésica
todos los resultados se obtienen de forma general, y en particular se mantienen si & puede

representarse en la forma

Z(P(x)) = / P(t)du(t),

donde p es una medida positiva con soporte en (a, b).

En 1 Preliminares, asi como en 2 Teoria Bésica, los resultados y las definiciones
estan soportadas o se definen en algunos casos sobre C, pero que sin pérdida de generalidad
mantienen su valor de verdad sobre R. Es por esto y por el Teorema 2.1.4 que en este
capitulo los escalares o coeficientes que acompanan a los polinomios que se definen o se
utilizan pertenecen a R, a menos que explicitamente se diga lo contrario.

Por tltimo, en la literatura de polinomios ortogonales o polinomios casi-ortogonales,
al momento de definir estos lo hacen sobre una funcién mondtona creciente, que es una medida
por la Nota 1.3.5.

3.1. Definicion

3.1.1. Indice (k,r)

Esta definicion se toma del articulo [5, p.765-766] el cudl es uno de los articulos que soporta

[6]. En esta definicién se presenta una generalizacion de la definiciéon de casi-ortogonalidad.

Definicién 3.1.1. Sea {Q,(z)} ~, un sistema de polinomios, en donde cada Q,(z) es pre-
cisamente de grado n, sean k,r € Z cualesquiera fijos tales que k > 0 yr > 1, y tal que se

satisface que

b
/ Qm(2)Qn(x)da(x) = 0 para m # n £ jr, j=0,1,--- k.
Entonces {Q,(x)} ~, recibe el nombre de polinomios casi-ortogonales de indice (k,r).

Esta definicién es la que presenta en el articulo de D. Dickinson [6, p.1].

Definicién 3.1.2. Sea {Q,(x)} ~, un sistema de polinomios, donde cada Q,(z) es precisa-
mente de grado n. El sistema {Q, ()}, se dice casi-ortogonal si existe un intervalo (a,b)

y una funcion no decreciente asociada o(x) tal que
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b =10 para 0<m<n-—2
/ 2" Qn(x)da(z) #¢0  para 0<m=n-—1
¢ #\0 para 0O0=m=n.

Nota 3.1.1. La Definicién 3.1.2 es equivalente a la Definicién 3.1.1 con indice (1,1).

3.2. Resultados

Si Z es el funcional de ortogonalidad de {P, ()}, (ver Nota 2.1.2) y bajo la observacion

al inicio de este capitulo, entonces

P(Po(2)P () = / Po(®)Pa®)du(t) =0,  m#£n. (3.1)

Este resultado se muestra en la prueba de la condicion suficiente del Teorema 2.1.1 ecuaciones
(2.15) y (2.16).

Ahora, sean n,m € N con n fijo cualquiera y m < n, entonces por la Nota 1.1.3,

m

Qm(z) = Z a;T;, a; constantes
i=0

y por tanto

L(Qu(@)Qu(z)) = / Q) Qu(t)da(t)

= /b (i CLﬂ%’) Qn(t)da(t)

= i (a / b tiQn(t)da(t)> . (3.2)

Por la Definicion 3.1.2; la ecuacién (3.2) es diferente de cero cuando m =n — 1y m = n.
Ahora, sim > n, entonces £ (Q,(2)Qn(x)) = L(Qn(x)Qm(z)) y usando el mismo argumento
para Q,(x), n =m y n =m+ 1 también hacen la ecuacién (3.2) diferente de cero. Es decir

que

Z(Qm(7)Qn(x)) = / Qm()Qn(t)da(t) =0,  m#n—1nn+1 (3.3)

Las ecuaciones (3.1) y (3.3) permiten entonces establecer una diferencia entre polinomios

ortogonales y polinomios casi-ortogonales.
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3.2.1. Relacion de dos términos

Teorema 3.2.1. Sea «o(x) una funcion no decreciente con infinitos puntos de incremento

en (a,b) tal que los momentos f; x"da para n = 1,2,3,--- existan. Entonces un conjunto

o
n=0’

de polinomios {Q, ()} en donde Q,(x) es de grado precisamente n, es casi-ortogonal de

indice (k,r) si, y solo si, estos polinomios son de la forma

k
Qn(z) = Z i Po—jr (), an,; constantes, a, o # 0.
=0

Donde P,(x) denota el n-ésimo polinomio ortogonal asociado con la distribucion do(zx) en

un intervalo (a,b) y P_,(x) =0 conm =1,2,---  kr.
Demostracion. <) Si k,r € Z cualesquiera fijos tales que k >0y r>1,5=1,2--- k, tal
que
k
Qn(z) = Z an,an_jT(x), ay,j constantes, a, o 7 0,
§=0
entonces

k k
Qm(7)Qn(r) = (Z am,hpm—hr<m)> (Z an,an—jr(fE)>

h=0 =0
k k
=> (Z am,han,jpm_hr(x)Pn_jr(x)) , (3.4)
h=0 \j=0

integrando (3.4) con respecto a da(x) en el intervalo (a, b)

. hb:O kj:()
= Z/ (Z am,han,ij—hr(I)Pn—jr(x)) da(x)

k (i (am,han,y‘ /ab Pm—hr(I)Pn—jT(x)da(x)>) : (3.5)

h=0 \ ;=0

-3 (f; ( / b am,han,jpm_hr<x>Pn_jr<x>da<x>))

Por lo que se mostré en (3.1), entonces el término del lado derecho de la ecuacion (3.5) es
igual a cero si m # n =+ jr, luego por la Definicién 3.1.1 se puede concluir que la sucesion de

{Qn(x)},2, es casi ortogonal de indice (k, 7).
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=) Sea k > 0 (ya que para k = 0, se tienen polinomios ortogonales). Entonces como
los polinomios ortogonales P, (z), asociados a a(x) en el intervalo (a, b) son precisamente de

grado n, {P,(z)},~, son una base de Hamel, asi que se puede escribir
Qu(@) =D buyPi(@), (b #0,m=01,---),
=0
De acuerdo a

b
[ @uiw)@uia@) = 0param gnt i =01k

para n > kr, Q,(z) es ortogonal a cada polinomio de grado m < n — kr. Por tanto, en

particular, se tiene que

b b n
| @u@Pualdat) = | (an,jw)) Plw)da(x)

n

-3 (bn,j /aij(:c)Pm(x)da(x)>

=

b
:bmm/ P(2) Py (x)da(z), (3.6)

por el argumento anterior se tiene entonces que by, ,, = 0 param =0,1,--- ,n—kr —1y por

tanto, se puede escribir
kr
Qn(z) =Y bunjPaj(x),  (n=0,1,2,--+)
§=0

donde, por conveniencia, se define b, ,_; = 0 si n — j < 0. Solo queda mostrar que, para
r>1, by, j=0sij#0,r, - kr. Para este fin, sea n > 0 fijo y asuma que lo siguiente es

verdadero; para cada m < n

Qun(®) =Y bmm—irPnir(x)  (m=0,1,--- ,n—1). (3.7)

=0

La anterior expresion claramente se mantiene para m = 0. Supéngase que falla para m = n.

Entonces existe cierto b, p—ir4; # 0,0 < j <r,n—1ir+j > 0. Sea n — sr + ¢ el menor entero
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tal que by, ,—sr++ # 0. Entonces es necesario que n — sr+t > 0y por (3.7)

b
| @u@)Qula)da(o) =
’ b k k
= / <Z bn,n—irPn—i'r (I)) <Z bn—sr+t,n—sr+t—irPn—sr+t—z'r(x)) dOé((L’)
a 1=0 1=0

b
= / (bn,n—sr+tpn—sr+t(x)bn—sr—l—t,n—sr—l-tpn—sr—l-t(x)) dOé(.I‘)
b
= bn,n—sr+tbn—sr+t,n—sr+t/ Pn—sr—i—t(:L')Pn—sr-l—t(m)da(x)- (38)

En la parte derecha de la ecuacion (3.8), by p—srtbn—srttm—sr+t 7 0, ya que by p_srip # 0
Y bn—sritn—sr+t €s el término lider de Q,—s4¢(x), también la integral del lado derecho es
diferente de cero por (2.17). Por otra parte, la integral del lado izquierdo de la ecuacién (3.8)

es cero ya que n # n — sr +t + jr, luego esto es una contradiccién. Asi (3.7) es cierto. [

Corolario 3.2.1. Si las hipotesis del Teorema 3.2.1 se mantienen y haciendo k=1 yr =1,
entonces un conjunto de polinomios {Qy,(x)},—,, en donde Q,(x) es de grado precisamente

n, es casi-ortogonal de indice (1,1) si, y solo si, estos polinomios son de la forma
Qn(x) = anoPn(z) + an1P—1(x), An0, An1 constantes, a, o # 0. (3.9)

Donde P,(x) denota el n-ésimo polinomio ortogonal asociado con la distribucion do(zx) en

un intervalo (a,b) y P_y(z) = 0.

Nota 3.2.1. Este corolario se presenta en el articulo [6, p.1] en la ecuacion (2) , y en el
mencionan que a,1 # 0, pero al reconstruir la demostracion en [5, p.2] no mencionan esto.

También en Adelante, todos los resultados se presentan para polinomios casi-ortogonales de
indice (1,1).

3.2.2. Vinculo entre ortogonalidad y casi-ortogonalidad

Teorema 3.2.2. Para que {Q,(x)},, sea un conjunto de polinomios casi-ortogonales con
respecto a un intervalo (a,b) y una distribucion da(x), es necesario y suficiente que ezista
un conjunto de constantes diferentes de cero {T;};°, y un conjunto de polinomios ortogonales

{P,(z)},", con respecto a (a,b) y da(z) tal que

P,(x) = ZTZQI(x) n > 0.
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Demostracion. =) La casi-ortogonalidad de {Q, ()}, implica la existencia de un intervalo
relevante y una distribucién de la casi-ortogonalidad, y por tanto, la existencia de un con-
junto correspondiente de polinomios ortogonales {?n(x)}:;(). Como los polinomios de cada

conjunto son de grado precisamente n, se puede escribir
Pu(z) =) BnQi(x), n>0, (3.10)
i=0

donde B,y # 0 para todo n. Para ver esto, supéngase que existe un m tal que B, = 0

entonces multiplicando la ecuacion
i=1

sucesivamente por da(z), zda(z), ..., 2™ 'da(zr) e integrando sobre (a, b), se tiene respectiva-

mente que
/abﬁm(x)doa(x) = /abéBm,iQi(x)d@(x)
= /ab B oQo(z)da(x) + /ab Bp1Q:(2)da(z)

— By, / Qv (x)da(z). (3.11)

La integral del lado izquierdo de (3.11) es cero, y la integral del lado derecho de (3.11) es

diferente de cero. Por tanto B,,; = 0.
b b m
/ 2P, (2)da(z) = / Z By.ixQi(z)do(x)
a a =1
b b
= / B12Qq(x)da(x) —i—/ By 2xQa(x)da(z)

— By, / Q) da(z). (3.12)

La integral del lado izquierdo de (3.12) es cero, y la integral del lado derecho de (3.12) es

diferente de cero. Por tanto B,, s = 0.

/ab 2" P (2)da(z) = /abil Bpit™ ' Qi(x)dav(z)

b b
/Bmm_lxlem_l(x)doz(x)—i-/ Bom™ ' Qu(z)da ()

b
Brm / 2" Q. (z)da(z). (3.13)



37

La integral del lado izquierdo de (3.13) es cero, y la integral del lado derecho de (3.13) es
diferente de cero. Por tanto B,,,, = 0. Luego se sigue que P,,(z) es la funcién constante 0,
lo cual es absurdo ya que no seria de grado m.

Lo que sigue es normalizar los polinomios ortogonales de la forma
n
= Z Bn,iQi(x)a n = 07
i=0

haciendo _
P, (I )

Bn,O

La identidad (3.10) toma entonces la siguiente forma

Pu(z) =

= ZTsz(if) n >0,
i=0

con
Tho="Too # 0, para n > 0.

Esto implica que

—_

n—

P.(z) = Py1(z) = TpnQn(x) + Y (Thi— Th1.:)Qi(x) n>1, (3.14)

1

1

con 39 a; = 0. Multiplicando sucesivamente a (3.14) por da(z), zda(z), ..., 2" 2da(x) e
integrando sobre (a,b), entonces:
Para n > 2,

n 1,2 Ql< )> (l’)

:/ab IO /z i Tos )Qu(x)do(a)

— (Ths — T 11) / Q1 (x)da(z). (3.15)

La integral del lado izquierdo de (3.15) es cero, y la integral del lado derecho de (3.15) es
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diferente de cero. Por tanto 7,1 — 1,,—11 = 0. Para n > 3,
b
[ P =Pas)da(e) =
' b n—1
/ (Tn,nIQn( ) + Z(Tnz - n—l,i)in($)> da(z)

=1
1

- [ Trute /Z i T )2 Qi(a)daz)
— (Tos =T 11) / Q1 (2)da (@) + (Tns — Ty 1) / ’ 10w dalz)

= (Thao— Tn_LQ)/ Qs (x)do(x). (3.16)

La integral del lado izquierdo de (3.16) es cero, y la integral del lado derecho de (3.16) es
diferente de cero. Por tanto 7,5 — T},_12 = 0.

/ 22 (Po() = Po_y (2))da(z) =
/ (Tnmxn_%}n(x) + i(Tnz — Tn—l,i)xn_QQi(x)> da(z)

=1

_/aan,nx”_2Qn(I)doz(x)+/bnzl Tni — Tpo1.0)2" 2Qi(z)dou()
= (Thpn-1 — Tn1,n-1) / beQn,l(a;)da(x)

b
= (Tn,n—l - Tn—l,n—l)/ In_2Qn_1(ZL’)da<CE). (317)

La integral del lado izquierdo de (3.17) es cero, y la integral del lado derecho de (3.17) es

diferente de cero. Por tanto 71}, ,,—1 — T,,—1,,—1 = 0. Se obtiene como conclusién entonces que

Tn,l - Tn—l,l =0
Tho—Th-12=0
Thz—Th-13=0

Tn,nfl - Tnfl,nfl =0.
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Como n puede ser tomado arbitrariamente grande, se puede definir entonces 7; = T,,; para

todo n e 7 para los cuales T, ; esta definido. Por lo tanto

Pur) = S TQU),  nz0
=0

0
=0’

de que P, (z) es de grado menor que m se seguiria.

Si para alguno de los elementos de {7;} por ejemplo T, fuera cero, entonces el absurdo

<) Se prueba la suficiencia nada méas notando que

implica que

P.(x) — Py_1(x) = T,,Qu(x), n > 1
Po(x) = ToQo(x),

y por el Corolario 3.2.1 se tiene el resultado. Il

3.2.3. Condicién de casi-ortogonalidad

Teorema 3.2.3. Una condicidn necesaria y suficiente para que el conjunto {Q,(z)},—,, donde

cada Q,(x) es un polinomio de grado precisamente n, sea casi-ortogonal es que satisfaga

2Qn(x) = ApQuii(z) + BuQn(x) + C,Qn-1(z) + Dy, i T:Qi(x) (3.18)

i=0
para todo n y donde T; # 0,

An—STn—B An—2Tn—2 On—lTn—l CnTn
— B, s —B,_ — D, T, =0 3.19
Tn72 Tnfl * ? 1 Tn72 Tnfl - ( )

para todo n, y

An—lTn—l (Cn—l—lTn—l-l

T I DnHTnH) >0 (3.20)

para todo n > 1, y donde cualesquiera términos que involucren A,, By, Cpi1, Dypio 0 Qn(x)

con n negativo son tomados como cero.

Demostracion. =) La existencia del conjunto de polinomios casi-ortogonal {Q, ()}, -, im-

plica, por el Teorema 3.2.2; la existencia de un conjunto de constantes diferentes de cero
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{T;}Z, v un conjunto de polinomios ortogonales { P, (x)} -, con respecto a (a,b) y da(z) tal

que
Pa(z) = 3_TiQi(x). (3.21)

Como el n-ésimo polinomio de cada conjunto es precisamente de grado n, existen coeficientes

tal que

2Qn(x) = ApnQni1(x) + BpQn(2) + CrQn-1(x) + Zp—2Qn—2(x) + - -+ + Z1Q1(x) + ZoQo(x).

Usando el Corolario 3.2.1 para @Q,—2(x),--- ,Q1(x), Qo(z), entonces

n—2
2Qn(2) = AnQue1(2) + BaQu(@) + CoQuor(z) + Y AniPi(z)  n>2. (3.22)
i=0
Si se multiplica (3.22) sucesivamente por da(x), zda(z),--- , 2" 3da(x) e integra sobre (a, b),
entonces:
Paran >3

b b n—2
[ 2Qutadae) = [ (4,Quis(@) + BQula) + CuQus(w) + 3 AniPi))daf)

b
:An,O/ Py(z)do(z). (3.23)

El lado izquierdo de la ecuacién (3.23) es igual a cero, y la integral del lado derecho de la
ecuacion (3.23) es diferente de cero. Por tanto A, o = 0.
Paran >4

b b
/ Q. (1)da(x) = / H(AsQuis(#) + BaQu() + CoQur() + Y AniPi))da(z)

b
:An,l/ z Py (z)da(z). (3.24)

El lado izquierdo de la ecuacién (3.24) es igual a cero, y la integral del lado derecho de la

ecuacion (3.24) es diferente de cero. Por tanto A,,; = 0.
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b b n—2
/ 2" 2Qn (z)do(x) = / 2" (A Qa1 () + BaQn () + CrQp1(x) + Z A, i Pi(x))do(x)

b
:Anm_?,/ 2" 3P, _s(x)do(x). (3.25)

El lado izquierdo de la ecuacién (3.25) es igual a cero, y la integral del lado derecho de la
ecuacion (3.25) es diferente de cero. Por tanto A,,,,_5 = 0.
Entonces de (3.22)

:EQn(x) = AnQn—i—l(x) + BnQn(x) + CnQn—l(-CE) + ann—Q(x)a n 2 2a

y por el Teorema 3.2.2

n—2

=0

De (3.21) se puede escribir, donde P, (z) = 0 para n < 0,
T,Qn(x) = P,(x) — P_1(x), para todo n,

y por tanto, la ecuacion (3.18) se puede escribir como

z(Po(z) — Pooa(z)) = ?ﬂ:ﬁ (Prii(@)=Pu(x)) + Bn(Pu() — P ()
+ %Tf (Po_1(x) — Pys(2)) + DT, Pu_a(x) (3.26)

para todo n. Las posibles apariciones de 7T7s con negativos i es puramente formal. Cualquiera
de dichos T; puede ser un valor diferente de cero, y por las convenciones en coeficientes que
se establecieron en este teorema, los términos que acompanan dichos T; son cero. Se puede

escribir (3.26) como

AT, AT,
x(Py(z) — Py1(2)) = =——Po1(x)+ | Bp — —— | Pu(2)
Tn+1 Tn+1
C.T, G T,
Tn—l Tn—l

(3.27)
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0 que

zP,(x) —xP,_1(z) =

AT, A, 1T, _ AT,
nnPn+1 (nlnl nin

- + B, | P,(x
Tn+1 Tn Tn+1 ) ( )

A, 1T,_ A, _oT,_ An 1T, _
AanTan AnflTnfl CnTn
— B, 1—B,+——)P,_
+ ( T 7 DB T 1(2)
AnfSTnfi’a AanTan OnflTnfl
— — B, s—B,1+— | P,_
( Tn72 Tnfl * 2 o Tn72 2(35)
An73Tn73 AanTnf2 CnflTnfl CnTn
— B, s —B,_ — D,T, | P,_
+ < Tnf2 Tnfl + 2 ! * Tnf2 Tnfl * 2($)
(3.28)
para todo n. Entonces
AnTn AnflTnfl AnTn
Py(z) = 22" P, - B, ) P,
oPe) = P Pua(e) (P 2B Y )
An—QTn—Q An—lTn—l CnTn
— B,.1— B, P,
N < Tnfl Tn N ! * Tnfl 1(:U)
An—3Tn—3 An—QTn—Q Cn—lTn—l OnTn
— B, s —B,_ — D,T, | P,_
N < Tn—2 Tn—l * 2 ! * Tn—2 Tn—l * 2(1;)
para n > 0, pero por el Teorema 2.1.1, ecuacién (2.2), se tiene que
AnTn AnflTnfl AnTn
Po(z) = P, - B, ) P,
o) = G Pl + (D 2B Y )
An—2Tn—2 An—lTn—l CnTn
- an - Bn Pnf ) 2 07
+ ( T T + 1 + T (), n
y por tanto
An73Tn73 An72Tn72 CnflTnfl CnTn
~ B, o—B,_ — D,T,=0 n>1, (3.29
Tnf2 Tnfl * ? ' * Tn72 Tnfl * " ( )

que también es valido para n < 1 por las convenciones que se hicieron en el teorema. Por la
Nota 2.1.3

ApaThy (AnoTws  Ap T, T
nlnl(n2n2 n—14n—1 Onn>>o. (330)

— B,_.1— B,
Tn Tn—l Tn i ! - Tn—l
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De (3.29)

An—3Tn—3 An—QTn—2 On—lTn—l CnTn
—_ an — an — —
Tn—2 Tn—l * 2 ot Tn—2 Tn—l
y utilizando (3.31) con n =n + 1, en (3.30)
An—lTn—l Cn—i—lTn—i—l
1, 1,

D,T, (3.31)

— Dn—l—lTn—l—l) > 0. (332)

<) Suponga que se tiene un conjunto {Q, ()} -, que satisface (3.18) con las con-
diciones (3.19) y (3.20). Se define entonces el conjunto de polinomios {P,(z)},~, por la

relacién
Py(x) =) TiQi(x) = TuQu= Pu(z) — Pri(2),
=0

donde P,(x) =0 para n < 0. De (3.28) si

AnTn
Qp = ’
Tn+1
o AnflTnfl
Op_1 = Tn )
An—lTn—l AnTn
n — - Bn )
6 ( Tn Tn+1 i )
An—QTn—Q An—lTn—l
n—1 — - Bn— )
Bn-1 ( T . T + 1
An72Tnf2 AnflTnfl CnTn
n — - Bn— - Bn )
K ( Tn—l Tn * ! * Tn—l
An73Tn73 Anf2Tnf2 CnflTnfl
n—1 — - Bn o — By R
Tnt ( Tn72 Tnfl * 2 1+ Tn72

entonces en (3.27) junto con (3.19), para todo n,

QZ(Pn(SC) - Pnfl(x)) = OznPn+1(:C) + (ﬂn - O‘Thl) Pn<x) + (%L - 57#1) Pnfl(x) - anfanfQ(x)'
(3.33)

Si se toma (3.33) y se hace paran,n—1,n—2,--- /1,0, —1 hasta que se obtenga una expresién
con todos sus términos igual a cero, se tiene que

l’(Pn(’I) - Pn—l(x)) = anpn—i-l(x) + (ﬂn - an—l) Pn(x) + (’Yn - 6n—1) Pn—l(:c) - ’}/n—lpn—Q(x)
2(Pr—1(x) — Po—2(x)) = an_1Pp(x) + (Bn-1 — an—2) Po—1(x) + (Yn—1 — Bn-2) Po—2(x) — Yn—2Pp_3(x)

2(Py(z) — Po(x)) = an Po(x) + (B1 — ap) Pi(x) + (71 — Bo) Po(z) — voP-1(x)
z(Po(z) = P-1(z)) = aoPr(z) + (Bo — a—1) Po(x) + (yo — B-1) P-1(z) — y-1P-2()
o(P_1(x) — P-2(7)) = a_1Po(z) + (B-1 — a—2) P_1(%) + (y-1 — B-2) P-2(x) — 7—2P-3()
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y luego se suman todas estas expresiones, se obtiene que para todo n

2P, () = anPry1 () + BuPo(x) + v Poi1(x), (3.34)

o0

entonces por (3.34) y (3.20), en el Teorema 2.1.2, el conjunto de polinomios {P,(z)},_, es

ortogonal, y por el teorema Teorema 3.2.2 se puede concluir entonces que {Q,(x)},_, es

casi-ortogonal. O

Nota 3.2.2. En el Teorema 3.2.3 no se pudo mostrar la ecuacion (3.20) que se establece en
las hipdtesis del teorema por un signo, entonces en la prueba, en la ecuacion (3.32) queda

escrita con signo contrario.

Si se tiene un conjunto de polinomios casi-ortogonales {Q,, ()}~ que satisface (3.18)

y para el cual los coeficientes D,, nunca son cero, se puede multiplicar a (3.18) por D! = ay,,

entonces
n—2
O‘nIQn(x) - anAnQn-i-l(x) + aanQn(x) + O‘nCnQn—1<x) + Z T;Ql(x)v (335)
=0

y en (3.35) cambiando el indice de n an —1

n—3
an—len—l(ZE) - an—lAn—lQn(ZE) + an—an—lQn—l(x) + O-/n—lcn—lQn—2(x) + ZEQ@(I)v
=0

(3.36)

ahora se hace la diferencia de (3.35) con (3.36), entonces se obtiene la formula

x(anQn(w) - an—lQn—l(x)) = Bn@n—i—l(x) + /YnQn(x) + 5nQn—1(x) + EnQn—Q(x)' (3'37)

Muchos polinomios que han aparecido en la literatura tienen una relaciéon de re-
currencia de esta forma. Por tanto surge la pregunta de si algunos de esos polinomios son
casi-ortogonales.

Asuma ahora que se tiene un conjunto de polinomios {Q,(z)} —,, cada Q,(z) de
grado precisamente n para n > 0y Q,(z) = 0 para n < 0 y que satisface (3.37) para todo
n. Més atn, asuma que «, # 0 para todo n. Como @Q,(z) para n no negativo es de grado

precisamente n, existen coeficientes A, j tal que

n+1

20 Qn(z) = Y Aur@Qi(z),  n>0. (3.38)
k=0
Paran=n-1

T 1Qno1(x) =Y An 14Qi(x), 1 >0,
k=0
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entonces
n+1
$(anQn( ) Qo — 1Qn 1 ZAn ka ZAn 1 ka . (339)
Comparando (3.39) y (3.37), entonces
An,nJrl - 5n )
An,n - An—l,n = Tn
Apn1—Ap1n1 =0, para todon yw=0,1,--- ,n— 3. (3.40)
An,an - Anfl,n72 = €n
An,w - An—l,w =0

Vs

Para hallar los coeficientes de (3.38) usando (3.40) entonces
n n+1l — BTL?

An,n =Y+ Anfl,n
=Yn + ﬁnfb

An,nfl = 571 + Anfl,nfl
= 571 + Yn-1 + ﬁn727

An,n—Q =€, + An—l,n—Z
=€y + 57171 + Yn-2 + ﬁn737

An,n—3 = An— 1,n—3

=€p-1+ On_o+ Vn-3 + B4,

An,(] = Anfl,[)

=€+ 01 + Y0 + B1,
por tanto

n+1

xanQn Z An k:Qk:
= /BVLQH+1 (LE) + (6n71 + 7n)Qn<x) + <5n + Yn—1 + 5n72)Qn71(x)

n—2
+ ) (enta + Onrn + Y + Boo1)@Qnl). (3.41)
k=0
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Donde la suma en (3.41) toma valor cero si el limite inferior de la sumatoria excede el limite
superior. Para llevar (3.41) a la forma (3.18) se hizo el supuesto de que D,! = «,, ya que se

us6 la ecuacién (3.37). Por tanto la ecuacion

_ ) _ _
1Qule) = Q@) + T g gy Lt )y
n—2
+ ai (€hg2 + 01 + 7 + Bre1)Qu(z)  (3.42)
" k=0

cumple (3.18), y las condiciones (3.19) y (3.20) se pueden escribir sin mayor dificultad porque
estas condiciones estdn en términos de los escalares de (3.18), que pueden ser escritos de forma

especifica al comparar (3.18) con (3.42).

3.3. Polinomios de Sor Celine

El objetivo de esta seccion es entonces exhibir como ejemplo que los polinomios de

Sor Celine son polinomios casi-ortogonales. Las definiciones y teoremas se han tomado de [§]

Definiciéon 3.3.1. Se define un caso especial de un conjunto de polinomios hipergeométricos

generalizados ast

1 = (-n
fola; — x) = 3F5(—n,n+ 1, a; o1 Lyz) = Z (=n)

El término a es independiente de n y es diferente a 1 o %

3.3.1. Relacién de recurrencia de f,(a; —; )

En la lista siguiente, la cantidad que sigue después de los dos puntos es el factor por

el cual

se debe multiplicar para dar la respectiva expresion bajo el signo de la sumatoria para cada

uno de los fy vy fy con k =n,n—1,--- ,n— 3y donde f; es una abreviacion de fy(a; —;z)

e Para f,, fn:1

o Para f,_ 1, de




(=(n=1))r = (=

( ( M- +1) - (-(n—1)4+r—2)(—(n—1)+r—1)

(_(n—l)—i—r—l)

i

)r

-n

¥ (W= () (1) (ntr—2)(ntr—1)= “z;ji)n
,f 'n—/l"
asi fr_1: o

e Para xf,_q, de

(=(n —1))r(n)r(a)rz""
(3)r (1) ’

haciendow =r+1=—r=w -1

(—=(n = 1))w-1(n)yw-1(a)p_12"
(5)w1(Dya(w =117

entonces
(—(n—=1))p-1 = ()—(n -D)(-n-1+1) - (~(n-1+(w-1)=2)(-(n—-1) +(w—1)-1)
" () )

(Mw-1=()(n+1)-(n+(w-1)-1)= (?j)Lw)(nJrzj—l)’
(@w-1=ala+1)-(a+(w=-1)-1) = -2,

I 1 _gtw-—1
(%)11071 GGG+ w-1)-1) (3w
W1 Do’

1 _w
(w—1)!  w!’

—r(r—3)

Asi, haciendo de nuevo el cambio r = w, xf, 1 : .
famr m+r)n+r—1)(a+r—1)

o Para f, o, de

(~(n=2) = (~(n = 2)(~(n —2) +1)--- (-
() (cnt ) (ntr A1)

n)(—n+1)
1

(=
) _ (4 D))
ym—=1r=m-1)(n-1)+1)- ((n—1)+7"—2)((n—1)+7”—1)—(n+r_1)(n+r)'
(n—r)n—r—1)

(n+r—1)(n+r)

Asi fn_g .

o Para xf, o

(—=(n —2))(n — 1), (a);a™"
(%)r(l)rr! ’




48

haciendow =r+1=—r=w -1

entonces

(~(n =21 = (~(n = 2)(~(n 2+ 1) (~(n = 2) + (w— 1) = 2)(~(n —2) + (w— 1)~ 1)
(el tw)
C)(n 1)

Mm=1Dw-1=Mn-1((n-1)+1)(n-1)+(w—-1)-1)=
(@)w

(n+1)yn(n—1)
m+w—-2)(n+w-—1)(n+w)’

(@t =ala+1)--(a+ (w—1)— 1) =

(a+w-1)

I 1 Cztw-—1
(%)1“"1 TR Grw-D-1) " (3w
Dyt W’

1 L w
(w—1)! " w!”
Asi que
(=(n = 2))r(n = 1)y (@)™t (—=n+w)n(n = 1)(5 +w = Du?(=(n))w(n + 1)w(a)wr"

(1) (1),7! (—n)(—n+1)n+w—2)(n+w—1)(n+w)(a+w—1)(3),(1),w!

—r?(n—1)(r —3)

m+r—=2)n+r—1Mn+r)(at+r—1)

haciendo el cambio r = w, x f,_» :

o Para f,_3, de

(=(n =3))r(n = 2)r(a),2”
(3)r (1) ’

(0= 3)) = (~(n = 8)(~(n—3) 4+ 1) (~(n ) 4 7~ 2(~(n ) + 7 1)
_ (=n)p(—mn+7r)(—n+r+1)(—n+r+2)
(—n)(—n+1)(—n+2) ’
yn—=2)p,=mn-2)(n-2)+1)---(n—2)+r—-2)(n—2)+r—1)
_ (n+1),(n—2)(n—1)n
(n+r—2)n+r—1n+r)
n—r)n—r—1)(n—-r—2)

m+r—2)n+r—1n+r)

AS fos

Se puede ver que cada término comparte términos con la expresién (n 4+ r — 2)(n +
r—1)(n+r)(a+r—1),y por tanto ni el numerador ni el denominador exceden grado 4 en
la variable r. En de interés encontrar entonces las constantes A, B,C, D, E que cumplen la

ecuacion

fot+tA+Bx)fo1+(C+Dx)fy o+ Ef,3=0, (3.43)

en donde A, B,C, D, E son funciones racionales en n e independientes de x. Para encontrar
los coeficientes en (3.43), se reemplaza las ocurrencias de cada funcién con sus respectivos
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factores, asi

(+4(5) = (mmmr viarr=n) < (67 mm)
+D ((n+r - 2)(_7:4—(7;‘:?)((;:—3";(a+r - 1))
(e )

(n

+
—_
~—
3
—
S
~—
3
8
3

(

=
3
—
—
~—
3
3

entonces

L+4 (ZI:) B ((nw)(nfi(rné(lw;)) e <E%;:)£n1)_(2;71~;)
T e R ()

(n—r)n—r—1)n-r—2)\
+E((n+r—2)(n—l—r—1)(n+7“)) =90,

haciendo los denominadores homogéneos, sumando los términos y multiplicando por el tér-

mino del denominado de la suma total, entonces
m+r—2)(n+r—1n+r)a+r—1)+An—-r)n+r—-2)(n+r—-1)(a+r—1)
1
—Br2(r—5)(n+r—2)+0(n—7’)(n—7‘—1)(n—|—r—2)(a+r—1)

—Dr2(n—r)(r—%)—i—E(n—T)(n—r—1)(n—r—2)(a+r—1) = 0.
(3.44)

Haciendo los productos, entonces

e (n+r—2)(n+r—1)(n+r)(a+r—1) = an®+3an’*r — 3an®+3anr? — 6anr+2an+ar® —
3ar? 4+ 2ar +n®r —n3 4 3n%r? — 6n2r +3n? + 3nr® — 9nr? 4+ 8nr — 2n+r* —4r3 + 5r2 — 2r,

e Aln—r)n+r—2)(n+r—1)(a+r—1) = A(an® + an’*r — 3an® — anr® + 2an — ar® +

3ar? —2ar +n3r —n® +n?r? —4dn’r 4+ 3n® —nrd +nr? + 2nr — 2n —rt 4+ 493 — 502 4 2r),
« —Br¥(r—3)(n+r—2)=—Bnr®+ sBnr? — Brt + @ — Br?,

e Cln—r)n—r—1(n+r—2)(a+r—1) = C(an® — an’r — 3an?® — anr® + 4anr + 2an +

ard —ar? —2ar +n®r—n3 —n?r? —2n?r+3n® —nr3+5nr? —2nr — 2n+1rt —2r3 —r?4-2r),

« Dr*(—n+r)(—=2+r)=—Dnr®+ 1Dnr? + Dr* — 027»3’

e E(n—r)(n—r—1)(n—r—2)(a+r—1) = E(an®—3an*r — 3an®+ 3anr? + 6anr + 2an —

ar® —3ar® — 2ar +n®r —n® — 3n?r? + 3n% + 3nr® + 3nr? — dnr — 2n — 1t — 203 42 4 27).
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Ahora, (3.44) estd igualado aun un polinomio de grado 4 con coeficientes iguales a

cero, por tanto, de los productos que se han obtenido, se factorizan los términos r#, 73, 72, r!

y términos sin r y se obtiene el siguiente sistema de 5 ecuaciones con 5 variables a determinar
(A,B,C,D,E):

) r"(1—-A-B+C+D-E)=0

) r¥(a+3n—4—aA—nA+4A—Bn+224+aC—nC—-2C—Dn—2 —aE+3nE—2E) =0

) r?(3an — 3a 4+ 3n* —In +5 — anA + 3aA + n*A+nA—5A+ "2 — B—anC — aC —
n*C +5nC — C + "2 + 3anE — 3aF — 3n*E + 3nE + F) =0

r) r(3an? —6an+2a+n>—6n?+8n—2+an’A—2aA+n*A—4n*A+2nA+2A —an*C +
4anC —2aC +n?C — 2n*C — 2nC 4+ 2C — 3an*E + 6anE — 2aE +n*E —4nE +2F) = 0

Cons. (an®—3an®+2an—n®+3n? —2n+an®A—3an’*A+2anA—n3A+3n*A—2nA+an®*C +
2anC —3an*C —n*C' + 3n*C — 2nC + an®E 4+ 2anE — 3an*E —n*E+3n’E — 2nE) = 0,

esto es
1. - A-B+C+D—-FE=-1
2. (ra—n+4)A—-(n-2)B+(a—n—-2)C—(n+3)D—(a—3n+2)E=—a—3n+4

3. (—an+3a+n*+n—5)A+ (3 —1)B+(—an—a—n*+5n—1)C+ 2D + (3an — 3a —
3n*+3n+1)E = —3an +3a —3n*+9n —5

4. (an* —2a+n®—4n*+2n+2)A+ (—an® +4an — 2a + n® — 2n? — 2n + 2)C + (—3an* +
6an — 2a +n® — 4dn + 2)F = —3an® + 6an — 2a — n3 + 6n* — 8n + 2

5. (an® — 3an? + 2an — n® + 3n* — 2n) A + (an® + 2an — 3an?® — n® + 3n® — 2n)C + (an® +

2an — 3an? —n3 + 3n? — 2n)E = —an® + 3an® — 2an + n® — 3n? + 2n.

De la ecuacion 5.
B _1 (an® 4 2an — 3an?® — n3 + 3n? — 2n) A (an® + 2an — 3an® — n3 + 3n? — 2n)
B (an3 4 2an — 3an? — n3 4+ 3n2 — 2n) (an3 4 2an — 3an? — n3 + 3n? — 2n)

——1-4-¢C, (3.45)

reemplazando (3.45) en las otras ecuaciones se tiene que
. -A-B+C+D—-(-1-A-C)=-1

2. (—a—n+4)A—(n—2)B+(a—n—2)C—(n+3)D—(a—3n+2)(—-1-A-C) = —a—3n+4



51

3. 3a—an+n*+n—>5)A+(
3n*+3n+1)(-1—A-C)

—1)B—(an+a+n*—5n+1)C+ 2D + (—3a + 3an —
—3an +3a —3n*+9n —5

3
4. (an®* —2a+n®—4n*+2n+2)A+ (—an® — 2a +4an + n® — 2n? — 2n 4+ 2)C' + (—3an® —
2a + 6an +n® —4n + 2)(—1 — A — C) = —3an® + 6an — 2a — n> + 6n* — 8n + 2,
esto es
1. -B+2C+ D = -2

2. (~a—n+4)A—(n—3)B+(a—n—-2)C—(n+3)D+(a—3n+2)+(a—3n+2)A+
(a—3n+2)C=—-a—3n+4

3. (3a—an+n*+n—5)A+(%—1)B—(an+a+n*—5n+1)C+%D—(—3a+3an—3n*+3n+
1)—(=3a+3an—3n2+3n+1)A—(=3a+3an—3n>+3n+1)C = —3an+3a—3n*+9In—>5

4. (an?—2a+n®—4n?+2n+2) A+ (—an® —2a+4an+n3—2n* —2n+2)C — (—3an* —2a+
6an—+n’—4n—+2)—(—3an?—2a+6an+n3—4an+2) A—(—3an?—2a+6an+n*—4n+2)C =
—3an? + 6an — 2a — n3 + 6n% — 8n + 2,

factorizando y operando lo que se puede operar se obtiene el sistema

1. - B4+2C+D = -2

2. (6—4n)A—(n—32)B+ (2a—4n)C — (n+ 3)D = —2a +2

3. (6a—6—4an+4n*—2n)A+ (% —1)B+(2a—4an+2n*+2n—2)C+ %D = —6n*+12n—4

4. (4an*—4n*—6an+6n) A+ (2an® —2an+2n—2n*)C = —6an?+12an—4a+6n>—12n+4.
De la ecuacion 1.

D=-2+B-2C. (3.46)

Reemplazando (3.46) en las otras ecuaciones se tiene que

2. (6—4n)A—(n—2)B+ (2a —4n)C — (n+ 3)(-2+ B —20) = —2a + 2

3. (6a—6—4an+4n*>—2n)A+ (% —1)B+ (2a—4an+2n*+2n—2)C+%(-24+B—-2C) =
—6n? 4+ 12n — 4

4. (4an*—4n*—6an—+6n) A+ (2an® —2an+2n—2n?)C = —6an®+12an—4a+6n*—12n+4,

multiplicando la ecuacion 4. por %, factorizando y operando lo que se puede operar se obtiene

el sistema
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2. (6—4n)A+(—2n+2)B+ (2a—2n+1)C =—-2a+1—-2n

3. (6a—6—4an+4n* —2n)A+ (n—1)B+ (2a — 4an+2n* +n—2)C = —6n*+ 13n — 4

4. (2an* —2n? — 3an +3n)A+ (an? —an+n —n?)C = —3an® + 6an — 2a + 3n* — 6n + 2,
multiplicando la ecuacién 2. por %

2. B3=2n)A+ (—n+1)B+(a—n+3)C=-a+1-n

3. (6a—6—4an+4n* —2n)A+ (n—1)B+ (2a — 4an+2n* +n—2)C = —6n*+ 13n — 4

4. (2an* —2n? — 3an + 3n)A+ (an® —an +n —n?)C = —3an® + 6an — 2a + 3n* — 6n + 2.
De la ecuacion 2. despejando (n — 1)B

1 1
(n—l)B:a—§+n+(a—n+§)0+(3—2n)A, (3.47)

reemplazando (3.47) en la ecuacién 3.

3. (6a—6—4an+4n?—2n)A+a—i+n+(a—n+3)C+(3—2n)A+(2a—4an+2n*+n—2)C =
—6n? + 13n — 4
4. (2an* —2n* —3an +3n)A+ (an® —an+n —n*)C = —3an® + 6an — 2a + 3n* — 6n + 2,
factorizando y operando lo que se pueda operar se obtiene el sistema
3. (6a — 3 —4an+4n? — 4n)A + (=2 4+ 3a — dan + 2n*)C' = —6n* + 12n —a — 1
4. (2an* —2n? — 3an + 3n)A+ (an® —an +n —n*)C = —3an® + 6an — 2a + 3n* — 6n + 2.
De la ecuacion 4. despejando C se tiene que

—3an® + 6an — 2a + 3n? — 6n + 2 — (2an?® — 2n? — 3an + 3n)A

C =
(an? —an +n —n?)
—3n*+6n—-2 3-2n
= R +—— A, (3.48)

y reemplazando (3.48) en 3.

3 —3n?>+6n—-2 3-2 7
(6a — 3 — 4an + 4n* —4n)A+(—§ + 3a — 4an + 2n?)( r 2+ r + nA) = —6n*+12n —a — 3
n

-n n—1

entonces
3—2n
n—1

3
(6a—3—4an+4n2—4n)A+(—§+3a—4an+2n2)( )A

3 —3n?2+6n—2

7
=60 +12n—a— ~ — (—= + 3a — dan + 2n?
n n-—a-g (2 a — dan + 2n°)( - R—

);
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esto es
16an2 — 36an + 18a — 8n® + 12n2 +6n — 9
2n — 2

9 7 24an® — 66an® + 52an — 12a — 12n* 4+ 24n® +n? — 18n+6
=—6n"+12n—a— - —
2 2n2 — 2n

(6a — 3—4an + 4n? — 4n +

)A

),

finalmente haciendo los calculos que faltan

(2a — 1)(4n? — 8n + 3)A ~ (2a—1)(2n —3)(2n — 1)(3n — 2)
2(n— 1) T 2(n— 1)n ’
entonces
= ~(2n—=3)(2n —1)(3n —2)
(4n? —8n+ 3)n
3n — 2
= — , 3.49
. (3.49)
Reemplazando (3.49) en (3.48)
—3n*+6n—2 3-2n( 3n-—2
C= 5 + -
n®—n n—1 n
3n—4
= ) 3.50
- (3.50)
Reemplazando (3.49), (3.50) en (3.47)
1 1, (3n—4 an —2
(n—l)B—a—§+n+(a—n—|—§)( " )—}—(S—Qn) (— " )
_ Alan—a+n®—2n+1)
B n
entonces
B 4(an —a+n*—2n+1)
B n(n —1)
4 -1
_datn-1) (3.51)
n
Reemplazando (3.50), (3.51) en (3.46)
D=-2+B-2C.
4 -1 —4
_ 9y <M) _2(3n )
n n
4(a — 1
_da-n+1) (3.52)
n
Reemplazando (3.49), (3.50) en (3.45)
E=-1-A-C
_ 4 3n—2\ (3n-4
B n n
9 _
=" (3.53)

n
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Una vez obtenidos (3.49), (3.50), (3.51), (3.52) y (3.53), se reemplazan en (3.43) de

la siguiente manera

0= fn + (A + Bx)fn—l + (C + Dx)fn—2 + Efn—?)
= fn + [A + Bl‘]fn—l + [C + Dw]fn—Q + Efn—S

. {(_3nn— 2) N (W) m} Jart
(2 ) e (5

y esto se puede llevar a la forma

nfn—[3n—=2)—4n—1+4a)z|fr 1+ [Bn—4) —4(n—1—a)x]fro—(n—2)f,_3=0.
(3.54)

3.3.2. Casi-ortogonalidad de f,(a; —;x)

En esta subseccién se mostrara que los f,,(a; —; ) definidos en 3.3 Polinomios de Sor
Celine son casi-ortogonales por medio del Teorema 3.2.3. La ecuacién (3.54) se cumple para
n > 3,y para n < 3, asi como en el Teorema 3.2.3, cualquier funcién con indice negativo se

toma como cero. De (3.54), para todo n > 0

dn—1+a)xfp1—4n—1—a)xfypo=-nfp+Bn—2)fn1— Bn—4)foo+ (n—2)fr_3,
(3.55)

haciendo n = n + 1 en (3.55) se tiene que

dn+a)rf,—4n—a)zfp1=—-n+ 1)+ Bn+1)f,—Bn—=1)fn1+ (n—1)fn o,

(3.56)
Itiplicando (3.56) ! t
multiplicando (3.56) por T a) se tiene
n—a n+1 3n+1 3n—1 n—1
xfn — s axfn_1 = _mfn—i-l mfn — mfn—l i(n >fn—2 (3.57)

Ahora, por definicion

(I+a),=1+a)2+a)---(a+n—-1)(a+n)

(I=@=(1-a)2=a)(—a+n—1)(—a-+n)
(I+a)y=>0+a)2+a)---(a+n-1)
1-aha1=(0=-a)2=a)-(za+n-1),
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entonces las expresiones
(1+a),  (1+a)2+a)---(a+n—1)(atn)
(n+a) (n+a)
=(1+a)24+a)---(a+n—-1)

(14 a)nr. (3.58)

1
T 1-a)2-a) - (—atn-1)
1
= A=, (3.59)
Multiplicando entonces (3.57) por
(1+a),
(1—a),’
y teniendo en cuenta (3.58) y (3.59)
(1+a), (I14+a),—1  (n+ DI +a)u Bn+1)(1+a)p-
x<1_a)nfn_ (1_a>n_1xfn—1 - 4(1 _a>n fn+1+ 4(1 _(I)n fn
(Bn—1)(14a)p-1 n—1)(1+a)p1
- 4(1 _a')n fn—l"‘ 4(1 _a)n fn—2~
(3.60)
Por (3.37) y usando la ecuacién (3.60) significa que
_ (It a)
T 0=
5, = (e DI +a)u
" 41— a),
 Bn+ 1)1+ a),—
T T —a),
5 - Bn—1)(1+a),—1
" 4(1 —a),
. (n—1(14+a)p1
" 4(1—a),
entonces { f,(a; —; x)},—, satisface (3.42), esto es
n n— n 6n n— n—
ohole) = 22 a(e) + P g oy O P het sl

n—2

+ Cki Z(€k+2 + Opy1 + Vi + Br—1) fr(x),  (3.61)

" k=0
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donde

B _(n + 1)1+ a),1(1 —a),

On 41 —a)n(1+a),
o (n+1)
~ 4(a+n)’ (362)

(Box+) 2+ @)l =) . Br+ D1 +a)r(l—a)
ap 4l —a)y (1 +a), 41 —a)p(l+a),
n(—a+n) (3n+1) (3.63)

" da+tn—D(a+n)  4a+n)

On+ Y14 Bn2) _ Bn-D+a)ha(l—a)  Bn—2)1+a)ns(1—a)
Qy, 41 —a),(1+a),(1 —a), 41 —-a),—1(1+a),
(n—1)(14a)p—3(1 —a),
41 —a)p—2(1 +a),
(3n —1) Bn—=2)(—a+n) (n—1)(-a+n—-1)(-a+n))

- ~4(a+n) * dla+n—1)a+n) 4la+n—2)(a+n—1)(a+n)
(3.64)

n—2
1
o Z(€k+2 + k1 + Vi + Br—1)

(1-a), i ((k DA +ae Gk+2)(A4a)  Gk+D)(14+a)  k(l+a)s

4(1 - &)kJrQ 4(1 - a)k+1 4(1 - a)k 4(1 - a)k,1

(1+a) =5
(L= a)ux (IFa)os (<a+k—1><a+k><a+k+1><k+1>
(4 a), A1l - a) \ (atk)(—a+k+1)(—a+k+2)
(a+k—1)(a+Fk)(3k+2) (a+k—1)(3k+1)_k)
(—a+k)(—a+tk+1) (—a+ k)
_(1—) 2 (1+a)s [(4(a—1)32k+1)+2(a—1)2(2k + 1)
e a)n = 4(1_ak 1( (a—k—=2)(a—k—-1)(k—a) )
C(l-a)y v (1+ak2( a—l (2a — 1)(2k + 1) )
S (1 +a), 41 - a)p —a+k+1)(—a+k+2)
C(@—12(2a—1) (1 —a), <= (1 + a)s_ ( (2k +1) )
B 2 (1+a), &= (1—a)a \(k—a)(-a+k+1)(-at+k+2))
Como

(1—a)g1(k—a)(—a+k+1)(—a+k+2)
=(1l-a)2—-a)3—a) - (—a+k—-1)k—a)(—a+k+1)(—a+k+2)
=(1—-a)(2—a)3—a)y,
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(1—a), :(1—a)(2—a)(3—a)~~-(—a+n)
(1—a)(2—a) (1—-a)(2—a)
= (3 - a)n—?v

(a—1a(l+a)go=(a—1a(l+a)24+a) - (a+k—2)

= (a - 1)k7
1 B 1
(a—Da(l+a), (a—1a(l+a)2+a) --(a+n)
1
(o= Do’
entonces
C(@—1)2(2a —1)(3 — a)n_o <= (2k + 1)(a — 1)y
= e T z% Goar (3.65)
Por tanto, reemplazando (3.62),(3.63),(3.64) y (3.65) en (3.61)
_ (n+1) (Bn+1) n(—a+n)
o = 4(a+n)fn+l 4(a+n) 4la+n-— 1)(a+n)} Jo
N _(Bn-1) N (Bn—2)(—a+n) (n—1)(-a+n—-1)(-a+n)) s
4a+n)  4a+n—1Da+n) 4la+n—2)(a+n—(a+n)]"""
(a—1)%(2a—1)(3 — a)n_2 <= 2k+1 a—l)
e T > Efe. (3.66)

Sien (3.66)a=1o0a= 2, entonces esta recurrencia se vuelve una recurrencia de 3 términos,
es decir que bajo estos valores la sucesién de polinomios {f,(a; —;z)} ~, es ortogonal los
cuales son descritos en la Subseccién 2.2.4. Se buscan entonces los polinomios que cumplan
(3.66), esto es, se buscan los valores del pardmetro a tal que se cumplan las condiciones (3.19)

y (3.20) del Teorema 3.2.3. Para ver la condicién (3.19)

Y . n-—2 (2n —5)(a—1),-3 (3—a)n_o
T,o  4(n—3+a) (3—a)n_3 (2n —3)(a—1)p—2
_ —(n—2)(2n —5)
dn+a—3)a+n—4)(—a+n—1)

AnaThn ( —(n—=1) (2n—3)(a—1)p_2 (3—a)p—1 )
Th 4(n—2+a) (3—a)n—2 (2n—1)(a—1)p—
 (n=1)2n-3)(—a+n+1)
C4n—2+a)2n—1D(a+n—3)
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B . (Bn-=5  (n—=2)(-a+tn-—2)
"2 4a+n—2) 4a+n-3)(a+tn—2)
B Bn=2)  (n-1)(-a+n-1)
" 4a+n—1) 4la+n—-2)(a+n—1)
C"rL—lT‘n—l
Tn—2
_ (_ (3n —4) (3n—5)(-a+n—-1) (n—2)(—a+n—2)(—a—|—n—1))) 2n—1)(a—1)p-1(3 —a)p—2
4(a+n—1) 4dla+n—-2)(a+n—-1) 4(a+n—-3)a+n—-2)(a+n—-1)) B—a)p-1(2n—3)(a—1),—2’
C,T,
_Tn—l

_ ((371—1) ~ Bn-2)(-a+n) (n—l)(—a+n—1)(—a+n))> 2n+1)(a—1)p(3—a)n_1
4(a+n) 4(a+n—1)(a+n) 4dla+n—2)a+n—-1(a+n)) B—a)(2n—1)(a—1)p_1’

(a—1)*2a—1)(B3—=a)p2(2n+1)(a— 1)n.

DT, =
2(a—1)p4o (3—a),

Haciendo estas cuentas y reemplazando en (3.19) se obtiene que

(n—1)(a—2)*(2a — 3)

m+a—4)(n+a—-3)(n—a+1)(n—a+2) = 0.

Esta ecuacion se cumple cuandoa =20 a = %, también se puede comprobar que la condiciéon
(3.20) del Teorema 3.2.3 se cumple y no se mostrardn aqui ya que los cdlculos son extensos.

Por tanto las sucesiones de polinomios { f,,(2; —;z)} y { fn(%; —;x)} son casi-ortogonales.
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Conclusiones

o Se logran definir unas bases tedricas para lograr abordar el capitulo 2 y 3 de este
trabajo y asi poder hacer un buen analisis del articulo. Algunos temas como ecuaciones
diferenciales en variable compleja y funciones hipergeométricas generalizadas no se
trataron a profundidad ya que su estudio se extiende més alla de lo que este trabajo
pretende, pero no hay duda que son temas muy interesantes y con consecuencias en la

teoria descrita y sus generalizaciones.

e Se logran establecer algunos resultados de la teoria basica de polinomios ortogonales,
entre estos un primer teorema sobre polinomios ortogonales de condicién necesaria y
suficiente que describe una relacion de recurrencia de 3 términos en la sucesion. También
se logra estudiar en detalle 3 teoremas sobre polinomios casi-ortogonales y se logra ver

la fuerte relacién que existe entre polinomios ortogonales y polinomios casi-ortogonales.

o No se logra mostrar en detalle la totalidad del contenido del articulo ya que algunas
cuestiones involucraban calculos muy detallados y extensos, también se omitieron algu-
nos ejemplos, y se tomo uno para estudiarlo en detalle, este trata sobre los polinomios
de Sor Celine, los cuales, para a = 2 0 a = % son casi-ortogonales. Todo el estudio
del articulo, asi como en el presente en este trabajo se mantiene para polinomios casi-
ortogonales de indice (1, 1), pero es de conocimiento que existen generalizaciones para
polinomios casi-ortogonales de indice (k,r) y que su estudio se deja como interés para

estudios superiores al pregrado.
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