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En el presente trabajo se hace un pequefio desarrollo de la teoria general de la relati-
vidad para obtener las soluciones conocidas como ondas gravitacionales, partiendo
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obtenida se hace un analizdis sobre la solucién de onda y asi obtener como la onda
gravitacional afecta a particulas libres encontrando las diferentes polarizaciones.


HTTPS://WWW.UDISTRITAL.EDU.CO
http://fciencias.udistrital.edu.co:8080/es
http://licfisica.udistrital.edu.co:8080




IX

Agradecimientos

Agradezco principalmente a mis tutores, Dr. Nicolds Avilan y Dr. César Herrefio,
por confiar en mi, en mi trabajo y en especial por mostrarme un claro ejemplo de un
verdadero maestro, investigador, cientifico y persona. Agradezco a mi amigo Daniel
Rodriguez por las incontables charlas que ayudaron a ampliar el panorama desde
donde abordaba algunos problemas matematicos y fisicos. Agradezco al grupo de
investigacion en fisica y matematica donde logre entender varios conceptos de la fi-
sica y la matematica importantes para el desarrollo del trabajo. En general agradezco
a familiares y amigos que me apoyaron en el proceso de creacién de este trabajo.






Indice general

Declaracion del Autor
Resumen
Agradecimientos

1. Elementos de Calculo Tensorial
1.1. Introduccidn . . . . . . . . .

1.2. DeniciondeTensor . . . . . . . . . . . e,

1.3. Ecuacién de transformacion . . . . . . . ... ... L.

1.3.1. ¢;Como transformauntensor? . . . ... ... ... ...
1.3.2. Algunas transformaciones de coordenadas . . . ... ..
14, TensormetriCo . . . . . . o o v i v i e e

1.4.1. ¢Cobmo transforma el tensor métrico? . ... ... ...

1.4.2. Algunas métricas importantes . . . . ... ... .....

1.4.3. Propiedades deltensormétrico . . . . ... ... .. ..

1.5. EcuacibnGeodésica . . . . . . . . ...
1.5.1. Propiedades de los simbolos de Christoffel . . . ... ..
1.6. TensordeRiemann . .. .. .. .. ... .. ... ... .....
1.7. Tensorde Ricciy Escalardecurvatura . . ... ... ......
1.7.1. TensordeEinstein ... ..................
1.8. Desviacibngeodésica . . . . . . . . . ... e

2. Formulacion de la Teoria General de la Relatividad

2.1. IntroduccCion . . . . . . .. e
2.2. Principio de relatividad especial . . ... ... ... .......

2.3. Principiode equivalencia . .. ... ... ... .........

2.4. Principio derelatividadgeneral . . . . ... ... ... ......

2.5. EcuacionesdeCampo . .. .. .. ... ... ...

2.6. Soluciones y Comprobaciones Clasicas de lateoria . . . . . ..
2.6.1. Meétricade Schwarzschild . . . ... ... ........
2.6.2. Correccion a la orbita del perihelio de mercurio ' . . . .
2.6.3. Curvatura o desviaciondelrayodeluzg ... ... ...
2.6.4. Corrimiento al rojo graviacional . . . ... ........

3. La Prediccion de Ondas Gravitacionales y Polarizacion

3.1. Introduccion . . . . . . ...
3.1.1. ¢Qué Son las ondas Gravitacionales? . . . . ... .. ..

3.1.2. ¢Qué Produce las Ondas Gravitacionales Detectables?

3.1.3. Fuentes de ondas gravitacionales . . . . .. .. ... ..

3.2. Linelizacion de la Ecuacionde Campo . . . . . ... ... ...

3.2.1. Tensorde Trazainversa . ... ... ... ... ... ..
3.2.2. TransformacionGauge . . . . . . .. .. ... ... ...

XI

VIl



XIl

3.2.3. Gaugedelorenz . .. ... . . . . ... 68
3.24. Ecuaciondecampo . . . . . . . . ... 69
3.3. EcuacibndeOnda . . . . . . . . . . 70
3.3.1. Gauge de transformaciéntransversal . ... ... ... ... .. 74
3.4. Efecto de las ondas gravitacionales sobre particulas libres . . . . . .. 78
3.4.1. Aceleracion de marea, Fuerzas de las ondas gravitacionales 80
3.4.2. Estiramientodelespacio . . . ... ... ... ... ........ 82
3.4.3. Polarizacién de las ondas gravitacionales . . . . ... . ... .. 82
3.5. Primera prediccion de ondas gravitacionales . . . ... ... ...... 86
,Como Funciona LIGO? . . . . .. . . . . . . e 87
¢, Como se detectaron las ondas gravitacionales? . ... ... .. 90
Pasos intermedios y algunas de niciones 91
A.l. Derivada Covaraiante . . . . . . . . . . . . i 91
A.2. Cuadrivectores . . . . . . . . e e 94
A.3. Métricareducida parauncampodébil . . ... ... ... ... ..... 96
A.4. Potencial gravitatorio Newtoniano . . . . . .. .. ... ... ...... 98
A.5. Tensorde momentoyenergia . . . . . .. ... ... ... 100
A.6. Calculos para la solucién de Schwarzschild . . .. ... ... ...... 103
A.6.1. Simbolos de Christoffel . . .. ... ... ... .......... 103
A.6.2. TensordeRIiCCI . . . . . . . . .. e 104
A.7. Calculos para la solucion del perihelio de Mercurio * . . . . ... ... 105
A.7.1. Calculodellagrangiano . . . ... ... ... ... ........ 105
A.7.2. Solucion de la ecuacion diferencial . . . . . . ... ... 106
A.8. célculos paraladesviaciondelaluzg ... ... ... ... ....... 111

Bibliografia 11



X1

Indice de guras

1.1
1.2.
1.3.
1.4
1.5.

1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

1.10.
1.11.
1.12.
1.13.
1.14.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

3.10.
3.11.

Einstein . . . . . . . e 1
Punto P con un pequefio elemento de volumen . . . . .. ... ... .. 3
Homeomorsmo . . . . .. . .. . . .. ... 6
Espacio tangente aunavariedad . ... ... ... ... ......... 7
llustracion del cambio de base entre un sistema de coordenadas erR®

aotro R® . . . .. 9
Sistema de coordenadaspolar . . . . ... ... ... .. .. . ... 13
Sistema de coordenadas esférico . . .. ... ... ... ... .. ..., 14
Métrica en el espacio euclideo2d . . . ... ... ... ... ....... 15
Métricaen el espacioeuclideo3d . .. ... ... ... ... ....... 16
Métricaen el planonoortogonal . . . . ... ... ... ......... 17
Sistema de coordenadas plano no ortogonalen3d . ... ... ... .. 18
variacion de caminoenunavariedad . . . . ... ... ... ... .. .. 22
Variedad campos vectoriales . . . . .. ... ... ... .. .. ... 28
Desviacion Geodésica. . . . . . . . . . . e 32
Einstein . . . . . . . e e 35
Trenconobservador 1y 2 . ... .. .. . . . .. ... 36
Trayectoria de una pelota vista desde dos observadores distintos. . . . 37
observador (2) con linternaencendida . . . . .. ... ... ....... 37
principio de equivalenciaencohete . . . . . . ... ... ... ... 38
Representacion de una caja inmersa en el campo gravitacional terrestre 38
Principiode equivalencia . . . ... ... ... ... ... . ... ..., 39
llustraciébnde lalocalidad . . . . ... ... ... ... ... ....... 40
Solucién de schwarzschild . . . . . ... ... ... .. ... . ... 47
Solucion ala orbitade Mercurio' . . . . . . ... ... L. 50
Periheliode' . . . . . . . . . . . 53
Areadeunacelipse . . . . . . . ... 53
Desviaciondeunrayodeluzg . ... ... ... ... ... ... .... 56
Fotografia telescopioHubble . . . . .. ... ... .. ... ....... 58
Correccién al roo gravitacional . . . .. ... ... .. ... ....... 59
Einstein . . . . . . . 61
Ondaenelagual . . . . . . . .. . .. . . e 62
Ondageneradaporbarco .. ... ... ... ... ... ... ...... 62
Onda generada por barco movimientocircular . . . . . .. .. ... .. 63
Ondagravitacional . . . . ... ... . ... .. .. . 78
Circulode particulas . . . . . . . . .. . .. . . e 83
Polarizacion+ . . . . . . .. 85
Polarizacion+ . . . . . . . . e 86
LaboratorioLIGO . . . . . . . . . . . . . . e 88
Espejos Usados en la primera generacion LIGO . . . . .. ... ... .. 89

Deteccion hechaporLIGO . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... . 90



X1V

A.l. Transporte paralelo supercieplana . .. ... ... ... ... .....
A.2. Transporte paralelo superciedelaesfera . . . . ... ... .......
A.3. Super cie gaussiana para el calculo del campo gravitacional . . . . . .



XV

Dedico este trabajo a mi abuelo Alfonso Celis, para que te sigas
fascinandoo por la ciencia del universo donde quiera que estés






Capitulo 1

Elementos de Calculo Tensorial

FIGURA 1.1: Alaizquierda Bernhard Riemann y a la derecha Antoon
Lorentz

1.1. Introduccion

rrollo de la relatividad general, se parte de la construccion conceptual del ten-
or para poder llegar a una deduccién formal del objeto, luego de de nir al
tensor se muestra su relacién directa con la geometria diferencial. A partir de las
de niciones anteriores se hace el desarrollo de las bases geométricas fundamentales
gue seran usadas en todo el desarrollo de la teoria, es importante tener en cuanta
gue el presenta capitulo hace uso de la siguiente notacion:

E: este capitulo se muestra la formulacién matematica necesaria para el desa-
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= El convenio de sumacién de Einstein dice que en una ecuacién con indice re-
petido se da una suma, de la siguiente forma,

n
A Ax® = Ax®

a=1

= La notacion con indices latinos se usan en la primera parte del primer capitulo
para mostrar las deducciones geométricas del tensor, luego se usa los indices
griegos en el restante del documento.

= Las coordenadas se denotan comox? o y? (Notacion contravariante), X, 0 Ya
(Notacion covariante).
= La derivada parcial se denota como ﬂ—ﬂa = 1. = a. Aplicada a una funcion AP

b b
se denota como %ﬁa = TAP = A,

= La derivada covarianete se denota comor , = . y aplicada a una funcion AP
se denota comor 4AP = A",

‘2 - 2@ dxP dx9 _ :
= La ecuacion geodésica se denota comd®%- + Ghg ds as = 0lacual es equiva-

lente a x® + G}, x"x9 = 0

1.2. De nicion de Tensor

Para poder realizar desarrollos en fisica es necesario tener una base matematica
potente que permita describir y hacer predicciones sobre los fendmenos observados,
para la mecanica clasica se tienen diferentes formulaciones, la mas importante es
la formulacion de Euler-Lagarnge y Hamilton, las cuales usan el poder del célcu-
lo variacional y el calculo de mdltiples variables para llegar a realizar predicciones
y formulaciones. En la teoria general de la relatividad la formulacion matematica
usada en las teoria clasica newtoniana es insu ciente para poder describir correc-
tamente lo que propone la teoria, por tanto, se hace necesario utilizar el poder del
calculo tensorial y elementos de la geometria diferencial. Por lo cual en este capitulo
se trabaja las bases del calculo tensorial y la geometria diferencial, necesarias para el
desarrollo de la teoria especial y general de la relatividad.

Sin entrar en detalles de la matemética formal, podemos decir que un tensor
es un objeto matematico que cumple ciertas propiedades y tiene ciertas represen-
taciones. La primer idea que se puede tener de un tensor es de una cantidad que
permanece invariante, es decir que no se ve alterada o cambiada, cuando se realiza
un cambio en las coordenadas donde vive esa cantidad.

La norma de un vector es una cantidad escalar que sin importar el sistema de
coordenadas que escojamos para representarlo mantendra invariante su norma, otro
ejemplo de un escalar que es invariante es la funcién de distribucion de temperatu-
ras en un sélido, Suponga un punto p donde se tiene un pequefio volumen como lo
muestra la (gura 1.2). Sea T(X,y, z) la temperatura asociada al punto p en el siste-
ma cartesiano no primado X, Y, z, si se quiere obtener la temperatura en el sistema
cartesiano primado x%y° z0 se tendra una nueva funciéon TqxCy° z9 que sigue las
reglas de transformacion de coordenadas, con lo cual la temperatura no cambiara,
asi se realice un cambio en las coordenadas. El caso enunciado de la temperatura
como una funcién que permanece invariante a la transformacion de coordenadas es
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lo que se conoce como unTensor de orden cero, asi como existen tensores de orden
0 existen tensores de orden superior. Un Tensor de orden uno es un objeto matema-
tico que ya es conacido, el cual denominamos vector y su representacion clasica para
un espacio de dimensién n esta dada por:

V = x80+ %082+ X383+ + x,@"
Enlacual V es el vector,xq,X>, X, son las componentes del vector y &%, &%, ,én
son los vectores de la base. Otra forma de representar el vector es por medio del
convenio de sumacion de Einstein, reescriviendo el vector de la forma:
i

V = Xié

1

1 Qo

FIGURA 1.2: Un punto P en un solido, el cual se sitla un pequefio
elemento de volumen, en este punto las funciones escalares evaluadas
en p no dependen de el sistema coordenado escogido.

EL convenio de sumacion de Einsten dice que podemos escribir el vector sin el
simbolo de sumatoria cuando existen dos indices o subindices repetidos, para ello se
tiene en cuenta que el indie no se repita mas de una vez y siempre indicando hasta
gue numero corre la sumatoria.Utilisando el convenio de sumacion de Einsten, un
vector se puede escribir como:

V=38 xé =3 xe=xé=xg (1.1)
i=0 i=0
Coni= 1,2,3, ,n.Losvectorestambién se pueden representar de forma matricial

con lo cual el mismo vector V puede tener la siguiente representacion,

0 .1

él

3
V= X1 X Xn .
a

Si se realiza una transformacién de coordenadas sobre el vectorV este permanecera
invariante,conservara su magnitud, su direccion y su formulacion matématica, las



4 Capitulo 1. Elementos de Calculo Tensorial

componentes de un tensor de primer orden se pueden denotar como T; si escova-
riante o T' si escontravariante , el nombre covariante o contravariante esta asociado
con la dualidad del espacio vectorial que se esta trabajando, estos conceptos se abor-
dan de mejor manera mas adelante. Para el siguiente caso en el cual se tiene un
Tensor de orden dos la forma mas intuitiva de visualizarlo sea como una matriz

cuadrada, 2 3
011 012 Oin
G = 9'21 9'22 | g.2n
On1 9n2 Onn

O por componentes como gj; si es covariante, g Contravariante o ¢}, g;' si es un
tensor mixto (Rodriguez, Becerril y Falcén, 2000). En general la forma mas sencilla
de representar un tensor es por medio de sus componentes, esto permite realizar
calculos de forma rapida. Un tensor de cualquier orden queda representado de for-
ma general por componentes como, T;’;;’;;;?;;éﬁ” si es un tensor mixto de orden 2n,
Tayaras.a, SI €S UN tensor covariante o TPiP2Pa-Pn sj es un tensor contravariante de
orden n.

Formalmente un tensor se puede de nir desde la aplicacion multilineal entre
vectores y sus duales, tal que, asocia a cada argumento un elemento del cuerpo.
Dados n espacios vectoriales de nidos en un cuerpo K, V1,Vo,Vs  V, y sus duales
VAVIVY  vOun Tensor es una aplicacion multilineal tal que:

T:Vi Vs Vo V2 VD vl K

Esto indica que en cada argumento la aplicacion es lineal, si los vectores deVy, Vo, V3
sonry,ra, I, ylosvectores deVOVI VY VPsonr'y,r',, 1y se cumple la si-
guiente propiedad,

T(ri,ra,  arm+ br'yry  r'n)=
at(ry,ra,  raf'n,r'2, r'n)+ bT(ry,rz,  ,mrgr'z, ')
Esta propiedad se puede ver de manera separada como:

T rl’r21 1rn + rolaroz; ,ron = T(rl’r21 1rn) + T r01!r021 ,ron

T(rl!ar21 1rn) = aT (r1’r21 arn)

La aplicacién multilineal se puede ver re ejada en el producto interno o producto
escalar enR" que se de ne como:

T:R" R"! R
(ab) 7' a b= ab + &bt  aby

Seana, b y cvectores enR", y a, b elementos deR se cumple que
(aa+ bb) c=aa c+bb c

c (aa+ bb)=ac a+ bc b

El producto anterior es multilineal en particular al solo tener dos factores se le conoce
como bilienal, otro producto bilineal es el producto vectorial en R?3 que se de ne
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como,
T:R® R3! RS
(a,b)7'a b

El producto mixto vectorial que se de ne como

T:R3 R3 RS! R
(a,b,c) 7' (a b) c

El producto mixto vectorial es un producto multilineal pues se utilizan mas de dos
factores para realizar el producto.

Para poder de nir de forma general un tensor se utiliza el concepto de espacio
vectorial dual, esto esta relacionado directamente con los tensores covariantes y los
tensores contravariantes. Un espacio dual de un espacio vectorial V, son todas las
funciones lineales tales queV ! K, punto a punto con operaciones lineales de ni-

das. El espacio dual es IIamadoVOQ V yresultaserreciprocoaV.Sié,&, ,§es
la base vectorial deV y &, &, ,@ es la base vectorial deV se cumple que:

g &=d (1.2)
Dondei= 1,2, ,n,j=1,2, ,ny q‘ se conoce como el delta de Kronecker, y se

de ne como (Hassel, 2010):
- 1 sii=|
d = o (1.3)
0 siiB |
Pero el delta de Kronecker también se puede obtener derivando, supdngase un siste-
ma coordenado X; y una funciéon f(x;) = x; si derivamos parcialmente con respecto
ax; se obtiene:

) _
X 1X;
Sii = jse obtiene% = lperosii 6 jse obtiene%i = 0 por tanto se puede concluir
que:
% _
% = d (1.4)

Con el delta de Kronecker podremos deducir una propiedad interesante que es muy
usada en los calculos donde se ven involucrados los tensores, para esto asumiremos

un vector es_crito delaforma V = x;& dondei = 1,2, ,n,simultiplicamos dicho
vector por € donde j = 1,2, ,n obtenemos lo siguiente:
V = Xiéi

V &= xg @
\ éj = XiqJ
Multiplicando nuevamente por & llegamos a,
V(éJ éj): XiCﬂ1éj

Vdjj = Xiqjéj
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Teniendo en cuanta la de nicién del delta de Kronecker la expresion se reduce a:
V = Xiqjéj
De este resultado se puede ver que:
V = anjéj = Xiéi

dijéj = § (1-5)
En este caso se puede ver que el Delta Kronecker cambia el indice en la expresién
escrita de forma covariante, de manera similar podemos encontrar que para una
expresion escrita de forma contravariante el delta de Kronecker cambiara el indice
de la expresion, d@l = &'

Los vectores son objetos matematicos que se de nen desde la geometria plana,
es decir que cumplen los postulados de Euclides. Pero ¢ Que ocurre si se tiene una
geometria que no cumpla algun postulado de Euclides? En este caso la formulaciéon
vectorial se hace insu ciente para trabajar en la geometria. Estas geometrias existen
y las podemos encontrar en estructuras que reciben el nombre de Variedad o Ma-
nifold (en ingles), estas estructuras son la generalizacion del concepto de curva y
super cie a cualquier dimensién n.

FIGURA 1.3: Un homeomor smo es una funcion entre una variedad
my otro espacio que sea topolégico, la cual cumple que sea biyectiva,
continuay su inversa también sea continua.(Mosterin y Torretti, 2002)

Tipicamente una variedad se de ne desde el punto de vista topoldgico y por
tanto es necesario de nir gue es un espacio topolégico para luego poder de nir co-
rrectamente el concepto de variedad. Dado un conjunto A, se dice quet es una
topologia de nida sobre A sit es una coleccién de subconjuntos deA Los cuales
cumplen:

a) f,A2t ;f eselconjunto vacio.
S .
b) ug21t) ala 2 t ; ua son subconjuntos de A

T
C) U, Uz, Uz, ...,un 2t ) [Lyu2t

Donde todos los elementos det se les denomina abiertos y se dice que el par(A,t)
es un espacio topolégico (Chamizo, 2004).
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Partiendo de la topologia una variedad de n dimensiones es un espacio homeo-
morfo! a R" como se ve en la gura 1.3 (Mosterin y Torretti, 2002), es decir que en
cada punto de la variedad esta asociado un punto de R" por medio de una funciéon
sobreyectiva. Para la fisica es importante el estudio de las variedades especialmente
de las variedades diferenciales, que poseen unAtlas, es decir un conjunto de Cartas
(porciones o pedazos de la variedad) y todas las transformaciones que existen en-
tre ellas son funciones de claseC¥, es decir, funciones in nitamente diferenciables
(Mosterin y Torretti, 2002). Sobre la variedad se construye un espacio tangente que
esta ubicado sobre un punto que esta en una curva de la variedad, este espacio esta
formado por todos lo vectores tangentes al punto ( gura 1.4).

FIGURA 1.4: Representacion de un vectorv en un espacio tangente
TpM enun punto pde M , donde xM™y x" son las coordenadas sobre
la variedad M .

Los vectores que conforman estos espacios tangentes son llamados covariantes
y su espacio dual es el espacio cotangente, sus elementos reciben el nombre de con-
travariantes (Mosterin y Torretti, 2002). Un tensor se puede de nir con un producto
tensorial tomando n copias del espacio tangenteTpM y m copias el espacio contan-
gente TpM ©

T=TeM!? TeM " TpMm @ TpM "

Un producto tensorial es una operacion multilineal entre elementos de dos espacios
vectoriales y cumple las siguientes propiedades:

é; ég_) + & ég

a) & (&+ &)

b) (89+&9) & =28 &+8e) &

1
:
=

ol (& &)=1& &=28 1lg

Donde, &;,8, 2 T,M y son la base generadora deT,M . &%,89 2 ToM %son la
base generadora deT,M Oy | 2 K (Piero, 2005).

El comportamiento de este producto es igual al de una funcién multilineal, por
tanto concuerda con la primera de nicién que se tiene de tensor. Un tensor es el
espacio tangente que se da sobre un puntop de una variedad donde su espacio dual
es el espacio cotangente a dicho punto, los vectores resultan ser un caso particular
de un tensor.

Un tensor en general se puede escribir en términos de su base de la siguiente
manera:

b1by

— [TIPN A A ~a; Al ~a
T= Tya, a €b, €n, €p e e gcn (1.6)

1Un homeomor smo es un funcién entre espacios topoldgicos, que es biyectiva, continua y su in-
versa también es continua (Mosterin y Torretti, 2002)
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Donde &, &, &, son las bases covarientes’y @4@% &% son las bases contra-
variantes® del tensor. Un tensor de orden uno se puede escribir en funcion de su base
como:

T=Té (1.7)

O de manera equivalente ‘
T=T6¢ (1.8)

Se puede ver claramente que la forma de escribir el tensor de orden 1 es igual a
escribir un vector de forma covariante o contravariante utilizando el convenio de
sumacion de Einstein. Es importante tener en cuenta las notaciones que se tienen
sobre los tensores, pues su uso permite simpli car los célculos y llegar a resultados
de forma sencilla.

1.3. Ecuacion de transformacion

Cuando se hace mencién de las transformaciones o a la ecuacién de transforma-
cién nos estamos re riendo a una transformacion lineal . Sin entrar en detalles una
transformacion lineal nos permite cambiar la representacién coordenada de un vec-
tor, por ejemplo, si tenemos un vector A en las coordenadas(x,y, z) (Coordenadas
cartecianas) por medio de una transformacion lineal se podra tener el mismo vector
en las coordenadas(r, g, z) (Coordenadas cilindricas). SeaV y W dos espacios vecto-
riales de nidos en un cuerpo K y u,Vv un vectores deV y cun escalar del cuerpoK,
una transformacion lineal L es una funcidn que a cada vectoru le asigna un Gnico
vector L(u) en W y que cumple:

L(u+ v) = L(u)+ L(v)
L(cu) = cL(u)

para cualquier par de vectores u,v que pertenezcan aV y cualquier escalar c que
pertenezca aK, (Kolman e Hill, 2006).

Las transformaciones de coordenadas son usadas en diferentes situaciones de la
matematica y la fisica, uno de los usos es en el cambio de variables para la solucion
de integrales. Al usar este método en integrales dobles, triples o de un orden ma-
yor aparecen una serie de términos, los cuales son componentes delJacobiano de
transformacién que se de ne como,

1(x,y) i% ﬁ%, Ty Tx Ty
= = = 2 1nl (1.9)
Tuv) & « fTulv Tviu
En el cual la aplicacion J: R2 ! R?, donde x = X(u,v) yy = Y(u,V). Son coor-

denadas que dependen o estan en funcién de otras yJo gﬁjz; es quien denota al

jacobiano, (Larson y Edwards, 2010). Para un sistemaJ : R® ! RS2 el Jacobiano re-
sulta ser:

%o Ix I
_ Iy W (1.10)
Mu,vow) B B T '
wow Tw

2Bases del espacio vectorial tangente al puntop de la variedad
3Bases del espacio vectorial cotangente al puntop de la variedad
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En el cual las coordenadasx = X(u,v,w),y = Y(u,v,w)y z = (u,v,w) dependen
de otras coordenadas (Marsden y Tromba, 1991). El Jacobiano permite realizar un
cambio de coordenadas de un vector, utilizandolo como aplicacion lineal.

FIGURA 1.5: El JacobianoJ permite realizar una transformacion de
coordenadas para el vectorr en coordenadas(x, y, z) y poderlo repre-
sentar en las coordenadas(u, v,w), La base coordenada del vectorr

en el sistema A resulta ser (i, ], k) al

aplicar el Jacobiano el vectorr

gueda escrito en la base(f, 4, h) del sistema B. El Jacobiano inverso
permite la transformacion del sitema B al sistema A

De manera mas explicita, si se tiene un vectorr = r(x,y, z) y se desea realizar un
cambio de coordenadas tal que el vector ahora pueda ser escrito en las coordenadas
r = r(u,v,w), gura 1.5 se realizara la transformacion de coordenadas como:

01 20 1
@JA ﬁﬂy l

\"
k L

M3o 1

W
U5 @A
h

Jz
iw

Entonces cada vector unitario transformara como:

~

i:: ﬂxf+ Cg+n[h
j= ¢f+ Za+ &h
Q:Tﬁf+ g+ J Zh

De esta forma obtenemos la nueva base en la cual podemos reescribir nuestro vector
r, (Marsden y Tromba, 1991) generalizando el Jacobiano paran coordenadas pode-
mos deducir que la matriz Jacobiana tendra la forma:

2

+ Xn) -
aYn)

(X1, X2,

J=
1(y1, Y2,

En el cual estamos realizando una transformacién de coordenadas de un

o I Txy
‘ITY1 ‘ITY2 ﬂyn
Ix2  1xa Txz
n xn X
Tyr  fy2 Tyn

sistema
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X1, X2, , Xn @ un sistema de coordenadasys, y», Y “si suponemos una base vec-
torial &t,&?, , €" para el sistema de coordenadasX y una base vectorial eol, e02, ,ed’

para el sistema de coordenadasB la transformacion de coordenadas de A a B® es:

al = Tugd 4 IagP 4 agd
€ Tya eol Ty2 602 Ty e
a2 = Ixo g + x2a + + Ix2 A0
= € T n.c 1, €
an = T S0t 4 Txn S xn 50
€ 'Hyle + ﬂyze + + ‘HYne

Utilizando el convenio de sumacion de Einsten podemos reescribir lo anterior como:

X

Ad‘
e
Tyj

e = (1.12)
Esta seria entonces la transformacion de la base coordenada escrita de forma contra-
variante (Sepulveda, 2013), esto también puede ser escrito de forma covariante cuyo

desarrollo se muestra en el apéndice A,

aA _ ﬂyl 20
Hasta el momento solo se a abordado como transforma un vector de un sistema de
coordenadas A aun sistema de coordenadasB, si se quiere transformar un vector de

un sistema de coordenadasB a un sistema de coordendas A es necesario utilizar el
Jacobiano de transformacion inversa el cual resulta ser:

(1.13)

2e, 1, 3
X1 X2 Xn
Ty2 Ty fy2
_ ﬂ(Yl-YZv 1yn) _ Xy X2 xn
= = (1.14)
(X1, X2, Xn) N :
X1 X2 MXn

Dada la matriz de transformacién inversa, la transformacién de la base vectorial

resulta ser: ; ;
Al — 1yial Y1a2
ev = %Xle + 11%Xze +
a2 — ly2al 4 1y242
€= 'ﬂxle t ‘ITXze +
ah = Tnal, MWna2
€= ‘Hxle + ‘ITXze +

+

Utilizando el convenio de sumacion de Einstein podemos reescribir la transforma-

cion como (Sepulveda, 2013):
1%

A0 — A
gl = é
X

(1.15)

Hasta el momento las transformaciones presentes son posibles debido a que los vec-
tores que se han trabajado corresponden a formas lineales, una transformacién de

4Para generalizar es conveniente aclarar que la dependencia de las coordenadas es«; =

!yn)
5En este caso si deseamos escribir un vector en el sistema de coordenadag quedara escrito de

fl(yl!yZ! ,Yn). X2 = fZ(yliyZ! le)l o Xn = fn(y1,y2,
laforma v = xj8l+ x,82 + x383 +

v=yet+ a2+ ysed+ 4 ypen

+ xn@" y para el sistema de coordenadasB sera de la forma
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este tipo conserva la norma, la direccion y el sentido de un vector, se dice entonces
gue un vector es invariante ante transformacion de coordenadas. Teniendo las coor-
denadasxy, Xo, , Xn con la base vectorial &1, &2 , €" perteneciente al sistema de
coordenadasA, y las coordenadasys,y»,  ,Yyn con la base vectorial@®,&®, &0
perteneciente al sistema de coordenadasB, es posible realizar una transformacion
A $ Bsiexiste la siguiente relaciéon entre coordenadas:

dxg = fidy+ Pidy,+  Pidy

Ty1 Ty2 Ty;
dxp = frdys+ FEdy2+  F2dyn

Ty2

xn xn Ixn
Ty1 dyl + Ty2 dy2 + ;i dyn

dxn

Que escrita con el convenio de notacién de Einstein es:

_ Tx

dx; =
i ﬂYj

dy, (1.16)

De manera anéaloga la transformacién inversa resulta ser:

|\

X

Notase que en las transformaciones aparecen elementos que corresponden a la ma-
triz jacobiana de transformacion. Las transformaciones lineales al igual que las apli-
caciones lineales cumplen las siguientes propiedades:

dy,- dx; (2.17)

I) Latransformacion lineal tiene inversa o es invertible siy solo si es biyectiva.

II) Lainversa de una transformacion lineal o aplicacién lineal también es lineal, y
se cumple que si Jes la transformacion lineal entonces (J 1) = J°

[II) El producto entre la matriz de transformacion y su inversa es igual a la matriz
identidad, JJ 1= 1.

1.3.1. ¢Como transforma un tensor?

Suponga un tensor de primer orden el cual esta en un sistema de coordenadas
X; con base vectorial & y se desea realizar una transformacion de coordenadas a un
sistemay; el cual posee una base vectorialél. El tensor en el sistema de coordenadas
X €es:
T= Ti(Xi)éi

Este mismo tensor en el sistema de coordenadasy queda expresado como:
T= Tj(yj)éJ

La escritura anterior corresponde a un tensor de rango 1, que corresponde con vector
y por tanto resulta ser un invariante ante transformacion de coordenadas, y por tanto
se puede realizar la siguiente igualdad:

T = Ti(x)& = Tj(y;)®e

6J 1 denota lainversa de J(Aranda, 2013).
7(Sokolnikoff, 1951.)
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Tomando la transformacion de las bases vectoriales@ = %}iéj y sustituyéndola se
encuentra que:

X
Mal

T = Ti(x) ;

= Ti(y;)@

T = T @ = TR

Se puede ver que un tensor de orden 1 transformaré como:

Ti(y;) = JT(x) (1.18)

)l

Repitiendo lo anterior para un tensor de forma contravariante T = T'(x')& se llega
a la transformacion:

Ti(yl) = KTi(Xi) (1.19)

Suponga ahora un tensor de orden 2 el cual escrito en funcién de su base coordenada
Xj COMoO: _ _
T= Tij(Xi)él e

Este mismo tensor escrito en otra base coordenaday, resulta ser:

T= Tu(yge* &
Dada la invarianza del tensor se puede hacer la siguiente igualacion:
T=Tj(x)& &= Ty(y)e &

., A LA A Xi A
Tomando la transformacién de coordenadas de la baseé' = %‘(e" yé = %:e', reem-
plazando se obtiene:

_ IXi Ak i o _ Ak Al
T =Tj(xi)) —¢€ —e& =T e e
i (Xi) v v K (Yk)

™ X0 o _ Ak a4l
Ty (i) et =T
i (xi) e Ty, e ¢€ k(y e &

De esto se llega a la siguiente transformacion:

Tix) Ey‘ = Ty (1.20)

Suponiendo ahora un tensor de orden 2n se puede llegar a la transformacion de sus
componentes extendiendo el proceso anterior, un tensor de orden 2n transformaria
como:

b by bp ﬂxa ﬂxa ﬂxan ﬂybl ‘Hyb2 ‘ﬂyb” g g2 On
Taer o O gy ", Ty i xsr g 1  O) (1.21)

1.3.2. Algunas transformaciones de coordenadas

Ahora abordaremos las transformaciones de coordenadas entre los sistemas coor-
denados mas comunes 0 mas usados en la fisica. Para empezar hallaremos la trans-
formacion de coordenadas entre el sistema de coordenadasx, y (cartesiano) R? y el
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sistema de coordenadasr , g (polar) R?, tomando como referencia la gura 1.6

FIGURA 1.6: Relacion entre el sistema de coordenadas cartesiano y

el sistema coordenado polar, qy f representan la base vectorial del

sistema coordenado Polar,i y j son la base vectorial del sistema coor-
denado cartesiano.

Suponiendo que el punto P; tiene las coordenadasx, y en el sistema cartesiano se
encuentran las siguientes relaciones de transformacion,

X = rcosq (1.22)
y = rsing
Y de manera inversa se obtiene:
p
q= arctan ¥ (1.23)

X

Tomando la de nicion del jacobiano para este caso particular,
mn #

_ T0xy) K % _ cosq rsing
1(0r,q) % % sinq rcosq

Dada la de nicion para el jacobiano de transformacion inversa se obtiene,

“oow? o #
1_ o) . w § _ cosq  sing
xy) B & ssing ;cosq

Es posible veri car que las matrices de transformacion halladas para este caso

son correctas realizando una multiplicacion entre ellas obedeciendo a la propiedad
Jit=1. "

#
331= cosq rsing cosq sinq
~ sing rcosq ising *cosq
J1= cos? g+ sin®q cosgsing cosgsing

cosqgsing cosqsing cos? g+ sin?q
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10

1_
JJ—Ol

Ahora obtendremos las ecuaciones de transformacion entre coordenadas carte-
sianas y coordenadas esféricas, para esto tomaremos el siguiente esquema,

FIGURA 1.7: Relacidn entre el sistema de coordenadas,y, z (carte-
siano), con el sistema de coordenadas, g,j (esférico).

Tomando la convencién del esquema de la gura 1.7 obtenemos las siguientes
ecuaciones de transformacion:

X = rsinj cosq
y=rsinj sing (1.24)
Z = I COS]j

Con sus respectivas ecuaciones de transformacion inversas.

p
g = arctan
j = arctan

(1.25)

NI =XI<

P——s o L .
Donder = = x2+ y2 = rsinj , tomando la de nicién del Jacobiano de transforma-
cién entre los dos si temas coordenados,

2o o w3 2 o .3
1(x.y.2) T 9 T sinj cosq  rsinj sing rcosj cosq
= L= % % %y = 4sinj sing rsinj cosq rcosj sing®
f(r.a.j) fz 1z 1z cosj 0 rsinj

r Ya ¥1j

Para hallar el Jacobiano inverso se parte de la de nicién general y realizando las
derivadas pertinentes se obtiene

2

T o T 2 .. L :
_ * Ty 1z sinj cosq  sinj sing  cosj
3= 10nai) _ 640 1 Tol _ 4 sing. cosq. 0 5
= 71_[()( y Z) - 1111)( 1111y 11112 1 rsinj 1 rsinj 1
VY, J J J 1 ; 1 L 1ain
* Ty Tz T COS] COo0sq r COSJ sIng T Sin |
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Veri cando el producto JJ 1= |

32 .. L .
sinj cosq rsinj sing rcosj cosq sinj cosq  sinj sinqg cosj

JJ1=4sinj sinq rsinj cosq rcosj sing® 4 %{;ﬁ iy 0 5
H H M 1 . l . . l . .
cosj 0 rsinj 1cosj cosq lcosjsing isinj
sin?j + cogj cos2q+ sin?q sin?j + cos?j sinqcosq sinqcosq 0
JJ 1= 4 sin?j + coj sinqcosq sinqcosq sin?j + coj sin?q+ costq 0 5
0 0 cogj + sin?j
2 3
1 00
JiJt=40 1
0 01

1.4. Tensor métrico

En geometria es importante hallar las distancias entre puntos, tipicamente esto
es posible y trivial en algunas ocasiones. Suponga dos puntos cualquiera en el plano
cartesiano P;(X1,Y1) ¥ P2(X2,y2) como se muestra en la gura 1.8.

FIGURA 1.8: Elemento de distancia Ds entre los puntos Py(X1,Y1) ¥
Pa(x2,y2) donde Dx = xz X1y Dy=vy, 1

Si se desea saber la distancia entre los dos puntos basta usar el teorema de pita-
goricas, consiguiendo entonces la siguiente expresion:

(Ds)? = (Dx)?+( Dy)? (1.26)

Donde,Dx = X, X1y Dy =y, yi,estoesvalidocuando las distancias son grandes
0 considerables. Pero si las distancias son tales queDx 0y Dy 0, entonces la
ecuacion anterior toma la siguiente forma:

(d9? = (dx)? + (dy)? (1.27)

Si aumentamos una dimensién mas los puntos P; y P, estarian asociados a las coor-

denadas x,Y, z, teniendo los puntos Py(X1,Y1,21) Y P2(X2,¥2,22) como se ve en la
gura 1.9,
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FIGURA 1.9: Elemento de distanciaDs entre los puntos P;(X1,Y1,21)
Y Pa(x2,¥2,22) donde Dx = X x3,Dy =y, yiyDz= 2z, 2z,
utilizando el teorema de Pitagoras se obtiene Dr = = (Dx)2 + ( Dy)2

Para hallar la distancia entre los puntos P; y P, usamos huevamente el teorema
de pitagodricas obteniendo:

(Ds)? = (Dz)?+( Dr)?
Como (Dr)? = ( Dx)? + ( Dy)? entonces:
(Ds)? = (Dz)?+ (Dx)? + ( Dy)? (1.28)

ConDx = x2 x3,Dy =y, yi1yDz= 7z 2z, estaecuacion es valida cuando las
distancias son grandes, pero si en cambio tenemos una condicién tal queDx 0,
Dy O0yDz 0 entonces nuestra ecuacion toma la forma:

(d9® = (d2)?+ (dx)?+ (dy)? (1.29)

Para generalizar a mayores coordenadas denotaremos las mismas comax', exten-
diendo el proceso anterior obtenemos la siguiente ecuacion:

(d9)?2 = (dxH)?+ (dx®)%+ (dx®)2+  +(dx")? (1.30)

Reescribiéndola con el operador sumatoria resulta:

n

(d92 = & (dx)?

i=1

Usando la delta de kronecker se reescribe la ecuacién anterior haciendo uso del con-
venio de sumacion de Einstein obteniendo:

(d9)? = d;jdx'dx (1.31)
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Coni = 1,2, ,nyj= 1,2, ,nreescribiendo la ecuacion en forma matricial
podremos recuperar la ecuacion general,
0 10 1
10 0 dxt
0 1 0 dx?
(dg)2 = dx! dx2 dxn 0 _
00 1 dx"

En general la ecuacién encontrada se le conoce como métrica y sirve para hallar la
distancia entre dos puntos, cualquier sistema en el cual se pueda hallar esa distancia
se le conoce como espacio métrico y cumplira las siguientes propiedades:

1). d(x,y) 0O,six=y$ d(x,y)=0
2). d(x,y) = d(y, x) Simetria.
3). d(x,z) d(x,y)+ d(y,z) Desigualdad triangular .

Resulta sencillo encontrar la métrica en un sistema donde sus coordenadas son orto-
gonales entre si, pero si estas coordenadas no resultan ser ortogonales ¢ Como seria la
métrica? Suponga dos puntos P; y P los cuales estan en un sistema de coordenadas
gue no es ortogonal como se muestra en laimagen 1.10

FIGURA 1.10: Planox,y donde x no es ortogonal a y formando un
angulo g, se representan los puntosP;(X1,Y1), P2(X2,y2) y la distancia
entre ellos Dsdonde Dx = X, X1 yDy=vy> V.

Para hallar la distancia Ds en este caso se usa el teorema del coseno, obteniendo
la siguiente ecuacion,

(Ds)? = (Dx)?+ (Dy)2 2DxDy cosq (1.32)

Al igual que en los casos anteriores las distancias son grandes, considerando que las
distancias son muy pequefias tales que,Dx 0y Dy 0 se obtiene la siguiente
expresion:

(d9)? = (dx)?+ (dy)®> 2dxdycosq (1.33)

Si el angulo g = 90 entonces la métrica se convierte en la del plano euclideo. Con-
siderando ahora un sistema de tres coordenadas no ortogonal cada punto P, y P,
dependera de las coordenadasx, y,z como lo muestra la gura 1.11,

8(Chamizo, 2004)
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FIGURA 1.11: Planox,y, z donde x no es ortogonal ay formando un

angulo gy el eje z no es ortogonal al plano x,y formando un angulo

a, se representan los puntosP;(X1,Y1,21), Po(X2,Y2,22) Y la distancia
entre ellos Dsdonde Dx = X, X1,Dy=vy, y,yDz=12, 2z

Para este caso encontrar la métricaDs se hace mas complejo por la no ortogona-
lidad que hay entre las coordenadas, para hallar una forma general de la métrica sin
importar el sistema de coordenadas es necesario analizar las condiciones del proble-
ma anterior. Teniendo en cuenta la ecuacioén de la métrica en el plano no ortogonal
podemos realizar la escritura de la misma en forma matricial resultando:

1 cosq dx

2 _
(d9)c= dx dy c0sq 1 dy

(1.34)

Al ser un sistema de coordenadas no ortogonal podemos observar que aparecen
indices cruzados en la métrica, esto se ve representado en la matriz cuadrada con las
funciones cosq ubicadas fuera de la diagonal. Al igual que en este caso podriamos
pensar diferentes sistemas en los cuales las componentes de la matriz cambie, con lo
cual una forma general de representar la métrica asiendo uso de la notaciéon matricial
es: 0

011 Q12

10 .1

Oin dxi

dax

(d92= dx! o dx" %g,zl ez g?”g% § (1.35)
On1 On2 Onn dx"

Si realizamos los productos matriciales encontramos la siguiente expresion:

(d9)? = gpadxtdxt + godxtdx®+  + giadxtdx” + gordxPdxt + goodX2dxZ+  +
+gondXdX" +  + gurdX"dxt + gnodX"dX?+  + gandx"dx"

Utilizando el convenio de sumacién de Einstein se puede compactar la ecuacion
obteniendo la ecuacién mas general de la métrica (Islam, 2006).

(d9)? = gij(x)dx'dx! (1.36)

En la cual g; se le conoce como el tensor métrico ydx', dx' son las coordenadas
del sistema donde estemos de niendo la métrica. Si el sistema en el cual estamos
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trabajando es el euclideo es facil mostrar que el tensor métrico resulta ser igual al
delta de kronecker,

gij = d (1.37)

Antes de abordar todas las propiedades del tensor métrico, se realizara transforma-
ciones sobreg;; para poder deducir algunas propiedades del mismo.

1.4.1. ¢Cobmo transforma el tensor métrico?

Para méstrar como transforma el tensor métrico vamos a partir de un sistema de
coordenadas A con coordenadas x?, x” sobre el hay dos puntos P; y P», la distancia
entre estos puntos esta dada por la métrica:

(d9)? = Qap(x;) dx?dx" (1.38)

Si se cambia el sistema de coordenadas la distancia entre el puntoP; y el punto P,
se debe mantener sin cambos, es decir se conserva, por tanto el elementcﬁds)2 no
varia. El nuevo sistema de coordenadas B con coordenadasx™, x" tiene una métrica
asociada como:

(d9)? = gmEx™dx" (1.39)

Siguiendo las leyes de transformacion mencionadas en la seccion anterior, realiza-

mos un cambio de coordenaéjas del sistemaA ! B. Partiendo de las transformacio-
a

nesdx? = %dymy dxP = ﬂ%dy”.

%@ IxP
d92 = gap(Xi) o=dy™ ——dy"
( Jab(Xi) Tym Ty y
X X0
fiymqy"
Como el elemento (ds)? no varia al cambio de coordenadas se puede ver que Jap
transforma como (Islam, 2006):

(d9? = Qan(xi)

Ty™mqyn

Coincidiendo con la transformacion de un tensor de orden dos. En general el ten-

sor métrico es de orden dos y cumple las reglas de transformacién tensorial, para
entrar en mas detalles del tensor métrico realizaremos algunas trasformaciones para
encontrar la métrica en algunos sistemas de coordenadas.

92(Yi) = Gan(xi) (1.40)

1.4.2. Algunas métricas importantes

Siguiendo las reglas de transformacion denotadas en la seccién anterior resulta
sencillo encontrar la métrica y su tensor métrico asociado en algunos sistemas de
coordenadas. Partiendo de la métrica cartesiana en 3 dimensiones,

Gab = (1.41)

8.°
o =
o O
I—‘%OH

Para encontrar el tensor métrico y la métrica asociada a la esfera se parte de la regla
de transformacion tensorial teniendo en cuenta el Jacobiano de transformacion entre
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el sistema coordenado cartesiano y el sistema coordenado esféricogl,,es el tensor
meétrico asociado al sistema coordenado esférico, param= n = 1 se tiene

x2 xP
9(1)1 = ﬂT’l'ﬂT/lgab

Aplicando el convenio de sumacion de Einstein

0 _ ﬂXl ﬂXl ﬂXz ﬂXz ﬂX3 ﬂX3
R T A T A T T

Los términos ga, = 0 cuando a 6 b, tomando las componentes del Jacobiano®
@9, = sinf cos?q+ sin?f sin?q+ cos’ f
0% =1

Siguiendo el método anterior se encuentran el restante de las componentes deg?,,
que son:

g2, = r?

0% = r2sin?f

0 — 0 —

962 - g%]_ - 0

013~ 93,= 0

O23= U3 =

El tensor métrico para las coordenadas esféricas es entonces

0 1

1 0 0
Oap = @0 12 0o A (1.42)

0 0 r2sin?f
y su métrica o elemento de linea asociado (Islam, 2006):
(ds)? = (dr)?+ r2(df )2+ r?sin?f (dq)? (1.43)

1.4.3. Propiedades del tensor métrico

Suponga un vector en un espacio continuo el cual representa una pequefa varia-
cion entre dos puntos, dicho vector tiene la siguiente estructura:

dx = dx3&, (1.44)

Se desea saber cual es la norma del vectodx, para calcularla es necesario realizar un
producto punto de la forma dx dx. El vector anterior puede ser escrito como:

dx = dxP&y (1.45)

Esto se puede hacer gracias a que los indices son mudos, por tanto el producto punto
gueda expresado como:

dx dx= dxPe, (dx?&,) (1.46)

9De niendo x! = x,x2= yy x3 = zpara el sistema coordenado cartesiano,yl = r,y2 = qyy3 = f
para el sistema coordenado esférico
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Como se muestra en la sesion anterior, la distancia entre dos puntos estara dada
por la métrica sin importar el sistema coordenado donde se este. Se puede entonces
realizar la siguiente igualacion:

dx dx = (dg)? (1.47)
La norma del vector estara dada entonces por:
(d9)? = (&, &,)dx"dx® (1.48)

Comparando la ecuacion obtenida con la ecuacion de la métrica usual se halla la
siguiente relacion:
Jab = €p €a (1.49)

Esta relacién indica que las componentes del tensor métrico estaran dadas por el
producto de la base vectorial desde donde se de nen las coordenadas, esta relacion
escrita de forma contravariante resulta ser:

ab — ab

g = &P @° (1.50)

Suponga dos vectoresv y w de un espacio vectorial V los cuales pueden ser
representados como:
vV = V38, = V82 (1.51)

w = wPe, = w,&P (1.52)

si se realiza el producto punto entre v y w se obtienen las siguientes expresiones:
v w= g
= g VaWp

vV W= viw,
V W = ggpviwP
V W= vaw?
Igualando correctamente se encuentran las siguiente relaciones:

b

QabV3W a (1.53)

1
<
§

g®Pvawp = vaw? (1.54)

El tensor métrico permite subir o bajar indices de una expresién tensorial como lo
muestran las expresiones anteriores, utilizando la propiedad del delta Kronecker
podemos llegar a una identidad importante. Partiendo de las identidadades,

ddvd = ¢
g%°vp = V9
Suponiendo que v, = gapv@ se llega a la ecuacion,
& = 9°°ab (1.55)

Donde g, es el conjugado deg®®, si nos remitimos al &lgebra lineal g% sera la matriz
inversa a gy, €s decir,
GG 1= (1.56)
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Por la de nicion del delta de Kronecker es facil reconocer que es igual a una matriz

identidad, entrando a observar en detalle esta propiedad se plantea un producto de
la forma g2Pg,yp, es decir un doble conjugado. Teniendo en cuenta la identidad que se
acaba de hallar es posible encontrar que:

& = 9*°Gap (1.57)

Teniendo en cuenta el convenio de sumacion de Einstein y la de nicién del delta de
Kronecker se llega a:

€=d+ B+ +d
d§=1+1+ + 1

E=n

9®°gap = N (1.58)

Al multiplicar el tensor con su doble conjugado se obtiene la dimension del espa-
cio donde este de nido el tensor. Observando las métricas halladas en las sesiones
anteriores se puede observar que el tensor métrico cumple ciertas propiedades adi-
cionales, una de ellas es la simetria. Al permutar los indices en el tensor la matriz
asociada al tensor no cambia lo que implica:

Gab = Oba (1.59)

1.5. Ecuacion Geodésica

FIGURA 1.12: Caminodsde un punto A a un punto B con variaciones
dx® sobre una variedad (Erick Gualteros).

¢, Como encontrar la distancia mas corta entre dos puntos sin importar el sistema
coordenado? Partiendo del calculo vacacional podemos llegar a la solucién. Suponga
gque se quiere ir de un punto A a un punto B por el trayecto mas corto sobre una
variedad m, cumpliéndose la siguiente condicion:
z
d(ds) = 0 (1.60)
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Para encontrar el camino 6ptimo se realizan multiples variaciones sobre un trayecto,
al realizar la integral sobre todas las variaciones y esta sea "0"se optiene el trayecto
optimo. Realizando pequefas variaciones dx® sobre un camino dsimagen 1.12 se
encuentra que:

(ds)? = gapdx3dx®

Al realizar la derivada ds encontramos la siguiente expresion:
2dsd(ds) = dx@dxPd(gap) + GapdX2d(dxP) + gapdxPd(dx?)

%ab

Intercambiando los diferenciales, y teniendo en cuenta d(gap) = o

queda,

dx® la exprecion

b 119%ab

2dsd(ds) = dx®dx 3 —20xS + gapdX®d(dx®) + gapdxPd(dx?)

Ordenando la excrecidn anterior tenemos,

b1]gab

T —20xS + gapdx®d(dx®) + gapdxPd(dx?)

d(ds)ds= % dx?dx

R
Conlacondicién d(ds) = 0, implica que las coordenadas dependen de un parame-
tro ds. realizando la integral:

d(ds) = %dﬂs dxdx bjTgabdx + GupdXCd(dxP) + gupdxPd(dx?)
Z Z b

dx

a qyb
LSS NS L DAV Gan e S(0X°) s

dd9 =35 §s ds e 9ab 55 gs

Realizando un cambio e los indices mudos ab, en el segundo sumandob = s y en

el tercer sumandoa = s,
z

a b a b
1% dx@dx® T0ab o dx d(dxs) gsbd d(dxs) ds= 0

2 ds ds T Xt GasTggs

. d . -z
Factorizando 4(dx®) en la expiracion,

Z
17 dx®dx®Mgap dx® dx° d
- bbbl + —(dx%) d
2 ds ds fxs Gas g T Osb s ds ds( x?) ds
0= 17 dede M9ab s ds+ RN 9 (x)ds= 0
T2 ds ds xS 2 GasTgg T Osvgs s =

R R
utilizando el método de integracion por partes, Udv = UV Vdu para la segun-
da integral se obtiene:

. R
U= 1 gas®+ gop dv=" ddx°ds
du= 34 g, @+ g, 90 ds V= dxs
Z
1 dxd dx® d
E gasE + gst d—s(dxs)ds=
Z
1 dx@ dx s 1d dx@ dxP o
= - - - = -
5 YasTgg T Gsbgg o 2ds s T 9sbgs dds
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Como dx3(A) = dx3(B) = 0 la integral queda:
z

zZ
1 dx2 dx d 1d dx2 dxP
- =2 4 uno ¥ s — -4 =2 4 HA S
La integral principal queda como:
19 e o o 1d A, A
2 ds ds qxs

—— —+ —— dx®ds=0
2ds 9257gs T Ysbgs
Reordenando los términos de las integrales se tiene:

VA

1% dx®dx®fgap d dx® dxP s
- = - = 4 - =
2 ds ds x5 ds Gas g T Osb g dcds= 0
Como dx5ds & 0 entonces:
Load T 1d | df,  dd
2 ds ds x5 2ds Gasqg T Osb g T

Realizando la derivada dﬂs tenemos,

100 d T0n  ldge e 1 e

27ds ds x5 2 ds ds 2%7gg

1dgsp dx® 1 d?xP
SO g = 0
2 ds ds 277 d<
Suponga las derivadas 9%s = 9 & d%b _ T8 g

a5 b ds' ds = Tx@ ds CON lo cual la expresion anterior
gueda como:

1dx®dx° Tgap  1Mgas dX®dx® 1 dx?

2ds ds xS 2 9xP ds ds

< 17 dx?dx® 1 d*x” _ 0
2954 27xa ds ds 2%°d®
Realizando algebra y ordenando los términos se tiene:

1 dede fo

119as T9sb d?x2
2 ds ds xS xP

d?xP
xa ga37d82 Osb d< =0

Cambiando los indices libres de los dos ultimos sumandos a = b = g obteniendo:

1dx@dx?  Ydab

N9as 19sb d2x9 -0
2ds ds fxs qxb  qxa Yos 42

Multiplicando por gfs ,

}dixadixb s T9ab Tdas  TOsb fs d?x9
2 ds ds ixs

b qxa 9" Qs qg = 0

Aplicando las identidades g’ ggs = df y d;dj—;zg =

dZXf .
= S Y factorizando se encuentra
la expresion:

dixadixb} ts  Tdas + 196 Mab d2xf .
ds ds 2 D NCIE R N i@
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De niendo los simbolos de Christoffel como:

} fs ﬂgas + ﬂgsb ﬂgab

Obtenemos la ecuacion: o "
dx? dx d=x
bkl + _ = 1.62
ds ds 2P d& 0 (1.62)

La presente ecuacion es conocida como la ecuacién geodésica (A.S.Eddington, 1923).

1.5.1. Propiedades de los simbolos de Christoffel

Los Simbolos de Christofell tienen varias propiedades interesantes que son de
gran ayuda para el desarrollo de la teoria y de algunos calculos. En la seccion an-
terior vimos la de nicién de los simbolos y de donde provienen, una forma mas
compacta de escribir los simbolos es,

1
Gy = éggf (To0ta + TaOtb T Gan) (1.63)

A esta notacion se le conoce como simbolos de Christoffel de segunda especie, mul-
tiplicando por gng Se tiene los simbolos de primera especie,

1
gngGgab = gngéggf fbgta + TaGb Yt Gab

1
Gab = édﬁ] Todta + TaO T ab

1
Ghab = > TbOnat Tanb  InGab (1.64)

Realizando una permutacién en los dos primeros indices y sumando con los simbo-
los sin permutar se tiene

1 1 1 1 1 1
Grabt Ginp = éﬂbgna"' éﬂagnb éﬂngab‘*' éﬂbgna*‘ éﬂngab éﬂagnb

1 1
Gab+ Ginp = éﬂbgna"’ éﬂbgna

Giab* Ganb = TbOna (1.65)
Ahora en lugar de la suma suponga una resta de la forma

1 1 1 1 1 1
Gab G = éﬂbgna"' éﬂagnb éﬂngab éﬂbgna éﬂngab"' éﬂagnb

1 1 1 1
Gab G = Eﬂagnb Eﬂngab éﬂngab*‘ éﬂagnb

Reordenando
Gab Gnb= a0 TnGab (1.66)

Suponga que se realiza una permutacion sobre los indices inferiores de los simbolos
de segunda especie,

1
G, = éggf (Tagb + To0ra Tt Oba)



26 Capitulo 1. Elementos de Calculo Tensorial

Reordenando los términos al interior del paréntesis y considerando la simetria del
tensor simétrico gan = gha S€ obtiene,

1
G, = éggf (ToGta + TaOm T Gab)
Comparando lo obtenido con la de nicién se llega a:

G, = G, (1.67)

a—

Es decir que los simbolos de Chirstoffel son simétricos ante permutaciones de sus
subindices. Supdéngase ahora que se tiene un indice repetido en los simbolos consi-
derando primero el caso en el cual G,

1
Gy = éggf (To9m + ToGb Tt Iob)

1
Gy, = éggf (219 Tt Gob)

1 1
Ghp = éggf 21 b Eggf TIt Oob

Suponiendo que el tensor métrico sea solo diagonal, es decir quega, = 0y que
Obb 6 O se obtiene

1
ngb = éggg T99bb (1.68)

Ahora suponiendo que los simbolos con los indices repetidos tomen | forma ng,

1
ng = égbf (To0fa + TaOm T Gan)

Suponiendo que el tensor métrico sea solo diagonal, es decir quegay, = 0y que
Obb & 0y seleccionando los indices por conveniencia.

1 1 1
Gbab = égbbﬂbgaa"' égbbﬂagbb Egbbﬂbgaa

a

1
Gl = 59" TaGbp (1.69)

. .. b . L.
Teniendo en cuenta la relacion g""bgag = dy y suponiendo que la métrica solo sea
diagonal se obtiene *°:

9°°gpp = dE
9°Pgpp = 1

1
bb — L
g Obb

11

ab = E%ﬂagbb

10para esta consideracion no se tiene en cuenta el convenio de sumacion de Einstein.
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Suponiendo una derivada de laforma T In P Oaa = Tplin (gaa)% se obtienef In P Oaa =
%gfiaﬂbgaa y reemplazando en la anterior ecuacion se llega a (Islam, 2006):

&, = bin (P ga) (1.70)

Como se muestra en el (Apéndice A) hay una relacion entre la derivada de un vector
unitario &; y los simbolos de Christoffel, escrito de forma compacta

Ta8 = G & (1.72)
Se puede mostrar que los simbolos de Christoffel son iguales a

— 2k q.a
Gki- =€ ‘Hiej (1.72)
A esta forma de los simbolos de Christoffel se les denomina de primera especie, si
se multiplica por &

&G = & & 1@

ékaij = df 1§
fig = d(ijék

Se recupera la forma inicial inicial, ahora suponga un sistema de coordenadas pri-
mado los simbolos de Christoffel en este sistema estaran dados por,

T8
= eaw—g (1.73)

Suponiendo la transformacién de coordenadas de la base comoé? como &2 = ’171"7(:@"
reemplazando se tiene,
éabcz KhédLéb
ixd = qx&
0 0

. ~ A~ f o .
Suponiendo que la baseé; esé; = %ef se obtiene

éabc =

Realizando la derivada se tiene,

& - ™®e 4 1 2 ax’ 1és
T T O O
— ﬂXQi ﬂZXf d ﬂXf ﬂXmAdLéf

= ————8&" &+ ———
be ™ qxd xPIxE 7 ax® qxd = qx&
De acuerdo a la de nicion de espacio dual para los vectores base y multiplicando

por I = 1sellegaa,

x® ext o I Ix® g 18 xo
Ixd Ix@IxCE T x® qxd ~ x& qx9

Gabc =
Cambiado los diferenciales y reordenando la expresion se tiene

= - XTI xofer ™ e

be ™ qx® qxd x& gx9 xd IxOxE
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Recordando la de nicion de los simbolos de primera especie nalmente se obtiene

=~ _ X' x® ."Xngj L XE e
9

o™ 5 o BT 5 GO .74

De este resultado se concluye que los simbolos de Christoffel no tienen carécter ten-
sorial, pues no obedecen a la regla de transformacion tensorial.

1.6. Tensor de Riemann

Suponga una variedad M de dimensién n que a cada punto de esta este asocia-
do un capo vectorial los cuales tienen una base vectorial & con su espacio dual &,
suponga una curva s sobre la variedad que conecta algunos de los campos vecto-
riales sobre la variedad, los vectores tangentes a la variedad irdn cambiando punto
a punto (imagen 1.13). Si la variedad posee una curvatura igual a cero entonces es
un espacio euclideo, en el cual los vectores tangentes no cambiaran punto a punto,
pero si su curvatura es diferente de cero, se tendra un espacio curvo en el cual los
vectores tangentes cambiaran punto a punto. Para poder describir la curvatura de
dichas super cies es necesario calcular el tensor de Riemann, partiendo de la deri-
vada covariente (apéndice A)

FIGURA 1.13: Variedad m con una curva s sobre ella, con espacios
vectoriales V', tangentes a la misma.

I mVn = TmVn Ggman

Derivando covariantemente de nuevo y teniendo en cuanta la derivada para un ten-
sor de orden 2 se obtiene

FNrarmvn = Yal mVn Gbanr mVb Gbarrlr bVn
Desarrollando las derivadas internas

rarmwh = ﬂa(ﬂm\/n Ggman) Gban(ﬂmvb Ggmeg) Gbam(ﬂbvn ngan)

Na rmvn = %aflmVhn ﬂaGJman Gbanﬂm\/b GbanGgmeg Gbamﬂbvn Gbanﬁgbnvg
Permutando los indices de la derivada se obtiene

I m(r aVn) = fmflaVa ﬂmGgaan C"‘bmnﬂavb Gbmn(ﬁabvg C':‘bmaﬂb\/n Gbma§bnvg
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Serealizaentonces 5 r mVin I n(r aVn) setiene

Falrmvn I m(raVa)=
flaTTmVin ﬂaGgman Gbanﬂmvb GbanGgmeg Gbamﬂb\/n Gbamng ang

TmlaVn + ﬂmGgaan + GmnllaVp + GbmnGgang + GmallpVn + mangan

Eliminando términos semejantes teniendo en cuenta las propiedades de los simbolos
de Christoffel

Far'mvn I m(raVn) = ﬂaGgman GbanGgmeg +
TnGanVg + GmiSypVy  TaGiniVg + TnGanVy
Factorizando Vg y teniendo en cuenta que GhaVg = TaV¢

Frar'mvn I m(raVva) = TnGan  TaGhnt Gbmngab GbanGgmb A
TaTmV e + flaVe

Frarmvn I m(raVa)= TnGan  TaGhn* mnGgab GbanGgmb Vg

De niéndose el tensor de Riemann como

Tensor de Riemann

F\)gnmaz ﬂmGJan ﬂaGJmn"' mnGgab Gband"mb (1.75)

Multiplicando por gqq
GagRhma= Ranma

Explicitamente el tensor Rynma€Ss

Rdnma= % 712549 m  TaTndmt TminGda  TmflaOna g% Gdnrgna  Gda&Gnm
(1.76)
Partiendo de la ecuacién anterior se puede establecer las propiedades simétricas del
tensor de Riemann las cuales son,

Rianma=  Rndma (1.77)
Rdanma=  Rdnam (1.78)
Rdnma= Ranmd (1.79)
Rdnma= Rdmna (1.80)

Ademas de tener propiedades simétricas el tensor de Riemann cumple con la prime-
ra identidad de Bianchi
Rdnmat Rdmant Rdanm= 0 (1.81)

y la segunda identidad (Carroll, 2004):

r R+ 1 oR%, + 1 aR% = 0 (1.82)
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1.7. Tensor de Ricciy Escalar de curvatura

El tensor de Ricci al igual que el tensor de Riemann nos permite caracterizar la
curvatura de una super cie, este tensor se puede obtener realizando una contraccién
en el tensor de Riemann de el supra indice con el segundo subindice obteniéndose

R%ga = Rna (1.83)

Ria= 19Ghn  1aGhn + GynGhy  GanGl, (1.84)

Si se repite el procedimiento contrayendo el supra indice con el ultimo subindice y
aplicando las propiedades del tensor de Rieman se encuentra que

Rgnam: ﬂaGgmn ﬂmGgan"' Gbanc"gmb Gber‘»‘gab

I:zgnag = ﬂaGggn Tl C'fJan + Gbanc%b GbgnGgab

Se puede ver que
Rgnga = Rgnag

Por tanto el tensor de Ricci es simétrico es decir
Ran = Rna (1.85)

Realizando una contraccion al tensor de Ricci es posible encontrar el escalar de cur-
vatura, multiplicando el tensor de Ricci por g&"

9°"Rna = g?" ﬂgGJan ﬂac'?gn"' GbgnGgab GbanGggb
R= Ry = ¢ 4G TaChn+ GynCly GGy (1.86)

1.7.1. Tensor de Einstein

Partiendo de la identidad de Bianchi
r fR%a+ 1 mR%, + 1 aR%, = O
Multiplicando por gqp
[ n0abR%ma + T m3dbR%an + T aOabR%m = O
' nRbfma * I mRbfan + I aRbfnm = 0

multiplicando ahora por g™ gP2
r ngfmgbaRbfma"' r mgfmgbaRbfan +r agfmgbaRbfnm =0

Contrayendo el primer primer termino y permutando los dos primeros indices de
los dos ultimos términos

fm pa fm yba fm yba —
I ng I:zfmar md g bean rag g benm—o

f ma ma _
r nngfm r mR an I aR nm=— 0
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m am am
N nRm*+*r mRan*tr1r aR°\nm=10

I nR+r1 R+ 71 2R3 =0

Suponiendo entonces quea = m
r nR+r1 aR%+ 1 4R, =

r nR+2r ;R =0

Sabiendo queddr 4 =r1 ,
dr R+ 2r ;R4 =0

Realizando algebra
1
2r . R% éol";‘R =0

Multiplicando g"°
1
2r o g"°R% ég'”bdf;‘l:z =0
1

ra R® Sg™R =0

Se de ne el tensor de Einstein G5y

Tensor de Einstein

(1.87)

Este tensor contiene toda la informacion geométrica que se incluira en la ecuacion
de campo (Carroll, 2004).

1.8. Desviacion geodésica

Considere dos particulas que caen libremente y se encuentran separadas por una
distancia x?, moviéndose por las trayectorias x3(t ) y x3(t ) + x2(t ) como se muestra
enla gural.14
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FIGURA 1.14: Particulas que viajan en el espacio-tiempo, donde se ve
la separacion entre las geodésicas de cada una.

Tomando las trayectorias y reemplazandolas en la ecuacién geodésica se obtiene

d?xa dxP dx9
@z T G g a

o dh ' d
gz DX T H G (X + x) o X+ xP G Xrxi=o (1.89)

=0 (1.88)

Realizando una expansion de primer orden en series de Taylor para Gj, (x + x)
donde se cumple que kxk kxk se obtiene G‘bg (x+ x) G‘bg(x) + ﬂs@bg(x)xs
reemplazando en la segunda geodésica se llega

d2 h | d h b bi d
a a S -

W[x + X%+ Ghg(x) + TsGhg (X)X a X + X a[xg +x91=0

@?xa  d2x@ D b ogxt  dxP dx9  dxd

—+ — + s 4+ 4+ =

dt2 = dt2 Ghg (X) + fls Gy (X) dt dt dt dt
@?xa g N I dxbdxd  dxPdxd  dxPdxd  dxP dxd
——+ -+ & + . & s T ¢ T 4 T ¢ T
dt2 = dt2 bg (X) + Tls Gg (X)X dt dt dt dt = dt dt dt dt

La separacion x2(t) es pequefia con lo cual cumple que x2(t) 1 por tanto los
términos que sean de segundo orden se anulan y se obtiene

dt2 = gtz bg gt gt dt dt dt dt
dxP dx9 N dxP dx9 N dxP dx9

+ s - 7 - - =
Tls Gbg dt dt dt dt dt dt
d?x®  d?x2 dxPdx? dxPdx9 dxP dx9 dxP dx9
T+ T+ T ¢ T 4 T+ s =
dt2 = dt?2 Ghg dt dt dt dt dt dt Tls Gbg dt dt 0
d?xd  d?x@ dxP dx9 dxP dx9 <adxPdx9 _

—~ + 4+ - = + - 4+
dt2 = dt2 bg gt dt bg gt dt TsCbgx dt dt
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Por la primer ecuacion geodésica% = Gabg fg; dd’ig entonces se llega a:
SIS ST P R
d;;i"‘ ZGabg(?j),:bog(:]'F Ts Ghy X ?j):b(f =
De niendo % =y dcT>§b = yb
cixj + 2G}u° s fls Gpgx*udu® = 0 (1.90)

Suponga un cuadri-vector de la forma x = x2&, si se quiere derivar totalmente con
respecto at se cumple que

dx _ @, .de

dt -~ odt 2
dx  dx®, aTéa dxP
- = —+
at ~ dt ° X %P dt
Cambiando a por s en el segundo termino

dx  dx?, "
- oq et XSG, uPe,
dx dx?@
22 2R 4 gs b 2 ]
p" i X Gu® &, (1.91)
Derivando nuevamente
Px_ d o
dt2  dt dt
d?>x _ d dx b Ox
w2 a d TS g
2 a S
dx d dx + stgbub 6, + ngub (:j);+x”(:f}w” &,

dt2  dt  dt
Tomando la parte escalar

d?xd  d?xa

— dx® @b b
at2 dtZJrWGélu X

ub dxs
W@bxs + ngubﬁ + G G®u™™

. A&, _ TG, gyo _
Teniendo en cuenta que > = w5 4 = ToGpud

d?x2 dzxa dxS dxs
_ g b b, ,n,m
e el ngu + g GpuIuPx® + @bx Gpu’——+ G, G u"x
dt dt dt
Su onlendo una geodésica de la forma X ndxg & = 0 se obtie ne la siguiente
dt dt dt
relacién 4 W = ngugu , cambiando b por ny viceversa en el cuarto sumando de la
ecuacion anterior se obtiene
d?x® _ d?x@ NS

Gz @zt 2G,u gt To@puiu®x® G GuduPx® + G GhuPux™
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De la geode3|ca se obtuvo X dt2 -+ 2G,, u"’dxg + 75 G} x°uduP = 0 cambiando g por s

se llegaa®® dt2 = ZG"bSubW ﬂs@ngsugub haciendo que la ecuacion anterior sea
e ZCﬁ‘ub@ ﬂ(?g,xugu+2C-§‘u +‘HG§u9ux @, GpuduPx®
dt 2 S dt S ~bg g~sb n“-Yb
+ Gy G Pu"X"
d2xa

- b b b
Gz Ts G x°uduP + o Gpudux® G, GjpuduPx® + G G, uPu™x™
Cambiando los indices libres del ultimo termino n! gyn! s

d?x@
dt 2

= TG udul + TgGudu’x® G G udulx® + G GguPudx®

d?xa

dt2 = ﬂs@g + 19Gp C%ancﬁb + G}a}\b@é uPudx®

Por de nicion del tensor de Riemann

dZXa — pa b, gyS
Gz Rpgs U U”X (1.92)
La ecuacion anterior se le conoce como la ecuacion de desviacion geodésica, la ecua-
cion de desviacion geodésica permite observar como varia la separacion entre las
geodésicas de dos particulas que inician su desplazamiento de manera paralela. En
un espacio-tiempo plano x2 siempre permanece constante y las trayectorias de dos
particulas libres que se inicien moviendo de manera paralela permaneceran parale-
las. En un espacio-tiempo curvo x2 deja de ser constante, la distancia de separacion
entre las trayectorias geodésicas de dos particulas que inician su movimiento de ma-
nera paralela empiezan a cambiar dependiendo de la curvatura del espacio-tiempo

bgs (Weinberg, 1972).
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