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Capítulo 1

Elementos de Cálculo Tensorial

FIGURA 1.1: A la izquierda Bernhard Riemann y a la derecha Antoon
Lorentz

1.1. Introducción

EN este capítulo se muestra la formulación matemática necesaria para el desa-
rrollo de la relatividad general, se parte de la construcción conceptual del ten-
sor para poder llegar a una deducción formal del objeto, luego de de�nir al

tensor se muestra su relación directa con la geometría diferencial. A partir de las
de�niciones anteriores se hace el desarrollo de las bases geométricas fundamentales
que serán usadas en todo el desarrollo de la teoría, es importante tener en cuanta
que el presenta capitulo hace uso de la siguiente notación:
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El convenio de sumación de Einstein dice que en una ecuación con índice re-
petido se da una suma, de la siguiente forma,

n

å
a= 1

Aaxa = Aaxa

.

La notación con indices latinos se usan en la primera parte del primer capitulo
para mostrar las deducciones geométricas del tensor, luego se usa los indices
griegos en el restante del documento.

Las coordenadas se denotan comoxa o ya (Notación contravariante), xa o ya

(Notación covariante).

La derivada parcial se denota como ¶
¶xa = ¶a = ,a. Aplicada a una función Ab

se denota como ¶Ab

¶xa = ¶aAb = Ab
,a.

La derivada covarianete se denota como r a = ;a y aplicada a una función Ab

se denota comor aAb = Ab
;a.

La ecuación geodésica se denota comod2xa

ds2 + Ga
bg

dxb

ds
dxg

ds = 0 la cual es equiva-

lente a ẍa + Ga
bg �xb �xg = 0

1.2. De�nicíon de Tensor

Para poder realizar desarrollos en física es necesario tener una base matemática
potente que permita describir y hacer predicciones sobre los fenómenos observados,
para la mecánica clásica se tienen diferentes formulaciones, la mas importante es
la formulación de Euler-Lagarnge y Hamilton, las cuales usan el poder del cálcu-
lo variacional y el calculo de múltiples variables para llegar a realizar predicciones
y formulaciones. En la teoría general de la relatividad la formulación matemática
usada en las teoría clásica newtoniana es insu�ciente para poder describir correc-
tamente lo que propone la teoría, por tanto, se hace necesario utilizar el poder del
cálculo tensorial y elementos de la geometría diferencial. Por lo cual en este capitulo
se trabaja las bases del calculo tensorial y la geometría diferencial, necesarias para el
desarrollo de la teoría especial y general de la relatividad.

Sin entrar en detalles de la matemática formal, podemos decir que un tensor
es un objeto matemático que cumple ciertas propiedades y tiene ciertas represen-
taciones. La primer idea que se puede tener de un tensor es de una cantidad que
permanece invariante, es decir que no se ve alterada o cambiada, cuando se realiza
un cambio en las coordenadas donde vive esa cantidad.

La norma de un vector es una cantidad escalar que sin importar el sistema de
coordenadas que escojamos para representarlo mantendrá invariante su norma, otro
ejemplo de un escalar que es invariante es la función de distribución de temperatu-
ras en un sólido, Suponga un punto p donde se tiene un pequeño volumen como lo
muestra la (�gura 1.2). Sea T(x, y, z) la temperatura asociada al punto p en el siste-
ma cartesiano no primado x, y, z, si se quiere obtener la temperatura en el sistema
cartesiano primado x0, y0, z0, se tendrá una nueva función T0(x0, y0, z0) que sigue las
reglas de transformación de coordenadas, con lo cual la temperatura no cambiara,
así se realice un cambio en las coordenadas. El caso enunciado de la temperatura
como una función que permanece invariante a la transformación de coordenadas es
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lo que se conoce como unTensor de orden cero, así como existen tensores de orden
0 existen tensores de orden superior. Un Tensor de orden uno es un objeto matemá-
tico que ya es conocido, el cual denominamos vector y su representación clásica para
un espacio de dimensión n esta dada por:

V = x1ê1 + x2ê2 + x3ê3 + � � � + xnên

En la cual V es el vector,x1, x2, � � � xn son las componentes del vector y ê1, ê1, � � � , ên

son los vectores de la base. Otra forma de representar el vector es por medio del
convenio de sumación de Einstein, reescriviendo el vector de la forma:

V =
n

å
i= 1

xi ê
i

FIGURA 1.2: Un punto P en un solido, el cual se sitúa un pequeño
elemento de volumen, en este punto las funciones escalares evaluadas

en p no dependen de el sistema coordenado escogido.

EL convenio de sumación de Einsten dice que podemos escribir el vector sin el
símbolo de sumatoria cuando existen dos índices o subíndices repetidos, para ello se
tiene en cuenta que el índie no se repita mas de una vez y siempre indicando hasta
que numero corre la sumatoria.Utilisando el convenio de sumación de Einsten, un
vector se puede escribir como:

V =
n

å
i= 0

xi ê
i =

n

å
i= 0

xi êi = xi ê
i = xi êi (1.1)

Con i = 1, 2, 3,� � � , n. Los vectores también se pueden representar de forma matricial
con lo cual el mismo vector V puede tener la siguiente representación,

V =
�
x1 x2 � � � xn

�

0

B
B
B
@

ê1

ê2

...
ên

1

C
C
C
A

Si se realiza una transformación de coordenadas sobre el vectorV este permanecerá
invariante,conservara su magnitud, su dirección y su formulación matématica, las
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componentes de un tensor de primer orden se pueden denotar como Ti si es cova-
riante o Ti si escontravariante , el nombre covariante o contravariante esta asociado
con la dualidad del espacio vectorial que se esta trabajando, estos conceptos se abor-
dan de mejor manera mas adelante. Para el siguiente caso en el cual se tiene un
Tensor de orden dos la forma mas intuitiva de visualizarlo sea como una matriz
cuadrada,

G =

2

6
6
6
4

g11 g12 � � � g1n

g21 g22 � � � g2n
...

...
...

...
gn1 gn2 � � � gnn

3

7
7
7
5

O por componentes como gi j si es covariante, gi j Contravariante o gi
j , g i

j si es un
tensor mixto (Rodriguez, Becerril y Falcón, 2000). En general la forma mas sencilla
de representar un tensor es por medio de sus componentes, esto permite realizar
cálculos de forma rápida. Un tensor de cualquier orden queda representado de for-
ma general por componentes como, Tb1b2b3...bn

a1a2a3...an si es un tensor mixto de orden 2n,
Ta1a2a3...an si es un tensor covariante o Tb1b2b3...bn si es un tensor contravariante de
orden n.

Formalmente un tensor se puede de�nir desde la aplicación multilineal entre
vectores y sus duales, tal que, asocia a cada argumento un elemento del cuerpo.
Dados n espacios vectoriales de�nidos en un cuerpo K , V1, V2, V3 � � � Vn y sus duales
V0

1, V0
2, V0

3 � � � V0
n un Tensor es una aplicación multilineal tal que:

T : V1 � V2 � � � � � Vn � V0
1 � V0

2 � � � � � V0
n ! K

Esto indica que en cada argumento la aplicación es lineal, si los vectores deV1, V2, V3 � � � Vn

son r1, r2, � � � , rn, y los vectores de V0
1, V0

2, V0
3 � � � V0

n son r' 1, r' 2, � � � r' n se cumple la si-
guiente propiedad,

T(r1, r2, � � � , arn + br' 1, r' 2, � � � r' n) =

aT(r1, r2, � � � , rnr' 1, r' 2, � � � r' n) + bT(r1, r2, � � � , rnr' 1, r' 2, � � � r' n)

Esta propiedad se puede ver de manera separada como:

T
�
r1, r2, � � � , rn + r0

1, r0
2, � � � , r0

n
�

= T (r1, r2, � � � , rn) + T
�
r0

1, r0
2, � � � , r0

n
�

T (r1, ar2, � � � , rn) = aT (r1, r2, � � � , rn)

La aplicación multilineal se puede ver re�ejada en el producto interno o producto
escalar enRn que se de�ne como:

T : Rn � Rn ! R
(a, b) 7! a � b = a1b1 + a2b2 + � � � anbn

Seana, b y c vectores enRn, y a, b elementos deR se cumple que

(aa + bb) � c = aa � c + bb � c

c � (aa + bb) = ac � a + bc � b

El producto anterior es multilineal en particular al solo tener dos factores se le conoce
como bilienal, otro producto bilineal es el producto vectorial en R3 que se de�ne
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como,
T : R3 � R3 ! R3

(a, b) 7! a � b

El producto mixto vectorial que se de�ne como

T : R3 � R3 � R3 ! R
(a, b, c) 7! (a � b) � c

El producto mixto vectorial es un producto multilineal pues se utilizan mas de dos
factores para realizar el producto.

Para poder de�nir de forma general un tensor se utiliza el concepto de espacio
vectorial dual, esto esta relacionado directamente con los tensores covariantes y los
tensores contravariantes. Un espacio dual de un espacio vectorial V, son todas las
funciones lineales tales queV ! K , punto a punto con operaciones lineales de�ni-
das. El espacio dual es llamadoV0o V � y resulta ser reciproco a V. Si ê1, ê2, � � � , êi es
la base vectorial de V y ê1, ê2, � � � , êj es la base vectorial deV � se cumple que:

êi � êj = dj
i (1.2)

Donde i = 1, 2,� � � , n, j = 1, 2,� � � , n y dj
i se conoce como el delta de Kronecker, y se

de�ne como (Hassel, 2010):

dj
i =

(
1 si i = j

0 si i 6= j
(1.3)

Pero el delta de Kronecker también se puede obtener derivando, supóngase un siste-
ma coordenado X i y una función f (xi ) = xi si derivamos parcialmente con respecto
a xj se obtiene:

¶f (xi )
¶xj

=
¶xi

¶xj

Si i = j se obtiene ¶xi
¶xi

= 1 pero si i 6= j se obtiene ¶xi
¶xj

= 0 por tanto se puede concluir
que:

¶xi

¶xj
= di

j (1.4)

Con el delta de Kronecker podremos deducir una propiedad interesante que es muy
usada en los calculos donde se ven involucrados los tensores, para esto asumiremos
un vector escrito de la forma V = xi êi donde i = 1, 2,� � � , n, si multiplicamos dicho
vector por êj donde j = 1, 2,� � � , n obtenemos lo siguiente:

V = xi êi

V � êj = xi êi � êj

V � êj = xid
j
i

Multiplicando nuevamente por êj llegamos a,

V (êj � êj ) = xid
j
nêj

Vdj
j = xid

j
i êj
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Teniendo en cuanta la de�nición del delta de Kronecker la expresion se reduce a:

V = xid
j
i êj

De este resultado se puede ver que:

V = xndj
i êj = xi êi

dj
i êj = êi (1.5)

En este caso se puede ver que el Delta Kronecker cambia el índice en la expresión
escrita de forma covariante, de manera similar podemos encontrar que para una
expresión escrita de forma contravariante el delta de Kronecker cambiara el índice
de la expresión, di

j ê
j = êi .

Los vectores son objetos matemáticos que se de�nen desde la geometría plana,
es decir que cumplen los postulados de Euclides. Pero ¿Que ocurre si se tiene una
geometría que no cumpla algún postulado de Euclides? En este caso la formulación
vectorial se hace insu�ciente para trabajar en la geometría. Estas geometrias existen
y las podemos encontrar en estructuras que reciben el nombre de Variedad o Ma-
nifold (en ingles), estas estructuras son la generalización del concepto de curva y
super�cie a cualquier dimensión n.

FIGURA 1.3: Un homeomor�smo es una función entre una variedad
m y otro espacio que sea topológico, la cual cumple que sea biyectiva,
continua y su inversa también sea continua.(Mosterín y Torretti, 2002)

Típicamente una variedad se de�ne desde el punto de vista topológico y por
tanto es necesario de�nir que es un espacio topológico para luego poder de�nir co-
rrectamente el concepto de variedad. Dado un conjunto A, se dice que t es una
topología de�nida sobre A si t es una colección de subconjuntos deA Los cuales
cumplen:

a) f , A 2 t ; f es el conjunto vació.

b) ua 2 t )
S

a ua 2 t ; ua son subconjuntos de A

c) u1, u2, u3, ...,un 2 t )
T n

i= 1 ui 2 t

Donde todos los elementos de t se les denomina abiertos y se dice que el par(A, t )
es un espacio topológico (Chamizo, 2004).
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Partiendo de la topología una variedad de n dimensiones es un espacio homeo-
morfo 1 a Rn como se ve en la �gura 1.3 (Mosterín y Torretti, 2002), es decir que en
cada punto de la variedad esta asociado un punto de Rn por medio de una función
sobreyectiva. Para la física es importante el estudio de las variedades especialmente
de las variedades diferenciales, que poseen unAtlas , es decir un conjunto de Cartas
(porciones o pedazos de la variedad) y todas las transformaciones que existen en-
tre ellas son funciones de claseC¥ , es decir, funciones in�nitamente diferenciables
(Mosterín y Torretti, 2002). Sobre la variedad se construye un espacio tangente que
esta ubicado sobre un punto que esta en una curva de la variedad, este espacio esta
formado por todos lo vectores tangentes al punto (�gura 1.4).

FIGURA 1.4: Representación de un vectorv en un espacio tangente
TPM en un punto p de M , donde xm y xn son las coordenadas sobre

la variedad M .

Los vectores que conforman estos espacios tangentes son llamados covariantes
y su espacio dual es el espacio cotangente, sus elementos reciben el nombre de con-
travariantes (Mosterín y Torretti, 2002). Un tensor se puede de�nir con un producto
tensorial tomando n copias del espacio tangenteTPM y m copias el espacio contan-
gente TPM 0,

T = TPM 1 
 � � � 
 TPM n 
 TPM 01 
 � � � 
 TPM 0m

Un producto tensorial es una operación multilineal entre elementos de dos espacios
vectoriales y cumple las siguientes propiedades:

a) ê1 
 (ê0
1 + ê0

2) = ê1 
 ê0
1 + ê1 
 ê0

2

b) (ê0
1 + ê0

2) 
 ê1 = ê0
1 
 ê1 + ê0

2 
 ê1

c) l (ê0
1 
 ê1) = l ê0

1 
 ê1 = ê0
1 
 l ê1

Donde, ê1, ê2 2 TpM y son la base generadora deTpM . ê0
1, ê0

2 2 TpM 0 son la
base generadora deTpM 0y l 2 K (Piero, 2005).

El comportamiento de este producto es igual al de una función multilineal, por
tanto concuerda con la primera de�nición que se tiene de tensor. Un tensor es el
espacio tangente que se da sobre un puntop de una variedad donde su espacio dual
es el espacio cotangente a dicho punto, los vectores resultan ser un caso particular
de un tensor.

Un tensor en general se puede escribir en términos de su base de la siguiente
manera:

T = Tb1b2���bm
a1a2���an êb1 
 êb2 
 � � � 
 êbm 
 êa1 
 êa2 
 � � � 
 êan (1.6)

1Un homeomor�smo es un función entre espacios topológicos, que es biyectiva, continua y su in-
versa también es continua (Mosterín y Torretti, 2002)
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Donde êb1êb2 � � � êbm son las bases covarientes2y êa1êa2 � � � êan son las bases contra-
variantes3 del tensor. Un tensor de orden uno se puede escribir en función de su base
como:

T = Ti ê
i (1.7)

O de manera equivalente
T = Ti êi (1.8)

Se puede ver claramente que la forma de escribir el tensor de orden 1 es igual a
escribir un vector de forma covariante o contravariante utilizando el convenio de
sumación de Einstein. Es importante tener en cuenta las notaciones que se tienen
sobre los tensores, pues su uso permite simpli�car los cálculos y llegar a resultados
de forma sencilla.

1.3. Ecuación de transformación

Cuando se hace mención de las transformaciones o a la ecuación de transforma-
ción nos estamos re�riendo a una transformación lineal . Sin entrar en detalles una
transformación lineal nos permite cambiar la representación coordenada de un vec-
tor, por ejemplo, si tenemos un vector A en las coordenadas(x, y, z) (Coordenadas
cartecianas) por medio de una transformación lineal se podrá tener el mismo vector
en las coordenadas(r , q, z) (Coordenadas cilíndricas). SeaV y W dos espacios vecto-
riales de�nidos en un cuerpo K y u, v un vectores de V y c un escalar del cuerpo K ,
una transformación lineal L es una función que a cada vector u le asigna un único
vector L(u) en W y que cumple:

L(u + v) = L(u) + L(v)
L(cu) = cL(u)

para cualquier par de vectores u, v que pertenezcan aV y cualquier escalar c que
pertenezca aK , (Kolman e Hill, 2006).

Las transformaciones de coordenadas son usadas en diferentes situaciones de la
matemática y la física, uno de los usos es en el cambio de variables para la solución
de integrales. Al usar este método en integrales dobles, triples o de un orden ma-
yor aparecen una serie de términos, los cuales son componentes delJacobiano de
transformación que se de�ne como,

J =
¶(x, y)
¶(u, v)

=

�
�
�
�
�

¶x
¶u

¶x
¶v

¶y
¶u

¶y
¶v

�
�
�
�
�

=
¶x
¶u

¶y
¶v

�
¶x
¶v

¶y
¶u

(1.9)

En el cual la aplicación J : R2 ! R2, donde x = X(u, v) y y = Y(u, v). Son coor-

denadas que dependen o están en función de otras y J o ¶(x,y)
¶(u,v) es quien denota al

jacobiano, (Larson y Edwards, 2010). Para un sistemaJ : R3 ! R3 el Jacobiano re-
sulta ser:

J =
¶(x, y, z)
¶(u, v, w)

=

�
�
�
�
�
�
�

¶x
¶u

¶x
¶v

¶x
¶w

¶y
¶u

¶y
¶v

¶y
¶w

¶z
¶u

¶z
¶v

¶z
¶w

�
�
�
�
�
�
�

(1.10)

2Bases del espacio vectorial tangente al puntop de la variedad
3Bases del espacio vectorial cotangente al puntop de la variedad
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En el cual las coordenadasx = X(u, v, w), y = Y(u, v, w) y z = ( u, v, w) dependen
de otras coordenadas (Marsden y Tromba, 1991). El Jacobiano permite realizar un
cambio de coordenadas de un vector, utilizándolo como aplicación lineal.

FIGURA 1.5: El JacobianoJ permite realizar una transformación de
coordenadas para el vector r en coordenadas(x, y, z) y poderlo repre-
sentar en las coordenadas(u, v, w), La base coordenada del vectorr
en el sistema A resulta ser ( î , ĵ , k̂ ) al aplicar el Jacobiano el vector r
queda escrito en la base( f̂ , ĝ, ĥ) del sistema B. El Jacobiano inversoJ0

permite la transformación del sitema B al sistema A

De manera mas explicita, si se tiene un vector r = r(x, y, z) y se desea realizar un
cambio de coordenadas tal que el vector ahora pueda ser escrito en las coordenadas
r = r(u, v, w), �gura 1.5 se realizara la transformación de coordenadas como:

0

@
î
ĵ
k̂

1

A =

2

6
4

¶x
¶u

¶x
¶v

¶x
¶w

¶y
¶u

¶y
¶v

¶y
¶w

¶z
¶u

¶z
¶v

¶z
¶w

3

7
5

0

@
f̂
ĝ
ĥ

1

A

Entonces cada vector unitario transformara como:

î = ¶x
¶u f̂ + ¶x

¶v ĝ + ¶x
¶w ĥ

ĵ = ¶y
¶u f̂ + ¶y

¶v ĝ + ¶y
¶w ĥ

k̂ = ¶z
¶u f̂ + ¶z

¶v ĝ + ¶z
¶w ĥ

De esta forma obtenemos la nueva base en la cual podemos reescribir nuestro vector
r, (Marsden y Tromba, 1991) generalizando el Jacobiano paran coordenadas pode-
mos deducir que la matriz Jacobiana tendrá la forma:

J =
¶(x1, x2, � � � , xn)
¶(y1, y2, � � � , yn)

=

2

6
6
6
6
4

¶x1
¶y1

¶x1
¶y2

� � � ¶x1
¶yn

¶x2
¶y1

¶x2
¶y2

� � � ¶x2
¶yn

...
...

...
...

¶xn
¶y1

¶xn
¶y2

� � � ¶xn
¶yn

3

7
7
7
7
5

(1.11)

En el cual estamos realizando una transformación de coordenadas de un sistema
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x1, x2, � � � , xn a un sistema de coordenadasy1, y2, � � � , yj
4si suponemos una base vec-

torial ê1, ê2, � � � , ên para el sistema de coordenadasX y una base vectorial ê01, ê02, � � � , ê0n

para el sistema de coordenadasB la transformación de coordenadas de A a B5 es:

ê1 = ¶x1
¶y1

ê01 + ¶x1
¶y2

ê02 + � � � + ¶x1
¶yj

ê0n

ê2 = ¶x2
¶y1

ê01 + ¶x2
¶y2

ê02 + � � � + ¶x2
¶yj

ê0n

...

ên = ¶xn
¶y1

ê01 + ¶xn
¶y2

ê02 + � � � + ¶xn
¶yn

ê0n

Utilizando el convenio de sumación de Einsten podemos reescribir lo anterior como:

êi =
¶xi

¶yj
ê0j (1.12)

Esta seria entonces la transformación de la base coordenada escrita de forma contra-
variante (Sepúlveda, 2013), esto también puede ser escrito de forma covariante cuyo
desarrollo se muestra en el apéndice A,

êi =
¶yj

¶xi ê
0
j (1.13)

Hasta el momento solo se a abordado como transforma un vector de un sistema de
coordenadas A aun sistema de coordenadasB, si se quiere transformar un vector de
un sistema de coordenadasB a un sistema de coordendasA es necesario utilizar el
Jacobiano de transformación inversa el cual resulta ser:

J0 =
¶(y1, y2, � � � , yn)
¶(x1, x2, � � � , xn)

=

2

6
6
6
6
4

¶y1
¶x1

¶y1
¶x2

� � � ¶y1
¶xn

¶y2
¶x1

¶y2
¶x2

� � � ¶y2
¶xn

...
...

...
...

¶yn
¶x1

¶yn
¶x2

� � � ¶yn
¶xn

3

7
7
7
7
5

(1.14)

Dada la matriz de transformación inversa, la transformación de la base vectorial
resulta ser:

ê01 = ¶y1
¶x1

ê1 + ¶y1
¶x2

ê2 + � � � + ¶y1
¶xi

ên

ê02 = ¶y2
¶x1

ê1 + ¶y2
¶x2

ê2 + � � � + ¶y2
¶xi

ên

...
ê0n = ¶yn

¶x1
ê1 + ¶yn

¶x2
ê2 + � � � + ¶yn

¶xn
ên

Utilizando el convenio de sumación de Einstein podemos reescribir la transforma-
ción como (Sepúlveda, 2013):

ê0j =
¶yj

¶xi
êi (1.15)

Hasta el momento las transformaciones presentes son posibles debido a que los vec-
tores que se han trabajado corresponden a formas lineales, una transformación de

4Para generalizar es conveniente aclarar que la dependencia de las coordenadas esx1 =
f1(y1, y2, � � � , yn), x2 = f2(y1, y2, � � � , yj ), ..., xn = fn(y1, y2, � � � , yn)

5En este caso si deseamos escribir un vector en el sistema de coordenadasA quedara escrito de
la forma v = x1ê1 + x2ê2 + x3ê3 + � � � + xnên y para el sistema de coordenadasB sera de la forma
v = y1ê1 + y2ê2 + y3ê3 + � � � + ynên
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este tipo conserva la norma, la dirección y el sentido de un vector, se dice entonces
que un vector es invariante ante transformación de coordenadas. Teniendo las coor-
denadasx1, x2, � � � , xn con la base vectorial ê1, ê2, � � � , ên perteneciente al sistema de
coordenadas A, y las coordenadasy1, y2, � � � , yn con la base vectorial ê01, ê02, � � � , ê0n

perteneciente al sistema de coordenadasB, es posible realizar una transformación
A $ B si existe la siguiente relación entre coordenadas:

dx1 = ¶x1
¶y1

dy1 + ¶x1
¶y2

dy2 + � � � ¶x1
¶yj

dyn

dx2 = ¶x1
¶y1

dy1 + ¶x2
¶y2

dy2 + � � � ¶x2
¶yj

dyn

...
dxn = ¶xn

¶y1
dy1 + ¶xn

¶y2
dy2 + � � � ¶xn

¶yj
dyn

Que escrita con el convenio de notación de Einstein es:

dxi =
¶xi

¶yj
dyj (1.16)

De manera análoga la transformación inversa resulta ser:

dyj =
¶yj

¶xi
dxi (1.17)

Notase que en las transformaciones aparecen elementos que corresponden a la ma-
triz jacobiana de transformación. Las transformaciones lineales al igual que las apli-
caciones lineales cumplen las siguientes propiedades:

I) La transformación lineal tiene inversa o es invertible si y solo si es biyectiva.

II) La inversa de una transformación lineal o aplicación lineal también es lineal, y
se cumple que si Jes la transformación lineal entonces ( J� 1) � 1 = J.6

III) El producto entre la matriz de transformación y su inversa es igual a la matriz
identidad, JJ� 1 = I .7

1.3.1. ¿Como transforma un tensor?

Suponga un tensor de primer orden el cual esta en un sistema de coordenadas
xi con base vectorial êi y se desea realizar una transformación de coordenadas a un
sistemayj el cual posee una base vectorialêj . El tensor en el sistema de coordenadas
x es:

T = Ti (xi )êi

Este mismo tensor en el sistema de coordenadasy queda expresado como:

T = Tj (yj )êj

La escritura anterior corresponde a un tensor de rango 1, que corresponde con vector
y por tanto resulta ser un invariante ante transformación de coordenadas, y por tanto
se puede realizar la siguiente igualdad:

T = Ti (xi )êi = Tj (yj )êj

6J� 1 denota la inversa de J (Aranda, 2013).
7(Sokolnikoff, 1951.)
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Tomando la transformación de las bases vectoriales êi = ¶xi
¶yj

êj y sustituyéndola se
encuentra que:

T = Ti (xi )
�

¶xi

¶yj
êj

�
= Tj (yj )êj

T = Ti (xi )
¶xi

¶yj
êj = Tj (yj )êj

Se puede ver que un tensor de orden 1 transformará como:

Tj (yj ) =
¶xi

¶yj
Ti (xi ) (1.18)

Repitiendo lo anterior para un tensor de forma contravariante T = Ti (xi )êi se llega
a la transformación:

T j (yj ) =
¶yj

¶xi
Ti (xi ) (1.19)

Suponga ahora un tensor de orden 2 el cual escrito en función de su base coordenada
xi como:

T = Ti j (xi )êi 
 êj

Este mismo tensor escrito en otra base coordenadayk resulta ser:

T = Tkl(yk)êk 
 êl

Dada la invarianza del tensor se puede hacer la siguiente igualación:

T = Ti j (xi )êi 
 êj = Tkl(yk)êk 
 êl

Tomando la transformación de coordenadas de la baseêi = ¶xi
¶yk

êk y êj = ¶xj

¶yl
êl , reem-

plazando se obtiene:

T = Ti j (xi )
�

¶xi

¶yk
êk

�



�
¶xj

¶yl
êl

�
= Tkl(yk)êk 
 êl

Ti j (xi )
¶xi

¶yk

¶xj

¶yl
êk 
 êl = Tkl(yk)êk 
 êl

De esto se llega a la siguiente transformación:

Ti j (xi )
¶xi

¶yk

¶xj

¶yl
= Tkl(yk) (1.20)

Suponiendo ahora un tensor de orden 2n se puede llegar a la transformación de sus
componentes extendiendo el proceso anterior, un tensor de orden 2n transformaría
como:

Tb1b2���bn
a1a2���an (xi )

¶xa1

¶yg1

¶xa2

¶yg2

� � �
¶xan

¶ygn

¶yb1

¶xs1

¶yb2

¶xs2
� � �

¶ybn

¶xsn
= Tg1g2���gn

s1s2���sn (yj ) (1.21)

1.3.2. Algunas transformaciones de coordenadas

Ahora abordaremos las transformaciones de coordenadas entre los sistemas coor-
denados mas comunes o mas usados en la física. Para empezar hallaremos la trans-
formación de coordenadas entre el sistema de coordenadasx, y (cartesiano) R2 y el
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sistema de coordenadasr , q (polar) R2, tomando como referencia la �gura 1.6

FIGURA 1.6: Relación entre el sistema de coordenadas cartesiano y
el sistema coordenado polar, q̂ y r̂ representan la base vectorial del
sistema coordenado Polar, î y ĵ son la base vectorial del sistema coor-

denado cartesiano.

Suponiendo que el punto P1 tiene las coordenadasx, y en el sistema cartesiano se
encuentran las siguientes relaciones de transformación,

x = r cosq
y = r sin q

(1.22)

Y de manera inversa se obtiene:

r =
p

x2 + y2

q = arctan
� y

x

� (1.23)

Tomando la de�nición del jacobiano para este caso particular,

J =
¶(x, y)
¶(r , q)

=

"
¶x
¶r

¶x
¶q

¶y
¶r

¶y
¶q

#

=
�
cosq � r sin q
sin q r cosq

�

Dada la de�nición para el jacobiano de transformación inversa se obtiene,

J� 1 =
¶(r , q)
¶(x, y)

=

"
¶r
¶x

¶r
¶y

¶q
¶x

¶q
¶y

#

=

"
cosq sin q

� 1
r sin q 1

r cosq

#

Es posible veri�car que las matrices de transformacion halladas para este caso
son correctas realizando una multiplicación entre ellas obedeciendo a la propiedad
JJ� 1 = I .

JJ� 1 =
�
cosq � r sin q
sin q r cosq

�
�

"
cosq sin q

� 1
r sin q 1

r cosq

#

JJ� 1 =
�

cos2 q+ sin2 q cosqsin q � cosqsin q
cosqsin q � cosqsin q cos2 q+ sin2 q

�
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JJ� 1 =
�
1 0
0 1

�

Ahora obtendremos las ecuaciones de transformación entre coordenadas carte-
sianas y coordenadas esféricas, para esto tomaremos el siguiente esquema,

FIGURA 1.7: Relación entre el sistema de coordenadasx, y, z (carte-
siano), con el sistema de coordenadasr, q, j (esférico).

Tomando la convención del esquema de la �gura 1.7 obtenemos las siguientes
ecuaciones de transformación:

x = r sin j cosq
y = r sin j sin q

z = r cosj
(1.24)

Con sus respectivas ecuaciones de transformación inversas.

r =
p

x2 + y2 + z2

q = arctan
� y

x

�

j = arctan
� r

z

� (1.25)

Donde r =
p

x2 + y2 = r sin j , tomando la de�nición del Jacobiano de transforma-
ción entre los dos si temas coordenados,

J =
¶(x, y, z)
¶(r, q, j )

=

2

6
4

¶x
¶r

¶x
¶q

¶x
¶j

¶y
¶r

¶y
¶q

¶y
¶j

¶z
¶r

¶z
¶q

¶z
¶j

3

7
5 =

2

4
sin j cosq � r sin j sin q r cosj cosq
sin j sin q r sin j cosq r cosj sin q

cosj 0 � r sin j

3

5

Para hallar el Jacobiano inverso se parte de la de�nición general y realizando las
derivadas pertinentes se obtiene

J� 1 =
¶(r, q, j )
¶(x, y, z)

=

2

6
4

¶r
¶x

¶r
¶y

¶r
¶z

¶q
¶x

¶q
¶y

¶q
¶z

¶j
¶x

¶j
¶y

¶j
¶z

3

7
5 =

2

4
sin j cosq sin j sin q cosj

� sin q
r sin j

cosq
r sin j 0

1
r cosj cosq 1

r cosj sin q � 1
r sin j

3

5
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Veri�cando el producto JJ� 1 = I

JJ� 1 =

2

4
sin j cosq � r sin j sin q r cosj cosq
sin j sin q r sin j cosq r cosj sin q

cosj 0 � r sin j

3

5 �

2

4
sin j cosq sin j sin q cosj

� sin q
r sin j

cosq
r sin j 0

1
r cosj cosq 1

r cosj sin q � 1
r sin j

3

5

JJ� 1 =

2

4

�
sin2 j + cos2 j

�
cos2 q+ sin2 q

�
sin2 j + cos2 j

�
sin qcosq � sin qcosq 0�

sin2 j + cos2 j
�

sin qcosq � sin qcosq
�
sin2 j + cos2 j

�
sin2 q+ cos2 q 0

0 0 cos2 j + sin2 j

3

5

JJ� 1 =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5

1.4. Tensor métrico

En geometría es importante hallar las distancias entre puntos, típicamente esto
es posible y trivial en algunas ocasiones. Suponga dos puntos cualquiera en el plano
cartesiano P1(x1, y1) y P2(x2, y2) como se muestra en la �gura 1.8.

FIGURA 1.8: Elemento de distancia Ds entre los puntos P1(x1, y1) y
P2(x2, y2) donde Dx = x2 � x1 y Dy = y2 � y1

Si se desea saber la distancia entre los dos puntos basta usar el teorema de pita-
góricas, consiguiendo entonces la siguiente expresión:

(Ds)2 = ( Dx)2 + ( Dy)2 (1.26)

Donde, Dx = x2 � x1 y Dy = y2 � y1, esto es valido cuando las distancias son grandes
o considerables. Pero si las distancias son tales queDx � 0 y Dy � 0, entonces la
ecuación anterior toma la siguiente forma:

(ds)2 = ( dx)2 + ( dy)2 (1.27)

Si aumentamos una dimensión mas los puntos P1 y P2 estarían asociados a las coor-
denadas x, y, z, teniendo los puntos P1(x1, y1, z1) y P2(x2, y2, z2) como se ve en la
�gura 1.9,
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FIGURA 1.9: Elemento de distanciaDs entre los puntos P1(x1, y1, z1)
y P2(x2, y2, z2) donde Dx = x2 � x1, Dy = y2 � y1 y Dz = z2 � z1,
utilizando el teorema de Pitágoras se obtiene Dr =

p
(Dx)2 + ( Dy)2

Para hallar la distancia entre los puntos P1 y P2 usamos nuevamente el teorema
de pitagóricas obteniendo:

(Ds)2 = ( Dz)2 + ( Dr)2

Como (Dr)2 = ( Dx)2 + ( Dy)2 entonces:

(Ds)2 = ( Dz)2 + ( Dx)2 + ( Dy)2 (1.28)

Con Dx = x2 � x1,Dy = y2 � y1 y Dz = z2 � z1, esta ecuación es valida cuando las
distancias son grandes, pero si en cambio tenemos una condición tal que Dx � 0,
Dy � 0 y Dz � 0 entonces nuestra ecuación toma la forma:

(ds)2 = ( dz)2 + ( dx)2 + ( dy)2 (1.29)

Para generalizar a mayores coordenadas denotaremos las mismas comoxi , exten-
diendo el proceso anterior obtenemos la siguiente ecuación:

(ds)2 = ( dx1)2 + ( dx2)2 + ( dx3)2 + � � � + ( dxn)2 (1.30)

Reescribiéndola con el operador sumatoria resulta:

(ds)2 =
n

å
i= 1

(dxi )2

Usando la delta de kronecker se reescribe la ecuación anterior haciendo uso del con-
venio de sumación de Einstein obteniendo:

(ds)2 = di j dxidxj (1.31)
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Con i = 1, 2,� � � , n y j = 1, 2,� � � , n reescribiendo la ecuación en forma matricial
podremos recuperar la ecuación general,

(ds)2 =
�
dx1 dx2 � � � dxn

�

0

B
B
B
@

1 0 � � � 0
0 1 � � � 0

0 0
...

...
0 0 � � � 1

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

dx1

dx2

...
dxn

1

C
C
C
A

En general la ecuación encontrada se le conoce como métrica y sirve para hallar la
distancia entre dos puntos, cualquier sistema en el cual se pueda hallar esa distancia
se le conoce como espacio métrico y cumplirá las siguientes propiedades:

1). d(x, y) � 0, si x = y $ d(x, y) = 0

2). d(x, y) = d(y, x) Simetría.

3). d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) Desigualdad triangular 8.

Resulta sencillo encontrar la métrica en un sistema donde sus coordenadas son orto-
gonales entre si, pero si estas coordenadas no resultan ser ortogonales ¿Como seria la
métrica? Suponga dos puntos P1 y P2 los cuales están en un sistema de coordenadas
que no es ortogonal como se muestra en la imagen 1.10

FIGURA 1.10: Planox, y donde x no es ortogonal a y formando un
ángulo q, se representan los puntosP1(x1, y1), P2(x2, y2) y la distancia

entre ellos Ds donde Dx = x2 � x1 y Dy = y2 � y1.

Para hallar la distancia Ds en este caso se usa el teorema del coseno, obteniendo
la siguiente ecuación,

(Ds)2 = ( Dx)2 + ( Dy)2 � 2DxDy cosq (1.32)

Al igual que en los casos anteriores las distancias son grandes, considerando que las
distancias son muy pequeñas tales que,Dx � 0 y Dy � 0 se obtiene la siguiente
expresión:

(ds)2 = ( dx)2 + ( dy)2 � 2dxdycosq (1.33)

Si el ángulo q = 90 entonces la métrica se convierte en la del plano euclídeo. Con-
siderando ahora un sistema de tres coordenadas no ortogonal cada punto P1 y P2

dependerá de las coordenadasx, y, z como lo muestra la �gura 1.11,

8(Chamizo, 2004)
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FIGURA 1.11: Planox, y, z donde x no es ortogonal a y formando un
ángulo q y el eje z no es ortogonal al plano x, y formando un ángulo
a, se representan los puntosP1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2) y la distancia

entre ellos Ds donde Dx = x2 � x1, Dy = y2 � y1 y Dz = z2 � z1

Para este caso encontrar la métricaDs se hace mas complejo por la no ortogona-
lidad que hay entre las coordenadas, para hallar una forma general de la métrica sin
importar el sistema de coordenadas es necesario analizar las condiciones del proble-
ma anterior. Teniendo en cuenta la ecuación de la métrica en el plano no ortogonal
podemos realizar la escritura de la misma en forma matricial resultando:

(ds)2 =
�
dx dy

�
�

1 � cosq
� cosq 1

� �
dx
dy

�
(1.34)

Al ser un sistema de coordenadas no ortogonal podemos observar que aparecen
índices cruzados en la métrica, esto se ve representado en la matriz cuadrada con las
funciones cosq ubicadas fuera de la diagonal. Al igual que en este caso podríamos
pensar diferentes sistemas en los cuales las componentes de la matriz cambie, con lo
cual una forma general de representar la métrica asiendo uso de la notación matricial
es:

(ds)2 =
�
dx1 dx2 � � � dxn

�

0

B
B
B
@

g11 g12 � � � g1n

g21 g22 � � � g2n
...

...
...

...
gn1 gn2 � � � gnn

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

dx1

dx2

...
dxn

1

C
C
C
A

(1.35)

Si realizamos los productos matriciales encontramos la siguiente expresión:

(ds)2 = g11dx1dx1 + g12dx1dx2 + � � � + g1ndx1dxn + g21dx2dx1 + g22dx2dx2 + � � � +

+ g2ndx2dxn + � � � + gn1dxndx1 + gn2dxndx2 + � � � + gnndxndxn

Utilizando el convenio de sumación de Einstein se puede compactar la ecuación
obteniendo la ecuación mas general de la métrica (Islam, 2006).

(ds)2 = gi j (xi )dxidxj (1.36)

En la cual gi j se le conoce como el tensor métrico ydxi , dxj son las coordenadas
del sistema donde estemos de�niendo la métrica. Si el sistema en el cual estamos
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trabajando es el euclídeo es fácil mostrar que el tensor métrico resulta ser igual al
delta de kronecker,

gi j = di j (1.37)

Antes de abordar todas las propiedades del tensor métrico, se realizara transforma-
ciones sobregi j para poder deducir algunas propiedades del mismo.

1.4.1. ¿Cómo transforma el tensor métrico?

Para móstrar como transforma el tensor métrico vamos a partir de un sistema de
coordenadas A con coordenadasxa, xb sobre el hay dos puntos P1 y P2, la distancia
entre estos puntos esta dada por la métrica:

(ds)2 = gab(xi )dxadxb (1.38)

Si se cambia el sistema de coordenadas la distancia entre el puntoP1 y el punto P2

se debe mantener sin cambos, es decir se conserva, por tanto el elemento(ds)2 no
varia. El nuevo sistema de coordenadasB con coordenadasxm, xn tiene una métrica
asociada como:

(ds)2 = gmndxmdxn (1.39)

Siguiendo las leyes de transformación mencionadas en la sección anterior, realiza-
mos un cambio de coordenadas del sistemaA ! B. Partiendo de las transformacio-
nesdxa = ¶xa

¶ymdym y dxb = ¶xb

¶yn dyn.

(ds)2 = gab(xi )
�

¶xa

¶ymdym
� �

¶xb

¶yn dyn
�

(ds)2 = gab(xi )
¶xa

¶ym
¶xb

¶yn dymdyn

Como el elemento (ds)2 no varia al cambio de coordenadas se puede ver que gab

transforma como (Islam, 2006):

g0
mn(yj ) = gab(xi )

¶xa

¶ym
¶xb

¶yn (1.40)

Coincidiendo con la transformación de un tensor de orden dos. En general el ten-
sor métrico es de orden dos y cumple las reglas de transformación tensorial, para
entrar en mas detalles del tensor métrico realizaremos algunas trasformaciones para
encontrar la métrica en algunos sistemas de coordenadas.

1.4.2. Algunas métricas importantes

Siguiendo las reglas de transformación denotadas en la sección anterior resulta
sencillo encontrar la métrica y su tensor métrico asociado en algunos sistemas de
coordenadas. Partiendo de la métrica cartesiana en 3 dimensiones,

gab =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A (1.41)

Para encontrar el tensor métrico y la métrica asociada a la esfera se parte de la regla
de transformación tensorial teniendo en cuenta el Jacobiano de transformación entre
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el sistema coordenado cartesiano y el sistema coordenado esférico,g0
mn es el tensor

métrico asociado al sistema coordenado esférico, param= n = 1 se tiene

g0
11 =

¶xa

¶y1

¶xb

¶y1 gab

Aplicando el convenio de sumación de Einstein

g0
11 =

¶x1

¶y1

¶x1

¶y1 g11 +
¶x2

¶y1

¶x2

¶y1 g22 +
¶x3

¶y1

¶x3

¶y1 g33

Los términos gab = 0 cuando a 6= b, tomando las componentes del Jacobiano9

g0
11 = sin2 f cos2 q+ sin2 f sin2 q+ cos2 f

g0
11 = 1

Siguiendo el método anterior se encuentran el restante de las componentes deg0
mn,

que son:
g0

22 = r2

g0
33 = r2 sin2 f

g0
12 = g0

21 = 0
g0

13 = g0
31 = 0

g0
23 = g0

32 = 0

El tensor métrico para las coordenadas esféricas es entonces

gab =

0

@
1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 f

1

A (1.42)

y su métrica o elemento de linea asociado (Islam, 2006):

(ds)2 = ( dr )2 + r2(df )2 + r2 sin2 f (dq)2 (1.43)

1.4.3. Propiedades del tensor métrico

Suponga un vector en un espacio continuo el cual representa una pequeña varia-
ción entre dos puntos, dicho vector tiene la siguiente estructura:

dx = dxaêa (1.44)

Se desea saber cual es la norma del vectordx, para calcularla es necesario realizar un
producto punto de la forma dx � dx. El vector anterior puede ser escrito como:

dx = dxbêb (1.45)

Esto se puede hacer gracias a que los índices son mudos, por tanto el producto punto
queda expresado como:

dx � dx =
�

dxbêb

�
� (dxaêa) (1.46)

9De�niendo x1 = x, x2 = y y x3 = z para el sistema coordenado cartesiano,y1 = r, y2 = q y y3 = f
para el sistema coordenado esférico
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Como se muestra en la sesión anterior, la distancia entre dos puntos estará dada
por la métrica sin importar el sistema coordenado donde se este. Se puede entonces
realizar la siguiente igualación:

dx � dx = ( ds)2 (1.47)

La norma del vector estará dada entonces por:

(ds)2 = ( êb � êa)dxbdxa (1.48)

Comparando la ecuación obtenida con la ecuación de la métrica usual se halla la
siguiente relación:

gab = êb � êa (1.49)

Esta relación indica que las componentes del tensor métrico estarán dadas por el
producto de la base vectorial desde donde se de�nen las coordenadas, esta relación
escrita de forma contravariante resulta ser:

gab = êb � êa (1.50)

Suponga dos vectores v y w de un espacio vectorial V los cuales pueden ser
representados como:

v = vaêa = vaêa (1.51)

w = wbêb = wbêb (1.52)

si se realiza el producto punto entre v y w se obtienen las siguientes expresiones:

v � w = gabvawb

v � w = vawa

v � w = gabvawb

v � w = vawa

Igualando correctamente se encuentran las siguiente relaciones:

gabvawb = vawb (1.53)

gabvawb = vawa (1.54)

El tensor métrico permite subir o bajar índices de una expresión tensorial como lo
muestran las expresiones anteriores, utilizando la propiedad del delta Kronecker
podemos llegar a una identidad importante. Partiendo de las identidadades,

dg
a va = vg

ggbvb = vg

Suponiendo que vb = gabva se llega a la ecuación,

da
g = ggbgab (1.55)

Donde gab es el conjugado deggb , si nos remitimos al álgebra lineal ggb sera la matriz
inversa a gab es decir,

GG � 1 = I (1.56)
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Por la de�nición del delta de Kronecker es fácil reconocer que es igual a una matriz
identidad, entrando a observar en detalle esta propiedad se plantea un producto de
la forma gabgab es decir un doble conjugado. Teniendo en cuenta la identidad que se
acaba de hallar es posible encontrar que:

da
a = gabgab (1.57)

Teniendo en cuenta el convenio de sumación de Einstein y la de�nición del delta de
Kronecker se llega a:

da
a = d1

1 + d2
2 + � � � + dn

n

da
a = 1 + 1 + � � � + 1

da
a = n

gabgab = n (1.58)

Al multiplicar el tensor con su doble conjugado se obtiene la dimensión del espa-
cio donde este de�nido el tensor. Observando las métricas halladas en las sesiones
anteriores se puede observar que el tensor métrico cumple ciertas propiedades adi-
cionales, una de ellas es la simetría. Al permutar los índices en el tensor la matriz
asociada al tensor no cambia lo que implica:

gab = gba (1.59)

1.5. Ecuación Geodésica

FIGURA 1.12: Caminodsde un punto A a un punto B con variaciones
dxs sobre una variedad (Erick Gualteros).

¿Como encontrar la distancia mas corta entre dos puntos sin importar el sistema
coordenado? Partiendo del calculo vacacional podemos llegar a la solución. Suponga
que se quiere ir de un punto A a un punto B por el trayecto más corto sobre una
variedad m, cumpliéndose la siguiente condición:

Z
d(ds) = 0 (1.60)
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Para encontrar el camino óptimo se realizan múltiples variaciones sobre un trayecto,
al realizar la integral sobre todas las variaciones y esta sea "0"se optiene el trayecto
optimo. Realizando pequeñas variaciones dxs sobre un camino ds imagen 1.12 se
encuentra que:

(ds)2 = gabdxadxb

Al realizar la derivada ds encontramos la siguiente expresión:

2dsd(ds) = dxadxbd(gab) + gabdxad(dxb) + gabdxbd(dxa)

Intercambiando los diferenciales, y teniendo en cuenta d(gab) = ¶gab

¶xs dxs la expreción
queda,

2dsd(ds) = dxadxb ¶gab

¶xs dxs + gabdxad(dxb) + gabdxbd(dxa)

Ordenando la excreción anterior tenemos,

d(ds)ds=
1
2

�
dxadxb ¶gab

¶xs dxs + gabdxad(dxb) + gabdxbd(dxa)
�

Con la condición
R

d(ds) = 0, implica que las coordenadas dependen de un paráme-
tro ds. realizando la integral:

d(ds) =
1
2

d
ds

�
dxadxb ¶gab

¶xs dxs + gabdxad(dxb) + gabdxbd(dxa)
�

Z
d(ds) =

1
2

Z �
dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs dxs + gab
dxa

ds
d
ds

(dxb) + gab
dxb

ds
d
ds

(dxa)
�

ds

Realizando un cambio e los índices mudos ab, en el segundo sumando b = s y en
el tercer sumando a = s,

1
2

Z �
dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs dxs + gas
dxa

ds
d
ds

(dxs ) + gsb
dxb

ds
d
ds

(dxs )
�

ds= 0

Factorizando d
ds(dxs ) en la expiración,

1
2

Z �
dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs dxs +
�

gas
dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
d
ds

(dxs )
�

ds

0 =
1
2

Z �
dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs dxs
�

ds+
1
2

Z �
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
d
ds

(dxs )ds= 0

utilizando el método de integración por partes,
R

Udv = UV �
R

Vdu para la segun-
da integral se obtiene:

U = 1
2

�
gas

dxa

ds + gsb
dxb

ds

�
dv =

R
d
dsdxsds

du = 1
2

d
ds

�
gas

dxa

ds + gsb
dxb

ds

�
ds V = dxs

1
2

Z �
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
d
ds

(dxs )ds=

1
2

�
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
dxs �

Z 1
2

d
ds

�
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
dxsds
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Como dxs (A) = dxs (B) = 0 la integral queda:

1
2

Z �
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
d
ds

(dxs )ds= �
Z 1

2
d
ds

�
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
dxsds

La integral principal queda como:

1
2

Z �
dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs dxs
�

ds�
Z 1

2
d
ds

�
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
dxsds= 0

Reordenando los términos de las integrales se tiene:

1
2

Z �
dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs �
d
ds

�
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

��
dxsds= 0

Como dxsds6= 0 entonces:

1
2

dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs �
1
2

d
ds

�
gas

dxa

ds
+ gsb

dxb

ds

�
= 0

Realizando la derivada d
ds tenemos,

1
2

dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs �
1
2

dgas

ds
dxa

ds
�

1
2

gas
d2xa

ds2 �
1
2

dgsb

ds
dxb

ds
�

1
2

gsb
d2xb

ds2 = 0

Suponga las derivadas dgas
ds = ¶gas

¶xb
dxb

ds ,
dgsb

ds = ¶gsb

¶xa
dxa

ds con lo cual la expresión anterior
queda como:

1
2

dxa

ds
dxb

ds

¶gab

¶xs �
1
2

¶gas

¶xb

dxb

ds
dxa

ds
�

1
2

gas
d2xa

ds2 �
1
2

¶gsb

¶xa

dxa

ds
dxb

ds
�

1
2

gsb
d2xb

ds2 = 0

Realizando álgebra y ordenando los términos se tiene:

1
2

�
dxa

ds
dxb

ds

�
¶gab

¶xs �
¶gas

¶xb �
¶gsb

¶xa

�
� gas

d2xa

ds2 � gsb
d2xb

ds2

�
= 0

Cambiando los índices libres de los dos últimos sumandos a = b = g obteniendo:

1
2

dxa

ds
dxb

ds

�
¶gab

¶xs �
¶gas

¶xb �
¶gsb

¶xa

�
� ggs

d2xg

ds2 = 0

Multiplicando por gfs ,

1
2

dxa

ds
dxb

ds
gfs

�
¶gab

¶xs �
¶gas

¶xb �
¶gsb

¶xa

�
� gfs ggs

d2xg

ds2 = 0

Aplicando las identidades gfs ggs = df
g y df

g
d2xg

ds2 = d2xf

ds2 y factorizando se encuentra
la expresión:

�
dxa

ds
dxb

ds
1
2

gfs
�

¶gas

¶xb +
¶gsb

¶xa �
¶gab

¶xs

�
�

d2xf

ds2 = 0
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De�niendo los símbolos de Christoffel como:

Gf
ab =

1
2

gfs
�

¶gas

¶xb +
¶gsb

¶xa �
¶gab

¶xs

�
(1.61)

Obtenemos la ecuación:
dxa

ds
dxb

ds
Gf

ab +
d2xf

ds2 = 0 (1.62)

La presente ecuación es conocida como la ecuación geodésica (A.S.Eddington, 1923).

1.5.1. Propiedades de los símbolos de Christoffel

Los Símbolos de Christofell tienen varias propiedades interesantes que son de
gran ayuda para el desarrollo de la teoría y de algunos cálculos. En la sección an-
terior vimos la de�nición de los símbolos y de donde provienen, una forma mas
compacta de escribir los simbolos es,

Gg
ab =

1
2

ggf (¶bgfa + ¶agfb � ¶f gab) (1.63)

A esta notación se le conoce como símbolos de Christoffel de segunda especie, mul-
tiplicando por gng se tiene los símbolos de primera especie,

gngGg
ab = gng

1
2

ggf �
¶bgfa + ¶agfb � ¶f gab

�

Gnab =
1
2

df
n

�
¶bgfa + ¶agfb � ¶f gab

�

Gnab =
1
2

�
¶bgna + ¶agnb � ¶ngab

�
(1.64)

Realizando una permutación en los dos primeros indices y sumando con los símbo-
los sin permutar se tiene

Gnab + Ganb =
1
2

¶bgna +
1
2

¶agnb �
1
2

¶ngab +
1
2

¶bgna +
1
2

¶ngab �
1
2

¶agnb

Gnab + Ganb =
1
2

¶bgna +
1
2

¶bgna

Gnab + Ganb = ¶bgna (1.65)

Ahora en lugar de la suma suponga una resta de la forma

Gnab � Ganb =
1
2

¶bgna +
1
2

¶agnb �
1
2

¶ngab �
1
2

¶bgna �
1
2

¶ngab +
1
2

¶agnb

Gnab � Ganb =
1
2

¶agnb �
1
2

¶ngab �
1
2

¶ngab +
1
2

¶agnb

Reordenando
Gnab � Ganb = ¶agnb � ¶ngab (1.66)

Suponga que se realiza una permutación sobre los índices inferiores de los símbolos
de segunda especie,

Gg
ba =

1
2

ggf (¶agfb + ¶bgfa � ¶f gba)
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Reordenando los términos al interior del paréntesis y considerando la simetría del
tensor simétrico gab = gba se obtiene,

Gg
ba =

1
2

ggf (¶bgfa + ¶agfb � ¶f gab)

Comparando lo obtenido con la de�nición se llega a:

Gg
ba = Gg

ab (1.67)

Es decir que los símbolos de Chirstoffel son simétricos ante permutaciones de sus
subíndices. Supóngase ahora que se tiene un índice repetido en los símbolos consi-
derando primero el caso en el cual Gg

bb,

Gg
bb =

1
2

ggf (¶bgfb + ¶bgfb � ¶f gbb)

Gg
bb =

1
2

ggf (2¶bgfb � ¶f gbb)

Gg
bb =

1
2

ggf 2¶bgfb �
1
2

ggf ¶f gbb

Suponiendo que el tensor métrico sea solo diagonal, es decir que gab = 0 y que
gbb 6= 0 se obtiene

Gg
bb = �

1
2

ggg ¶g gbb (1.68)

Ahora suponiendo que los símbolos con los índices repetidos tomen l forma Gb
ab,

Gb
ab =

1
2

gbf (¶bgfa + ¶agfb � ¶f gab)

Suponiendo que el tensor métrico sea solo diagonal, es decir que gab = 0 y que
gbb 6= 0 y seleccionando los indices por conveniencia.

Gb
ab =

1
2

gbb¶bgaa +
1
2

gbb¶agbb �
1
2

gbb¶bgaa

Gb
ab =

1
2

gbb¶agbb (1.69)

Teniendo en cuenta la relación gabgag = db
g y suponiendo que la métrica solo sea

diagonal se obtiene 10:
gbbgbb = db

b

gbbgbb = 1

gbb =
1

gbb

Gb
ab =

1
2

1
gbb

¶agbb

10Para esta consideración no se tiene en cuenta el convenio de sumación de Einstein.
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Suponiendo una derivada de la forma ¶b ln
� p

gaa
�

= ¶b ln (gaa)
1
2 se obtiene¶b ln

� p
gaa

�
=

1
2

1
gaa

¶bgaa y reemplazando en la anterior ecuación se llega a (Islam, 2006):

Gb
ab = ¶b ln (

p
gaa) (1.70)

Como se muestra en el (Apéndice A) hay una relación entre la derivada de un vector
unitario êi y los símbolos de Christoffel, escrito de forma compacta

¶aêj = Gk
ij êk (1.71)

Se puede mostrar que los símbolos de Christoffel son iguales a

Gk
ij = êk � ¶i êj (1.72)

A esta forma de los símbolos de Christoffel se les denomina de primera especie, si
se multiplica por êk

êkG
k
ij = êk � êk � ¶i êj

êkG
k
ij = dk

k � ¶i êj

¶i êj = Gk
ij êk

Se recupera la forma inicial inicial, ahora suponga un sistema de coordenadas pri-
mado los símbolos de Christoffel en este sistema estarán dados por,

Ḡa
bc = êa ¶ê0

b

¶x0c (1.73)

Suponiendo la transformación de coordenadas de la base comoêa como êa = ¶x0a

¶xd êd

reemplazando se tiene,

Ḡa
bc =

¶x0a

¶xd êd ¶êb

¶x0c

Suponiendo que la baseê0
b esê0

b = ¶x f

¶x0b êf se obtiene

Ḡa
bc =

¶x0a

¶xd êd ¶
¶x0c

�
¶x f

¶x0b êf

�

Realizando la derivada se tiene,

Ḡa
bc =

¶x0a

¶xd êd
�

¶2x f

¶x0b¶x0c ê f +
¶x f

¶x0b

¶êf

¶x0c

�

Ḡa
bc =

¶x0a

¶xd

¶2x f

¶x0b¶x0c êd � ê f +
¶x f

¶x0b
¶x0a

¶xd êd ¶êf

¶x0c

De acuerdo a la de�nición de espacio dual para los vectores base y multiplicando
por ¶xg

¶xg = 1 se llega a,

Ḡa
bc =

¶x0a

¶xd

¶2x f

¶x0b¶x0cdd
f +

¶x f

¶x0b
¶x0a

¶xd êd ¶êf

¶x0c
¶xg

¶xg

Cambiado los diferenciales y reordenando la expresión se tiene

Ḡa
bc =

¶x f

¶x0b
¶x0a

¶xd

¶xg

¶x0c

¶ê f

¶xg êd +
¶x0a

¶xd

¶2xd

¶x0b¶x0c
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Recordando la de�nición de los símbolos de primera especie �nalmente se obtiene

Ḡa
bc =

¶x f

¶x0b
¶x0a

¶xd

¶xg

¶x0cGd
f g +

¶x0a

¶xd

¶2xd

¶x0b¶x0c (1.74)

De este resultado se concluye que los símbolos de Christoffel no tienen carácter ten-
sorial, pues no obedecen a la regla de transformación tensorial.

1.6. Tensor de Riemann

Suponga una variedad M de dimensión n que a cada punto de esta este asocia-
do un capo vectorial los cuales tienen una base vectorial êi con su espacio dual êj ,
suponga una curva s sobre la variedad que conecta algunos de los campos vecto-
riales sobre la variedad, los vectores tangentes a la variedad irán cambiando punto
a punto (imagen 1.13). Si la variedad posee una curvatura igual a cero entonces es
un espacio euclídeo, en el cual los vectores tangentes no cambiaran punto a punto,
pero si su curvatura es diferente de cero, se tendrá un espacio curvo en el cual los
vectores tangentes cambiaran punto a punto. Para poder describir la curvatura de
dichas super�cies es necesario calcular el tensor de Riemann, partiendo de la deri-
vada covariente (apéndice A)

FIGURA 1.13: Variedad m con una curva s sobre ella, con espacios
vectoriales Vn

m tangentes a la misma.

r mVn = ¶mVn � Gg
mnVg

Derivando covariantemente de nuevo y teniendo en cuanta la derivada para un ten-
sor de orden 2 se obtiene

r a
�
r mVn

�
= ¶ar mVn � Gb

anr mVb � Gb
amr bVn

Desarrollando las derivadas internas

r a
�
r mVn

�
= ¶a(¶mVn � Gg

mnVg ) � Gb
an(¶mVb � Gg

mbVg ) � Gb
am(¶bVn � Gg

bnVg )

r a
�
r mVn

�
= ¶a¶mVn � ¶aGg

mnVg � Gb
an¶mVb � Gb

anGg
mbVg � Gb

am¶bVn � Gb
amGg

bnVg

Permutando los índices de la derivada se obtiene

r m(r aVn) = ¶m¶aVn � ¶mGg
anVg � Gb

mn¶aVb � Gb
mnG

g
abVg � Gb

ma¶bVn � Gb
maG

g
bnVg
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Se realiza entoncesr a
�
r mVn

�
� r m(r aVn) se tiene

r a
�
r mVn

�
� r m(r aVn) =

¶a¶mVn � ¶aGg
mnVg � Gb

an¶mVb � Gb
anGg

mbVg � Gb
am¶bVn � Gb

amGg
bnVg

� ¶m¶aVn + ¶mGg
anVg + Gb

mn¶aVb + Gb
mnG

g
abVg + Gb

ma¶bVn + Gb
maG

g
bnVg

Eliminando términos semejantes teniendo en cuenta las propiedades de los símbolos
de Christoffel

r a
�
r mVn

�
� r m(r aVn) = � ¶aGg

mnVg � Gb
anGg

mbVg +

¶mGg
anVg + Gb

mnG
g
abVg � ¶aGg

mnVg + ¶mGg
anVg

Factorizando Vg y teniendo en cuenta que Gg
naVg = ¶aVg

r a
�
r mVn

�
� r m(r aVn) =

�
¶mGg

an � ¶aGg
mn+ Gb

mnG
g
ab � Gb

anGg
mb

�
Vg

� ¶a¶mVg + ¶m¶aVg

r a
�
r mVn

�
� r m(r aVn) =

�
¶mGg

an � ¶aGg
mn+ Gb

mnG
g
ab � Gb

anGg
mb

�
Vg

De�niéndose el tensor de Riemann como

Tensor de Riemann

Rg
nma= ¶mGg

an � ¶aGg
mn+ Gb

mnG
g
ab � Gb

anGg
mb (1.75)

Multiplicando por gdg

gdgRg
nma= Rdnma

Explícitamente el tensor Rdnmaes

Rdnma=
1
2

�
¶a¶dgnm� ¶a¶ngdm+ ¶m¶ngda � ¶m¶dgna

�
� ggs �

GsdmGgna � GsdaGgnm
�

(1.76)
Partiendo de la ecuación anterior se puede establecer las propiedades simétricas del
tensor de Riemann las cuales son,

Rdnma= � Rndma (1.77)

Rdnma= � Rdnam (1.78)

Rdnma= Ranmd (1.79)

Rdnma= Rdmna (1.80)

Además de tener propiedades simétricas el tensor de Riemann cumple con la prime-
ra identidad de Bianchi

Rdnma+ Rdman+ Rdanm= 0 (1.81)

y la segunda identidad (Carroll, 2004):

r nRd
fma + r mRd

fan + r aRd
fnm = 0 (1.82)
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1.7. Tensor de Ricci y Escalar de curvatura

El tensor de Ricci al igual que el tensor de Riemann nos permite caracterizar la
curvatura de una super�cie, este tensor se puede obtener realizando una contracción
en el tensor de Riemann de el supra índice con el segundo subindice obteniéndose

Rg
nga = Rna (1.83)

Rna = ¶gGg
an � ¶aGg

gn + Gb
gnGg

ab � Gb
anGg

gb (1.84)

Si se repite el procedimiento contrayendo el supra índice con el ultimo subindice y
aplicando las propiedades del tensor de Rieman se encuentra que

Rg
nam= ¶aGg

mn� ¶mGg
an + Gb

anGg
mb� Gb

mnG
g
ab

Rg
nag = ¶aGg

gn � ¶gGg
an + Gb

anGg
gb � Gb

gnGg
ab

Se puede ver que
Rg

nga = � Rg
nag

Por tanto el tensor de Ricci es simétrico es decir

Ran = Rna (1.85)

Realizando una contracción al tensor de Ricci es posible encontrar el escalar de cur-
vatura, multiplicando el tensor de Ricci por gan

ganRna = gan
�

¶gGg
an � ¶aGg

gn + Gb
gnGg

ab � Gb
anGg

gb

�

R = Ra
a = gan

�
¶gGg

an � ¶aGg
gn + Gb

gnGg
ab � Gb

anGg
gb

�
(1.86)

1.7.1. Tensor de Einstein

Partiendo de la identidad de Bianchi

r nRd
fma + r mRd

fan + r aRd
fnm = 0

Multiplicando por gdb

r ngdbRd
fma + r mgdbRd

fan + r agdbRd
fnm = 0

r nRbfma + r mRbfan + r aRbfnm = 0

multiplicando ahora por gfm gba

r ngfm gbaRbfma + r mgfm gbaRbfan + r agfm gbaRbfnm = 0

Contrayendo el primer primer termino y permutando los dos primeros índices de
los dos últimos términos

r ngfm Ra
fma � r mgfm gbaRfban � r agfm gbaRfbnm = 0

�r ngfm Rfm � r mRma
an � r aRma

nm= 0
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�r nRm
m+ r mRam

an + r aRam
nm= 0

�r nR + r mRm
n + r aRa

n = 0

Suponiendo entonces quea = m

�r nR + r aRa
n + r aRa

n = 0

�r nR + 2r aRa
n = 0

Sabiendo queda
nr a = r n

� da
nr aR + 2r aRa

n = 0

Realizando álgebra

2r a

�
Ra

n �
1
2

da
nR

�
= 0

Multiplicando gnb

2r a

�
gnbRa

n �
1
2

gnbda
nR

�
= 0

r a

�
Rab �

1
2

gabR
�

= 0

Se de�ne el tensor de Einstein Gab

Tensor de Einstein

Gab = Rab �
1
2

gabR (1.87)

Este tensor contiene toda la información geométrica que se incluirá en la ecuación
de campo (Carroll, 2004).

1.8. Desviación geodésica

Considere dos partículas que caen libremente y se encuentran separadas por una
distancia xa, moviéndose por las trayectorias xa(t ) y xa(t ) + xa(t ) como se muestra
en la �gura 1.14
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FIGURA 1.14: Partículas que viajan en el espacio-tiempo, donde se ve
la separación entre las geodésicas de cada una.

Tomando las trayectorias y reemplazándolas en la ecuación geodésica se obtiene

d2xa

dt 2 + Ga
bg(x)

dxb

dt
dxg

dt
= 0 (1.88)

d2

dt 2 [xa + xa] + Ga
bg (x + x)

d
dt

h
xb + xb

i d
dt

[xg + xg ] = 0 (1.89)

Realizando una expansión de primer orden en series de Taylor para Ga
bg (x + x)

donde se cumple que kxk � kxk se obtiene Ga
bg (x + x) � Ga

bg(x) + ¶sGa
bg(x)xs

reemplazando en la segunda geodésica se llega

d2

dt 2 [xa + xa] +
h
Ga

bg(x) + ¶sGa
bg(x)xs

i d
dt

h
xb + xb

i d
dt

[xg + xg ] = 0

d2xa

dt 2 +
d2xa

dt 2 +
h
Ga

bg(x) + ¶sGa
bg(x)xs

i �
dxb

dt
+

dxb

dt

� �
dxg

dt
+

dxg

dt

�
= 0

d2xa

dt 2 +
d2xa

dt 2 +
h
Ga

bg(x) + ¶sGa
bg(x)xs

i �
dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt

�
= 0

La separación xa(t ) es pequeña con lo cual cumple que xa(t ) � 1 por tanto los
términos que sean de segundo orden se anulan y se obtiene

d2xa

dt 2 +
d2xa

dt 2 + Ga
bg

�
dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt

�

+ ¶sGa
bgxs

�
dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt

�
= 0

d2xa

dt 2 +
d2xa

dt 2 + Ga
bg

�
dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt
+

dxb

dt
dxg

dt

�
+ ¶sGa

bgxs dxb

dt
dxg

dt
= 0

d2xa

dt 2 +
d2xa

dt 2 + Ga
bg

dxb

dt
dxg

dt
+ 2Ga

bg
dxb

dt
dxg

dt
+ ¶sGa

bgxs dxb

dt
dxg

dt
= 0
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Por la primer ecuación geodésica d2xa

dt 2 = � Ga
bg

dxb

dt
dxg

dt entonces se llega a:

� Ga
bg

dxb

dt
dxg

dt
+

d2xa

dt 2 + Ga
bg

dxb

dt
dxg

dt
+ 2Ga

bg
dxb

dt
dxg

dt
+ ¶sGa

bgxs dxb

dt
dxg

dt
= 0

d2xa

dt 2 + 2Ga
bg

dxb

dt
dxg

dt
+ ¶sGa

bgxs dxb

dt
dxg

dt
= 0

De�niendo dxg

dt = ug y dxb

dt = ub

d2xa

dt 2 + 2Ga
bgub dxg

dt
+ ¶sGa

bgxsugub = 0 (1.90)

Suponga un cuadri-vector de la forma x = xaêa si se quiere derivar totalmente con
respecto at se cumple que

dx
dt

=
dxa

dt
êa + xa dêa

dt

dx
dt

=
dxa

dt
êa + xa ¶êa

¶xb

dxb

dt

Cambiando a por s en el segundo termino

dx
dt

=
dxa

dt
êa + xsGa

sbubêa

dx
dt

=
�

dxa

dt
+ xsGa

sbub
�

êa (1.91)

Derivando nuevamente
d2x
dt 2 =

d
dt

�
dx
dt

�

d2x
dt 2 =

d
dt

�
dx
dt

�
+ Ga

sbub
�

dx
dt

�

d2x
dt 2 =

d
dt

�
dxa

dt
+ xsGa

sbub
�

êa + Ga
sbub

�
dxs

dt
+ xmGs

mnu
n
�

êa

Tomando la parte escalar

d2xa

dt 2 =
d2xa

dt 2 +
dxs

dt
Ga

sbub +
dGa

sb

dt
ubxs +

dub

dt
Ga

sbxs + Ga
sbub dxs

dt
+ Ga

sbGs
mnu

bunxm

Teniendo en cuenta que
dGa

sb

dt =
¶Ga

sb

¶xg
dxg

dt = ¶gGa
sbug

d2xa

dt 2 =
d2xa

dt 2 +
dxs

dt
Ga

sbub + ¶gGa
sbugubxs +

dub

dt
Ga

sbxs + Ga
sbub dxs

dt
+ Ga

sbGs
mnu

bunxm

Suponiendo una geodésica de la forma d2xb

dt 2 + Gb
gn

dxg

dt
dxn

dt = 0 se obtie ne la siguiente

relación dub

dt = � Gb
gnugun, cambiando b por n y viceversa en el cuarto sumando de la

ecuación anterior se obtiene

d2xa

dt 2 =
d2xa

dt 2 + 2Ga
sbub dxs

dt
+ ¶gGa

sbugubxs � Ga
snGn

gbugubxs + Ga
sbGs

mnu
bunxm
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De la geodésica se obtuvod2xa

dt 2 + 2Ga
bgub dxg

dt + ¶sGa
bgxsugub = 0 cambiando g por s

se llega a d2xa

dt 2 = � 2Ga
bsub dxs

dt � ¶sGa
bgxsugub haciendo que la ecuación anterior sea

d2xa

dt 2 = � 2Ga
bsub dxs

dt
� ¶sGa

bgxsugub + 2Ga
sbub dxs

dt
+ ¶gGa

sbugubxs � Ga
snGn

gbugubxs

+ Ga
sbGs

mnu
bunxm

d2xa

dt 2 = � ¶sGa
bgxsugub + ¶gGa

sbugubxs � Ga
snGn

gbugubxs + Ga
sbGs

mnu
bunxm

Cambiando los índices líbres del ultimo termino n ! g y n ! s

d2xa

dt 2 = � ¶sGa
bgxsugub + ¶gGa

sbugubxs � Ga
snGn

gbugubxs + Ga
mbG

m
sg ubugxs

d2xa

dt 2 =
�

� ¶sGa
bg + ¶gGa

sb � Ga
snGn

gb + Ga
mbG

m
sg

�
ubugxs

Por de�nición del tensor de Riemann

d2xa

dt 2 = Ra
bgs ubugxs (1.92)

La ecuación anterior se le conoce como la ecuación de desviación geodésica, la ecua-
ción de desviación geodésica permite observar como varia la separación entre las
geodésicas de dos partículas que inician su desplazamiento de manera paralela. En
un espacio-tiempo plano xa siempre permanece constante y las trayectorias de dos
partículas libres que se inicien moviendo de manera paralela permanecerán parale-
las. En un espacio-tiempo curvo xa deja de ser constante, la distancia de separación
entre las trayectorias geodésicas de dos partículas que inician su movimiento de ma-
nera paralela empiezan a cambiar dependiendo de la curvatura del espacio-tiempo
Ra

bgs (Weinberg, 1972).
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