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Introduccioén

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de |@&smattas se hace fundamental el uso de
representaciones de los objetos en una variedatstdenas semioticos de representacion,
mas especificamente en diversidadetfistrossemidticos (Duval, 1999), pero en especial

se hace necesario apropiarse de posibilidadegnpasiormar una representacién semiética
de un objeto matematico en otra. Tales transforonasi entre representaciones semidticas
se dan tanto al interior de un mismo registro d@esentacion semiotica como entre

registros diferenciados, transformaciones que Ddegabminaratamientosy conversiones

respectivamente.

Duval reconoce la conversion como una de las ojeras cognitivas fundamentales para
el acceso del sujeto a una verdadera comprensicentya la mirada en las dificultades de
aprendizaje de las matematicas en dicho proceso.oldbante, en matematicas, las
transformaciones de tratamiento entre represem@sisemioticas —al interior de la
variedad de registros utilizados—, no sélo resuftemdamentales sino que podrian ser
fuente de dificultades en los procesos de comperae las matematicas por parte de los
estudiantes. Usualmente se afirma que los probleagsitivos estan relacionados con la
conversion, mientras que lo relacionado con ehmn&nto no suele considerarse como un
problema relevante para la construccion del objetematico. Es decir, este autor destaca
explicitamente la complejidad que conlleva el reoimiento de un mismo objeto a través
de representaciones completamente diferentesném peoducidas en sistemas semioticos
heterogéneos (conversion), pero no destaca la efidgad asociada a transformaciones

realizadas al interior de un mismo sistema senu@erepresentacion (tratamiento).

La presente investigacion esta orientada a docuamehtfendmeno relacionado con las
dificultades que encuentran algunos estudiantea gdrcular los sentidos asignados a
representaciones semidticas de un mismo objeto nmadit®, obtenidas mediante

tratamiento. Se realiza una descripcion y un asalle los procesos de asignacion de
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sentidos de nueve estudiantes, seis de grador@? yl¢ grado 11°, con base en el trabajo
realizado por ellos en tres pequefios grupos eaidalaon tareas especificas, en las que se
indaga por el sentido asignado a ciertas represents semidticas y se requiere realizar
transformaciones de tratamiento. Se asume un eafalpu investigacion cualitativo,
realizando un analisis de tipo descriptivo-intetgiieo, desde diferentes perspectivas
tedricas, tomando como referencia trabajos de BRiAmnore, Raymond Duval, Juan D.
Godino y Luis Radford.

Asi, este trabajo se sitla en un contexto semigyiestudia de manera general la relacion
semiosis-noesis en la construccién de conocimieraitematico por parte de estudiantes de
grados 9° y 11° de la educacion béasica y medipecesamente; estudio que, sin ser
exhaustivo, incluye aspectos sobre la actividacematica, la comunicacion sobre objetos

matematicos emergentes y la construccion cogruavims objetos matematicos.
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1. Planteamiento de la Investigacion

En la primera seccidén de este capitulo se descdbananera sucinta dos situaciones que
contextualizan y permiten plantear explicitamergeptegunta de investigacion. En la
segunda se presenta, de manera sucinta, los asméegdobre el tema especifico de esta
investigacion y, en la tercera seccidon, se preseant delimitacion del problema de

investigacion.
1.1 Ambito de investigacion

En las dos situaciones presentadas a continuagipuexe evidenciar, en particular, una de
las complejidades asociadas a las transformaceeragticas de tratamiento, relacionadas
con elcambiode sentidoasignado a un objeto matemético (D"Amore, 2006b3pn la
articulacion de sentidoasignados a un objeto matematico. En principiogseintido» es
asumido aqui como usignificado parcial asociado mas a lo contextual e incluso a lo
temporal. Cada contexto ayuda a generar sentidoegdauno todos los posibles sentidos—
(Font & Ramos, 2005). Es necesario reconocer laptgidad asociada al concepto
significadq e incluso que en la actualidad ain no se cuemtaica teoria compartida sobre
este concepto (D"Amore, 2005a), existe una divadside definiciones y todavia esta
vigente el debate sobre el tema. Siguiendo ided3odino & Batanero (1994), se asumira
que el significado de un objetdinstitucional/personal) es el sistema de prastica
(institucionales/personales) asociadas al camp@rdblemas de las que emerge dicho

objeto en un momento dado.
» Situacién 1.Propuesta a estudiantes de 5° grado de educaésicallen Italia). Calcular la
probabilidad del siguiente eventanzando un dado se obtenga un nimero par

Después de trabajar en pequefios grupos, con latawién del profesor, comparten que, en

tanto los resultados posibles al lanzar un daddspios que hacen verdadero el evento son 3,

! Una precisién sobre el uso de los térmiseatidoy significado en didactica de las matematicas se
abordara posteriormente en este escrito (ver seeck).

10
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la respuesta es 3/6. También reconocen que didhalgitidad se puede expresar como 50%, en
tanto aceptan la equivalencia entre 3/6 y 50/168pyesta por el profesor. Incluso, algunos de
los alumnos reconocen que hablar del 50% signifieese tiene la mitad de la probabilidad de
verificarse el evento respecto al conjunto de hsnéos posibley que, por lo tanto, debe ser
vélida como respuesta la expresion 2, la cual egtada y validada por los demés comparieros

y por el profesor; es decir, los sentidos asignados objetos matematicos son compartfdos.

Una vez concluida la sesién de clase, el investigkd plantea a los estudiantes que la fraccion
4/8 también seria una respuesta adecuada, singediecuenta que es equivalente a 3/6. Los
estudiantes y el profesor manifiestan que no yspqgarte, el profesor del curso afirma que la

fraccion 4/8no puede representar el evento porque las carasd#ado son 6 y no 8.

En este caso, ¢qué explica este «caméipios sentidos asignados a las representaciones
de los objetos matematicos antes compartidos?.emry,Por qué no se “articulan” los
diferentes sentidos, los “significados parcialesigaados a las representaciones, en uno
mas “amplio”™? Si 4/8 es el resultado de tratamiet@®/6, ¢,por qué el sentido del objeto
matematico “probabilidad de obtener un resultaddgr&ando un dado” no se “conserva’

con 4/8?

» Situacién 2.El sentido asignado por estudiantes universita@s Italia) a la ecuacion

X’+y*+2xy-1 = 0 es de “una circunferencia” y al de la ecuacjg_rg,: 1 el de “una suma que
X+y

tiene el mismo valor que su reciproca”. Reconocer, gnediante transformaciones de
tratamiento, pueden pasar de la primera ecuacitm segunda, pero ante la pregunta: ¢la
segunda ecuacién representa o no una circunfefeneiacuentra respuestas como las
siguientes.

Estudiante A: Absolutamente no, una circunferedeide tener2>¢y2

Estudiante B: Si se simplifica, jsi!

Si bien la primera ecuacién no corresponde a uarrdierencia, no es de interés en este
trabajo abordar dicho aspecto; lo interesante aguique, en el primer caso, “ser
circunferencia” esta asociado a una cierta expmegie es vista como icono y que, en el

segundo, la transformacion semiotica (de tratam)esd la que da o no cierto sentido a la

2 Posiblemente sea méas adecuado afirmar que “sentipnr compartidos”, al menos por parte del
investigador.

11
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expresion; al realizar la transformacion se generakcambio desentido».El objeto
matematico “circunferencia” esta aceptado y relzailo con la primera ecuacion, pero no
es aceptado con la segunda ecuacion, aunque astteagla por tratamiento de la primera

¢ Por qué?

Desde lo descrito en las situaciones anterioressémtidos asignados a cada una de las
representaciones especificas de un objeto matematiparecer, no tienen vinculo alguno
entre si que posibilite su articulacion. Se cuerta evidencia, en una variedad de
situaciones, en diversos niveles de escolaridadr{dre, 2006b), respecto a un «cambio
de sentido» cuando una representacion semiética ssfdorana en otra, al interior de un

mismo registro de representacion.

Hechos similares a los anteriormente descritos $ida evidenciados en el contexto
colombiano por el autor del presente trabajo destigacion. Se plantea asi la necesidad de
indagar la complejidad del “sentido de los objetoatematicos”, asociada a la pareja

(representacion semibtica, objeto).

Una interesante relacion inicial entre sentidosogngrension es presentada por Radford
(2004, p. 15}

Objeto S
e
m n
» = v t
Presentacion ] Presentacion 2 Presentacion 3 i
d
0
Sintesis de presentaciones en relacion con ptoxde razon Com-
pren-
sién
Objetonocido

Si se incorporan resultados de trabajos posterdwesste autor, en los que plantea que los
conceptos u objetos de conocimiento se componeesttatos de generalidag que el

significado debe asumirse como emergente de aatesl reflexivas mediadas, en su

% En autor presenta esta relacion basado en Kaeh questiono la idea de que el objeto concepealas
extension del objeto concreto o que sea abstradeda particular.

12
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dimension personal y cultural (Radford, 2010), dicklacion puede afinarse un poco mas.
Asi, como lo propone Santi (2011, p. 289), el esgu@anterior puede reelaborarse de la

siguiente manera:

Estratos de generalidad e S

Objeto 1 Objeto 2 Objeto 3 e

n

A < t

i

4 v 4 d

Actividad Actividad Actividad L °
reflexiva reflexiva reflexiva
mediada mediada mediada

M -~
Objeto(s) pren-
conocido(s) si6n

Ahora bien, de situaciones como las dos referiddasriarmente, surgen interrogantes

como:
* ¢Qué origina estos cambios de sentido?
* ¢ Qué criterios permiten caracterizar un “cambisetgido”?

* ¢ Se trata simplemente del desconocimiento por pajg¢o de las reglas propias de
un registro semidtico que le dificulta realizar wreansformacion de&atamient®

» ¢ Esta dificultad estd asociada a cada contextguga&n él exista o no algun tipo de
“motivacion” para realizar una transformaciéon?

» ¢ Qué explicaciones son posibles desde un puntastie oognitivo? ¢ cuales desde
una perspectiva sociocultural?

Este estudio esté orientado por la siguiente ptegiminvestigacion:

¢, Qué explica la dificultad que encuentran los estotgs para articular
los diferentes sentidos asignados a representasideain objeto
matematico obtenidas mediante transformacionesadaniento?

13
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1.2 Antecedentes

En los ultimos afios se han retomado con ciertadules estudios sobre representaciones
semidticas y sus relaciones con el funcionamieagmitivo, entre los que se destacan los
desarrollados por Raymond Duval en las uUltimasdémsadas; como lo reconoce D"Amore
(1999/20064a, p. 272), “sus analisis estan obligandeflexionar de un modo nuevo a todo

aparato cognitivo puesto en accion en el actoptelraizaje de la matematica”.

En ciertos contextos cotidianos, y en algunos canalgoconocimiento cientifico, es posible
acceder a los objetos directamente mediante la&peidn o la utilizacién de instrumentos;
0, de manera indirecta, haciendo uso de represenéscde tales objetos. En otros campos,
sin embargo, el acceso via representaciones noreéldta util sino obligatorio. Las
representaciones de los objetos, como lo planteaalD{@2004, p. 17), son producidas

haciendo uso de sistemas de representacion dertéaraturaleza.

En matematicas, en particular, el aprendizaje de dbjetos es en primera instancia
conceptual el sujeto no entra en “contacto” directo con |b§etps, pues estos no son
accesibles ni perceptual ni instrumentalmente. &rot no son posibles las referencias
ostensivas de tales objetos, se hace necesaricssetie representacion®&n palabras de

Duval, “[la] mediacién semiética es tan indispersadn matematicas como la mediacion
instrumental para la observacion de los fendme(@s18). Sin embargo, en tanto en los
procesos de aprendizaje es usual que el accesolgiain matematico se realice via una de
sus representacionésste hecho hace posible que se generen dificaltsideo se toma

conciencia o no se hace explicita la diferenciaeesit objeto y la representacién mediante

* Como lo afirma este autor, tales sistemas puedema semiéticos-redes neuronales (como las
diferentes formas de memoria), instrumentos fisi@@smo microscopios y telescopios)—, o pueden ser
semiéticos(por medio de signos). La produccién de una remtesion semiética, necesariamente, es
intencional. Esta es, para algunos autores, laetiféa entre semidtica y semiologia.

® Para Duval, la adquisicién conceptual de un objeisa por adquirirepresentaciones semiétigassto
es, representaciones por medio de signos.

® Estas representaciones puedendissursivas-usando lenguas naturales o lenguas formales—edepu
serno discursivas-mediante figuras geométricas o grafos cartesianos

" Como se mencion6 en la seccién inicial, en el gsoade aprendizaje de las matematicas se requiere
apropiarse de una variedad de sistemas semiodteospiesentacién, asi como también de las positiisl
de transformar una representacion semidtica en-giraductos culturales que han posibilitado el deia
de las matematicas—.

14
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la cual se “accede” a él, pues podria suceder ¢ubjeto sea confundido con una
representacion especifica de éste.

De acuerdo a Duval (1999/2004, p. 20), en tant® toconocimiento matematico debe
servirse de representaciones y movilizar una vadede sistemas semiéticos de
representacién de sus objetos, resulta prioritar@upla (signo, objeto), o (representacién
semidtica, objeto). Asi, en el proceso de aprejglida las matematicas, los estudiantes
requieren apropiarse de dicha variedad de sisteamasoticos de representacion y, en
especial, de las posibilidades de transformar epeesentacion semidtica en otra, sea tal

transformaciéon daatamiento,0 deconversiénDuval, pp. 44-45).

En relacion con el planteamiento anterior, es ingme aclarar que el hecho de usar una
determinada representacion no garantiza la existeted “objeto matematico” al que se
hace referencia. Por ejemplo, la funcion definidediante la expresion f(x)=|x|, cuyo
dominio es el conjunto de los numeros reales, Bgalde para cualquier real diferente de 0
y f'(X) representa la derivada de la funcién f en @tpx, es decir,”{x) existe para todo
namero real x diferente de 0. Si bien es usualrheferencia a la derivada de f en 0, la
cual se representa por(@), no por ello se le puede asignar existenciaocéabjeto

matematico”.

Por otra parte, es necesario llamar la atenciomesob hecho que en principio resulta
paraddjico: ¢Como se explica que la actividad sddseobjetos matematicos solo sea
posible mediante representaciones semioticas,agrehdizaje de los objetos matematicos
es un aprendizaje conceptual? Es otras palabrakpbjeto matematico no es accesible ni
perceptual ni instrumentalmente no es posible desidalgo es representacion de dicho
objeto; pero, por otra parte, si no se cuenta epresentaciones del objeto, no es posible
adquirir conceptualmente tal objeto. Esta parade@nocida explicitamente por Duval en

1995, sera analizada en el desarrollo de estgdraba

8 Por ejemplo, por las maneras en que se trabajaethra escolar, es usual que los estudiantesdesasi
los polinomios como objetos del algebra y no coemresentaciones de una funcién polinémica. Erabbfo
aritmético, en la escuela primaria, los nimerosl@®signos mismos que los representan.

15
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En el contexto internacional son varios los trabafe investigacibn que abordan
especificamente probleméaticas relacionadas cotrdasformaciones semidticas, entre los
cuales se resaltan los realizados por Duval (199%/11999/2004, 2006a); D"Amore
(2006b); Godino, Batanero & Font (2007); Font, Gad& D'Amore (2007); D"Amore &
Fandifio (2008) y Santi (2011).

Una investigacion reciente en la que especificaensataborda la dificultad para articular
los sentidos asignados a representaciones de umom@bjeto matematico, es la
desarrollada como tesis doctoral por Giorgio S&2€i11)° quien siguiendo ideas de
D’Amore (2006), estudio las dificultades que endram los estudiantes cuando tienen
que atribuir el mismo significado a diferentes es@ntaciones de un mismo objeto
matematico. En particular, presenta un analisisrdexperimento de ensefianza realizado
con estudiantes de educacion media en Bolognaajltan un trabajo sobre la tangente.
Dicho analisis se realiz6 haciendo uso de dosimérdas tedricas, una, tomada de la
Semidtica Cultural de Radford (2006b): labjetivacién vy, otra, tomada del

enfoque ontosemidtico de Godino (2003)ulacion semidtica

En el trabajo antes referido, Santi (2011, p. 36je de reconocer que las matematicas,
en tanto han recurrido a la transformacién de siglemtro de sistemas semiéticos, se han
convertido en la forma refinada de racionalidad jag conocemos y que, por tal razén,
“la actividad matematicay el aprendizaje de mateas son, intrinsecamente, una

actividad semiotica”. Plantea que

[...] para comprender como se utilizan los signobedeos tener en cuenta, dentro de un
enfoque cultural y social, la actividad reflexivadiada que subyace a la coordinacion de registros
semiéticos. La cuestidn del significado y cambiessignificado se desplaza desdelgketoque

los signogepresentara lapractica que ellos logran ymedian Se pasé dela cuestién de
coordinaciéon de los sistemas semidticos a la duestie la integracion de sistemas de la
préactica de la cual emerge significado.

Este autor presenta evidencias con respecto a @liesignificado no puede ser
identificado s6lo conla relacibn entre unarepnmesEon semidticay su objeto

de referencia” (p. 306), y destaca que para dartawte la complejidad de las matematicas

° Giorgio Santi y Pedro J. Rojas, autor de la irgesién aqui reportada, hacen parte del Grupo de
Investigacion NRD de Bologna (Nucleo di Ricerc®idattica). Algunas de las ideas relacionadas esn |
tesis doctorales de estos autores han sido diasutiohjuntamente, y socializadas en seminariomngedel
grupo NRD que dirige el Dr. Bruno D"Amore.
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como un esfuerzo cultural e individual no es safite “reducir el aprendizaje vy
el pensamiento matematico a una coordinacion de hasucrepresentaciones con una
denotacion comun” (p. 306). Tomando como refereptiabjeto matematico “tangente”,
pone de manifiesto que la dificultad en la conglidrt de un significado unitario de este
objeto no se remonta solo a la falta de transfolonas semioticas, pues se requiere que las
practicas que los sujetos exponen a través deedifss medios semidticos se sinteticen en
un significado cultural unitario. Plantea ademés @s dificultades de los estudiantes para
atribuir sentido a las diferentes representacidieesin objeto matematico comun estan
relacionadas con el tipo de procesos de objetimagi@on las funciones semidticas que
ellos son capaces de establecer.

1.3 Delimitacion del problema de investigacion

En esta investigacion se pretende tanto desctifégnémeno relacionado con la dificultad
para articular los sentidos asignados a representscde un mismo objeto matematico,
obtenidas mediante transformaciones semiéticasatintiento, como explicitar elementos
de analisis sobre dicha dificultad. Se parte dehbale que la verbalizacion de los procesos
de pensamiento y accién proporcionan importantésrnraciones, no sélo a partir de
materiales escritos —como pueden ser los obtemumbante instrumentos de indagacién
(tareas o0 cuestionarios)—, sino también a partippaEesos de interaccion —como los
generados en los trabajos con pequefios grupos @mteecentrevistas—. Como opcion
metodoldgica se trabajara la entrevista estructubedada en tareas, realizada a pequefios
grupos de estudiantes de grado 9° (educacién pasieagrado 11° (educacion medid).

El trabajo en pequefios grupos, basado en tareasgceoimayores posibilidades de
interaccion que posibilitan reconocer interpretaesrealizadas de los objetos matematicos

involucrados en dicha tarea e identificar los skrgtiasignados a las expresiones, ademas

% En Colombia la escolaridad, previa a los estudiniversitarios, estd organizada en 11 grados,
agrupados en 3 niveles: Educacién Basica Primargagdos, edades entre 6 y 10/11 afios), Educadisicd
Secundaria (4 grados, entre 11/12 y 14/15 afiosjluc&cion Media Vocacional (2 grados, entre 15/16 y
16/18 afios). Las edades de los estudiantes ensimongjrado de escolaridad, en algunos casos, pifede d
en 2 o 3 afios. Esta diferencia de edades se dabe pros, al ingreso tardio de los estudianteaseaucacion
formal, la no culminacién del afio escolar y repor problemas econdmicos, o la repitencia de grddbilo
al incumplimiento de “logros” o “estdndares” asdcs a cada uno de los grados o grupos de grado.
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de reconocer algunas razones que posibilitan o icloadasignacion de sentidos y la

articulaciéon de estos.

Desde la perspectiva de Goldin (2000, p. 526), ledisefio de la investigacion se hace
necesario distinguir cuidadosamente entre lo gtéectrolado parcial o totalmente de lo
que no lo estd; por ejemplo, usualmente se reatizeontrol sobre las taredssobre las

preguntas de la entrevista (el lugar para reafizgrlel tiempo asignado) y sobre las
sugerencias ofrecidas, pero no siempre se puededentrol de la comprension que tienen
los estudiantes de algunos temas que podrian édé@eios importantes en la indagacion.
Por otra parte, afirma este autor, se debe distitguue se observa de lo que se infiere 0

deduce de las observaciones empiricas.

* Abordando variables como “el contenido matemagica estructura, la complejidad y la estructura
linguistica y semantica” (Goldin, 2000, p. 520).theea presentada (no la tarea interpretada) dthestijeta
a control experimental.
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2. Fundamentacién Teorica

El andlisis de las producciones de los estudiae@srtado en esta investigacion se realizé
desde varias perspectivas, orientado desde trepugstas tedricas, con niveles
diferenciados de uso de las mismas. Por una palrtenfoque estructural-funcional de
Raymond Duval (2004), empleado basicamente pardifidar el campo de investigacion,
en tanto permite realizar denominaciones que giaibiver y describir el fenbmeno a
estudiar. Por otra parte, el enfoque sociocultdealLuis Radford (2006b) y el enfoque
onto-semiotico del grupo de Juan D. Godino (2008lizados para explicar y comprender
las producciones de los estudiantes, en tanto lmrsdonocen hechos cognitivos sino
también culturales e histdricos. Para estos dasastautores, el uso de sistemas formales
de signos es un fenbmeno emergente de los sistéeng@sacticas enmarcados social y

culturalmente.

En la primera seccion se realiza una presentacidreslos elementos de tipo general de la
perspectiva tedrica asumida en esta investiga@bpragmatismo y la semidtica. En tres
siguientes secciones de este capitulo se preseathrave descripcion de cada uno de los
tres enfoques antes mencionados, enfatizando rexiornconceptos que seran asumidos
para el desarrollo de esta investigacion; en latguy Ultima seccion, se presentan
elementos especificos, particularmente en lo qretgue ver con el concepto de sentido,

asumidos para la realizacion de dicho analisis.

En el siguiente diagrama se presenta una orgadizéematica de los aspectos abordados

en este capitulo:
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Perspectiva general
Pragmatica
Semidtica

[Enfoaue estructural-funcionil]

Enfoque Enfoque
Sociocultural Ontosemiodtico

Sentido

Diagrama 1. Organizacion tematica

2.1 Perspectiva tedrica general

El lenguaje se ha constituido para el ser humanmamnera de describir el mundo y de
comprender sus producciones, generando a su vexésidad de construir culturalmente
significados. Desde los planteamientos de JerommeBr(1990/2006), el lenguaje se
adquiere en su mismo uso, en procesos de interaaidde las funciones e intenciones

comunicativas estan establecidas, adquisiciones@uéastante sensibles al contexto.

La forma de vida del ser humano, como lo planteaaiautor (pp. 30-32), depende de
formas de discurso compartidas, de significadosnceptos compartidd$,que se hacen
publicos en cada cultura, lo cual posibilita negoentre seres humanos las diferencias de
interpretacion y de significado; reconociendo qoe distemas simbdlicos usados por los
individuos en la construccion de significado pretea y estan arraigados en el lenguaje y
la cultura; es a través de los sistemas simboticeslos seres humanos construyen y dan
sentido al mundo. Se vive publicamente, es decigisladamente, mediante significados e
interpretaciones que deben ser publicamente adegs# los significados no se comparten
con otros, no tienen utilidad. La cultura, y la duisda de significado dentro de la cultura,
son las verdaderas causas de la accion human&)(Er otras palabras, es la cultura la

que moldea la vida y la mente humanas, confiriesigisificado a la accidn (p. 52).

Ahora bien, el proceso de comunicar a otros un ‘@tmdnental” personal, relativo a un
concepto, como lo plantea D’Amore (2006, pp. 169)17exige una “traduccion”

consciente a un “modelo externo” de dicho concegoun cierto lenguaje (verbal oral o

12 Quizas sea mas adecuado afirmar que tales saphific‘se dan por compartidos”.
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escrito, gestual, grafico, iconico, figural,...). Bal caso de las matematicas, y en relacién
con la problematica asociada a la “traduccién” demodelo interno a uno externo, este
autor cita trabajos de Bruner, en particular dé&6l@onde se plantege se requiere el uso
de diversas modalidades de representacionEjdgutiva representando eventos con un
acto motriz, o en el cual se utiliza el mismo coegpsu parte para representar, como el
movimiento de una mano, (Bdnica representando mediante imagenes abstractas svento
0 situaciones reales, especificamente con figuliésijos o iconos que conservan cierto
parecido con lo representado y 8inbdlica representando algo Unicamente con simbolos;
postulando ademas que dichas modalidades de retaei®m se dan y se desarrollan de un

modo evolutivo

En esta seccion se presentan, de manera sucieés, lidsicas que fueron asumidas como
marco tedrico general en el desarrollo de estastigarion, sobre la relacion entre accion
humana y lenguaje, ademas de elementos sobreueliceste los sistemas de signos que
median la comunicacion. Estas constituyen las baméstemoldgicas del trabajo de

investigacion.

2.1.1 Pragmaticalas ciencias, vistas como actividad humana, pdasibiinterpretaciones

para comprender los fendmenos del mundo, sin queslfipse deba asumir que existan
maneras privilegiadas de hacerlo. Las problematieasen diferentes facetas y existen
maneras diversas de interpretarlas y abordarlagieraa que deben ser analizadas,
contrastadas, criticadas, avaladas o replanteadasugrdo a su utilidad y eficacia. En esta
investigaciéon se asume un enfoque filoséfico prdiptaa en el que necesariamente se

alude a la experiencia, tipicamente huniadan palabras de Nubiola (2004, p. 5):

La busqueda de certezas incorregibles caracteridiécla modernidad es un desvario de la razén.
Para el pragmatista la bisqueda de fundamentoarmmables para el saber humano, tipica de la
modernidad, ha de ser reemplazada por una aproxXimegperiencial y multidisciplinar, que puede
parecer mas modesta, pero que muy probablementa Eedarga mas eficaz. El pragmatista no
renuncia a la verdad, sino que aspira a descubsrlforjarla, sometiendo el propio parecer al
contraste empirico y a la discusion con los igudi¢pragmatista sabe que el conocimiento es una
actividad humana, llevada a cabo por seres humgmpse por tanto siempre puede ser corregido,
mejorado y aumentado.

3 Desde los planteamientos de Wittgenstein (195&199 48), filésofo, 16gico y linglista austriaco
(1889-1951), no se trata sélo de examinar el usd dpi las palabras hacen los sujetos en situaciones
especificas, sino también de reconocer la existedei reglas sociales de uso de los signos en jubgos
lenguaje, en contextos determinados.
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Desde un enfoque pragmatista como el de Richarty&dasideasno solo son asumidas
como orientadoras de &cidn sino que su validez e importancia se derivaradgtilidad

y eficacia en una situacién o problema dado, gtisfaga las necesidades o requerimientos
de un sujeto o sociedddAsi, no hay “verdad objetiva” sino que la verdadbeoducto de

acuerdos, es circunstancial. Como lo plantea Adééfequez (2005, p. 201):

Esta filosofia critica también la idea de una raalwlad ahistérica, capaz de definir de antemano
el caracter de lo que es moral y de lo que no ly ésalmente rechaza faretendida objetividad
de los hechos y de las explicaciones que de efiegarjamos.

En particular, y siguiendo planteamientos de R¢1891, p. 25), laealidad es descrita
mediante el uso de lenguajes, pero no es preetasteastos, se desarrolla con ellos, nace
con ellos, adquiere sentido con ellos. El lengbaj@ano es contingente —puede suceder o
no, puede ser de un modo o de otros—, y la reatidad configurando en, y a través de, los
lenguajes. Por tanto, las descripciones de murldovgrdad no pueden ser independientes
del ser humano. La realidad es el conjunto de dosezntre seres humanos. El mundo, por
Su parte, es un conjunto de eventos, de hechodanimde cosas. Interpretando este autor,
“solo las proposiciones pueden ser verdaderas,]\ds seres humanos hacen las verdades
al hacer los lenguajes en los cuales se formukupiaposiciones({Vasquez, p. 208). Es
decir, no hay algo que pueda considerarse como“n@adidad objetiva”, sino grupos
humanos con discursos diferenciados y la “objetididdebe ser vista como el deseo de
persuadir y llegar a acuerdos no forzados. Enquéati, no hay una jerarquia entre las
disciplinas o géneros discursivos de las cienciade das humanidades, y el lenguaje
cientifico es sOlo uno de los posibles lenguajes. Usandoinésnmde Wittgenstein, el

lenguaje cientifico sélo es uno de los posiplegos de lenguaje

Como lo afirma Rorty, el lenguaje es contingenteadmatico, util, resultado de
negociaciones verbales o conceptuales), y su adilse da en un cierto tiempo y lugar

determinados. En términos de Daros (2001, p. 98):

4 Richard Rorty (1931-2007), fisico y epistemélogtadounidense.

15 Utilidad, “entendida como lo que se usa dentrecaigingencias -sin otro fundamento que ella misma
[...] aceptando la contingencia de nuestros puntossia” (Darés, 2001, p. 96). Lo que es contingelutes
en un tiempo y lugar determinado y puede no rasutiben otro tiempo o en otra situacién. La temghdad
y la utilidad se convalidan, pues, mutuamente emrddito de las contingencias (Darés, p. 97).
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Las cosas son en el tiempo [.nygestros problemas, nuestro sentido de existemegstra filosofia
sOlo se explicadentro de éste nuestro munden situaciones e interpretaciones culturales de

espacio y tiempo determinados

Por tanto, no es posible asumir la existencia ddéxito, preferible a los demas, que
permita representar la realidad “tal como éstaAgjueros (2005, p. 2), siguiendo ideas de

Rorty, plantea que:

No es posible una conciencia pre-lingliistica capapercibir una realidad a la que el lenguaje
deba adaptarse lo mas fielmente posible [...]. Eldousi estd ahi afuera pero las descripciones
del mundo no y son éstas las que son verdademdsas f(propiedades de las proposiciones dentro
de léxicos). Solamente existe una disposicion aleanpel lenguaje que han usado nuestros
ancestros y una conciencia que es tal dentro denguiaje determinado.

A su vez los léxicos pueden redescribirse entréasiredescripcion es un proceso en el cual se
incorporan las situaciones u objetos a teoriassiwen para explicarlas y definirlas aunque en
términos distintos a los propios; a los usadodgmsujetos.

Para Rorty la idea representacionalista de cormidelr lenguaje como medio (de
representacion o de expresion) entre nosotrasrgalidad no es operativ@onoceralgo

Nno consiste en captar, representar o expresarlgse@r ejemplo, un término en una
teoria) de una determinada manera que sea corgadetacta sino adquirir habitos para
hacer frente a la realidad, lo importante es slidatl y eficacia en situaciones dadas
(Garma, 2006, p. 1). No se trata, sin embargocdptar un relativismo, segun el cual “una
creencia es tan buena como la otra”, sino que flicaique puede decirse de la verdad o
racionalidad es describir los procedimientos questrasociedad utiliza en su indagacion”
(p. 4). Desde los planteamientos de Rorty, com@lémtea William Daros (2001), el

conocimiento o el pensamiento:

es unhacer acompafiado de creencias justificadélsconocimiento no esta constituido por un
acto entre las personas y los objetos, sino eatredrsonas y las proposiciones que expresan lo
gue las personas creen. A esteeencias justificadase les puede llamaonocimientdp. 101).

La busqueda de coherencia entre creencias es ldajumidad a la persona en medio de las
contingencias: es lo que forma y educa (p. 116).

Y aprender consiste

[...] en saber manejarse con creencias que son vtéessaber ser eficaz: si deseo tales o cuales
fines debo saber usar tales o cuales medios. Runegite, como no sé qué hacer, obro con
finalidad y sentido: luego, al ver los resultadedalaccion comienzo a corregirla para ser eficaz,
y obtener ahora consciente y practicamente lo qeeal(p. 119).

Plantea entonces quaprender a manejar concept@s aprender a manejar lenguajes,

codigos, palabras:
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Pensares saber expresarse con palabras, las cuales ndepositarias de verdades, sino un
medio Util para lograr cosas ... [Las palabras] representan exactamente las cosssn
herramientas que los hombres usan para actuaraprgnder y ensefiaimplica adquirir la
suficiente confianza parapoyarnos en nuestras creencipsrque ellas son pragmaticamente
Utiles para obrar en el mundo, mediante el lengw)andonando la blsqueda del ser de las
cosas en si mismas (la verdad, la objetividadbsmkto) (p. 119).

En sintesis, para Rorty, la mente humana es v@stadrama de creencias y deseos. El
conocer o el pensamiento, expresado con palalsas) dacer acompafado de creencias
justificadas, que resultan pragmaticamente Gtikrs pbrar personalmente y socialmente
en el mundo. Por tanto, lo importante no es andlzaaturaleza de la realidad o la verdad,
sino las explicaciones dadas sociohistoricamente gropos humanos. De hecho,

“naturaleza” y “verdad” necesitan un absoluto apque la pragmatica rechaza.

Rorty, al igual que Habermas, es un pensador h&utien. Ademas de reconocer la
necesidad de interpretar textos, de redescribplra contextualizarlos y acercarse a la
comprension de las expresiones, reconoce la impmatadel otro y el derecho a la
diferencia. Para Habermas (1990, p. 84), "entender expresion significa saber como
puede servirse uno de ella para entenderse coremlggerca de algo”. Los juegos de
lenguaje de Wittgenstein juegan un papel importanela configuracion que hace
Habermas de una teoria de la interaccién sociatrgeda por actos de habtfagonde el
reconocimiento de reglas en los procesos de imiéracde los hablantes posibilita
consenso. En palabras de Vygotsky (1987) “la rqgkarige el lenguaje interiorizado es el
predominio del sentido sobre el significado, deracion sobre la palabra y del contexto
sobre la oracion” (p. 189).

Para hacer parte de una cultura, el hombre comstcansensualmente y socialmente
significados. Wittgenstein, desde los juegos dguaje, hace un planteamiento pragmatico,
reconociendo la intersubjetividad y el hecho que dajetos identifican reglas en ella.

Wittgenstein (1958/1999, p. 23, 48) plantea quaigrlificado de una palabra coincide con
Su uso, el cual es tan variado como los juegoemgubje; ademas, como lo plantea Rorty
(1993), se reconcilia con la idea de que “el queenunciado tuviese sentido dependia

realmente de si otro enunciado era verdadero —uncéado acerca de la practica social de

% Una teoria social mediada por el lenguaje, larifiede la Accién Comunicativa; denominada también
pragmatica trascendentalDtros enfoques pragmaticos son: jragmatica de la comunicaciém enfoque
interaccional (conocido también como Escuela Pdtio) A la pragmatica del lenguaje humano
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las personas que utilizaban las marcas y ruidocgogonian ese enunciado”, y comparte
la interpretacion que hace Pears (1988, p. 67pexts a que para Wittgenstein las

“condiciones de sentido son inefables”:

La idea rectora [de Wittgenstein] fue que podemes mas lejos de lo que podemos decir.
Podemos ver todo el trayecto hasta el extremoetigjuaje, pero las cosas mas lejanas que vemos
no pueden expresarse en enunciados porque soret@ngiciones para decir cualquier cosa.

El sentido de una proposicién esta dado por el Ipape desempefia en una practica
determinada, pero no siempre sea posible exmgicaddiante palabras (Wittgenstein, pp.
33-36).

La relacién de los seres humanos con el mundo, domptantea Bagni (2009, no tiene

un caracter cognitivo-observacional, sino practooprendente. En relaciéon con el
contexto escolar, como lo reconoce este autorestsdiantes deben dar sentido a frases o
proposiciones, a partes de un discurso que poaaceano que incluso desconocen, deben
dar sentido a signos particulares, deben “hacedatiad dichos signos; asi, los aprendices
deben moverse en el plano de la interpretaciorvaate los signos, en el plano de la
hermenéutica. Lo planteado hasta ahora enfatizehagho que es asumido en esta
investigacion: los sujetos de un grupo, en proceodnteraccion en torno a una tarea
especifica, necesariamente parten de interpreeidifierenciadas de las palabras, de los
signos y de las representaciones; y es en dickaation que van explicitando los sentidos

asignados y construyendo consensualmente sigrocadjueridos para abordar la tarea.

2.1.2 SemiédticalLos seres humanos, reconocen la importancia derfaumicacion en la
vida social. Entre las diversas formas de comuidoacademas de las que usan los
lenguajes naturales, estan la visual, la tactisdaora, la gestual, y en cada una de ellas
requerimos el uso dagnos(ya sea emision de sonidos, “manchas” sobre ualpgestos,
entre otros) que se asumen, y son asumidos p@, awmo dotados de algun significado;
aunque se reconozca que en ocasiones tales sagi$icno necesariamente son
compartidos. Los signos son usados para referor atgel mundo (cosas, sentimientos,

ideas, etc.), en un cierto contexto y con un cigetatido.

7 Giorgio Tomaso Bagni (1958-2009), matematico wemnologo italiano.
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La semidticaprecisamente hace referencia a la disciplina quelieslos signos en general,

0 mejor, queestudia los sistemas de signossta ligada a una intencidon comunicativa. En

principio el signo puede ser visto como todo aquglie, para un sujeto, esta o hace las
veces de otra cosa (el objeto del signo), aunquenntndos sus aspectos, sea que dicha
cosa “exista” o0 no. El origen de la semiética modese asocia a De Saussure y a Pé&frce,

hacia finales del siglo XIX.

Es importante aclarar que, en realidad, semiotcafue el término utilizado por De
Saussure singemiologia Aunque la mayoria de autores los consideran ctarminos
equivalentes, en la actualidad algunos autoresidemas que éstas refieren dos disciplinas
diferenciadas?® asi, mientras la semidtica asume explicitamenta untencién
comunicativa, para lo cual requiere contar coresists de signos socialmente compartidos
—se interesa mas por lo interpretativo—, la sergialmo se preocupa, segun esta corriente,
por si existe 0 no tal intencidbn comunicativa oo las estructuras semiéticas —se interesa

mas por lo estructural-.

Para De Saussure, cuyo interés fundamental fustwdie y comprension de la lengua, la
semiologia es la ciencia que estudia los signo®leseno de la vida social —en qué
consisten y qué reglas los rigen—. Los signospsistomo union de dos elementos de
naturaleza psiquicaignificado(identificado con concepto)significante(identificado con

“imagen” producida por la sucesién de sonidos ocammréficas}® permiten expresar

ideas que un “emisor” comunica a un “destinatagoho pueden verse como simples
“marcas” ni por fuera de un sistema; asi, como saaoné anteriormente, De Saussure

asume una vision estructuralista (como lo recomamford, 2006a, p. 8).

El introduce algunos conceptos basicos de la Istigai moderna, como aquellos de

sincronia y diacronidenguay habla signo, significado y significante (concepto astdmni

'8 Ferdinand de Saussure (1857-1913), lingiiista suizo
Charles Sanders Peirce (1839-1914), l6gico yditbestadounidense.

9 vVer, por ejemplo, Greimas, A. & Courtés, J. (198miotica. Dizionario ragionato della teoria del
linguaggia Firenze: S.E.S. s.r.l.-La casa Usher.

% Como lo afirma Castafiares (1985, p. 372), el ifiante” podria ser asociado, desde el punto devi
triadico, consigng pero considera que la identificacion entre sigado y concepto es, por lo menos,
reduccionista, en tanto el significado puede séenslido, desde el punto de vista triddico, mas como
interpretante.
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por todos los estudios posteriores sobre lingiégistice llevan a las ciencias de la
comunicacion), introduce la idea de arbitraridaldsto linglistico. De Saussure concibid
también la linglistica como parte de un estudio amaglio de los signos, la semiologia. La
lengua, entendida como producto social de la fadudel lenguaje, es para De Saussure un
conjunto de convenciones utilizadas por un cuequiak para permitir el ejercicio de tal
facultad en los individuos.

Significante y significado estan ligados por unka®n de presuposicion reciproca: la
forma expresiva articula el contenido; el contempdede ser manifestado solo a traves de
una forma significante. Por esto se dice que saamfe y significado son como dos caras
de una misma moneda. Uno de los motivos de la amabpidad de significado y
significante reside en la naturaleza misma de laci@ que no es ni natural ni
convencional, sino radicalmente arbitraria, lo ggennecesario e inmotivado. La relacion
de reenvio entre significante y significado es lplesgracias a una doble exclusién entre
dos significantes entre si y los significados esing la correspondencia de las clases de las
dos entidades psiquicas indica, de hecho, la nat@ovalor, en el sentido saussuriano del

término.

Para algunos autores, la misma semiética de Pggenmarca dentro de esta tradicion
saussureana (Radford, 2006a, p. 12). Piaget reedaoémportancia de la habilidad para
representar algo a través de un signo o un simbatoialquier objeté! para lo cual
introduce el concepto deincidon semidticala cualsurge cuando hay una diferenciacion
entre significado y significante; diferenciacioneqafirma Radford, “provee al significado
(signifi€é) con una permanencia espacio-temporabng da posibilidad de que un mismo
significante pueda referir a varios significadop” 1{3). Como lo plantea este autor, para
Piaget, la funcion semidtica incluye “la imitacidiferida, el juego simbdlico, la imagen

mental, los gestos y el lenguaje natufal”.

Pasando a Peirce, para €l la semidtica es “laidactte la naturaleza esencial y de las
variedades fundamentales demiosisposibles” (Eco, 1986, p. 20); entendiendo por

2L Jean Piaget (1896—1980), bidlogo y epistemélogmsu

2 para Piaget el lenguaje es condicién necesaripetsamiento, ma® suficiente.

27



Universidad Distrital Francisco José de Caldas Bogotd-Colombia

semiosis “una accion, una influencia, la cual espwwlucra, una cooperacion de tres
aspectos, tales como un signo, su objeto y supiiamte, esta influencia tri-relativa no es

de ninguna manera resoluble en acciones entre’fares

Desde este enfoque, afirma Castafiares (2000),ifer@rtia de la semidtica saussuriana,
no se establece un vinculo entre semiética y Istgidl. En De Saussure esto era necesario,
en Peirce no. En la semantica peirciana los sigstén conectados unos con otros, y es
gracias a esta conexion que puede haber repregentiste autor reconoce ademas que
“nuestra experiencia de la realidad se nos da gmitdizada’, es decir, inserta en los

procesos de semiosis” (p. 5), y aclara en quédeasume Peirce el sujeto:

o0 bien es un fenomeno de naturaleza semiéticao(eble es un signo que se despliega y desarrolla
segun las leyes de la inferencia, como dice en.@P3%0 bien es un sujeto trascendental (la mente
para la que el interpretante es un efecto) o duastendental (la comunidad de intérpretes, que
seria el sujeto de la semiosis ilimitada). Mas diéestas consideraciones no hay en Peirce una
teoria del sujeto en el que éste pueda ser coadidlerl tiempo que una realidad exterior a la
semiosis misma, su motor (Castafares, 2000, p. 8).
Eco (1986) considera mas amplia la definicion deiGica dada por Peirce y plantea que
actualmente las investigaciones en este campo achas y de mdltiples tipos, asociadas a
sistemas de comunicacion “naturales” o “espontdngas otros considerados culturales.
Por ejemplo, la comunicacion tactil, la comunicacedtre animales, los cddigos musicales,
los lenguajes formales y los lenguajes naturalasm pste autor “todos los fendmenos de
cultura pueden convertirse en objetos de comuringci.] una semantica desarrollada no
puede ser otra cosa que el estudio de todos losctaspde la cultura vistos como
significados que los hombres se van comunicand@af@@mente” (p. 26) y plantea que la

semiética estudia todos los procesos culturaleqotesos de comunicacigp. 28)%*

Por su parte, Radford (2006a) plantea que, ademdasddos tradiciones semidticas antes

referidas, estarfa una tercera representada poptskig(1934/2001%> quien pone de

%3 La semiosises vista como proceso de significacién, en decimo objeto de estudio de la semidtica.
Asi, puede entenderse por semiosis cualquier pprdceso o actividad que involucre signos. Pquaste,
Duval (1995/1999), llama semiosis a la “aprehensiggroduccion de una representacion semitticadmal
noesis a los “actos cognitivos como la aprehensidmceptual de un objeto, la discriminacion de una
diferencia o la comprension de una inferencia’lé).

24 para Eco eignificadode un término no es otra cosa que una “unidadralilt(p. 61), entendiendo por
unidad algo que esta definido culturalmente y gqudistingue como entidad.

% Lev Semiénovich Vygotski (1896-1934), psicélogelbruso.
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relieve el papel de lo social en la génesis deidaificacion, planteando que “el signo
desempefa una funcion mediadora entre el indivydsio contexto, y permite, ademas, ese
pasaje entre lo interpsicolédgico y lo intrapsicaddgque asegura la reconstruccion interna

de la accién, esto es, de su internalizacién” {p>4

Como lo afirma Wertsch (1988), Vygotski reconoces cil bien en el lenguaje hay un
potencial implicito de descontextualizacion, usadbre todo en la reflexidbn abstracta,
“una parte de la organizacion linglistica tiene mises en la contextualizacion [...] la
estructura e interpretacion de los signos lingiostidepende de sus relaciones con el
contexto en que estos aparecen” (p. 109-110), & laasxplicacion del habla interna en la
nocién de sentidd’ Parte de que la interaccién social es posible sdl@nto la realidad es
reflejada por el pensamiento humano de manera @eregta, es decir, tal interaccion se
basa en la generalizacion —el signo es usado cseigaificado generalizado—; sin embargo,
una caracteristica en el habla interna es el pradordel sentido de la palabra sobre el

significado.

Para Vygotski, la cuestion del sentido no es utblproa de ambigliedad lexical o de distinciones
del significado que se mantienen constantes emedifes contextos de habla. A la inversa, la
nocion de sentido tiene que ver con los aspectogexmalizados de la significacion y la
organizacion linguistica. De aqui que refleje sieriés por como la mediacion semiotica de las
funciones mentales superiores puede utilizar urerppidl del aspecto contextualizado de la
organizacion linguistica y la interpretacion (Wehts1988, p. 136).

Finalmente, y como vinculo entre los anterioresitgl@mientos tedricos, de caracter
general, y el analisis de datos realizado, se ptasgna perspectiva tedrica en el
campo de la Educacién Matematica, que se expld@&amanera sucinta en las
siguientes tres secciones, en las cuales se dasdréds enfoques especificos que seran
tenidos en cuenta, de manera diferenciada, empesteso de mediacion tedrica.

% Vygotski establecié una analogia entre signos lyahgentas, en tanto la funcién mediadora que
desempefian; a las herramientas conceptualesrasdignos (Wersch, 1988, p. 93).

27 \lygotski (1934/2001) comparte con Paulhan questsitido de la palabra es la suma de todos los
sucesos psicolégicos evocados en nuestra concigragias a la palabra” (p. 333), su formacién eaica,
variable y compleja, con diferentes zonas de ditalj y el significado “es so6lo una de esas zahels
sentido, la mas estable, coherente y precisa’nffique la palabra “adquiere su sentido en un ctimtex
como es sabido, cambia de sentido en contextosedtfss” (p. 333), mientras el significado permanece
estable ante los cambios de sentido de la palabcargextos diferenciados.
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2.2 Enfoque estructural-funcional

En los ultimos afios el estudio de aspectos reladims con la semidtica ha sido abordado
en y desde campos y disciplinas diversas; partitidate, se ha avanzado en el estudio de
los sistemas semidticos especificos de las diseipli reconociendo por supuesto al
lenguaje natural como sistema semiotico por exceern particular, en el campo de la
didactica de la matematica, Raymond Duval (1999} @9@staca que toda iniciacion en las
matematicas pasa por una apropiacion individuaistemas semiéticos de representacion
especificos y desarrolla un trabajo en el que senare la importancia de abordar

semiodticamente la comunicacion.

En matematicas, a diferencia de la mayoria de glisas, no es posible acceder a sus
objetos desde la percepcion, sino a través desemigciones, usando una gran variedad de
sistemas semioticos de representacion, los cuatpgeren ser apropiados por un sujeto
que pretenda adquirir conocimientos y estudiarolojgtos propios de esta disciplina, en
tanto algunos de estos sistemas culturalmente se cohastituido en instrumentos
generadores de conocimiento. Ademas del uso dgld¢a natural, se requiere del uso de
diversos sistemas de representacion para los némeaeb lenguaje figural, del lenguaje
algebraico, de graficos cartesianos, de repredentx tabulares, entre otros sistemas

semioticos de representacion.

Para Duval (1999/2004, p. 16), toda representags@éd constituida por tres polos;
» el objeto representado
» el contenido de la representacion, es decir, lounee representacion presenta
del objeto

» laforma de la representacion, es decir, su moadladsu registro.

Asi, lo importante no es tanto la representacignael sistema semiético que posibilita su
produccion; en palabras de Duval (1999/2004, p, 4B8)a representacion no puede ser
comprendida independientemente del sistema que itperproducirla”. Este autor
denominaregistros semiéticos a aquellos sistemas con reglas que feErncombinar
signos y “efectuar a su interior transformacione®xpresion o de representacion” (p. 44),

es decir, aquellos que posibilitan transformar quiar representacion semidtica en otra
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representacion semiétiéaReconoce que se apela al término registro comanameera de
“designar la perspectiva que consiste en anal@aicbnocimientos desde la 6ptica de la
adquisicion no de los objetos sino de los sistepraductores de representaciones que
permiten al sujeto alcanzar tales objetos” (p. Y4lestaca tres actividades cognitivas de
representacion inherentes a la semiosis (Duval5/1999, p. 30F° que debe posibilitar

todo registro semiotico:

1) Elegir un registro semiético, al interior del cuptoducir signos perceptibles, que
puedan ser identificados como representacion dgurial cosa” en un registro

semidbtico determinado.

2) Transformar representaciones, al interior de un registro skooio de
representacion, para obtener otras representacemnes mismo registro, haciendo

s6lo uso de las reglas propias del sistema.

3) Convertirlas representaciones producidas en un determireggistno semiotico, en

representaciones en otro registro semiético.

Desde los planteamientos de dicho autor, la aeiiivitbgnitiva en matematicas requiere no
s6lo del uso de diferentes sistemas semiéticogmiesentacion, pasando por la distincion
entre el objeto y su representaciBrsino también de la articulacién de estos difeeente
sistemas semidticos. En relacion con los regissemibticos, diferencia dos tipos
especificos de transformaciones entre represenegicsemidticas:tratamientos y
conversioneqgDuval, 1999/2004, p. 44). Utratamientoes una transformacion de una

representacion semiética en otra representaciorosea) al interior de un mismo registro

%8 gj bien todo registro es un sistema de represiéntdo contrario no se cumple. Por ejemplo, |dsates
de transito constituyen un sistema semibtico deesgmtacion, pero no son un registro semidtico —no
posibilita transformar representaciones—; mienjrasel lenguaje natural y el lenguaje algebraintreeotros,
si lo son. Elenguaje de las floreespecialmente usado en la época victoriana peiaremensajes cifrados
(rosas rojas: pasion, amarillas: amistad, girasspeto; significados que actualmente se consawaiertos
contextos), seria otro ejemplo de un sistema deseptacion que no es registro semidtico.

%9 Semiosis, entendida como “la aprehension o laym@idn de una representacion semiética” (p. 14).

% Diferenciar, por ejemplo, el nimero de diferentemeras de escribirlo, 0 un objeto geométrico de la
figura que lo representa. Duval (1995/1999, p. iéiSiste sobre la necesidad de no confundir el okjet
representado) con su representacion (el represehtaque, para no hacerlo, “cuando la intuiciGrectia del
objeto no es posible, es necesario disponer dasvagpresentaciones semidticamente heterogéneasede
objeto, y coordinarlas”. La comprension de represaones semibticas que procede de una coordinaeon
registros, es denominada “comprension integraijpat9).
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(por ejemplo, un célculo numérico, o la aplicacim una propiedad a una expresion
algebraica), es decir, se trata

Si bien en los trabajos en didactica poco se deslacuna transformacion interna a un
registro; mientras que ur@nversiones una transformacion de una representacion en un
cierto registro, en otra representacion en un tmegisliferente (por ejemplo, la
representaciOlll , en el registro figural, pugdadformarse en la representacidren el
registro de escritura numérica), es decir, se ttatana transformacion externa al registro

inicial 3!

Para Duval, el problema central del aprendizaje matematicas esta asociado a la
transformacién de conversion, en tanto necesidaéamocer representaciones totalmente
diferentes, producidas desde registros diferertes)o representaciones de un mismo
objeto; reconociendo que esta coordinacion detregisle representacion, esencial para la

actividad matematica, dista de ser una actividaxpls y natural.

Ahora bien, es importante precisar que, en la tpsisaqui se reporta, el enfoque de Duval
(1995/1999, 1999/2004) se emplea basicamente gansificar el campo de investigacion,
en tanto permite realizar denominaciones que giaibiver y describir el fenbmeno a
estudiar; en particular, permite distinguir los tipss de transformaciones semioticas atras

mencionadas.

La primera de las tres actividades cognitivas,léaadn de un determinado registro para
representar reviste de gran importariéipues quien quiere comunicar algo debe decidir
qué registro es conveniente para resaltar lo quguiére poner en relieve de ese algo,
hecho que orienta la eleccion de uno y no otrosteygi(D"Amore, 2004, 2005), y tal

eleccion depende de la comunidad en la cual setredtdjando, pues habria una cierta

31 En parrafos posteriores se plantea la necesidéehde en cuenta lzlatividad de los registroéver,
por ejemplo, D"Amore, 2004).

%2 | o cual es reconocido explicitamente, por ejempésde enfoques socioculturales.
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relatividad de los registros dependiendo del niketefinacion de la comunidad, asi como

también, de la intencionalidad de quien elige fagsentacion’

En el caso de las matematicas, resulta entoncedarfuental reconocer no solo la
importancia de las representaciones semioticastambién la diversidad y las multiples
posibilidades de dichas representaciones. Se éngst que si existe un interés de
comunicar, resulta importante no solo contar caerdbs registros de representacion sino
también escoger cual de ellos permite represenggornel rasgo que se quiere destacar,
teniendo en cuenta a quién se quiere comunicatpganto, la eleccion de los rasgos no es
neutral, pues depende de la comunidad en la cudésarolla la comunicacion y depende
de la intencionalidad de quien elige la represédmac

Desde los planteamientos Beival (1999/2004, p. 20), cuando se estudia laedad de
tipos de representaciones semidticas utilizadasaamaticas, siempre se hace referencia a
objetos matematicos y no aonceptos en tanto estos Uultimos con frecuencia son
considerados representaciones mentales asemiétiksis. afirma este autor, para
comprender la actividad matematica la nocion detobpl menos operatoriamente, es mas
importante que la de concepto: “No se trabaja sobneeptos; se trabaja sobre los objetos
(ndmeros, funciones,...) que tienen propiedades2@p>* Por tanto, plantea, lo que toma
valor es la duplasfgno, objetp o (representacion semiotica, objgta quizas sea mas

adecuado decir que toma valor la dupépfesentaciones semidticas del objeto, objeto

Para Duval los objetos de conocimiento en mateamtic sus aprendizajes, se basan sobre
la toma de conciencia de tales objetos, y estagamarando se ha tomado conciencia de
gue dos presentaciones diferentes (imagenes, iddaapmenos, etc.) son presentaciones
de un mismo objeto, y que el pasaje de la unao&rdada acceso indirecto a un invariante

que no debe ser confundido con ninguna de susrjiaesenes.

% Por ejemplo, mientras para una comunidad los tregisisados para representar nimeros decimales,
fracciones o porcentajes son todos diferentes, @aaase trata de representaciones en un mismstnegel
registro lenguaje aritmético. Incluso, dependieddda situacion, de los objetivos de la misma, miema
persona podria asumir un registro mas o menos aifyai, por ejemplo, D"Amore, 2004).

% Quiza sea mas adecuado ddeircual se pueden predicar propiedades, relacignegeraciones.
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2.3 Enfoque semidtico-cultural

En esta seccion se presentan, de manera gentralentos basicos de la teoria cultural de
la objetivacion propuesta por Luis Radford (200B3te autor reconoce la importancia
epistémica del lenguaje, pero plantea que si bierure mediador de las actividades
humanas, no es posible describir adecuadamente miodos pensar, conocer Yy
conceptualizar s6lo en términos de practicas dis¢as. Radford (en D"’Amore, Radford &

Bagni, 2006, pp. 21-22) plantea que:

En calidad de mediador, [el lenguaje] sostienelasga medida, nuestra historia cultural, como
hacen los artefactos, los monumentos, las pintwetes, Pero el lenguaje no tiene un poder
creativo, en cuanto el lenguaje no piensa. Quigrnessan son los individuos que usan el
lenguaje. Pensando, es decir, reflexionando sobmggropio mundo, los individuos usan el
lenguaje, los artefactos, etc. y haciendo estoymem los propios objetos de conocimiento.

En la busqueda de conocimiento, el ser humano hgb#icula, escribe, usa artefactos,
agarra objetos, etc., recurriendo a una diversidadsistemas semidticos dispuestos
culturalmente. En tanto los signos y artefactoslosanedian los actos de conocimiento,
alteran la capacidad cognitiva de ser afectadofagarosas, y hacen que dicha capacidad —

y por tanto el conocimiento—, sea culturalmenteeddpente (Radford, 2004, p. 17).

Inspirado en las escuelas antropoldgicas e hist@tlturales del conocimiento, Luis
Radford (2006) plantea elementos de una teoriaralille la objetivacion, apoyada en una
epistemologia y una ontologia no realistas. Estier aachaza las concepciones mentalistas
del pensamiento, acudiendo a una caracterizacidn f#or su naturaleza semioticamente
mediatizada, como por su modo de ser en tanto rafiexiva. Asi, en esta teoria, el
pensamiento es considerado como “una reflexion atiedda del mundo de acuerdo con la
forma o modo de la actividad de los individuos” (i27), destacando el papel de los
artefactos culturales (sistemas de signos, objetsdrumentos, etc.) en las practicas
sociales, en tanto son partes constitutivas desgmiento y no sélo ayudas de éste. En
palabras de Radford (2006, pp. 107-108):

Se piensa con y a través de los artefactos cudrde manera que hay una region externa que
[...] lamaremos el territorio del artefacto. Es esteeterritorio donde la subjetividad y la
objetividad cultural se imbrican mutuamente y eque el pensamiento encuentra su espacio de
accion y la mente se extiende mas alla de la pi¢l [
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El pensamiento es una re-flexion, es decir, un mmnto dialéctico entre una realidad
constituida histérica y culturalmente y un indivadque la refracta (y la modifica) segin las
interpretaciones y sentidos subjetivos propios.

Desde los planteamientos de Radford (2006, p. H38glara la incidencia que tienen los
significados culturales en la manera en que urvidad piensa y conoce los objetos del
saber, en tanto no solo orientan la actividad etuld esto ocurre, sino que le dan cierta
“forma”. En el siguiente diagrama, mediante fle¢chss muestra la interaccion entre los
sistemas semidticos de significacion culturdal actividad y el territorio del artefacto
descrita por este aut@. 109):
Sistemas semioticos de
significacién cultural

(concepciones sobre objetos conceptuales,
patrones sociales de produccion de significados)

dimension histérico-cultural
Actividad Territorio del artefacto
(objetivo, acciones, operaciones, (signos, objetos, etc.)
divisién del trabajo, etc.)

Diagrama 2. Relaciones entre actividad, sistemamiggicos y territorio del artefacto

Los sistemas semiéticos de significacion cultiffan interaccion con las actividades, dan
lugar a formas o modos @etividad esto es, a maneras particulares en que sonadadiz
las actividades en un momento historico, y, endaccon elterritorio del artefacto dan
lugar a modos especificos del saber, que incluigeruias, argumentos, métodos que son
considerados validos, asi como la identificacidnsiteaciones, o problemas, de interés

para una determinada cultura (p. 110).

Ahora bien, los individuos requieren tomar conciame los objetos culturales. Para hacer

operacional su teoria, Radford (p. 124) introduoen@ un concepto fundamental, de

% Incluyen concepciones sobre la naturaleza de B{etas matematicos, su modalidad de existencia, su
relacién con el mundo concreto, entre atras
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naturaleza semiotico-cognitiva, precisamente estetde conciencia subjetiva del objeto
cultural, concepto al que denomiolgjetivacion.

Los objetos matematicos, desde el punto de vidtemfeque antropologico, desde una
teoria cultural de la significacion, son generddigtoricamente en el curso de la actividad
matematica de los individuos, son considerados cdpatrones fijos de actividad
integrados en el ambito siempre cambiante de letipgasocial reflexiva y mediada [por
los artefactos]” (Radford, 2004, p. 18). &drendizajees definido por Radford (2006, p.
124) como el proceso social de objetivacion deopas externos de accion fijos en la
cultura. En términos metodoldgicos, como lo plardste autor (p. 125), el concepto de
pensamiento exige prestar atencién anheslios semiéticos de objetivaciatilizados por
los estudiantes, tanto para la elaboracion defgigdos como para la toma de conciencia

de los objetos conceptuales.

Desde los planteamientos de Radford, los signoguexden reducirse a su funcion
representacional, en tanto estos median culturdémén actividad de reflexion que
posibilita la objetivacion de los objetos maten@gicAsi, como lo afirma Santi (2011, p.
289), en esta perspectiva, pensamiento, objetosnmdéitos, signos y significado estan
indisolublemente entrelazados a través de la daifivireflexiva; por lo cual, se hace
necesario cambiar el foco de la dualidad objetoessmtacion a la actividad reflexiva que

entrelaza objetos, signos y significados.

En sintesis, desde una aproximacion socio-cultetatonocimiento esta relacionado con
las actividades que realizan los individuos en eterninado contexto, en otras palabras, la

cultura es consustancial al conocimiento.

2.4 Enfoque ontosemiotico (EOS)

Desde la propuesta orientada por Godino (2003,37),1el concepto de sistema de
practicas es concebido como un conjunto de pré&csigmificativas para resolver un campo
de problemas. La actividad matematica —organizadsistemas de practicas discursivas y
operativas— tiene un papel esencial en la generacié entidades matematicas

(culturales/mentales). Para este autor, los objetasematicos son concebidos como
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emergentes de un sistema de practicas, como “dedaomplejas, que se construyen
progresivamente y se van enriqueciendo y completangartir de la actividad reflexiva en
la resolucién de ciertos tipos o campos de proldérfm 85), enfatizando que estos “son
fruto de la construccidon humana, cambian a lo latglotiempo y pueden ser dotados de
significados diversos por personas e instituciahfesentes” (p. 86); desplazando el centro
de atencion de la mente a la accién de los supgta®ntextos® mediada por instrumentos.

Para Godino (2003), las nociones teorisisgema de practicag las categorias funcionales
de entidades primariaso tipos de objetos (lenguaje, situaciones, praocesitos,
definiciones, propiedades y argumentos), las chacetas dualegpersonal/institucional,
ostensiva/no ostensiva, ejemplar/tipo, elemensadiica, expresion/contenido) desde las
cuales pueden considerarse dichas entidades, a&i @0 nocion defuncion semidtica
(expresidn/contenido, toda expresion remite a umervdo), constituyen una adecuada
posibilidad para el andlisis de la cognicién hunidrizara el presente trabajo, el analisis se

focalizd en la dimension o facegapresion-contenido.

Las funciones semioticas, como lo plantean Fontlitgoy D"Amore (2007, p. 5), pueden

ser asumidas como:

[...] correspondencias (relaciones de dependenciancidn) entre un antecedente (expresion,
significante, representante) y un consecuente €odfd o significado, representado),

establecidas por un sujeto (persona o instituai@nacuerdo con un cierto criterio o codigo de
correspondencia. Estos codigos pueden ser reglagdh, convenios) que informan a los sujetos
implicados sobre los términos que se deben ponetoemespondencia en las circunstancias
fijadas.

Con respecto a las relaciones de dependencia expresion y contenido, estos autores
plantean que el papel de la representacion no @wwids solo por el lenguaje. Tales

relaciones pueden ser de tipo representacionédymental y estructural (p. 6):

[...] representacional (un objeto se pone en lugaotd®e para un cierto propésito), instrumental
(un objeto usa a otro u otros como instrument@styuctural (dos 0 mas objetos componen un
sistema del que emergen nuevos objetos). De esteramalas funciones semiéticas y la

% El contextovisto como conjunto de factores extra/inter lisjibs que soportan o determinan la
actividad matemética y, por tanto, la forma, lacadeion y el significado de los objetos puestofuiego en
la misma.

37 Esta nocién, como lo comenta Godino (2003), prwvide Hjemslev (1943), quien llanfidncion de
signoa la relacion de dependencia establecida entigaldss de un texto y sus componentes, asi come ent
las componentes mismas; nocién que posteriormaatddscrita por Eco (1979) cofumcion semiética.
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ontologia matematica asociada, tienen en cuenteati@raleza esencialmente relacional de las
matematicas y generalizan de manera radical ladnode representacion. El papel de
representacién no queda asumido en exclusividadepdenguaje: en consonancia con la
semibtica de Peirce, se postula que los distinijpsstde objetos (situaciones-problemas,
acciones, conceptos, propiedades y argumentosjiepuser también expresion o contenido de
las funciones semiéticas.

En este enfoque, como lo afirma también Santi (2G@l1290), las transformaciones
semidticas son el aspecto emergente de una funesinidtica que relaciona una
representaciéon R (antecedente), en la pareja sistienpracticas—configuracion de objetos,
con una representacion S, en otra pareja sisterpeadicas—configuracion de objetos. Este
mismo autor evidencia vinculos del enfoque ontoi§too con el enfoque sociocultural,
ademas de la potencia de la nocidn de funcion semicomo herramienta de andlisis (p.

290):
[...] l]a nocion de objetivacion desempefia un papelreé en la definicion de las précticas, la
configuracion de objetos y los criterios que coaecel antecedente con el consecuente en la
funcion semidtica [...] La introduccion de la funciGemiotica es una potente herramienta que
conecta las diferentes actividades reflexivas esigmificado personal y cultural unitario.
En la realizacién de todaractica matematic&® los sujetos hacen uso de conocimientos
bésicos y en ella activan un conjunto de relaciomase diferentes tipos de objetos
(entidades primarias): situaciones-problema, lejgguaefiniciones, procedimientos,
propiedades y argumentos; en otras palabras, #&tigas matematicas personales activan
una red de objetos intervinientes y emergentedeess, laconfiguracion cognitivgpuesta

en juego (Godino, Batanero & Font, 2007).

% Desde el EOS (Godino, Batanero & Font, 2007) réatica matematica es considerada como cualquier
accion o manifestacion, no sélo de caracter lingidis realizada tanto en la resolucion de problemas
matematicos como en la comunicacion a otros dedegiones encontradas, con el propdésito de védisiar
de generalizarlas a otros contextos y situacior@slolemas
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:> Situaciones problema

Definiciones
(conceptos)

Expresa
Soporta

Procedimientos

Regulan su PI’OpOSiCiOﬂeS

uso
Intervienen A

:> Argumentos

Diagrama 3. Configuracion de objetos primarios

Lenguaje Matematico

Desde el EOS, lossignificados son vistos como sistemas de practicas, con las
configuraciones activadas por éstas; por tant@ paruso en el analisis es necesario tener
en cuenta la relatividad de dichos significadosnbeion defuncion semioticaque estos
autores toman de Umberto Eco, como se mencionai@mente, es caracterizada
mediante la pareja expresion/contenido, o, siganifie/significado, que presupone una
regla de correspondencia entre las componentescda gdareja y, por tanto, un acto de
interpretacion. Asi, la comprension de un objetoematico por parte de los sujetos puede
ser interpretada en términos de las funciones seasoque éstos pueden establecer al

poner en juego dicho objeto, ya sea como expresaantenido de tales funciones.

Los dos ultimos enfoques presentados anteriormeh&nfoque sociocultural de Radford
(2006b) y el onto-semidtico del grupo de GodinoO@0 son usados en esta investigacion
para explicar y comprender las producciones destsdiantes. Desde estos dos enfoques,
no solo se reconocen hechos cognitivos sino tamtuéarales e historicos; y el uso de
sistemas formales de signos es un fendbmeno emergkntlos sistemas de practicas
enmarcados social y culturalmente. La manera enllggamos a pensar y conocer los
objetos del saber esta enmarcada por significadag@es que van mas alla del contenido
de la actividad en cuyo interior ocurre el actopg@sar (los sistemas de representacion

estan culturalmente dados).
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2.5 Objetos matematicos, significados y sentidos

Siguiendo ideas de Bruner (1990/2006, p. 30), &messhumanos construyen significados
utilizando sistemas simbdlicos preexistentes yfiprdamente arraigados en el lenguaje y
la cultura”, con la intencién de compartirf§sde hacerlos publicos, en procesos de
interaccion. La cultura es la que “moldea la vidé&aymente humanas, la que confiere
significado a la accion situando sus estados imeates subyacentes en un sistema
interpretativo” (p. 52). En los procesos de intei@g, los seres humanos “crean un sentido
de lo candnico y cotidiano que se constituye edntele fondo sobre el que poder
interpretar y narrar el significado de lo inusu@l’ 81).

Cuando se habla de significado se hace referemcsgmificado de algo, el cual esta
mediado culturalmente y, como lo plantea este agtoexistencia “depende de un sistema
previo de simbolos compartidos [...] el significadepdnde no s6lo de un signo y de su
referente, sino también de imterpretante’® una representacién mediadora del mundo en
funcion de la cual se establece la relacion eigreosy referente” (Bruner, p. 83).

El significado de las palabras (signos) se fijaidoente, como lo plantea Putnam
(1988/2000, p. 17), no se pueden considerar losfisigdos, o contenidos, como objetos
gue pueden ser aislados, en tanto entidades queleumna funcion explicativa en una
teoria; este autor establece una conexion entielgmnas relativos al significado y los

relativos a la fijacion de creencias, plantea qué.81):

[...] saber lo que significan las palabras de unueig (pues sin saber qué significan no se sabe
a qué se refieren) es captar la manera en quessatas.Pero el uso es holistico, ya que saber
cdmo se usan las palabras implica saber comoaseléig creencias que contienen esas palabras,
y la fijacién de las creencias es holistica.

Sin embargo, que el significado sea holistico n@rgudecir, como bien lo aclara este
autor, que cambios en nuestros procedimientogatgdin de creencias genere cambios en

el significado de las palabras.

39 Quizas deba afirmarse que los significassian por compartidos.

%0 Como lo plantea Peirce (1960, p. 228; citado pnmBr, 1990/2006, pp. 151-152): “Un signo, o
representameres algo que estd, para alguien, en lugar de algdgéin aspecto o capacidad. Esta dirigido a
alguien, es decir, crea en la mente de esa pewsosigno equivalente, 0 quizds un signo mas ddkatoo Al
signo que crea lo denominoieterpretantedel primer signo. El signo esta en lugar de adgabjeto.Esta en
lugar del objeto, no en todos los aspectos, sincefarencia a una especie de idea, que algunas Vvece
denominado drasfondodel representamen”.
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En el @mbito de la actividad matematica, D" Amore @@Amore, B., Radford, L. & Bagni,
G., 2006) reconoce dos tipologias de objetosnaiematicoen si mismo y elinguistico
que lo expresa. Para este autor “el aprendizajem@ico de un objeto O por parte de un
individuo | al interior de la sociedad S no es @naa que la adhesion de | a las practicas
qgue los otros miembros de S desarrollan en tormubgto dado O”, y esta adhesién se
expresa mediante la aceptacion de practicas qlezaason ademas linglisticas. Si bien
diferencia los objetos de la matematica y los algjéingliisticos que los expresan, admite
que tal adhesion ocurre sobre las modalidadestdecambio linguistico, pues son sobre
todo éstas las que determinan las practicas. Sidmesidera que los objetos no son creados
por el lenguaje, reconoce que son crea@lasto al lenguaje mediante el cual son
expresados. Asi, el lenguaje media entre practcgsensamiento. Las practicas son
adoptadas y explicitadas por los seres humano®y pkr‘puente comunicativo” es

producido y realizado por los lenguajes compartidos

Asi, si se acepta que los procesos de ensefianeaaprdndizaje estan mediados por la
comunicaciérf* el lenguaje adquiere una importancia fundamesigliendo las ideas de
D"Amore (2006a, p. 259), la matematica posee uguaje especifico, especializado, y los
estudiantes, para aprender, requieren apropiarsestie lenguaje especializatfoque
difiere del lenguaje comun y, por tanto, puede trise en una fuente de obstacufds.

Como lo afirma D’Amore (2001), y lo reconocen caga mas otros investigadores en la
actualidad (Radford, 2006a, p. 7), dada la ger=dlide los objetos matematicos, la
actividad matematica es, ante todo, una actividatb@ica. Dependiendo de las personas
con las que se pretende establecer comunicaciboom® del contexto y de los elementos

“! Podria incluso decirse gsenprocesos comunicativos; para lo cual se requégriee otros, que quienes
interactien asuman responsabilidades en este pr@eessolo quien pretende ensefiar sino quien espera
aprender].

42 Laborde (1995, citada por D’Amore, 2006a, p. 288)cia al lenguaje matematico al menos tres
caracteristicas: precision, concisién y universalid

43 Es necesario, sin embargo, reconocer la impodade nombrar los objetos especificos de la
matematica, en cuanto no solo permite referirlosndaera rapida con un cierto significado “compaitia
mejor, “que se da por compartido” —ademas de gitaibuna economia discursiva—, sino también permit
volverlos objeto de reflexion.
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disponibles para tal comunicacién, se opta porwiéra representaciofi,en uno u otro
sistema semidtico de representact@miendo en cuenta, ademas, los “rasgos” que se

quieren destacar, representar o comunicar delmbjet

2.5.1 Sobre el significado en matematicaGuando se hace uso de un sistema de
comunicacién, como se mencioné arriba, se utilis@mos (por ejemplo, términos o

expresiones) para referirse a algo, que se recatmteelo de una cierta existencia, que se
asume en un cierto sentido. Uno de los primerasdest sobre los signos, en el contexto
matematico, fue realizado por Frégeguien es considerado como uno de los primeros
filésofos del lenguaje; no obstante, su interéer@propiamente el lenguaje natural sino
fundamentalmente el lenguaje matematico, de hedtab& interesado tanto en la

naturaleza y el sentido de la matematica, comadenguaje.

Por ejemplo, Frege (1892/1985, p. 51) se pregunt sgualdad (en el sentido de
identidad) es una relacién entre objetos o entngbmes o signos de objetos. Afirma que los
enunciados a=a, y, a=b son de diferente valor ugiivo; mientras para un sujeto la
primera puede afirmarse a priori, la segunda ndaeto requiere ciertas ampliaciones de

su conocimiento. Ademas, plantea que:

Si, en general, encontramos que el valor cognescite “a=a” y “a=b” es distinto, esto se explica
por el hecho de que, para el valor cognoscitivesegitido del enunciado, o sea el pensamiento
expresado en él, no entra menos en consideraciérsueferencia, es decir, su valor veritativo.
Ahora bien, si a=b, la referencia de “b” es ciegate la misma que la de “a”, y por lo tanto,
también el valor veritativo de “a=b” es el mismoecel de “a=a”. Sin embargo, el sentido de “b”
puede ser distinto del sentido de “a”, y con etirsbién sera el pensamiento expresado en “a=b”
distinto del expresado en a=a; pero entonces lgsetonciados tampoco tienen el mismo valor
cognoscitivo(Frege, 1985/1892, p. 84)

Dos de las ideas basicas de Frege, pueden reswasirse
- El significado de las palabras o expresiones depdaticontexto.

- El significado de las oraciones depende del sicpuido de sus partes.

“ En la actividad de aula, es usual que las repr@sienes sean tratadas como si todas fuesen delomis
“tipo”, desconociendo las dificultades que, comoplantean varios autores (Duval 1995/1999; D"Amore,
1999/2006; Radford, 2006a), encuentra el estudipaute realizar transformaciones entre diferenteesias
semiédticos de representacion.

“5 Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925), ma#¢iop y l6gico aleman.

42



Doctorado Interinstitucional en Educacion Pedro Javier Rojas Garzdn

El significado de una expresion se compone de dpectos: el sentido y la referencia.
Puede resultar ilustrativo el clasico ejemplo dadoeste autor, acudiendo a las siguientes

dos expresiones clasicas:

(1) El lucero matutino

(2) El lucero vespertino

En ambos casos, usando expresiones diferentedassen lenguaje natural, se hace
referencia a un objeto, que en este ejemplo esighoy al menos para una persona
ilustrada: el planeta Venus; aunque cada una akoeiain contexto especifico y por tanto
con un sentido diferenciado; para un individuo lstrado las dos expresiones no sélo
tienen diferentes sentidos sino que puede supareeradieren objetos diferentes; asi, a las

expresiones dadas se les puede asignar significkfgosntes'®

En el anterior ejemplo, en cada caso, se haceerefier Bedeutung o Denotacipra un
objeto, acudiendo a un cierto signoeichen o Expresign que es usadde una cierta
manera $inn o Sentido*’ Desde lo propuesto por Frege, a caigmole corresponde un
determinadosentido (que puede ser expresado de diferentes maneras),éste una
determinada referencia; aunque a cada referen@adden corresponder muchos signos.
Para Frege, la relacion diadiSaggno-Sentides fundamental, pues reconoce que si bien en
algunos casos un signo podria no tener referecaip el caso de la expresion “el mayor

namero natural”, en tanto signo, siempre tendrécan

Como lo explican Godino y Batanero (1994), desdetdarias realistas, significadoes
una “relacién convencional entre el signo y la dadi concreta o ideal que existe
independientemente del signo linglistico; en camsega suponen un realismo
conceptual” (p. 4), es decir, el significado no eme del uso. Desde las teorias
pragmaticas, estos dos autores (p. 12) citan andacy quien, por su parte, plantea que el
significado de un objeto matematico, desde un pdeteista didactico y psicoldgico, no

puede quedar reducido a su mera definicion:

“8 E| signo de por si no es portador de significalasustituirse una expresion por otra “equivalenesi
tanto tiene la misma referencia, puede teneralor cognoscitivo diferente

" El sentido tiene que ver con lo cognitivo —comegkto asume una expresion—, no con lo semantico;
para Frege el pensamiento es el sentido del erdmygiao su referencia.
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son las situaciones las que dan sentido a los ptogenatematicos, pero el sentido no esta en
las situaciones ni en la representaciones simislEs una relacion del sujeto con las situaciones
y los significados. Mas precisamente, son los esgsesvocados en el sujeto individual por una
situacién o un significante lo que constituye @ltgld de esta situacién o este significante para
el individuo (Vergnaud, 1990, p. 158).

Para Vergnaud, si S es el conjunto de situaciones dpn sentido al concepto (la
referencia), | es el conjunto de invariantes sdbsecuales reposa la operatividad de los
esquemas (el significado) y F es el conjunto dédamas lingiiisticas y no linguisticas que
permiten representar simbodlicamente el concept®,psapiedades, las situaciones y los
procedimientos de tratamiento (el significante)cancepto es una terna de tales conjuntos:
C(S, I, F).

Asi, desde un punto de vista pragmatico, el sicgnifd depende tanto del contexto como
del uso por parte de un sujeto. Para Wittgenstmim, ejemplo, el significado de una
palabra, en un gran niumero de casosueasso en el lenguaje (siguiendo ciertas reglas). E
otros términos, comprender una palabra o un coocgighifica su uso gramaticalmente

correcto —entender su funcién en un “juego lingéost (D"Amore, 2001, p. 13).

Para Godino, Font, Contreras & Wilhelmi (2006, B),1la nocién de sentido propuesta
desde la Teoria de los Campos Conceptuales (TCG)edgnaud corresponde a lo que
desde el enfoque ontosemidtico se denomigiaificado personatle un objeto matematico;

resaltan que este autor no introduce una veissiitucionalde la nocion de sentido.

2.5.2 Objeto matematico, sentido y significadid.trabajo en didactica de las matematicas
exige preguntarse por el sentido del conocimienabematico y por la naturaleza de los

objetos matematicos (D"Amore, 2006b)

En relacién con los objetos matematicos, D’Amor&é&dino (2007, p. 207) plantean que,
si se asume una teoria pragmatica del signifiodidhps objetos

[...] necesitan ser vistos como simbolos de unidad#arales, emergentes de un sistema de usos,
ligado a las actividades de resolucion de probleguasefectian ciertos grupos de personas y van
evolucionando con el tiempo. El hecho de que eseelb de ciertas instituciones se hagan
determinados tipos de practicas, determina la eenerg progresiva de labjetos matematicog

que susignificadoesté intimamente relacionado con los problemda gctividad realizada para
su resolucion. Por ello no se puede reducir elifitgdo del objeto a su mera definicion
matematica.
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Por tanto, estos autores comparten con Godino &rigab (1994) que edignificado
(institucional/personal) de un objetss el sistema de practicas (institucionales/petesh
asociadas al campo de problemas de las que emetyzabjeto en un momento dado

[practicas para las cuales el objeto es deternmehant

Godino y Batanero reconocen que la tripleta prapuesr Vergnaud interviene en su
definicion de la nocién de significado de un cotiogpues “situaciones y representaciones
estan intimamente asociadas con la actividad dpidaemergen los objetos matematicos

culturalmente definidos” (p. 18); asi, destacarelacion diadica actividad-concepto:

En nuestra definicibn se encuentran presentes lEmeatos destacados por Vergnaud pero
organizados de un modo especifico, dando lugantalteérico que denominamos significado del
objeto correspondiente. El concepto seria el emgggie este sistema de préacticas. El componente
| de la tripleta conceptual de Vergnaud considesamoe describe adecuadamente el nucleo
intensional del significado del concepto (Bunge83)9y lo podemos denominar significado en
sentido estricto, pero aunque proporciona una idejim operativa del concepto no agota toda la
significacién del mismo.

Ahora bien, siguiendo ideas de Font & Ramos (208&iinir el significado de un objeto
matematico en términos de configuraciones episesnycde practicas asociadas, tal como
se propone en el enfoque ontosemiético, posibdistinguir sentidode significadg en
tanto el primero puede asumirse como significado parcial en el marco de un
subconjunto de sistemas de practica; en tantogjpamplo, dependiendo del contexto o del

tipo de notacion, cada objeto matematico se pueldeionar con unos o con otros objetos

matematicos. En palabras de estos autores:

El significado de un objeto matematico entendidon@osistema de practicas permite agrupar
practicas especificas que son utilizadas en unrdetado contexto y con un determinado tipo de
notacién, y que adquieren un determinado sentido gprmite establecer clases. Cada contexto
ayuda a producir sentido (permite generar un sybotmde practicas), pero no produce todos los
sentidos (p. 319).

El sentido no depende propiamente del objeto, guoéste le es atribuido por un sujeto en
una situacion especifiéd.Es decir, el sentido atribuido a un objeto maténaiepende
tanto del sujeto como del contexto en el que sedaby, por tanto, es algo flexible,

dindmico, en movimiento. El significado de un objetomo lo asume Radford (2006b) es

atribuido por la cultura y tiene una existencia dueesciende al sujeto, es mas estable;

“8 puede ser un individuo, un grupo de individuosia imstitucién; puede ser algo individual, el resib
de una negociacion al interior de una comunidagréetica, o una aceptacion de caracter institutiona
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podria decirse que el significado es méas descartizado y generdf Es decir, el sentido
es relativo a varias modalidades sensoriales y &dimars, y esta asociado mas a la
pragmatica, mientras el significado esta mas adoce la semantica cultural. Asi, el

sentido de un objeto puede considerase como uifiségio contextual de dicho objeto.

Desde los planteamientos de Radford, la objetivaci@onsiderada como toma de

conciencia subjetiva del objeto cultural- es unceso de dotaciéon de sentidos cuya
finalidad dentro del contexto de la actividad delkse es precisamente una aproximacion
hacia el significado. Se trata pues del processelatido del objeto en su camino hacia el
significado. El problema didactico, pues, es epdsibilitar o dar cuenta de un camino que
lleva del(los) sentido(s) al significado.

Desde una perspectiva ontosemidtica, como lo afirfrant & Ramos, un criterio de
idoneidad de una trayectoria didactica para untohj@gatematico es que el conjunto de
practicas implementadas (y sus configuracionesté&pisas asociadas) en la institucion
escolar sea lo mas representativo posible delnsistde practicas (y sus configuraciones
epistémicos asociadas) que son el significadotircsdinal de referencia del objeto. Dicho
en términos de contextos, como lo sugieren estimsem,) hay que presentar a los alumnos
una muestra de contextos, lo mas representativiblpogiue permita disefiar en la
institucion un significado pretendido que incorptre diferentes “sentidos del objeto” que
se consideran mas importantes en el significad@f@eencia (pp. 319-320). Es importante
aclarar que, respecto al planteamiento de estosresuthabria una diferencia en el
desarrollo del presente trabajo en tantose asume que el objeto en si mismo tenga
sentidos, sino que éstos le son atribuidos posuEtos.

Desde la concepcidon pragmatica de Wittgensteisigeificado de una palabra, en un gran
namero de casos, esl uso en el lenguaje siguiendo ciertas reglasotios términos,
comprender una palabra o un concepto significasslgrtamaticalmente correcto —entender

su funcién en un “juego linglistico” —. En palabdasGodino y Batanero (1994, p. 5):

9 Para este autor los objetos matematicos son ‘fpesrfijos de actividad reflexiva (...) incrustadosetn
mundo en cambio constante de la practica socialiatieada por los artefactos” (p. 111), donde tales
artefactos pueden ser objetos, instrumentos, sistel@ signos, etc.
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Para Wittgenstein no existe siempre una realidadiejue sea reflejada por el lenguaje, cuyas
estructuras tengan, por tanto, que regirse de doumm las estructuras ontoldgicas, sino que el
mundo se nos revela s6lo en la descripcidn lingaisPara este autor, hablar es ante todo una
actividad humana que tiene lugar en contextos@dnales y accionales muy diversos y debe, por
tanto, ser considerada y analizada en el planctbs eontextos. El lenguaje puede formar parte
de diversas "formas de vida"; hay tantos modosntlist de empleo del lenguaje, tantos juegos
linguisticos, como contextos situacionales y acies

En relacion con lo planteado anteriormente, y deddenfoque sociocultural de Radford
(2006b), es importante tener en cuenta que tasesipas y dichos contextos hacen parte de
una realidad histéricamente construida y que necasi intercambio dialégico humano, al
interior de una sociedad o grupo, con voluntad ieial de comunicacién. Desde este
enfoque, pensar no se reduce a asimilar una rdatixterna, como tampoco a construir de
la nada. El pensamiento es “una reflexion medidéizéel mundo de acuerdo con la forma
0 modo de la actividad de los individuos” (p. 10aM; otras palabras, el pensamiento debe
verse como “un movimiento dialéctico entre una ideal construida historica y
culturalmente y un individuo que la refracta (ynh@difica) segun las interpretaciones y
sentidos subjetivos propios” (p. 108). Este autdopnoce que la manera en que cada sujeto
llega a pensar y conocer los objetos de saber &st@rcada por significados culturales
gue van mas alla del contenido mismo de la activigla cuyo interior ocurre el acto de
pensar’, por tanto, los significados culturales somediadores entre la conciencia

individual y la realidad cultural objetiva [..ofientanla actividad y le dan cierfarmd’ (p.
109)>°

De hecho, para Radford, el aprendizaje consisted@ar de sentido a los objetos
conceptuales que el estudiante encuentra, en sitrgocion individual y social, en su

cultura. Un proceso de objetivacion es, pues, urcgso de elaboracion activa de
significados’* En palabras de este autor, “[l]a objetivaciénpecisamente, ese proceso
social de toma de conciencia progresiva eidios homérico, esto es, de algo frente a
nosotros; una figura, una forma, algo cuya gergadlinotamos gradualmente, al mismo
tiempo que la dotamos de sentido” (Radford, 20p6416).

0 Significados culturales, como pueden ser las quiomes sobre la naturaleza de los objetos
matematicos, su modo de existencia, la relaciéesties con el mundo concreto, etc.

*l para Radford (2006b) “el pensamiento es sobre tmdoforma de re-flexiéon activa sobre el mundo,
mediatizada por artefactos, el cuerpo (a travék geercepcion, gestos, movimientos, etc.), el lafguos
signos, etc.” (p. 123).
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En palabras de Santi (2011, p. 286):

La semidtica cultural (Radford, 2002, 2003, 200d0%) y el enfoque ontosemidtico (Godino,
2002; D’Amore & Godino, 2006) van mas alla de upeoaimacion funcional y estructural de la
semiodtica, sin embargo ellas reconocen ain el migapel fundamental de los signos en el
pensamiento y aprendizaje matematico, pero de war@em mas comprensiva. Su demanda es
que el uso de los sistemas formales de signos fEsndameno emergente derivado de sistemas de
practicas enmarcadas social y culturalmente. Rargpiender el significado de los signos, no los
podemos reducir a lo que ellos representan, sieodgbemos entender el tipo de actividad que
ellos realizan [...] las dificultades de los estutkartienen raicesno sélo enlas
estructuras semioticas complicadas que tienen @unejer, sino principalmente en los
sistemas de practicas asociadas con las represe@asemiodticas.

Por otra parte, retomando las ideas iniciales da ssccion, en los trabajos de los
estudiantes —individuales y/o grupales— se an#imtb el aspecto sintactico, relacionado
con el reconocimiento y uso de transformacioneseergpresentaciones semioticas al
interior del lenguaje algebraico (de tipo tratartogn como el aspecto semantico,
relacionado con el sentido asignado a los objetabajados? Si bien se habla de
significados personales o individuales asignadios abjetos, debe tenerse en cuenta que,
en tanto el estudiante esta inmerso en una ingtituen la que se generan procesos de
interaccion relacionados con dichos objetos y mrifieados, los analisis deben tomar en
cuenta los objetos y significados institucionaleg¢ga uno de los estudiantes tiene una
razon cultural y social que busca en su “vida dsel para aceptar o asignar sentidos a los

objetos.

Retomando algunas de las ideas de Radford (20pBinteadas en parrafos anteriores, el
significado es atribuido por la cultura y tiene wnastencia que trasciende al sujeto. El
sentido es algo flexible, dinamico, en movimiem®;multimodal, en tanto relativo a varias
modalidades sensoriales y semidticas. Puede afiengue para este autor la objetivacion
es vista como un proceso de dotacion de sentidgs, fmalidad —dentro del contexto de la
actividad del aula—, es precisamente posibilitar aproximacion hacia el significado. Asi,

podria decirse que un problema didactico asociadel ele dar cuenta del proceso del

sentido en su camino hacia el significado.

°2 para el andlisis de respuestas a las tareas ptapuearticularmente en contexto algebraico, be de
tener en cuenta el problema relacionado con la tdmaconciencia de la compleja diversidad de los
procedimientos discursivos utilizados para desifgsmobjetos (Duval, 2002).
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Para el andlisis de las producciones de los estigdiaresulta importante explicitar un
hecho que se ha observado en el trabajo realizadeelacion con la tarea propuesta.
Cuando en el aula de clase se ha trabajado entammileado “campo”, los estudiantes
tienden a permanecer en él y desde alli interprétaciendo uso del registro especifico
utilizado en el trabajo en matematicas como, pempjo, el registro algebraico. Si bien
hacen uso del lenguaje natural, éste es reconocmmo parte de la “costumbre
comunicativa” y se le reconoce su funcion de madimen la comunicacion. Al respecto,
resulta ilustrativo el resultado de la investigaci®alizada por D’Amore & Martini
(1998/1999), relacionada con tareas matematicapupstas a jovenes de ensefianza
secundaria superior en Bologna (14-19 afios), efcomtexto natural®® en la que se
reporta la influencia que tiene el lenguaje nataralas interpretaciones de las preguntas de
matematicas que se hacen en el aula. Estos ins@stEs reportan que en las respuestas
inicialmente dadas por los estudiantes se marafi@sinfluencia de dicho contexto, y que
el &mbito al que acuden para dar dicha respuesgthdesmodelos intuitivos “ingenuos" de
los primeros afios de escolaridad y, s6lo despmeésna entrevista que les fue realizada,
ellos reconocen la necesidad de reelaborar o fBEs®@uUs respuestas iniciales,

incorporando conocimiento matematico especifico,roayor formalidad.

Por lo tanto, desde los planteamientos anteriseepuede afirmar que cada sujeto tiende a
interpretar desde el contexto cultural en el qabapa en cada momento. Por tanto, podria
afirmarse que el lenguaje natural, en cierta foresa;absorbido” en la historia de clase,
gue en tanto hace parte de la costumbre, juegapel puxiliar en la “normatividad” de la

tarea propuesta.

Mientras los “expertos”, frente a diversas repres@ones de un objeto matematico, ven
representaciones diferentes de lo mismo, en tatitmlan los sentidos asignados a dichas
representaciones, los aprendices no necesariafasnten asi y pocas veces “articulan” los
diferentes sentidos. Es importante reiterar guetetés en este trabajo esté relacionado con

la multi-representacion de un objeto matematidatatior de un mismo registro, no con las

°3 Caracterizado por “el uso de la lengua natural, meguntas que incumben a hechos aritméticossen lo
que intervienen sélo niumeros naturales y hechas-extriculares, agradables y bien conocidos per lo
sujetos, que crea un contexto de espera (y pay thntespuesta)” al que denomir@mtexto natural” una
especie de ambiente mental de referencia, en qeel@ea el resolutor al buscar respuestas a lagiptas de
la prueba” (D’Amore & Martini, 1998/1999, p. 78).
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representaciones multiregistros. Ahora bien, ladades minimas del sentido asignado a
un objeto matematico dependeran de si se trata éxperto o de un aprendiz. Cuando se
trata de un aprendiz, dependen tanto de la sitmaoidno de la interpretacion de las
diferentes “componentes” de la expresion en eledsmw registro semiético; por ejemplo,

en el registro algebraico, podria depender deté&pretacién de los simbolos literales, de

los simbolos de las operaciones o de los simbadasdrelaciones.

Para esta investigacion, en principio, no se defprieviamente indicadores respecto de
sentidos asignados a una expresion dada o solmeltdifies para articular sentidos (como
podrian ser frases, aceptacion, declaracionesdifes), se acudié a “preguntas reflexivas”
a los estudiantes para captar posibles dificultagless encuentran para articular dichos
sentidos, generando que el estudiante se enfrewlieclaraciones anteriores suyas, las
analice y precise si aun las mantiene o si las @gpor qué; podria decirse que se trata
de metaindicadores. Sin embargo, en el desarrellasl entrevistas, el investigador tuvo
como referencia elementos en el significado sistérdie un objeto matematico (Godino,

2003, p. 107).

Por otra parte, el enfoque sociocultural de LuisifBxa (2006b) y el enfoque onto-
semidtico del grupo de Juan D. Godino (2003) sdizaios para explicar y comprender
las producciones de los estudiantes, en tanto lmrsdéonocen hechos cognitivos sino
también culturales e historicos. Para estos aytergee otros, el uso de sistemas formales
de signos es un fenbmeno emergente de los sistéeng@sacticas enmarcados social y

culturalmente.

2.5.3 Un marco necesario para “sentido” y “cambicedsentido”. En relacion con la

organizacion de las lenguas, se diferencia la fim@ocial del habla de su funcion
individual. En particular, Vygotski (Citado por Wseh, 1988, pp. 109-110) reconoce, por
una parte, el potencial del lenguaje para la r&ftexbstracta y de manera particular la
descontextualizacion del «significado» y, por olaaimportancia de la contextualizacion,
de las relaciones con el contexto, en la orgaréopaanguistica. Para Vigotski (1934/2001),

el sentidode una palabra es:
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[...] el agregado de todos los hechos psicolégicomrgemtes de nuestra conciencia a causa de la
palabra [...]. Por tanto, el sentido de una palatmagre resulta ser una formacion dinamica, en
curso, compleja, que tiene diferentes zonas déibdtal. El significado es [...] la zona mas
estable, unificada y precisa. Como sabemos, ursatambia su sentido en varios contextos.
Contrariamente, su significado es ese punto fij@aiiable, que se mantiene estable durante
todos los cambios de sentido en varios contexttad(por Wertsch, 1988, p. 136).

Este autor plantea también que:
En el lenguaje hablado, como regla, vamos del elemads estable y permanente de sentido, de
su zona mas constante, es decir el significadadelabra, a las zonas mas fluctuantes, a su
sentido en general. En cambio, en el habla intest@ predominio del sentido por encima del
significado [...] ocurre en una forma absoluta (Gitgadr Wertsch, p. 137).
Como se planted en el primer capitulo, el “sentifi@ asumido aqui, en principio, como
un significado parcial asociado mas a lo contextual e incluso a lo ¥ol@dada contexto
ayuda a generar sentido —aunque no todos los pssibhtidos— (Font & Ramos, 2005). Es
necesario reconocer la complejidad asociada alegdocsignificado”, e incluso que en la
actualidad aun no se cuenta con una teoria comastibre este concepto (D"Amore,

2005a); existe una diversidad de definiciones wavéal esta vigente el debate sobre el tema.

Siguiendo ideas de Godino & Batanero (1994), em gabajo de investigacion se asumira
que el significado de un objetd(institucional/personal) es el sistema de prastica
(institucionales/personales) asociadas al camp@rdblemas de las que emerge dicho
objeto en un momento dado. A continuacion se ptasknnocién de sentido que sera

asumida en esta investigacion:

Sentido de un objeto matematico primai@ado un objeto matematico primario sehtido
de dicho objeto es el contenido de la funcion sgoasidue tiene a dicho objeto primario

como expresion de la funcién semiodtica. Asi:

Expresion Contenido

Objeto primario Sentido del Objeto primarid

Diagrama 4.1. Sentido asignado a un objeto materm@fprimario

Un mismo objeto primario puede tener diferentesides. Por ejemplo:
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Expresion Contenido Expresion Contenido
Puntos del plang Senti Puntos que A
e entido 1 ) Sentido
equidistantes de* satisfacen una®e y
un punto llamadqg ecuacion del tipg
centro (x=h)%+ (y-K?=r?

Diagrama 4.2. Diferentes sentidos de un objeto, dgueitucionalment se espera construyan los aprereti

Articulacién de sentidosSe produce una articulacion de sentidos cuandastablece una

funcién semiética entre dos sentidos diferentesirdenismo objeto matematico primario,
esto es, cuando uno de los sentidos (contenido)obieito primario se convierte en
expresion de una nueva funcion semiotica que tten® contenido a otro sentido de dicho
objeto. Asi, por ejemplo, en el caso del diagran2a l& articulacion producida se puede

sintetizar en un diagrama como el siguiente:

Contenido
ExpreS|on Puntos que satisfacen una ecuacTén_

del tipo &—h)>+(y—K?=r? Sentido 2

Expresién Contenido

Pun.to.s del plang ¢ Sentido 1
equidistantes  de
un punto llamadog

centro

Diagrama 4.3. Articulacion de sentidos

Esta articulacion es el resultado de la concaténade las dos funciones semioticas
presentadas. Se tiene un objeto matematico pringroual se le asignan dos sentidos
diferentes. En otras palabras, se produce unailadion de sentidos cuando se establece
una nueva funcién semiodtica en la que una de lagulwiones semidticas anteriores juega
el papel de expresion (Diagrama 4.3). Dicha conddmade funciones semiéticas se puede

simplificar en una sola funcion semidtica que peneelacion (articula) los dos sentidos:

Expresion Contenido

Puntos del plano equidistante$?untos que satisfacen una ecuadgion
de un punto llamado centro | del tipo &—h>+(y—K?>=r?

Diagrama 4.4. Articulacién de sentidos (simplificén)

Asi, la articulacion de sentidos quiere decir qaatenidos de funciones semioticas que
antes se consideraban como diferentes (sin relasiglicita) ahora se consideran, en cierta

forma, equivalentes (con relacion explicita).
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Por otra parte, dratamientose puede caracterizar como una funcién semiétieatgua
como equivalentes dos objetos primarios, considsrachbos como representaciones de un

mismo objeto matematico. Por ejemplo, mediante stommaciones semidticas en el

registro lenguaje algebraico, la ecuaciény = ﬁ se transforma enx (+ y)?=1y ésta a su
vez en X*+y*+2xy-1=0; es decir, las expresiones+y = ﬁ y X°+y%+2xy-1=0, son

sintacticamente equivalentes, y se establece umaarfuncion semibtica:

Expresion Contenido
xty=— Xo+y?+2xy—1=0
Y x+y y Y

Diagrama 4.5. Transformacion tipo tratamiento

Desde lo planteado anteriormente, a dos objetosnapies (especialmente dos
representaciones), que se consideran sintacticaregnivalentes, en tanto uno de ellos es
obtenido a partir de otro como resultado de ungsoale tratamiento, se les puede asociar

el mismo sentido (el mismo contenido):

Expresion Contenido Expresion Contenido
> 2 Es una Es una

+y+ —1= . . +y= : .
XAy =+2xy=120 | i cunferencia® Y=y circunferencia

Diagrama 4.6. Asignacién del mismo sentido a obgeitnatematicos primarios

En este caso, cuando se asigna el mismo contendlds @bjetos primarios, se dice que

tales objetos tienen glismo sentido

Cambio de sentidé&e da cuando el sentido asignado a una represantsainiotica no se
articula con el sentido asignado posteriormentearepresentacion semiética obtenida por

tratamiento, en tanto se “abandona” el sentidoiamente dado y se asume un nuevo
sentido, es decir, se realizacambio de sentidd?or ejemplo, a la ecuacian+ y = ﬁ se
le asigna inicialmente el sentido: «no es una ofeneéncia»; sin embargo, después de un

proceso de tratamiento, se reconoce que las ecescia- y = ﬁ y X*+y*+2xy-1=0, son

> Como se afirmé al inicio de este escrito, aunquedpresioné+y*+2xy—1=0 no representa una
circunferencia, como lo asumen algunos estudiaptes, los propdsitos de esta investigacién nolesamnte
este hecho.
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sintacticamente equivalentes. Ahora, a la ecuamiéryzﬁ se leasigna un nuevo

sentido «es una circunferencia», en este caso, se gameraambio en el sentido

inicialmente asignado a la ecuacion.

En otros términos, la situacion inicial es la segue:

Expresion Contenido Expresion Contenido
1 No es una Es una
x+y= . . XP+y?+2xy—1=0 . .
x+y circunferencia circunferencia

Diagrama 4.7. Sentidos inicialmente asignados

Como resultado de un proceso de tratamiento seidéeladsiguiente situacion:

Expresion Contenido
Xty=— X2+yP+2xy—1=0
x+y

Diagrama 4.8. Equivalencia sintactica entre objefosmarios

Y posteriormente se tendria:

Contenido
Es una circunferencia

Expresion

Expresion Contenido

1
XY= Xe+y2+2xy—1=0

Diagrama 4.9. Articulacién de sentidos

Esta combinacion de funciones semidticas se puedpliicar en una sola funcion
semidtica, que sintetiza la situacion final:

Expresion Contenido
Es una

x+y= . .

x+y circunferencia

Diagrama 4.10. Cambio de sentido (respecto al iaigiente asignado)
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3. Disefio de la Investigacion

Este proyecto se enmarca en un enfoque de inveistigaualitativa, de tipo descriptivo-
interpretativo, y fue diseflado para realizar unlisisaen contexto real del fendmeno
descrito, relacionado con el cambio de sentidoerghtlo como la dificultad que una
persona encuentra para articular el sentido asigaastha representacion semiotica con el
sentido asignado a otra representacion semioti¢aniola por tratamiento. Desde los
planteamientos de Goetz y Lecompte (1988), la liddnl del proceso investigativo se
mejora proporcionando la mayor informacién positdato de la situacion en que es
desarrollada la experiencia y de la seleccién gmldacién o de la muestra, como de los
meétodos de recoleccion de datos y el andlisis deriemos; asi como posibilitando la
revision o una réplica del trabajo por otros ingstores. La validez se mejora,
exponiendo presupuestos de base, realizando urmeapente comparacion de los datos y

una descripcion lo mas profunda y detallada posiblanalisis realizado.

Se parte del hecho de que la verbalizacion de tosepos de pensamiento y accion
proporcionan importante informacién, no sélo aipde materiales escritos —como pueden
ser los obtenidos mediante instrumentos de indégaftareas o cuestionarios)—, sino
también a partir de procesos de interaccidon —camsogkenerados en los trabajos con
pequefios grupos o mediante entrevistas—. Como ropuiétodoldgica, se trabajé la

entrevista estructurada basada en tareas (Gol@dQ)2realizada a pequefios grupos de

estudiantes:

Las entrevistas estructuradas basadas en tarem<lpastudio del comportamiento matematico
implica minimamente un sujeto (un resolutor de [@mwmlas) y un entrevistador (el clinico),
interactuando en relacién con una o mas tareaguptas, problemas o actividades) introducidas
para el sujeto por el entrevistador de una maneréfigada de antemano. El Gltimo componente
justifica el términdbasada en tareasAsi que las interacciones de los sujetos no écon los
entrevistadores, sino con el entorno de la taragentrevista en grupo con dos o0 mas sujetos cae
también en el dmbito de esta discusion, lo queallavla necesidad de ampliar nuestras
interpretaciones de algunas de las ideas (Gol@®B0 2p. 519).
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Las razones por las cuales se opté por realizaevéstias grupales, y no individuales,

pueden resumirse asi: La entrevista grupal (a pegugrupos) ofrece un ambiente menos
artificial y tenso para cada uno de los entrevisga@n tanto la atencién del entrevistador
no se centra de manera permanente en el trabajm delo individuo; los entrevistados

pueden interactuar entre si, acoger o poner emgi@t las afirmaciones y argumentos
presentados por sus pares, ademas de tener ldigadide conocer, analizar y contar con
elementos adicionales en relacidbn con las tareapupstas y con los argumentos

inicialmente considerados.

Si bien, como lo plantea Goldin, es necesario tootas precauciones con respecto a
posibles contingencias que puedan producirse adaedue avanza la entrevista —
insinuaciones 0 preguntas retrospectivas del dstaelor—, también es necesario prever
que en un determinado momento se reconozca urisitude interés para el propoésito de
la investigacion y sea necesario que el entrevastatbdifique temporalmente el disefio
previsto. En palabras de este autor, a difereneidqosl métodos convencionales de test

basados en lapiz y papel, la entrevista basadareast

[...] hace posible poner el foco de interés de lagtigacion mas directamente en los procesos del
sujeto al enfrentar la tarea matematica, mas gleeesdlos patrones de las respuestas correctas o
incorrectas que ellos producen, por lo tanto hapdsibilidad de ahondar en una variedad de
tépicos importantes con mas profundidad de la quposible por otros medios experimentales
(Goldin, 2000, p. 520).
En este capitulo se presenta una informacion, ¢omagor detalle posible, sobre la
situacion en la cual se desarroll6 el trabajo ycliterios de seleccion de la poblacién, asi

como los métodos de recoleccidon de datos y elsasd@e los mismos.

3.1 Aspectos generales

A manera de contextualizacién, resulta importasteet en cuenta los estandares de
matematicas propuestos por el Ministerio de Edadca®iacional de Colombia (MEN,
2003, p. 2), los cuales son entendidos como “@#eclaros y publicos que permiten
conocer cual es la ensefianza que deben recibesltosliantes” y estan propuestos para
cinco grupos de gradd3:De 1° a 3°, de 4° a 5°, de 6° a de 7°, de 8%ad8°10° a 11°,

* La educacion formal ofrecida desde el sector afficicluye, en ocasiones, un grado previo denonsinad
Grado cerg sin embargo, en la mayoria de estas instituciafiegles (también llamadas pubicas) no se
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asociados usualmente con el nivel superior de gag#, asi: 3°, 5°, 7°, 9°y 11°, grados en
los cuales se realizan periddicamente evaluaciandgernas de caracter nacional e
internacional. Dichos estandares son “el puntoefierencia de lo que un nifio puede estar
en capacidad de saber y saber hacer, en determaneag en determinado nivel” (2003, p.
2) y se constituyen en punto de referencia padesdrrollo de propuestas curriculares. Los
estandares estdn organizados en seis “formas dsarpenatematicamente” (p. 4):
Numérico, Espacial, Métrico, Aleatorio y Variacibnd manera de ejemplo, y en relacion
con las tematicas abordadas en los tres cuestigndisefiados, se plantean estandares

especificos, a saber:

- Lo relacionado corprobabilidad se propone para trabajar explicitamente desde el
segundo grupo de grados en basica primaria (4) gestal manera que, al finalizar el
grado 7° (Pensamiento Aleatorio, Estandar 6), kisdeantes estén en capacidad de
“Hacer conjeturas acerca del resultado de un exgeto aleatorio usando
proporcionalidad y nociones basicas de probabili@adL7).

- El trabajo inicial consistemas algebraicos y analitice® propone desde la basica
primaria, orientado a que en grado 7° puedan reptas situaciones de variacion
mediante expresiones verbales generalizadas, gra@b 8° trabajen explicitamente el

lenguaje algebraico (expresiones algebraicas, emexy equivalencia de expresiones).

- En grado 9° se trabaja relaciones entre propedate graficas y propiedades de
expresiones algebraicas, modelacion con funcionedindmicas, racionales vy
exponenciales, familias de funciones y sistemascdaciones. En general,tedbajo con
conicasse realiza en grado 10°.

Si bien hay evidencia de dificultades similaresaaque aqui se pretende describir en
diferentes grados de escolaridad (desde primasi@ hmiversidad), en relacion con objetos

de diversos campos de la matematica, para el deate este proyecto se definié trabajar

ofrece. Algunos nifios, antes de ingresar formalememtla educacion, asisten a Guarderias 6 Jardines
Infantiles (oficiales o privados) en los cualedeseofrece cierta educacién no formal, aunque @ifeinda de

una institucién a otra. Las instituciones privadas|a mayoria de los casos, ofrecen este nivelqrel cual
usualmente denomindiransicion ademas de otros niveles (denominados Pre-kindéander).
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con estudiantes de grado 9° (14-15 afos, aproximewiz) y de grado 11° (17-18 afos,
aproximadamente). La decision sobre la escogeraiagmhdo 9° fue motivada por dos
razones, la primera de ellas es que una de laastgm®puestas esta en el contexto
algebraico y requiere de un trabajo especifico gaote los estudiantes con expresiones
algebraicas que, en el caso de Colombia, curritdate estd propuesto de manera
explicita para los grados 8° y 9° de educacionchasa segunda razon, que en Colombia el
grado 9° corresponde al ultimo grado de la edundud§ica. Por su parte, la escogencia del
grado 11° fue motivada por corresponder al ultinmelnde escolaridad, previo a los
estudios de pregrado, es decir, el maximo de canpiet matematica previo al ingreso a la

universidad.

3.2 Aspectos metodoldgicos especificos

3.2.1 PoblacionLa seleccion de la muestra, tanto de instituci@moeso de estudiantes, no

fue aleatoria, se establecié de manera intencioealiante criterios establecidos a priori.
En particular, las instituciones educativas de addn basica y media fueron

seleccionadas de entre las instituciones con lale€®l programa LEBEM ha establecido
relaciones? a partir del vinculo de docentes de la universinlae egresados del programa
con ellas, asi como las posibilidades de colab@nasfrecidas por directivas y profesores
de las mismas. Inicialmente se seleccionaron dimgtduciones educativas (colegios) en la
ciudad de Bogota, dos de caracter oficial (CUN y &M tres de caracter privado (EPE,

CAF y CHA), para tener una amplia muestra.

Las dos instituciones oficiales, CUN y MMC, estdiicadas en la periferia de la ciudad, en

sectores considerados vulnerables, cuentan cojod@glas (mafiana y tarde), en cada una
de las cuales asisten diferentes estudiantesaBgjdrsélo con estudiantes de la jornada de
la mafiana (jornada escolar de 6:30am a 12:20pny.estudiantes que asisten a estas

° LEBEM: Licenciatura en Educacién Bésica con Esfasi Matematicas, programa de pregrado para la
formacion de profesores de mateméaticas de la Fatcdi Ciencias y Educacion de la Universidad Dedtri
Francisco José de Caldas, Bogota-Colombia.
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instituciones son de estrato socioeconémico bajp 21>’ La institucion EPE esta ubicada
en las afueras de la ciudad, en un sector no cenasid vulnerable. Las dos instituciones
privadas, CAF y CHA, estan ubicadas en zonas céstrile la ciudad y a ellas asisten
estudiantes de estrato socioeconémico medio yladtonayoria de los estudiantes de CAF
provienen de los estratos bajo y medio (2 y 3),deda EPE de estratos medio (3 y 4),
mientras que los estudiantes de CHA provienen ipahmente de los estratos medio y alto
(4,5y6).

La institucion educativa CUN fue seleccionada paaizar el pilotaje, especificamente
con estudiantes de dos grupos de gradd B%ta decisién se tomé por ser la primera
institucion en la cual se pudo concretar la reei@a del trabajo de indagacién. Asi, la
poblacion definida para el desarrollo de este joaba seleccion6 del grupo de las cuatro
instituciones restantes, una del sector oficial (E)M tres del sector privado (EPE, CAF y
CHA). Por condiciones de las instituciones, en elegio MMC (Institucién 1) se
selecciond un grupo de grado 9°, en la EPE (lrshitu2) un grupo de grado 11°y en las
dos instituciones restantes, CAF (Institucion 3TKA (Institucion 4), se seleccionaron
dos cursos, uno de grado 9° y otro de grado 1tRa@s se seleccionaron en total, entre las

cuatro instituciones, seis grupos (cada grupo pooxanadamente 40 estudiantes).

3.2.2 Disefo de instrumentog&l primer pilotaje se realizé con un grupo de gr@fl de la

institucion educativa CUN, a partir de una tareasada en la experiencia reportada por

°" Sj bien, en Colombia, @stratoconstituye un instrumento para clasificar los iefsles de acuerdo con
su ubicacion (rural y urbano), su entorno y la didiade servicios publicos, asi como los impuegt@sdebe
cancelar, también permite tener cierta informacdbre capacidad econdmica de quienes la habithm (sa
casos especiales, como por ejemplo los inmueblesiderados patrimonio histérico o cultural, a lo® ge
les asignha un estrato bajo para disminuir el valerimpuesto y contar con subsidios en los servicios
publicos). Oficialmente hay 6 estratos para inmeebksidenciales: bajo-bajo (estrato 1), bajo d&st2),
medio-bajo (estrato 3), medio (estrato 4), medio-@@strato 5) y alto (estrato 6). En Colombia, méls60%
de la poblacién esta clasificada en los estratp®,ly menos del 5% en los estratos 5 y 6. En Bogoéas de
la mitad de la poblacién corresponde a los estratgs2, cerca del 35% al estrato 3, menos de uraB%
estrato 4 y so6lo cerca de un 4% esta en los estfatp 6 [Datos del afio 2009. Fuente: DANE-SDP:
Proyecciones de poblacién segun localidad, 2006{201

%8 Cuando se hable de “grupo”, se hara referencigugdo total de estudiantes (40 jévenes en promedio)
en cada uno de los cursos de cada grado; cuartthbkede “pequefio grupo”, se hara referencia aogrdp
3 estudiantes en promedio (sélo en un caso sgdreba 2 estudiantes y en otro con 4).
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D’Amore (2006b), la cual fue propuesta por el psofea cargo del grupo (curso), para ser
trabajada inicialmente de manera individual y lusgo socializada en pequefios grupos y

ante el grupo general:

Asuma quen representa un nimero entero cualquie)
1. Diga qué es cada una de las siguientes expresiones
3ny (n-1)+n+(n+1)
2. ¢ Qué relacion hay entre la expregiérl)+n+(n+1)y la expresior8n? Justifique su respuesta
3. ¢ La expresié-1)+n+(n+1)significael triple de un nimer@ Justifique su respuesta

Con el primer grupo de grado 9° se trabajo sinegatrun cuestionario a cada uno de los
estudiantes; se le propuso al profesor realizaragtigidad de clase en el marco de la cual
planteara de manera verbal las preguntas suge(etasibiendo soélo las expresiones
algebraicas en el tablero) para indagar sobre sibleocambio de sentido. El investigador
estuvo presente en la sesién como observador tioipante.Se evidencié que al menos la
tercera parte de los estudiantes no se involucta aatividad, que el tiempo invertido para
abordar cada una de las preguntas era considéraétede 20 minutos para cada una), lo
cual generé que al docente le resultaba dificiadde orientar e incluso direccionar la
escasa participacion de los estudiantes; no sgaledl una intencion del docente a cargo del
curso por indagar posibles interpretaciones o uiides que encontraban los estudiantes,
es decir no se generaba un ambiente previo deaodaygsino mas bien una intencion de
realizar “cierres” rpidos privilegiando, o centlarla mirada, en respuestas mas cercanas a

lo institucionalmente esperado.

Esta tarea contenia tres items. El primero de etlosistia en una pregunta abierta sobre la
interpretacion o significado asociado por los dsiigs a dos diferentes representaciones
(expresiones algebraicas) de un mismo objeto, tprska una pregunta cerrada para
indagar si reconocen o no dguivalencia sintacticantre las dos representaciones dadas,
esto es, si pueden realizar un proceso de tratéonmeediante el cual puedan obtener una
representacion a partir de la otra, y la tercera padagar si reconocen en una de dichas
representaciones el objeto asociado a la otra gepracion. Como se menciond en el
primer capitulo, el propésito basico es indagaresgmsibles dificultades que encuentran

los estudiantes para articular los sentidos asmmadobjetos matematicos y/o posibles
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cambios de los sentidos asignados y encontrar atesi@ue permitan explicar dichas
dificultades y/o tales cambios de sentido.

En relacion con el primer item, respecto a quéaga wina de las expresiones, mientras
algunos estudiantes de grado 9° (Colegio CUN) refipmon “es una expresion del

algebra”, “es una variable”, “es un nimero y urteale otros preguntaban a qué se hacia
referencia en esa pregunta; sélo cuando el profEesordecia que debian decir qué
significaba la expresion o como la interpretabarjos de ellos afirmaban que era “una

multiplicacion”, “3 veces n”, “3 veces el numero™@ triple de un niamero”. Con respecto
al segundo item, respondian que “ambas eran espessalgebraicas, “gque una tenia un
término y la otra tres”, o “que en ambas apareti@tra dificultad que se evidencio en
esta indagacion es que no se contaba con regiesa#os de la produccion de los

estudiantes al abordar esta tarea.

Con base en esta indagacion, se decidi6 preseataaréa mediante el siguiente

cuestionario, compuesto de tres items:

Asuma quen representa un nimero entero cualquiers)

1. Diga qué es, qué representa, 0, qué significawaaae las siguientes expresiones:
(@)3n
(b)(n-1)+n+(n+1)

2. ¢La expresiofn—1)+n+(n+1) es igual da expresior8n?
(a) Marque con una X su respuesta SJ( No()
(b) Justifigue a continuacion su respuesta

3. ¢La expresidfn—1)+n+(n+1) significael triple de un numer@
(a) Marque con una X su respuesta Sy( No()
(b) Justifigue a continuacion su respuesta

Este cuestionario se trabajo con el otro grupo melay 9° del colegio CUN (segundo
pilotaje). Inicialmente se solicitd responder elestionario de manera individual y
posteriormente en pequefos grupos para sociafigaiekpuestas dadas y, luego, proponer
respuestas como grupo. Esto posibilitd no séloarorin escritos sobre la produccién de
cada estudiante, sino también generé una mayoicipadion de los estudiantes en el
trabajo en pequefos grupos. Sin embargo, en ehdedgtem la mayoria de los estudiantes

(cerca del 80%) respondian que las dos expresaraasguales pero no habia evidencia de
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gue pudieran realizar las transformaciones denatao requeridas para obtener una de las
expresiones a partir de la otra, usando propiedadebraicas.

Con base en este pilotaje se tomo la decision agoper en total tres tareas, construyendo
tres cuestionarios con un disefio similar al profgupara este cuestionario, con el fin de
contar con producciéon de los estudiantes en pandoos dos contextos diferentes. Las
tematicas seleccionadas para proponer las treastgwara los cuestionarios fueron,
respectivamente: (1) Probabilidad, (2) Equivalend& expresiones algebraicas y (3)

Ecuaciones cuadraticas. Los cuestionarios propsiéstoon los siguientes:

Cuestionario 1 (Probabilidad):

En lo que sigue, siempre se hara referencia a wo dieadicional de seis caras. Por favor,
conteste en el orden en que aparecen los puntélycentinie con el siguiente cuando
haya respondido completamente el punto anterior.

1. ¢Cual es la probabilidad de daezando un dado se obtenga un numer@ par
(a) La probabilidad es:
(b) Expligue brevemente como realiz6 el calculo daddabilidad:

2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la priatedobtenida en el punto anterior?
(a) Margue con unX su respuesta Si () No ()
(b) En caso afirmativo muestre cual(es) seria(n) esagBera(s). En caso negativo
explique por qué no existiria otra manera de eapiisha probabilidad.

3. ¢Puede afirmarse que la fraccignes la probabilidad de que lanzando un dado se
8
obtenga un nimero par?
(&) Marque con un4 la respuesta que considera correcta Si ()
No ()
(b) Justifique a continuacion, con el mayor detptisible, su respuesta:

Cuestionario 2 (Equivalencia de expresiones):

En lo que sigue, asuma gaeepresenta un namero entero cualquiera. Por fagonteste
en el orden en que aparecen los puntos y solorgantcon el siguiente cuando haya
respondido completamente el punto anterior.

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigstedide la expresiGh.

2. Diga si la siguiente igualdad esonovalide:=-1) +n+ (n+1) = 3n
(&) Marque con un4 la respuesta que considere correcta  Si ()
No( )
(b) En caso afirmativo compruebe la igualdadr&so negativo dé razones por las
cuales no se cumple.

3. ¢Laexpresiofn — 1) + n + (n + 1) puede interpretarse corabtriple de un niumero?
(&) Marque con un4 la respuesta que considere correctaSi ()
No ()
(b) Explique o justifique a continuacion, con elyor detalle posible, su respuesta:
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Cuestionario 3 (Ecuacion cuadrética):

En lo que sigue, asuma gue ey representan numeros reales cualesquiera. Por favor
conteste en el orden en que aparecen los puntascpmtinie con el siguiente sin haber
respondido completamente el punto anterior.

1. Diga qué es, qué representa, qué significa o geénetacion hace usted de la siguiente
ecuacioniy: + yz + 2xy-1=0
2. ¢la ecuacic’)r;(+ _ 1 esequivalente a la ecuacign+ y? +2xy-1=07

X+y
(&) Marque con un4 la respuesta que considera correcta Si ()
No( )
(b) En caso afirmativo compruebe la equivalenaiacaso negativo explique por qué
no se cumple.

3. Complete el enunciado de la siguiente preguntaibéstdo en el espacio punteado la
respuesta que usted dio anteriormente, en el ppomo, y luego respéndala.

¢ La ecuaci()xrlr _ 1 es ?
X+y
(&) Marque con un¥ la respuesta que considere correcta Si ()
No ()

(b) Expligue o justifique a continuacién, con elyor detalle posible, su respuesta:

3.2.3 Recoleccion de informaciorileniendo en cuenta la importancia de disponer de
diversos instrumentos de recolecciéon de informagp@m posibilitar una triangulacion de
los resultados, ademas de la indagacion mediamtesalrollo de tareas (propuestas en los
cuestionarios) y del contenido de las notas tomaaasel investigador, se cuenta con
entrevistas grabadas en audio, las cuales fuesdizadas con cada uno de los pequeiios
grupos seleccionados con base en las respuestas aléaltarea propuesta en los diferentes
cuestionarios. Desde los planteamientos de GokfiaQ, p. 519):

Normalmente, se prevé la observacion y registrtodpue sucede durante la entrevista para su
posterior analisis: a través de grabaciones deoayfdi video, notas de los observadores, y
trabajo del sujeto. Explicita prevision se hacebigm para contingencias, como las que pueden
ocurrir a medida que avanza la entrevista, posibfeenpor medio de secuencias de ramificacion
de preguntas heuristicas, sugerencias, problemkiomados en secuencia, preguntas
retrospectivas, u otras intervenciones por parteltféco [entrevistador].

Los dos primeros cuestionarios fueron propuestos log estudiantes, tanto del grado 9°
como del grado 11° mientras que el tercer cuesiionsélo fue propuesto para los
estudiantes de grado 11°. Es decir, a los estediale grado 11° se les propuso un total de

tres cuestionarios.
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En tanto se reconoce la importancia de que losliesties se involucraran en el desarrollo
de la actividad, las tareas fueron trabajadasalm@nte de manera individual por cada uno
de los estudiantes de los diferentes cursos (cadaan aproximadamente 40 estudiantes)
y luego en pequefios grupos (entre 2 y 4 estudjaftesteriormente, con la orientacion del
profesor de la instituciébn a cargo del curso, sd¢iz@ una socializacion de algunas de las
respuestas dadas por los pequefios griidos,cuales fueron seleccionados por el profesor

con base en la observacion realizada por él duedtimpo de trabajo de los estudiantes.

En cada una de las instituciones, previamente abajp con los cuestionarios, el
investigador-entrevistador (P) dialoga con los éisntes y les informa que el trabajo que
van a realizar tiene como propdsito indagar sadsaliferentes interpretaciones y usos que
los estudiantes hacen de las expresiones en daljdrajue realizan en matematicas,
relacionado con temas y conceptos conocidos pws;elclarandoles que o mas importante
para €l es conocer las razones por las cualepiatan de una u otra manera, ya que esto
permitiria entender mejor como orientar actividades el aula y reconocer posibles
dificultades que encuentran los estudiantes emabhjp en matematicas, por lo que les
solicita que en los cuestionarios que les van i@gat para trabajar individualmente sean lo
mas explicitos posible en la explicacion del praoéehto o de las razones que apoyan su

respuesta.

Desde las investigaciones en psicologia sociahgieindizaje, se reconoce que en este tipo
de situaciones es importante tener en cuenta guestadiantes no sélo deben cumplir con

la tarea propuesta, sino también responder a &jiagud de la situacion social, en este

caso, entender las expectativas del investigadar yaturaleza del problema, ademas de
entender su papel, y el de sus compairieros, eteladcion (ver, por ejemplo, Schubauer

& Grossen, 19933° Con el propésito de aclarar el papel que los émttes deberan

desempefar en esta actividad, el investigador teBenta que una vez desarrollen

%9 Se reconoce la importancia de que quien sociafieerespuesta lo haga en representacion del gnopo;
sélo para que dé cuenta del proceso del grupotambién para que su intervencion pueda ser apqyaida
los otros integrantes del grupo y se disminuyaateda tensién que usualmente puede generarsea@sean
defiende individualmente un resultado.

¢ Estos autores reconocen la importancia del as&isihversacional, en tanto consideran la convensaci
como el contexto natural en el que las habilidadesitivas de los sujetos participantes en ellafmafieros)
se disponen y son construidas en torno a la irdEnacocial.
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individualmente los cuestionarios, podran conforgrampos de 3 estudiantes en promedio
para socializar sus respuestas y responder nuet@ngncuestionario como grupo.
Adicionalmente les informa que, teniendo en cuelda diversidad de posibles
interpretaciones y de respuestas encontradas,ripostente seleccionara al azar algunos
grupos, formados por 2 o mas estudiantes, parizaealna breve entrevista con el
propésito de ampliar la informacién encontrada es tuestionarios, y aclara que la

participacion en ellas es completamente voluntaria.

En resumen, la informacion recolectada se encuesgistrada en:
(1) cuestionarios individuales (y de pequefos grupos),
(2) entrevistas grabadas en auffio,

(3) notas del investigador.

La seleccidon de los pequefios grupos para entreséstaalizé a partir de las respuestas

dadas a la tarea, la cual contenia tres itemsyas® en los siguientes criterios:

(1) Que en el primer item la interpretacion realizada fos estudiantes fuera
compatible con el “significado institucional” (Godi & Batanero, 1994) asignado a
dicho objeto.

(2) Que en el segundo item al menos uno de los estadigoueda reconocer
explicitamente la equivalencia sintactica entreebgsresiones dadas (aritméticas o
algebraicas), esto es, pueda realizar un procestratEEmiento que le permita
obtener una de las expresiones a partir de |glvi@endo uso de las propiedades al
interior del registro aritmético o del algebraico).

(3) Que en el tercer item al menos uno de los estediagie ha reconocido la
equivalencia sintactica en el item anterior de kaspresiones responde

negativamente.

®1 Teniendo en cuenta que algunos estudiantes smbeckis manifestaron que les incomodaria ser
grabados en video, por lo que preferian que searil un instrumento menos “intimidante”, se acocdd
ellos que lo mas adecuado era realizar la grabasddm en audio, y que en las transcripciones s& har
mencién de sus nombres, sin incluir los apellidasipoco se haria referencia explicita a las irtgtines en
las cuales estudiaban, sino que se usaria una wigla haria una descripcién general sobre algunas
caracteristicas de la poblacion estudiantil.
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De tales pequefios grupos de estudiantes se sel@aiocuatro, uno por cada una de las
cuatro instituciones, esto es, 16 pequefios grupostotal, teniendo en cuenta la
disponibilidad y el interés manifestado por losidigtntes para participar en las entrevistas.
De estos 16 pequeiios grupos finalmente se selecoioi3, uno por cada tarea propuesta,
cuya produccién oral y escrita se constituye epriacipal fuentede datos reportados y

analizados en esta investigacion.

Los criterios establecidos para seleccionar estgspequefios grupos fueron tres: (1) contar
con informacion sobre el trabajo realizado en ocauia de las tres tareas propuestas, (2)
disponer de informacion de por lo menos dos deuaso instituciones seleccionadas, una
de caracter oficial y una de caracter privado yc(@jtar con informacion de cada uno de
los dos grados seleccionados, esto es, uno de §fadotro de grado 11°; adicionalmente
se tuvo en cuenta que se evidenciara un camb iatelpretacion inicialmente realizada a
las expresiones, esto es, que se evidenciara tioalagsion de sentidos y/o un cambio del

sentido asignado a los objetos matematicos primario

Con base en las pruebas piloto desarrolladas.eelptt de duracion de las diferentes
entrevistas se estimo entre 10 y 15 minutos, depedd de la interaccion entre los
estudiantes y la necesidad de indagar algun aspsgiecifico reconocido durante el
desarrollo de la entrevista. Las entrevistas fugmmygramadas para ser realizadas con
grupos de 3 estudiantes, exceptuando dos casosoette ellos la entrevista se realizd con
2 estudiantes (Transcripcion 5) y en el otro cagstidiantes (Transcripcion 10), quienes
habian trabajado los cuestionarios como pequefipogr®ara definir el numero de
estudiantes de cada grupo se parti6 de reconoeeemestos procesos de interaccion es
importante tener la posibilidad de contar mas de imterpretacion y frente a posibles
polarizaciones, tener una alternativa que puedaiamex exponer otra interpretacion

posible.

Para la realizacién de las entrevistas se acorddasoprofesores de matematicas que nos
colaboraron para el desarrollo de las actividadesigs (usualmente realizadas en dos
sesiones de clase) que en una de las postericsese® de clase ellos darian a los

estudiantes el tiempo requerido para participataeentrevista y que se seleccionaria un
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lugar adecuado para el desarrollo de las mismadoEmle las instituciones (MMC y CAF)

las entrevistas se realizaron en la Bibliotecaa@stitucion y en las otras dos (EPE vy
CHA) en una oficina o sala independiente. Al inicie cada entrevista, el investigador
(entrevistador) saluda a cada uno de los estudialet® agradece estar alli y les solicita su
autorizacion para grabar la sesion (la cual fuecedila en todos los casos). Inicia

preguntando los nombres para realizar el regisgpactivo e iniciar la conversacion.

Se realiz6 un total de 16 entrevistas, en cuastituciones educativas de Bogot4, 8 de ellas
con estudiantes de grado 9° (Gltimo grado de |lzamidn basica) y 8 con estudiantes del
grado 11° (dltimo grado de la educacion meftfia)las primeras entrevistas fueron
realizadas en dos de estas instituciones educa{iMddC y EPE, codificadas como 1y 2,
respectivamente) en el mes de mayo de 2009, ytias fweron realizadas en las otras dos
instituciones (CAF y CHA, codificadas como 3 ydspectivamente) en los meses de Abril
y Mayo del 2010.

3.2.4 Recoleccion de dato€omo se menciond anteriormente, los datos fuertenans
basicamente de dos fuentes: una, los escritogioridos con el desarrollo de una tarea
(cuestionarios) y, otra, las transcripciones de dembaciones en audio de entrevistas
realizadas a pequefios grupos de dos o tres edesffail instrumento basico para la
recoleccion de datos lo constituye la entrevistsdda en tareas), orientada a partir de la
informacion obtenida de las respuestas dadas paedtudiantedanto a los cuestionarios
trabajados individualmente como los trabajados equefios grupos, cuidando detalles
como que los estudiantes no sientan que sus réapuwgan censuradas y que el tiempo de

la entrevista no fuera excesivo para evitar unippeslesinterés.

%2 E| grado 11° es el Gltimo grado de la educaci@vipral ingreso a la universidad..

% El trabajo con cuestionarios se realizé al inid&l segundo periodo académico en cada una de las
instituciones, en sesiones realizadas en los nadesAbril y Mayo, las cuales tuvieron una duraciatre45 y
60 minutos. Las entrevistas fueron realizadas éwré5 dias después de trabajar con los instrueent

En la mayoria de instituciones educativas colondsiagl afio escolar inicia a finales del mes de epero
culmina a finales del mes de noviembre, divididodgperiodos académicos, cada uno de aproximadamente
10 semanas lectivas, con una intensidad total d@Bfs semanales para la basica secundaria ((32&03°)

y para la educacion media (grados 10° a 11°) ybdePas semanales para la basica primaria (gr&dm$9).
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En resumen, el proceso de recoleccidon de datcsatied en tres momentos. En el primero
de ellos el profesor del curso, en una de las seside clase, solicitd a los estudiantes
desarrollar de manera individual el(los) cuestim{a), basado en tareas disefiadas por el
investigador; en el otro, conformé pequefios grufeo8 estudiantes en promefiaon el
propdésito de que compartieran sus respuestas prégsintas del cuestionario y, en los
posible, propusieran respuestas compartidas a cadade tales preguntas, la cual
registraban en una copia del cuestionario; en algurasos, tales respuestas fueron
socializadas a todo el grupo (registradas en raebhswvestigador). En el tercer momento,
el investigador realiz6 la entrevista a cada undodepequefios grupos seleccionados, la
cual fue grabada en audio y transcrita. Las eistigs fueron realizadas en un espacio
diferente del aula de clase en la cual soOlo estghasentes los entrevistados y el
investigador (en una sala de reuniones o en ldaotebh, segun la disponibilidad de

espacios en cada institucion). Para las entrevsstaéaboro6 el siguiente guion general:

- Confirmar explicitamente los nombres de los enstadios al inicio de la entrevista y
solicitar que, en lo posible, mencionen su nonerdas diversas intervenciones que

realicen (para tener registro de las voces, addméss notas del investigador).

- Verificar si comparten al menos una de las intégaienes respecto a las expresiones

trabajadas en la(s) tarea(s) propuestas.

- Verificar que reconocen una equivalencia sintaaiuae las expresiones trabajadas, esto
es, si se evidencia un dominio de las transfornmasiade tratamiento requeridas para

obtener una de ellas a partir de las otras.

- Indagar sobre la posibilidad que tienen los emdtagios de reconocer que la
interpretacion asignada a una de las expresionedepser asignada a otra expresion
sintacticamente equivalente a ésta, esto es,rsirlagno articular los sentidos asignados.

- Verificar si se generan cambios con respecto @ntaspretaciones inicialmente dadas a
las expresiones trabajadas, esto es, si se genezambio en el sentido asignado a los

objetos matematicos primarios.

® En cada curso la organizacion de los pequefioogriue realizada por los estudiantes; la intenéenci
del profesor solo fue necesaria en dos o tres @@sosstudiantes que dudaban con quién agruparse.
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Si bien el investigador contdé con un guién paraedarrollo de la entrevista, incorporé
algunas preguntas retrospectivas, e incluso alginsisuaciones para complementar la
indagacion y estuvo atento a reconocer situaciagesnterés para el proposito de la
investigacion, formulando preguntas especificasentadas a contar con mayor

informacion.

3.2.5 Analisis de los datos$e realizé un analisis de la produccion individdalcada
uno de los estudiantes, de los tres pequefios gagbescionados, en relacion con la tarea,
aungue el interés se centré en la produccion qugeserd durante la entrevista con los
grupos, en la cual se posibilitd la intervenciércdda uno de los estudiantes, la interacciéon
entre ellos y, en particular, la opcidén de aceptdisentir de los planteamientos realizados
por los integrantes de estos pequefios grupos aciGelcon los itemes de la(s) tarea(s)
propuesta(s). Se privilegio el trabajo grupal, @md se reconoce explicitamente el interés
por posibilitar que los estudiantes puedan tantopaotir puntos de vista como reflexionar
sobre los planteamientos realizados por los otbosrespecto al trabajo realizado sobre la
tarea propuesta, asi como la posibilidad de re@naa “sentido compartido” en el

desarrollo de la tarea.

Se realizé un primer analisis, de tipo descriptd®Jas diversas respuestas dadas a la tarea
por parte de los estudiantes, a partir del prodessocializaciéon y de las notas de campo
del investigador y, posteriormente, un analisiseeBgo a partir de las producciones
escritas —tanto en los cuestionarios individualesia en los de cada pequefio grupo—
orientado inicialmente por la posibilidad de realio no las transformaciones (de tipo
tratamiento) de una de las expresiones requergasrpconocer la equivalencia con la otra

expresion.

Las transcripciones de las tres entrevistas seleadas seran presentadas en su totalidad,
aungue intercalando comentarios no solo sobre etenmo de la conversacion sino
también sobre diferentes momentos de la entrepesta posibilitar una contextualizacién
sobre la misma y ofrecer la mayor informacién plesgimbre la manera en que se procedio
para permitir una eventual nueva prueba y la reigetide la prueba por parte de otros
investigadores. En las diferentes transcripciomegrimera columna hace referencia al

tiempo, en minutos y segundos, la segunda a la raode de cada una de las
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intervenciones de las personas gue interactiaa eanversacion (linea correspondiente a
cada intervencion), la tercera columna al codigmgnaslo a cada estudiante y al
investigador-entrevistador (1) y la dltima a lo$edéentes segmentos de la transcripcion en

distintos momentos de la conversacion.

Para hacer referencia a las intervenciones de #$bsdiantes se usara la siguiente
codificacion, Eqp® Intervencion del estudianta, correspondiente al segmeriode la
transcripcion, estudiante del colegm en el cursod. Los numeros de la parte inferior
(subindices) corresponden al codigo del estudiamtesegmento (0 segmentos, separados
por guién cuando sean consecutivos, o por comadouaa lo sean) de la transcripcion,
mientras que los nimeros en la parte superior (Bupees) corresponden la institucién y
el grado que cursa el estudiante, respectivamé&ue.ejemplo, el codigo 15)11’2 hace
referencia a lo dicho por el estudiante 1, en giremto 4 de la transcripcion, en grado 11
del colegio 2 (EPE). El cédigo;k1-1s, 27)9’3 hace referencia a lo dicho por estudiante 7, en
los segmentos 11 al 17 y en el 27, quien cursaod@@cken el colegio 3 (CAF).

Para realizar el andlisis de las transcripciondaglentrevistas se realiza una segmentacion
tematica, la cual es a su vez segmentada en caaladeinas intervenciones de los
participantes en la entrevista, realizando una naci@n de dichas intervenciones y usando

un color diferente (azul) para la intervencion eldrevistador-investigador (P).
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4. Desarrollo de la Investigacion

En las tres primeras secciones de este capituleaiea un andlisis del trabajo de tres de
los pequefios grupos seleccionados, uno por cadaleitas tres tareas propuestas. En
dichas secciones se presenta inicialmente un#arejil la que se organiza la informacién
correspondiente al trabajo de los estudiantesy &lntealizado individualmente como en el
pequefio grupo conformado por los tres estudiaaségomo también lo planteado por cada
uno de sus integrantes al iniciar la entrevistparuademas, se presenta la configuracion
cognitiva de objetos matematicos primarios de esfladiante en el desarrollo de la tarea,
resaltando las funciones semiédticas establecidaggios en su proceso de significacion.
En la segunda parte de cada seccién se realizadlisia de tipo descriptivo-interpretativo
de los diferentes segmentos de la transcripciola @émtrevista grupal basada en tareas, y
finalmente se presentadanfiguracion cognitivdgGodino, Batanero & Font, 2007) lograda
o activada por cada estudiante durante la enteevisEn total se realizaron dieciséis
entrevistas a pequefios grupos, en su mayoria gei@antes (con excepciéon de un grupo

de 2 y otro grupo de 4 estudiantes).

Las tres tareas en las cuales se basaron dichasistats fueron presentadas mediante tres
cuestionarios semi-abiertos: uno sobre probabil{@adstionario 1), otro sobre el triple de
un numero (Cuestionario 2) y el tercero sobre @mni€Cuestionario 3), respectivamente.
Las dos primeras tareas fueron propuestas tants @&dtudiantes de grado 9° como a
estudiantes de grado 11° (Cuestionarios 1 y 2ntnaie que la ultima (Cuestionario 3) sélo
les fue propuesta a los estudiantes de grado atfa Entrevista se centrd en una de las tres

tareas propuestas, es decir, en uno de los cuastisratras mencionados.

En la ultima seccion del capitulo se presentanréssiitados basicos obtenidos de la
presente investigacion. Si bien el analisis querssenta en las primeras secciones toma
como referencia basica, en cada caso, una de ti@vistas realizadas, cuya transcripcion

se presenta en su totalidad, las evidencias sorpleorantadas con extractos de las
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entrevistas restantes. Las transcripciones coaylde todas las entrevistas realizadas, se

incluyen en el Anexo 2.

4.1 Tarea sobre cOnicagCuestionario 3)

A continuacion se presenta la rejilla con la infaodn del trabajo de los estudiantes de
uno de los pequefios grupos, a la tarea sobre so(@caaciones cuadraticas), realizado
tanto individualmente como en grupo, asi como a&higlamiento realizado por cada uno de
ellos al inicio de la entrevista, y a continuacs®m presentan los diagramas obtenidos a
partir de dicha rejilla, correspondientes a la mpmcion cognitiva de objetos mateméaticos
primarios lograda por cada uno de los integraneggdipo en relacién con dicha tarea.
Posteriormente se realiza un andlisis de la estagvapoyado en la transcripcion realizada
(T-11) y en el cuaderno de notas del investigaBorlo que sigue, para hacer referencia a
los diferentes segmentos de la transcripcion seausacodificacion planteada parrafos
atras, ésta es:, )C’d, en la cual losubindicegepresentan el cédigo del estudiaate el
correspondiente segmertipy los superindicesepresentan el curso o grado de escolaridad
c, de la institucion educativa 6 colegioLas instituciones MMC, EPE, CAF y CHA, seran
referidas con los codigos 1, 2, 3 y 4, respectivamePor ejemplogl codigoE; s hace
referencia a lo dicho por el estudiante 1, en gfremto 25 de la transcripcion (subindices),
quien cursaba grado 11, en el colegio CHA (supsed)i El codigo f&ii-1s, 273"3 hace
referencia a lo dicho por;Een los segmentos del 11 al 15 y en el 27, esitelgue cursa

grado 99, en el colegio CAF.

4.1.1 Rejilla de respuestas y diagrama de configuéa cognitiva de objetos matematicos
primarios. Esta rejilla corresponde al grupo de estudiantegiado por Maria Elvira (fg
Daniel A. (&) y Daniel D. (i), de grado 11 (Cédigo 11), del colegio CHA (coddgo
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Tarea Instrumento Individual Trabajo en grupo Entrevista
(Cuestionario 3) (Planteamiento inicial)
item/Estudiante E;: Ma. Elvira E ,: Daniel A. Es: Daniel D. E,EVyE; E.,ExyE;s

1. Interpretacién de| yng Circunferencia Circunferencia | Circunferencia Plantean que la ecuac

la ecuacion
X2+y2+2xy-1=0.

circunferencié

[plantea que no
sabe si podria se

es una «circunferencia»

una elipse]
2.¢,50n equ_lvaler])tgs Si No Si Si Reconocen y aceptan Ias
las ecuaciones?: | , transformaciones
x+y= 1 Muestra, paso a Porque se tienex | Porque al pasar gl Muestran, paso a requeridas para verificar
X+y paso,  que gy seltransflorma e éx+y) - del | paso, _ Que 1 |a equivalencia sintactica
x2+y2+2xy-1:O ecuacion x+y lo cual carecg denominador g ecuacion entre las dos ecuaciones.
’ es de sentido ademas multiplicar al otro es
Xty=—-— se saca la raiz lado de la| Xty=——
- oxty cuadrada a toda la igualdad, sef Xty
equivalente a ecuacién. lo cual obtiene equivalente a
2+y2+2xy-1=0 ' 2 2+y2+2xy-1=0
X“+y“+2xy-1=0. | tampoco se puede | x>+y2+2xy-1=0 | X ty“+2xy-1=0.
y lo que se hace es
pasar el 1 a restar.
3. ¢ La ecuacion Si No No No E;: No, pues no, yo ndg
1 es . diria  que es ung
X+y=—"— Sigue siendo ung Los valores dexe | L8~ variables | g yna  jas| circunferencial...] (S. 7)
- Xty | circunferencia y no estan]| [hol SON | variables estan 4l E; Yo digo que no e
una circunferencia?| [reitera la | elevado[s] al| cuadradas [se cuadrado y en otrz : :
) ) refiere a que una circunferencia [...]
equivalencia entrg cuadrado, por Ig - a no
deberian estar uno parte de que la
las dos| tanto no es una ; ;
. 8 ¢ h elevadas al circunferencia comg
ecuaciones] circunferencia cuadrado] ecuacion basica es, ehh,
cuando ambas variablgs

estan al cuadrad

(Segmento 11).

Es: Silo es, pero uno n
love asi[...] (S. 19)

D

Tabla 1. Rejilla de respuestas —Ma. Elvira, DanieA. y Daniel D.— Grado 11°, Colegio CHA

En los siguientes diagramas se presenta la coafigur cognitiva (personal) de objetos

matematicos primarios obtenida a partir del traba@mlizado por cada uno de los tres

estudiantes de grado 11° (ultimo curso de educagmiéfuniversitaria), del colegio CHA,

tanto individualmente como en pequefio grupo, arpdetla tarea propuesta.En estos

diagramas se sefialan, mediante una linea contemudiinciones semibdticas establecidas

por cada estudiante, entre la expresion y el cafden

% Aunque la ecuacién cuadratic+y®+2xy-1=0, no representa una circunferencia, sino una “cénica
degenerada” (dos rectas paralelas), para efecloanddisis que se presenta en esta seccion, ndtaresu
relevante si dicha ecuacién la interpretan comrcynferencia».

% E| texto completo de la tarea propuesta se prasamel primer diagrama, en los dos diagramasntesta
se presenta s6lo un resumen de la misma.

73



Universidad Distrital Francisco José de Caldas Bogotd-Colombia

Problema (Tarea — Cuestionario 3)

En lo que sigue, asuma guee y representan nimeros reales cualesquiera. Por faxmmteste en el orden en que
aparecen los puntos y no continte con el siguiintbaber respondido completamente el punto amterio
1. Diga qué es, qué representa, qué significa o geipietacion hace usted de la siguiente ecua&éfy.2+2xy-1=0

2.¢Laecuaciom +y = ﬁ es equivalente a la ecuacighty®+2xy-1=0?

(a) Marque con un¥ la respuesta que considera correcta Si ( ) No ( )
(b) En caso afirmativo compruebe la equivalengiazaso negativo explique por qué no se cumple.

3. Complete el enunciado de la siguiente preguntaibesmo en el espacio punteado la respuesta qee us
dio anteriormente, en el primer punto, y luegodadpla.
. 1 . .
¢Laecuaciox +y = o es una ... [circunferenci&]

(a) Marque con un¥ la respuesta que considere correcta S{ ) No ( )
(b) Explique o justifique a continuacion, comelyor detalle posible, su respuesta:

Lenguaje Definicién
Circunferencia / Una circunferencia
Ecuacion ;
- Propiedad
VirDe-10 / Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicjto

2 1= —
x2+y *2xy-1=0 Procedimiento

X+ y:i Aplicacion de propiedades para obtener ecuacioneg
Xty equivalente
Argumento

Tesis:La ecuacion es una circunferencia
Razén:Las dos ecuaciones son equivalentes

Diagrama 5.1. Configuracion inicial de Ma. Elvira: E; ***

En el trabajo realizado individualmente, Ma. Elvi(&g;) establece tres funciones
semidticas, una entre la expresibry+2xy-1=0 y el contenidd‘una circunferencia”, otra
funcion semiética entre la expresion (la ecuaciyf+2xy-1=0, y el contenido (la ecuacion)

x+y= ﬁ y, la tercera, entre la expresion y = ﬁ y el contenidd'una circunferencia”,

es decir, las transformaciones de tratamiento elaisedos ecuaciones (equivalencia

sintactica) le permite articular los sentidos madps a dichas ecuaciones.

Problema (Tarea — Cuestionario 3)

1. Diga qué es, qué representa, qué significa o daépietacién hace usted de la siguiente ecuacipn:
X2 +y?+2xy-1=0

2. ¢La ecuaciom +y = ﬁ es equivalente a la ecuacighty>+2xy-1=0?

i 1 . .
3. ¢Laecuaciorx +y = 7, €5 una.. [circunferenci&]
x+y

Lenguaje Definicion
X,y Una circunferencia
Circunferencia / Procedimiento
Ecuacion Aplicacion de propiedades
Equivalencia

Xo+y?+2xy-1=0
1

Argumento
x+y Tesis:La ecuacién no es una circunferencia

Razén:Las variables no estan elevadas al cuadraglo

x+y=

Diagrama 5.2. Configuracion inicial de Daniel A.:.E,**

74



Doctorado Interinstitucional en Educacion Pedro Javier Rojas Garzdn

En su trabajo individual, Daniel A. {Eestablece una funcidon semibdtica entre la expnesio
X+y%+2xy-1=0, y el contenidaina circunferenciaConsidera que las dos ecuaciones no son
equivalentes, debido a que en una de ellas apaleééamino 2xy, el cual se transforma en
x+y, lo cual carece de sentidoademas de que en una de ellas aparecen lablesra
cuadrado y en la otra nee saca la raiz cuadrada a toda la ecuacion, lol ¢caapoco se
puede [Tabla 1]. Si bien, inicialmente no reconocié la sibididad de realizar
transformaciones de tratamiento para establecyuavalencia de las ecuaciones dadas, en

el trabajo de la tarea con sus comparieros recodaxtia equivalenci&’

Problema (Tarea — Cuestionario 3)
1. Diga qué es, qué representa, qué significa o gagpnetacion hace usted de la siguiente ecuacipn:
X2 +y +2xy-1=0

L. 1 . .
2. ¢Laecuacion +y = —— es equivalente a la ecuackty>+2xy-1=0?

. . 1 . .
3. ¢laecuacion +y =— es una... [circunferenci&]
x+y

Lenguaje Definicion
Circunferencia / Una circunferencia
Variables Procedimiento

Ecuacion / Aplicacién de propiedades

2,24 1= —
XHy+axy-1=0 Propiedades

1
T xty= Xty Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicjto

Argumento
Tesis:La ecuacién no es una circunferencia

Razén:Las variables son [deben ser] cuadradas

Diagrama 5.3. Configuracion inicial de Daniel D.E;***

En el trabajo realizado individualmente, Daniel(Bs) establece dos funciones semioticas,
una entre la expresioxt+y*+2xy-1=0 y el contenidouna circunferenciay, otra, entre la

expresion (la ecuaciom}+y*+2xy-1=0 y el contenido (la ecuaciénky = —. Plantea que la

x+y"
ecuacion de la circunferencia debe tener las asadlevadas al cuadrado y, como en la

ecuacion x+y=$ éstas no estan al cuadrado, entonces no puedea@arferencia; es

decir, aunque reconoce la equivalencia entre estm®cuaciones, no logra establecer una

funcion semiotica entre la expresiény=+y y el contenidouna circunferenciapues

X

dicha expresion no tiene las variables al cuadrado

® En el trabajo en pequefio grupo, se evidencié qaeieD A. reconocia y podia realizar las
transformaciones de tratamiento adecuadas pataexstala equivalencia sintactica entre las doa&ounes,
aungque para su respuesta en el cuestionario indivi® basé tunicamente en la forma de las ecuacione
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A manera de sintesi€n relacién con el reconocimiento, por parte dettes estudiantes

referidos en esta seccion, de la equivalenciadiogentre las ecuacion99y=$ Y,

xX*+y*+2xy-1=0, es decir, del reconocimiento de las transformacione tratamiento
requeridas para obtener una de las ecuacionesiadeala otra (usando propiedades de los
nameros reales), asi como el reconocimiento deglavalencia semantica, en tanto

posibilidad de articular los sentidos asignadostasg se cuenta la siguiente informacion:

Ma. Elvira | Daniel A. | Daniel D. | Pequefio
(B (E2) (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica Si No Si Si
Articula sentidos asignados a ecuaciores Si No No No

Tabla 2. Rejilla sintesis (inicial)-Ma. Elvira, Daniel A. y Daniel D. — Grado 11°, Caigio CHA

Dos de los estudiantes que conforman el pequeifppgha. Elvira (k) y Daniel D. (E),
reconocen la equivalencia sintactica de las doscsmues; sin embargo, mientras Ma.
Elvira hace uso de esta equivalencia y articulasérdidos de dichas ecuaciones, Daniel D.
no logra tal articulacién y se centra en la fornealas ecuaciones (referente iconico),
asociando la ecuacién de una «circunferencia» emiables elevadas al cuadrado. En el
caso de Daniel A. ( quien no reconocié la equivalencia sintacticalaie ecuaciones
dadas ni articula los sentidos de éstas, se evalgne desde un principio centra su mirada
en el aspecto iconico de las mismas. En el trati@wo pequeiio grupo, una vez socializan
lo realizado individualmente, Daniel A. Eeconoce la equivalencia sintactica de las dos
ecuaciones, pero al igual quer® logra articular los sentidos asignados a éstas.

4.1.2 Analisis de la entrevistd.os segmentos de la transcripcion de la entref/lstl] se
presentan en cuatro columnas. En la primera des alia hace referencia al tiempo
transcurrido (en minutos y segundos), en la segwudiamna al nimero asignado al
segmento respectivo, en la tercera la personanjeeviene (profesor-investigador: P y los
estudiantes: |, cuyo texto se presenta en la ultima columna ¢efor azul las
intervenciones del entrevistador y en color negsoihtervenciones de los estudiantes). Los

entrevistados son estudiantes de grado 11° (fim& formacién preuniversitari®).

% Los comentarios incluidos en paréntesis cuadrasisalmente en cursiva, corresponden a aclaraciones
realizadas por el investigador (P), a partir dealastaciones realizadas por éste en su cuadematae
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00:00- 1 P Colegio CHA, grado once, Maria Elvira, Daniel ADgniel D. Una solicitud

01:50 inicial, cuando alguien vaya a hablar, en lo pesime gustaria que si se
acuerda, diera el nombre para que quede registrado.
2 P Bien, respecto de los instrumentos que ustedesjamm, me interesaria

hablar en particular de uno, del tercero. En egtegq[item] deciaDiga qué
es, qué representa o que interpretacion le asigtaecuacion? +y +2y-1=0,

Ehhh..., por lo menos dos de usteden el trabajo individual del
cuestionario 3]plantearon que era una circunferencia, otra persommo,
planteé que era una ecuacion cuadratica. En elngdegipunto] se les
preguntaba si esta ecuaci@efiala en la hoja la ecuaciéf+y'+2v-1=0] era

igual a ésta otrgsefala la ecuacion +y = ﬁ ], ustedes contestaron que si y

que se podia hacer la equivalencia; lo hicieron [srealiza las
transformaciones de tratamiento realizadas porsbo el trabajo en grupo].
O sea, con este procedimiento ustedes compruebanrefgetivamente la
s Eve primera ecuacién es equivalente a la segunda ¢(Est@racuerdo?
2YEs  Sf

Como parte del guion establecido para las entasyistl entrevistador-investigador (P)
inicia la entrevista con un saludo a los estudgnts agradece estar alli y les solicita su
autorizacion para grabar la sesion. El entrevistashenciona los nombres de los
estudiantes para realizar el registro respectiutioga la conversacion en relacion con la
tarea relacionada con una ecuacioén cuadratica ¢an&a) la cual esta contenida en el
cuestionario 3. Recuerda algunas respuestas dadis@studiantes tanto individualmente
como en el trabajo en grupo, particularmente larpretacion que hicieron de la ecuacion
x+y2+2xy-1=0 COMO una circunferencia, asi como los tratamiergabzados por dos de ellos

a la ecuacion +y = ﬁ para obtenef+y*+2xy-1=0. A continuacion pregunta a los estudiantes

1
x+y

si la ecuacionx +y = es una «circunferencia» e indaga por las razonds @spuesta

dada.
01:50- 4 P Bueno, vamos a centrarnos un poco en el terceoploride pregunta.
02:22 ¢La ecuacione +y = ﬁ es una circunferenciaDebian responder si o
responder no.

5 Ez Yy E3 Si.

6 P Habia que decisi o no, ustedes dijeron no. Me gustaria conocer los
argumentos, ¢Cuales son las razones por las augiledes dicen que
no es una circunferencia?, no sé quién quiera eampez, Ma. Elvira?

02:23- 7 = No, pues no, yo no diria que es una circunferemmague es que yo
02:48 cuando lo relaciono es cuando esta la..., cuando ehhy.esta

dividiendo o cuando est4 multiplicando, o sea coaesta dos veces,
porque cuando esta sumando dos veces pue2gedatonces no, no
quedaria y cuando las dos variables estan elevadasadrado, pues
eso es lo principal para que sea una circunferencia
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02:49- 8 P Y en el caso ¢ de ..[fira al estudiante que esta a su lado].
03:39 9 E, A ... [menciona su apellido]
10 P Daniel A.
11 E, Yo digo que no es una circunferencia, porque silenplantean esta
ecuacion tal como est&+y=— , pues uno no la ve como una

x+y '
circunferencia porque uno parte de que la circemga como
ecuacion basica es ehhh ... cuando ambas varialifes @scuadrado
12 P icierto?
13 E, Umija [si, entiendo ... continte]
... Si uno encuentra eso, uno puede realizar el ghmiento para,
para... es posible que uno pueda determinar a plartisto ... es decir,
si yo, si yo muevo los valores, cambio los valotegs por otros, es
14 P posible que me dé la ... la ecuacion para una ciecantia, pero ...
Pero, en principio lo ... lo que usted mira para diedi es 0 no [una
circunferencia] ¢ Qué es?

03:40- 15 E, Que, digamos, que las variables estén elevadamdtado.
03:52 16 P Que estén elevadas al cuadrado. Daniel Duque ¢iQuésted?
17 = Que es lo mismo que dijo Maria Elvira, si uno lo de esta forma
[sefala la ecuacionx +y = ﬁ ], lo ve como una ecuacion normal, pero

si se pone a pensar en pasar gsala el denominador en la expresion
al lado derecho]al otro lado quedan las dos variables al cuadrado,
entonces uno af$efiala la ecuacionx +y = ﬁ 1. lo ve como si no fuera

una circunferencia, pero lo principal de una cifevencia es que las dos
variables estén al cuadrado.

En el trabajo individual, Ma Elvira gEreconocié que la ecuacian-y =$ sigue siendo

una circunferencidTabla 1] En un trabajo posterior, en pequefio grupo conddani(E)

y Daniel D. (B), parece cambiar de opinion y se pone de acuadcelos que no podia
ser una circunferencia, porgea unalecuacion]las variables estan al cuadrado y en otra
no [Tabla 1], es decir, prima la percepcién de laaegin como un icono asociado a la
«circunferencia», caracterizado por tener las bt elevadas al cuadrado, sobre la

comprobacion de la equivalencia sintactica reafizattialmente por ella.

En la entrevista Ma. Elvira inicialmente plantea gllas dos variables estan elevadas al

11,4].69
)

cuadrado [...] eso es lo principal para que sea umaunferencialEi ) sin embargo,

1

Daniel A. () comenta que, en principio, uno no ve la ecua@;iér}:m como una

circunferenciaporque uno parte de que la circunferencia, comaoaeidn basica, e§..]

cuando ambas variables estan al cuadrdfig:i ™, pero casi inmediatamente plantea

% Como se comentd parrafos atras, en esta codiicael primer subindice hace referencia al cédigo
asignado al estudiante (1) y el segundo, entrentesi§, al segmento especifico correspondiente a la
transcripcion (7), mientras los superindices haederencia al grado (11) y a la institucién educat(4),
respectivamente.
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que realizando cierto procedimiento, es posiblesfiamar la ecuacion para qdeé [...] la
ecuaciéon para la circunferenciéEz(lg)“"‘]. Por su parte, Daniel D. afirma que esta de
acuerdo con Ma. Elvira, respecto a que lo principata que una ecuacion sea una

circunferencia es que tenga las variables al cdagsaque si bien la ecuacién y = ﬁ en

principio no se ve como una circunferencia, despleesealizar una transformacion de
tratamiento se obtiene una ecuacion domaedan las variables al cuadrado. que] es lo

principal de una circunferencifEsuz) .

03:52- 18 P Bueno, pero digamos, la respuesta seria no, porgaparecen [las variables
04:10 al cuadrado], ¢0 si?

19 E; Siloes[una circunferencia], pero uno no lo ie@sea uno no lo asimila asi
de una vez, porque uno no, como que en el procestairuno no pasa esto
de una vez a multiplicdsefiala la expresion x+y del denominador].

04:11- 20 E; La cosa es que cuando uno lo ve solament¢seBala la ecuacién +y =
04:37 ﬁ ], 0 sea es que cuando uno no, no ve las variabfgiitas elevadas al

cuadrado, pues no te pones de una vez a leerqu@eass eso...

21 P Umja[si, entiendo ... continle]

22 E; Sino que... yo lo asimilo, porque cuando yo lo vedidiéndo la misma
variable entonces pues... y esta igualada, pues pasia a multiplicar de una
vez, entonces ahi es que la... pues la asimilo alraeda o igual cuando me
las dan expresadas que las dos... o sea las dosblgarize estan
multiplicando ahi es cuando yo le pongo de una vez.

04:38— 23 P Ehhh ... Daniel A. y Daniel D. contestaron fen el cuestionariola esa
06:02 pregunta, mientras que Maria Elvira dijo si. Ere esbmento ¢qué piensan?
¢Larespuesta es si 0 es no? ¢0 depende de algo? ...

24 E, Yodiria que, también depende de lo que en un plmtue a uno le pidan en
el punto[item]. Que a uno le planteen esa ecuacion y le digamndiete tal
cosa ... si es una, una funcién trigonométrica, gisga resolver, es decir, [a]
uno le dan esa formula y dependiendo de lo questeal enunciado uno
puede desarrollar esa ecuacion ¢ si?

25 P Y en este caso particular, en que simplementeckndsi esa ecuacion es una
circunferencia, ¢qué miraria usted?

26 E, Puesyo en primera instancia diria que, que no.

27 P Umjl[entiendo ... continle]

28 E, ¢Si?, porque lo que, lo que uno ve ... lo que ume t&n la mente es que sea
mas explicito.

29 P Umja.

30 E, Que el enunciado sea muy explicito y uno no tieneehdencia a mover los
... las variables o las partes de la ecuacién, paedajdé, lo que uno quiere,
simplemente si me lo dieron afdefiala la ecuacic')nx+y=$], yo en

primera instancia diria que no es una circunfeeenci
31 P No es una circunferencia, y ¢como seria mas eplicira que usted dijera
que si da una circunferencia?
32 E; Pues, como dice Daniel D., de esta fofsediala la ecuacione+y?+2xy-1=0]
33 P Osea..
34 B [Asi] ya uno sabe que es una circunferencia.
35 P Como ecuacién cuadratica.
06:03- 36 E, Si
06:35 37 P Ehhh... Daniel D., la misma pregunta. En sintesisegie momento, ¢ para
usted la respuesta seria si 0 no? ¢Es o no esrcmaferenciafla ecuacion
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x+y=;]

x+y
38 E; Puessilo es, pero como le dije ahorita, uno ilmiksdiferente porque no ve
esta forma que uno le ensefiaron, como una ciramdix tiene las dos
variables cuadradas.
39 P Umju[si, entiendo ... continte]
40 Es Pero, uno no se lo ensefian con las dos varialdssdas lados de la igualdad
41 P Umj...
42 Bz  Sies una circunferencia, pero uno no la ve apfierera instancia.

Daniel D. (B) explica por qué la ecuacién+y=— no es reconocida inmediatamente

x+y
como «circunferencia>yno no lo asimila asi de una vez porqug¢ en el proceso mental
uno No pasa estgla expresion x+y del lado derecho de la ecuaci@® una vez a multiplicar
[Esqo ). Ahora Ma. Elvira (k) acepta que la ecuacion dada anteriormente siepsed
una «circunferencia» y complementa lo afirmadoPaniel D.:cuando uno no, no ve las
variables explicitas elevadas al cuadrado, puesenpones de una vez a leer a ver qué es
eso[...] yo la paso a multiplicar de una vez, entonces ahjue la ... pues la asimilo al
cuadrado[El(go,zz)”"'], es decir, retoma aspectos planteados en sydriagividual. El otro
estudiante, Daniel A. @ plantea que en primera instancia diria que noues
circunferencia, pues desde lo que ve, no es eitpligué sea y se debe realizar
transformacionesnover]...] las partes de la ecuacipfas variables, lo cual no acostumbra
a hacer; pero que dada la expresion de la fofmy&2xy-1=0 ya uno sabe que es una

circunferenciaExe.34 .

Analogamente, Daniel D. gEcomplementa lo dicho por su compafiero, reafirmasj es
una «circunferencia» pero quao lo asimila diferente porque no ve esta forma goo le
ensefiaron, cOmo una circunferencia tiene las dombies cuadradas...] Pero, a uno no
se lo ensefian con las dos variables a los dos latoda igualdad[Esgas 00 ™; asi,
reafirman la mirada iconica que hacen de las eonasj particularmente a la expresiéon que
asocian con una circunferencia, como resultado ke misconcepcion, posiblemente
derivada de una interpretacion, asociada a unatoffas de aula”, diferente a la

institucionalmente pretendida por el profesor.

06:36— 43 P Maria Elvira, ¢puede hacer una sintesis de su es&f ... Empecemos
07:22 por responder si 0 no, y lo fundamental ... ¢por qué?
4 E; Digo que si, porque esta la misma variable al &do dividiendo y si
estuviera al otro lado multiplicando, también diiee si
45 P Umju [si, entiendo ... continle] Entonces no hay ningun problema,

¢independiente de que aparezca flanwariable] al cuadrado?
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46 E; Independiente de que aparezca o no al cuadrado.

47 P Esos argumentos de sus compafieros, ¢no los aa@ptari

48 E1 No es que no los acepte, lo que pasa es que yda@wao una ecuacion yo
de una vez pienso en igualarla a cero.

49 P Umjua.

50 E; ...Yo lapaso de unavez al otrolado y ...

51 P iAhhh, yal![entiendo].

52 E; ... Y si, por ejemplo, estuviera restando, pues ax@dimilaria asi sino

que... no sé, miraria si es una paradbola o si escosa, porque me toca
pasarlo a restar, pero cuando es la ... la operaow@nsa si lo paso de una
vez.

53 P Muy bien, gracias a todos.

Como se evidencia en la transcripcién, Ma. Elvig) (ha afianzado su idea inicial,

planteada en el trabajo individual, y ahora, desple proceso de interaccion con sus dos
comparfieros, en el marco de la entrevista grupaldaasn la tarea realizada, puede retomar
elementos que le posibilitan articular nuevamerme $entidos asignados a las dos

ecuaciones.

4.1.3 Configuracién cognitiva de objetos matematc@rimarios. En los siguientes
diagramas se presenta la configuracion cognitivabjietos matematicos primaritzgrada

por cada uno de los estudiantes, obtenida a metitrabajo realizado por éstos en su
interaccion durante la entrevista a partir delajatkron la tarea sobre conicas. Las nuevas
funciones semidticas, evidenciadas durante la \é@stee en la interaccion con sus

comparfieros, son sefialadas en dichos diagramasmeeliieas a trazos, en color azul.

Problema (Tarea — Cuestionario 3)
1. Diga qué es, qué representa, qué significa o qespietacion hace usted de la siguiente ecuacién®+2xy-1=0
2.¢laecuaciom +y = ﬁ es equivalente a la ecuaci)&fy2+2xy-120?

3.Complete el enunciado de la siguiente preguntaibesto en el espacio punteado la respuesta dee us
dio anteriormente, en el primer punto, y luegodesdpla.

- 1 . )
¢laecuacion +y = — es una... [circunferenci&]
x+y

Lenguaje Definicion
Circunferencia Una circunferencia
Ecuacion Propiedad
XZRaIZZ cuadrada / Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicjto
- = —
*y +2Xy11 0 Procedimiento
X+ y:T _— Aplicacion de propiedades
Xty
Argumento

Tesis:La ecuacion es una circunferencia
Razén:Se transforma la ecuacion hasta obtener
explicitamente una ecuacién cuadr:

Diagrama 5.4. Configuracion final de Ma. Elvira: E, ™
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En el caso de Ma. Elvira (E y en relacion con la primera configuracion la@reen su
trabajo individual [Diagrama 1], si bien llegd auaodos con sus compafieros con respecto
a otra configuracion que no incluia una de las imes semiodticas establecidas par E
pues aungue pudieron establecer la equivalendiactita entre la ecuaciog+y?+2xy-1=0y

la ecuaciénx+y=$, realizando las transformaciones de tratamientueedas, no
establecieron la funcion semidtica entre la exp’masﬂy:ﬁ y el contenido
«circunferencia», argumentando gere unalecuacion] las variables estan al cuadrado y en
[la] otra no[Tabla 1], finalmente Ma. Elvira, después del peacée interaccion con sus

comparfieros durante la entrevista, nuevamente estalals sentidos inicialmente asignados

a las ecuaciones, y hace explicita la articulad®fos mismos.

Problema (Tarea — Cuestionario 3)

1.Diga qué es, qué representa, qué significa o deépmetacion hace usted de la siguiente ecuacipn:
X2 +y*+2xy-1=0

2. ¢La ecuacion + y = ﬁ es equivalente a la ecuacifry+2xy-1=0?

. 1 . .
3. ¢laecuacione +y = — es una... [circunferenci&]
x+y

Lenguaje Definicion
Circunferencia /V Una circunferencia
_ Ecvacion | —7.-" Procedimiento
Ay ny_ll_ 0 PP Aplicacién de propiedad
> y=— -
xTy Argumento
Tesis:La ecuacién es una circunferencia
Razon:La ecuacion se puede transformar hasta
obtener las variables al cuadrado

Diagrama 5.5. Configuracion final de Daniel A.E,**

En el trabajo realizado individualmente, Daniel @&;) sélo establece una funcion
semidtica entre la expresi@hy?+2xy-1=0y el contenidauna circunferenciaposteriormente,

a medida que transcurre la entrevista, toma enidemasion los planteamientos de sus
compafieros y logra establecer dos nuevas funcisesoticas, una entre la expresion
x+y=$ y el contenidoé+y?+2xy-1=0 Yy, otra, entre la expresi()my=$ y el contenido
una circunferenciaes decir, el estudiante, [Eealiza las transformaciones de tratamiento
requeridas para reconocer la equivalencia sintaetitre las dos ecuaciones dadas y logra

articular los sentidos que le asigné a cada uralae [B1, 13 .
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Problema (Tarea — Cuestionario 3)

1.Diga qué es, qué representa, qué significa o geépmtacion hace usted de la siguiente ecuacipn:
X2 +y +2xy-1=0
1

2.¢La ecuaciom + y = - es equivalente a la ecuackty®+2xy-1=0?

i 1 . .
3. ¢Laecuaciorx +y = 7, €5 una.. [circunferenci&]
x+y

Lenguaje Definicion
Circunferencia /’ Una circunferencia
) Ezcuamon / - Procedimiento
XFy“+2xy-1=0 —[ _.-- Aplicacion de propiedades
1 --r .
~p x+y= - Propiedades
x+y Inverso multiplicativo e inverso aditiVimplicito)
Argumento
Tesis:La ecuacién no es una circunferencia
Razén:Las variables son cuadradas

Diagrama 5.6. Configuracion final de Daniel D.E£;**

Daniel D. (&), en su trabajo individual establecié sblo dosfones semioticas; una, entre
la expresiond+y?+2xy-1=0 y el contenidouna circunferenciay, otra, entre la expresion

x + y=$ y el contenidox?+y?+2xy-1=0, realizando las transformaciones de tratamiento

requeridas para justificar la equivalencia sint&ctentre las dos ecuaciones; pero no

estableci6 una funcion semidtica entre la ecuacidny=— 1y el contenido

x+y

«circunferencia»; sin embargo, en el proceso derantion durante la entrevista, logra

establecerl@E3(19)11’4; E3(38,40)1 l’ﬁ-

A manera de sintesi€omo se ha evidenciado anteriormente, en el trahdjeidual de
cada uno de los tres estudiantes de grado 11°ysdlde ellos (Ma. Elvira) pudo asignar el
mismo sentido a las dos ecuaciones. En el tralegbzado como pequefio grupo se
generaron dos cambios; por una parte, Daniel Aptada equivalenciaintacticaentre las
dos ecuaciones, en tanto reconocié que mediantealaformaciones de tratamiento podia
obtener una de las ecuaciones a partir de latragtra, Ma. Elvira acogi6 los argumentos
de sus dos compafieros respecto a que, a pesas dmarlaformaciones de tratamiento
realizadas, la ausencia en una de ellas de vasiaiadas al cuadrado hacia que se
descartara la opcion de “verla” como una «circuarfeia» [Tabla 1]. Posteriormente,
durante la entrevista, los argumentos dados pas yrairos posibilitd que compartieran el

sentido asignado inicialmente por Ma. Elvira adaagionx + y = ﬁ , ademas de lograr una

articulacion de los diferentes sentidos asignades @os ecuaciones dadas. Es importante
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resaltar que para dos de los estudiantes, al pasigeié primando una imagen icénica de
la circunferencia, segun la cual ambas variablesian estar elevadas al cuadrado.

Posterior a la entrevista, y en relacibn con elbmecimiento por parte de los tres
estudiantes referidos en esta seccion de la equiial sintactica entre las ecuaciones

1y y X+y*+2xy-1=0, asi como el reconocimiento de la equivalenciaésgite, se

x+y= P
generan cambios en cuanto al reconocimiento dgueaencia sintactica y la articulacion
de los sentidos asignados a las ecuaciones. Lamation obtenida se resume en la

siguiente tabla:

Ma. Elvira | Daniel A. | Daniel D. | Pequefio
(Ea) (E2) (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica Si Si Si Si
Articula sentidos asignados a ecuaciones Si Si Si i 9
Cambio (reconocimiento de equivalencia)
Cambio (articulacion de sentidos) v v

Tabla 3. Rejilla sintesis (final)-Ma. Elvira, Daniel A. y Daniel D. (T-11) — Grado 11°, Colegio CHA

Es importante resaltar que el proceso de interacdiGante la entrevista grupal genero
cambios en las interpretaciones realizadas ini@ate por los estudiantes; por una parte,
posibilitd que uno de los estudiantes)(Eal no centrar su mirada en la forma de las dos
ecuaciones dadas, reconociera la equivalenciacodéle dichas ecuaciones y, por otra,
que dos de ellos ¢By E3) lograran articular los sentidos asignados a lesnais. Ademas,
posibilitd que k& retomara la interpretacion que habia realizadsuetmabajo individual, la
cual habia cambiado temporalmente en el primegjwatealizado en pequefio grupo, para
reafirmar la articulacion de los sentidos asignadi@s dos ecuaciones dadas.

4.2 Tarea sobre probabilidad(Cuestionario 1)

A continuacion se presenta la rejilla con la infaodn del trabajo realizado por los
estudiantes, tanto individualmente como en pequgiipo, a la tarea sobre probabilidad
(obtener un numero par al lanzar un dado de se@s)aasi como el planteamiento
realizado por cada uno de ellos al inicio de laesdta, y enseguida se presentan los
diagramas obtenidos a partir de dicha rejilla, espondientes a la configuracion cognitiva

de objetos matematicos primaritlmgrada por cada uno de los integrantes del grupo e

84



Doctorado Interinstitucional en Educacion

Pedro Javier Rojas Garzdn

relaciéon con dicha tarea. Posteriormente se realizanalisis de la entrevista, apoyado en

la transcripcion realizada (T-9) y en los apuntesados por el investigador en su cuaderno

de notas.

4.2.1 Rejilla de respuestas y diagrama de configuiéa cognitiva de objetos matematicos
primarios. Grupo de estudiantes integrado por Pabl), (Baniel (k) y Jonathan (g, de
grado 99, del colegio CHA.

caras, ni 4 ndmeros parg

Tarea Instrumento Individual Trabajo en Entrevista
(Cuestionario 1) grupo (Planteamiento inicial)
item/Estudiante E.: Pablo Es: Daniel Ee: E. By Es Es B Es

Jonathan ' '

1 La probabilidad 50% 3/6 6 del 50% 50% 6 3/6 Todos comparten que
¢;Cuélesla seria del 50% probabilidad de obtener up
probabilidad de que namero par es 3/6
lanzando un dado se
obtenga un nimero
par?

2 Si Si Si Si Si
Existe otra manera de [Ver item [Veritem | Reconocen 3/6 y 50% como
expresar la ) 306 306 anterior] anterior] opciones para expresar |a
probabilidad? ¢ Cual? probabilidad

3 No No No No E,: Hay 3 opciones [...] de §
¢lafraccion 4/8 esla | porque se daria EI  dado  estd Yaque 4/8 es| El dado tiene| Y N0 puede ser ni de las 4 ni
probabilidad de que | |3 informacién| divido en 6 y no 6 caras y no 8| tampoco puede ser de |8
lanzando un dado se | 4 y el dado| en 8 fracciones, s¢ E (Segmentos 21y 23)
obtinga unnUMero | tendria 8 caras | hace facil Es: si es un dado de 6 cargs,
par: determinar que e[ y el dado la division da 3, tres de la

factor divisor no| tiene tan solo probabilidad, no puede
es derivado del 6 carasyno8 tomarse el namero dg
dado, y por lo referencia 4 (Segmento 18)

mismo  no - es Es ... pues no, no es tan
participe  del representativo del dado, ya
mismo enunciado que el dado no tiene ni B

S

(Segmento 13)

Tabla 4. Rejilla respuestas-Pablo, Daniel y Jonathar- Grado 9°, Colegio CHA

En los siguientes diagramas se presenta la coafigur cognitiva de objetos matematicos

primarioslograda por cada uno de los estudiantddenida a partir del trabajo realizado

por estos estudiantes de grado 9° (final de laamiic basica), tanto individualmente como

en pequefio grupo.

En su trabajo individual, Pablo {Eestablece tres funciones semibticas, una entre la

expresion 50% y el contenido “casos favorables esalasos posibles”, otra, entre la

expresion 50% y el contenido 3/6, y otra entre Xaresion 3/6 el contenido casos

favorables sobre casos posibles, es decir, pué¢relar los sentidos asignados. Si bien
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articula los sentidos antes asignados, para élolapilidad no puede ser 4/8, pues de ser

asi, plantea, la informacion dada estaria maldado tendria 8 cara@abla 4].

1.

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

En lo que sigue, siempre se hara referencia a wo diedicional de seis caras. Por favor, contestekorden en que aparecen los puntos
s6lo contintie con el siguiente cuando haya resplancbmpletamente el punto anterior.

¢Cual es la probabilidad de daezando un dado se obtenga un ndmero par
(a) La probabilidad es:
(b) Explique brevemente cémo realiz6 el calculo deddabilidad:
¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la piatsbobtenida en el punto anterior?
(a) Margue con unX su respuesta Si () No ()
(b) En caso afirmativo muestre cual(es) seria(n) eszgera(s). En caso negativo explique por quéxistirea
otra manera de expresar dicha probabilidad.
¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la pratiathitle que lanzando un dado se obtenga un nliaéro p
(a) Marque con un¥ la respuesta que considera correcta Si () No ( )
(b) Justifique a continuacién, con el mayor detadisible, su respuesta:

Lenguaje Definicién
Probabilidad /y Casos favorables sobre casos posibles
— Procedimiento

Par

// . ., . s g
50% Aplicacion de definicion
v /

Argumento

La probabilidad de que lanzando un dado se obtemger es del 50%

Argumento
Tesis:4/8 no es la probabilidad

Razén:El dado no tiene 8 caras

Diagrama 7. Configuracién inicial de Pablo: §%*

En su trabajo individual, Daniel {Eestablece tres funciones semidticas, una entre la

expresion 50% y el contenido “casos favorables esalarsos posibles”, otra, entre la

expresion 50% y el contenidi® y, la tercera, entre la expresiém el contenido “casos

favorables sobre casos posibles”, es decir, puebelar los sentidos asignados. Para él la

probabilidad no puede sers, pues plantea que “el dado esta dividido en 6 yend®

fracciones” [Tabla 4].

1.
2.
3.

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

¢Cual es la probabilidad de daezando un dado se obtenga un ndmero par
¢ Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la pitmaabobtenida en el punto anterior?
¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la pratiathitle que lanzando un dado se obtenga un nliméro p

Lenguaje Definicion
Divisor Casos favorables sobre casos posibles
P
500 ——— | — | Procedimiento
<< S5 — Aplicacion de definicion
4/8

Argumento
Tesis:4/8 no es la probabilidad

Razon:El dado estéa divido en 6 y no en 8 “fracciones”

Diagrama 8. Configuracién inicial de Daniel: &%*
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En su trabajo individual, Jonathang)Establece cuatro funciones semidticas, una émtre
expresion 50% vy el contenido “casos favorables esalarsos posibles”, otra, entre la

expresion 50% y el contenid®is, una tercera otra, entre la expresisd el contenido

“casos favorables sobre casos posibles” y, otiiae @ expresiom/s y el contenido@ ; sin
embargo, no articula los tres primeros sentidognasios con el cuarto. Para él la
probabilidad no puede sef, pues plantea quael dado tiene tan s6lo 6 caras y ngvér
Tabla 4].

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

1.¢Cual es la probabilidad de daezando un dado se obtenga un nimero par
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la pitmizebobtenida en el punto anterior?
3.¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la pratiathicle que lanzando un dado se obtenga un nlia&ro p

Lenguaje Definicién
Probabilidad /=—P Casos favorables sobre casos posibles
/ . B
50% / Procedimiento
3/6 Aplicacién de definicion

4/8

=B

Argumento
Tesis:4/8 no es la probabilidad

Razén:El dado no tiene 8 caras, solo 6

Diagrama 9. Configuracién inicial de Jonathan: E°*

A manera de sintesid.os tres estudiantes que integran este pequeffo,gRablo, Daniel

y Jonathan, encontraron la probabilidad de quealashz un dado se obtenga un nimero
par, la cual representaron, al menos, de dos naddsrentes, mediante las expresiones
numéricas 50% y 3/6; sin embargo, ninguno de eBosnoce que la fraccién 4/8 puede
interpretarse como dicha probabilidad, es decidpgoan articular los sentidos asignados a
las anteriores expresiones numéricas. En el trabajpequeiio grupo estos estudiantes
mantuvieron las interpretaciones realizadas indificthente en relacion con la tarea

propuesta. En resumen, la informacion obtenida@ueslimirse asi:

. Jonathan. | Pequefio
Pablo (E) | Daniel (&) (Eo) grupo
Reconoce  diversas maneras |de Si Si Si Si
representar la probabilidad
Articula sentidos asignados No No No No

Tabla 5. Rejilla sintesis (inicial) —Pablo, Daniey Jonathan— Grado 9°, Colegio CHA
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La razén fundamental por la cual dichos estudianteaceptan que la fraccion 4/8 sea la
probabilidad solicitada es que el nUmero de cagaslado es 6 y no 8, es decir, el sentido
asignado a la fraccion 4/8 esta “anclado” al dadabjeto concreto referido en la tarea

propuesta.

4.2.2 Andlisis de la entrevistd.os segmentos de la transcripcion de la entreVis® se
presentan en cuatro columnas. En la primera de s#igresenta el tiempo transcurrido (en
minutos y segundos), en la segunda columna la mperspe interviene (profesor-
investigador: P y los estudiantesi),Een la tercera un numero asignado al segmento
respectivo, cuyo texto se presenta en la Gltimaneoh (en color azul las intervenciones del
entrevistador y en color negro las intervenciore$od estudiantes). Los entrevistados son

estudiantes de grado 9° (final de la educaciorchasi

En general, como parte del guidn establecido pasa dntrevistas, el entrevistador-
investigador (P) saluda a los estudiantes, leddageaestar alli y les solicita su autorizacion
para grabar la sesion. El entrevistador pregurgantonbres a los estudiantes para realizar
el registro respectivo e inicia la conversaciomrredacion con el primer cuestionario (Tarea
sobre la probabilidad), recuerda algunas respuelstdas por los estudiantes en relacion
con diferentes maneras de represelat@robabilidad de que al lanzar un dado se obtenga
un namero paty a continuacion pregunta directamente a uno deeftudiantesg, Puede
afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad giee lanzando un dado se obtenga un
namero par?Le solicita que explique las razones 0 argumetaogios en cuenta para dar

Su respuesta.

00:00 P  Les agradeceria si me recordaran sus nombres ...
a Es Jonathan L..[menciona su apellido].
02:06 P Jonathan L.

Daniel P...[menciona su apellido].

P Jonathan, Daniel y ... Pablo.

E, Pablo H...[menciona su apellido].

P  Bueno, me interesaria en particular que hablarawloe este instrumento que
tiene que ver con la probabilidad ¢ cierto?, spéea a ustedes encontrar cual
es la probabilidad de que al lanzar un dado salgadmero par. Ustedes
estuvieron de acuerdo en que la probabilidad eay 3| argumento para
justificar porqués/e era la probabilidad fue relacionar el nUmero dsosa
favorables con el nUmero de casos posibles, ercastelos favorables son 3,
porque hay 3 nimeros pares, y los posibles son &eo el total de nimeros
en el dado, ¢cierto?

8 P Respecto a la pregunta de si existe otra maneexmtesar esta probabilidad,

ustedes respondieron que si. No recuerdo quiéo,yrer de ustedes dijo que

~No o WN R
m
a
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. ehhh, se podia escribir como el “cincuenta penta”, otro ya habia
escrito arribalen item anterior] 50% y aca abajgen el segundo item]
colocarors/e, Y2, expresiones como esas.

Me interesa que ahora hablemos del tercer punteefd]. En el tercer punto
dice: ¢ Puede afirmarse que la fracciérs es la probabilidad de que lanzando
un dado se obtenga un nimero par?Ustedes respondieron categéricamente
iNo!, ehhh ... En uno de los cuestionarios la razclara pero en los otros
no mucho, me gustaria que cada uno me dijera suéll &gumento para dar

la respuesta, ... por favor, con el mayor detalleigp@spara tener una
informacion clara. Si les parece, empecemos pdetacha, me recuerda su
nombre ...

02:06 Es Jonathan.

Estos estudiantes, en sus cuestionarios individyakn el cuestionario de pequefos grupos
habian reconocido diferentes maneras de represkenfaiobabilidad del evento referido,
proponiendo expresiones como 50%, 3/6 y %2; sinaggd) todos ellos respondieron que la
fraccion 4/8 no era expresa la probabilidad de dicho eventoerflevistador les solicitd
exponer sus argumentos al respecto y preguntétaimente al estudiante ubicado junto a él.

02:06 10 P Jonathan ... ¢Jonathan qué dice?
a 0250 11 Es Pues, ... como el tema principal es un dado, seclenoee que el dado
tiene seis caras ...

12 P Umju [si, entiendo ... continde]

13 Es Si, si sacamos los pares serian tres,4/8. pues no, no es tan
representativo del dado, ya que el dado no tiememd caras, ni cuatro
ndmeros pares.

14 P Umj.

15 E¢ Mmm ... [pensativo].

16 Es ... Eneste caso pues ... los fraccionarios como leesabe pueden dar
lo mismo, la misma igualdad pero ... expresandoipaapor lo menos
mirdndolo desde la forma en que yo lo veo, noexte el cuatro

02:51 octavosgentonces... ya, listo.
a 03:18 17 P Daniel, ¢qué dice Daniel?

18 Es Pues... si es un dado de 6 caras, la divisibn da tres de la
probabilidad [se refiere a la fracciérs/g], no puede tomarse el nUmero
de referencia cuatro.

19 Es ... Esdecir, hay tres opciones, de las cuales ..eide;Si?
03:19 20 P Umju [si, entiendo ... continde]
a 03:37 21 Es ... y no puede ser, ni de las cuatro ni tampoco @sed de ocho.

22 P  Listo, ...Pablo ...

23 E; Pues amime parece que no esta ... no, no sereidag me parece que
la fraccién estaria mal planteada, para como sertelresolver el
problema, en base de las caras del dado.

Umjua.

... Un dado nunca va a tener ocho caras ... me pasece e

24
25

Mmoo

Los estudiantes centran su atencién en la situgmidgpuesta, especificamente en el dado
como objeto. Jonathan {Eplantea que en tanto el tema principal es el dadete sélo

tiene 6 caras, entonces pues no, no es tan representativo del dado, yaetjuado no
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tiene ni ocho caras, ni cuatro numeros pafEsaz]. Si bien Jonathan @Ereconoce que
los faccionariopueden dar lo mismfogualdad entre3/6, Y2y 4/8], plantea qua/s no es exacto
[E6(16)9'4]. Un argumento similar expone Daniek(Fquien plantea que hay 3 opciones de 6
y queno puede ser, ni de las 4 ni tampoco puede ser[Eg(ﬁ,zﬁ’"‘]. Para Pablo (g, la
fraccion 4/8 estarimal planteadgues el problema debe resolverse base en las caras
del dado § ést¢ nunca va a tener ocho card&sp3.25. El entrevistador (P) indaga un

poco mas con respecto al argumento dado por Jenatha

03:38 26 P  Listo ... bueno, pero me gustaria que pensaramos emgumento que da
a Jonathan, Jonathan dice: de todas maneras conuiofiado[la expresion
04:25 4/g] si serviria. Es lo que dice Jonathan ¢ cierto?
27 Es Umja[Si].
28 P  ¢Qué significa Jonathan? Veamos si sus compafiesogpacten su
argumento.
29 Es Puessées dos... ehh tres dividido seis es dos, cuatro idividcho es dos

30 P ¢ Tres dividido en seis es dos?
Daniel ...[silencio].

31 P  Pablo, ¢tres dividido en seis es dos?

32 E, Si, seis dividido tres, si.

33 P No, seis dividio tres no ... 3 dividido 6.

34 Es iAh! esta al revés, jla embarré!

35 P No importa mucho ahora, yo entendi la idea, esséta, para precisar
36 E, iAh, bien! ...

37 P ... Entonces tenemass que seria ¥z ¢ cierto?
04:26 38 E, Si[afirman también E5y E6].
a 39 P  Bien, podemos obtener ¥2 6 Opgro ¢cudl es su argumento? ... Yo soélo
04:43 interrumpi para precisar, usted decia que las ibmes 3/6 0 % dan lo

mismo y ... ¢ Qué pasa con e$ailencio].
40 Es ¢Como asi? ¢Cémo asi? No entendi.
41 P Es que el argumento que usted daba al principitedudecias/s también
serviria, le entendi ¢,si es eso?
04:44 42 Eg Si.
a 43 P  Pero, decia, no es tan exacto, ¢qué queria deceso?
06:14 44 Es Pues lo que me han explicado pues ... desde queraetidnario, es que
los fraccionarios ... un ejemplo en la suma, se distveel nUmero de abajo
[el denominador] para poder hacer la fraccion ¢ si?

45 P Umju[si, entiendo ... continte]

46 E; En éste caso seria que es una igualdad de nimero ... o la division de un
niamero en ocho, que seria 4, en el caso del dadosou seis caras la
division es de 3, es la parte de ... son los tres)a®tres partes de las caras
gue son pares, ademas de eso pues ... con la eiflick dado se puede
explicar de otra forma ya que ..., las posibilidagegden sacarse por
fraccion generatriz, que es cuando uno, ehh ... endale lista organiza el
namero de cada uno de los numeros por las 6 opdades, lo que
significa que, si usted le da 2 vedsislanza dos veces el dado 6 lanza dos
dados],el numero mas principal que le va a salir es gla7que el dado se
compone de los seis nimeros principales que compam&imero 7.

90



Doctorado Interinstitucional en Educacion Pedro Javier Rojas Garzdn

En la explicacion ofrecida por Jonathag)(& evidencia cierta confusion con respecto a la
interpretacién de las fracciones —pues ase@iaon 6 divido en 3—, pero después de la
aclaracion realizada por uno de sus compaferos,irgenvencion del entrevistador,
reconoce rapidamente su equivocaciogzhiE Sin embargo, aunque realiza esfuerzos por
aclarar la afirmacion inicial de qum es exacto cuatro octav[Es(le)g"‘] y trata de explicar
que las fracciones tienen una “generatriz”, queapeste caso seria %2, pero no logra
expresarlo adecuadamente, y centra su atenciohpapel del denominador —dividir en 8
el numero 4—, para posteriormente entrar a hablaresposibles arreglos de niameros en
parejas. Al parecer, trata de recordar alguna idetiv escolar relacionada con dados,

realizada tiempo atras.

06:15 47 P  Daniel y Pablo ¢ Ustedes entendieron el argumenjonigthan?

a06:49 48 Es No, pues digamos que en cierto sentido si se egfeelque, se puede obtener
una ... creo que el problema de la ... de la fraceiéiseria que no daria con
exactitud ... se podria dividir ... cada ... los nimearases y los impares en
nameros decimales y podria dar ocho pero pues..e sigundo la misma cosa
... seria ... sin exactitud y creo que lo que se busca

06:50 49 P Yo los invito, particularmente a Jonathan, que gé@nun poco qué es lo

a07:32 fundamental en lo que dijeron. Jhonatan hablé mudio muchas cosas ...,
sin duda tienen mucho conocimiento ... pero cuandcedouchamos no
sabemos bien para donde va, entonces me gustagipensara cual es el
argumento fundamental que quiere exponer ... y lanmison Daniel. Ahora
veamos qué dice Pablo.

50 E; Pues ... pues lo que yo digo es que la fraccioni,.losmismo, es que la
fraccion si serviria pero no esté bien planteadao. se da al detalle, ¢,por qué?
Porque se da mal la informacion sobre qué... sobmrdaabilidad y sobre

07:33 el... el... los lados del dado.
a08:39 51 P  Bien, veo que ... parece que ustedes ahora esténarado de respuesta, de
no pasaron a si.

52 P ¢Me puede decir cual es la razén? ¢Por qué anteésbne dicho que no eray
ahora estéa diciendo que si?

53 E; No, o sea ... a mi me parece que la ... esto... , si aneiplantearan el
problema en un dado no me serviria, pero si sa déeespecificacion ¢si?
¢Me hago entender?

54 P Umju [si, entiendo ... continle]

55 E, Sidieran la especificacion y se pusiera por ejeraph unz/é, ya quedaria un
detalle, lo que pasa es que la fraccién ...

56 P Cuando usted dice: “ya quedaria un detalle” ¢ ahqaé referencia?

57 E; Mejor dicho, la fraccion sirve pero no esta biepeetficada ¢ por qué? Porque
... 4/8 es basicamente lo mismo gie ¢, Si?

58 P Umju.

59 E; ... Pero entonces para ser la fraccion del dado marise porque no se
especifica bien lo que se busca.

60 P Ya, usted dice: las expresior®sy 4/8 son equivalentes, son la misma, pero en

08:40- la primera[en 3/6] queda claro que el 3 refiere a la probabilidad § a las
08:50 caras del lado, ¢.es eso?

61 E; Si...[enlafraccién 3/6] el 3 a los nUmeros pares y el 6 a las caras dig,da

en cambio em/8 eso no estaria claro.
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Inicialmente, Daniel (B ha plateado que la fraccién 4/8 no puede serdbgbilidad de
obtener un nimero par al lanzar un dado, ya qakdsido tiene 6 caras, hay 3 opciones de
6, entonceso puede tomarse el numero de referencia cuatrocho [&(18_21)9*4]. Ahora,
después de escuchar las ideas expuestas por Jor{ghay frente a la pregunta del
entrevistador sobre el argumento antes presenbmdvel (&) retoma la afirmacion que en
principio formulé su compariero, respectgue no es exacto el cuatro octay&ggs), e
intenta superar la dificultad sobre la exactitudpmniendo un dado de seis caras que

incluya nimeros con cifras decimales§g’.

Por su parte, Pablo {Eha planteado inicialmente que la fraccidno serviria porquéa
fraccion estaria mal planteada, para [...] resolvdrpeoblema, en base de las caras del
dado [...] Un dado nunca va a tener ocho ca[Ezﬁ(gg_zsf"“]. Posteriormente, después de las
intervenciones de Jonathansi Daniel (&), cambia parcialmente de opinion y aclara que
la fraccidnsi serviria pero no esta bien planteada ... no sald#etalle[...] Porque se da
mal la informacion|...] sobre la probabilidad y sobrg..] los lados del dadqEasso).
Reconoce que4’s es basicamente lo mismo que 3/62(£I59'4] pero afirma que “para hacer
la fraccion p/g] del dado no serviria porque no se especificalbigue se busca” u;'g,g)g"‘],
mientras en un dado tradicional la fraccBise puede ver en detalle, pues es claroetjue
3 [hace referenciala los numeros pares y el 6 a las caras del dada;aambio er/8 eso no

estaria claro[Eg1".

08:50- 62 P Jonathan ... ¢yafSe refiere a si ya pensé qué era lo fundamentalsen
09:27 intervencién anterior].
63 P ¢,Cual es su argumento?

64 Eg No, pues nada, que en este caso el planteamierto mfegunta no esta bien
hecha, ya que ... se esta hablando de un dado deais que tiene tres
numeros pares, aunque la fraccémsea igual a/g8 y dé lo mismo, es ... ehh,
en este casp#/g] no sirve, o por lo menos para mi, porque ... ¢ clambgo?
No afirma realmente la expresion del dado, que #s B lo que esta
preguntando realmente ...

09:28- 65 P ¢, Qué dice Daniel, que lo veo pensativo?

10:24 66 Es Yo digo que si puede llegar a ser ...
67 P En éste momento, ¢ Cambiaria su respuesta de sb?por
68 Es Aja [Si].
69 P O sea, ¢cual seria su respuesta ahora?

70 Es Mejor dicho, si puede llegar a afirmarla y si puselecoherente la fracci@ms
con la de#/g y también con un dado de 6 caras porque, compldijendmeros
decimales, simplemente se divide el dado en ochtepaue quede bueno,
equivalente par, impar; pero para un ejerciciogpemplo, por ejemplo ...

71 P Perddn, se divide dado el ocho partes ¢ Coémo asi?

72 E5 ... Nimeros decimales que lo ...
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[Se oye un murmullo de otro estudiante ...].
10:25- 73 E5 Numeros decimales que terminen por ... 0 sea, quiereel equivalente al
12:45 dado ¢si?

74 P No entiendo qué quiere decir ...

75 Es Numeros decimales, por ejemplo 2.5 mas 2.5, 4iash d.. para que diera 8,
dos punto cinco, punto seis, bla, bla,.blf'y asi sucesivamente”].

76 P iAh, ya! Lo que creo que usted quiere decir eslgaenimeros del dado no
sean del 1 al 6, sino que sean ofeesrefiere a nimeros con decimales].

77 Es Exacto.

78 P jAh, yal!, pero, suponiendo que usted no tiene dalistintos y sabe que le
estan preguntando la probabilidad de que salgagraun dado tradicional, sin
gue podamos cambiar los dados, ¢, Cuél seria lagsts@u;, Qué le daria ahora?

79 Es No, porque no hay exactitud.

80 P Mejor dicho, la Unica opcion seria ...

8l Es Mejor dicho no seria légico que a uno le dijerarehhh, hay un dado de seis
caras, que se divide en cuatro octavos.

82 P Umja.

83 Es A menos que se pueda partir, pues ... es un dado.

84 P O sea, el argumento suyo es que tendria que tendado, con los nimeros
cambiados para que diera ...

85 Es ... Exacto.

86 P Que diera exacto el 8, ¢significa ...? ¢ Como se h&$aque me perdi un poco

en lo que dijo ... creo que le corté lo que estabeedo. Estaba diciendo que
habia que hacer algo con el dado pero no ...

87 Es Pues por ejemplo, pues si, fisico es muy faciha= un dado de ocho caras,
pero ... tirando hacia los nimeros decimales quecalaisuma de todos los
nameros le de 8 ... y que a la vez pueda ser 6 ¢sifaginese ese dado, la
suma de ocho pero las caras sigan siendo seis.

12:45 88 P Siy ¢cOmo seria eso?

89 Es Pues, por ejemplo, ... no sé, ... un dado diferentangalecirlo? Por ejemplo,

gue cambien los nimeros o ... que trabaje con lasndés[... Silencio].

Prosigue la conversaciéon y Jonathag) (Bantiene su idea de que la fraccidno sirve
para expresar la probabilidad y que la pregunta mstl planteada, pues si bien la fraccion
3/6 es igual a/8[en tanto “da” lo mismo],como el dado tiene 6 caras y tiene 3 pares, taira

4/8 no sirve para este caso ya queafirma realmente la expresion del dado, que/&€ lo

que esta preguntando realmeii& s’ .

Daniel (&) se mantiene ahora en que dicha fraccion si pllegber a serla probabilidad de
que al lanzar un dado se obtenga un niamero pauegpuede ser coherente la fraccion 3/6
con la de 4/8 y también con un dado de 6 c&z@(so)g"‘], pero aun mantiene dudas y plantea
gueno seria logico que a uno le dijerqan] hay un dado de seis caras, que se divide en
cuatro octavog...] A menos que se pueda partir, pues ... es un [Egm_%?"‘]. Para él,
fisicamente es facil construir un dado que sirviaa @ste propdsito; sin embargo, a veces
menciona que se tendria un dado de 8 caras y wd@s que puede ser de seis caras
siempre que la suma pueda ser 8, si se cambianifosros usuales del dado por niUmeros
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con cifras decimales. No logra expresar claramentao seria este dado, que reconoce

diferente pero posiblgimaginese ese dado!, la suma dé ocho pero lasscsigan siendo

seis[E5(87)9’4] .
12:45 90
a 91

14:02
92

93
94
95
96
97

98
99

100
14:03 101

14:37
102

103

104

14:37 105
15:18 106
107
108

109
110

111
112

15:19 113

¢Alguna otra cosa?... ¢Pablo?Silencio].

Creo que Jonathan, tiene aqui un argumento ¢ coPielesstudiante ha escrito
algo en una hoja].

. Equitativo [En la hoja ha escrito parejas de numeros, todas fosibles
combinaciones: 1-1, 1-2, 1-3,..., 6-5, 6-6, organ@gaén filas y algunas estan
resaltadas].
¢ Qué significa 1-1, 1-2, 1-3, ...?

. Estas son las posibilidades que hay en un dadbala algunas de las
resaltadas en cada filajje sacar niimero par si se utilizan dos dados ...

Eso, eso lo aprendi alla en Estados Unidos ...

Umju [“le entiendo, continte™].

... Porque me ... yo pasé tres grados alla ... estegmatlizado en los casinos
de alla, ¢si ha visto que juegan con dos dados? ...

Umjua [si, entiendo ... continte]

. La posibilidad de dos dados aproximadamente egss7gl nimero mas
aproximado. Si mira en todas las filas esta el man7e se repite en toddgba
resaltado las parejas de nimeros cuya suma es 7].

[... Silencio].

Umju.

Entonces la ... lo que yo quiero expresar ahi esgogramos los nimeros pares
gue se encuentran aqui, tan solo es el 0.5 potocién/s ¢ 4/8que da lo mismo,
de posibilidad de que uno saque ese numero [...]

Bueno, una cosa que hay que diferenciar entre tlcsdn que usted esta
planteando y la nuestra, es que no estamos habld@dios dados, o sea no
estamos lanzando dos dados sino un dado simplement® tengo un dado
¢cudl es la probabilidad de que me salga par?. ¢, Si?

En el caso que usted propone, de alla, estabarampdmen dos dados y en la
probabilidad de que salga un determinado nimem.egwn poquito distinto, ...
que la suma efectivamente dé 7, o dé ..., lo quedugiiere decir, es que 7 seria
el nimero que tiene mayor probabilidad de aparg@ezg aqui estamos hablando
de un solo dado, s6lo tengo un dado ¢ cual es bapil@ad?

[... Silencio].

Quiero hacerles una ultima pregunta, basandomeooo en lo que ustedes han
comentado. Si alguien les dice a ustedes, comoudijestudiante, ... oigan el
siguiente argumento: “no importa si yo escrige, 10/20, 15/3p da lo mismo
porque estamos hablandoziey como3s/é es la mitad, entonces también seria,
como también lo serte/20por ejemplo” ¢ si?
¢, Qué le dirian ustedes a esa persona? ¢ Estartaueielo? ¢0 le verian algin
problema a esa afirmacion?

Yo si estaria de acuerdo.

Daniel, lo veo pensativo, cabizbajo y meditabund¢Sonrie].

No exactamente en cuanto ... no contradigo que estéal y que seria lo mismo
... [el tono de la voz es de duda].

Umju.

... Pero si se busca una precision, si es un dadeigearas, yo trabajaria con los
nameros que son, 3 de 6.

Tres de seis ...

... Porque a uno no le va a quedar claro que, pongfe le diga4/s en un dado
de 6 caras, no pensaria jno! ... entonces es und#adoho caras ¢si?
umja.

94



Doctorado Interinstitucional en Educacion Pedro Javier Rojas Garzdn

a 114 Es ... Por ejemplo, si a usted le dicen en un probldrag:un dado que se divide en
16:05 cuatro octavos ¢cual es la probabilidad?, entoesem lado de ocho caras no en
uno de seis.

Por solicitud del entrevistador, Jonathag) (@plica brevemente una actividad que trabajo
en otra institucion, respecto al numero que tieaganprobabilidad de obtenerse al lanzar
2 dados, la cual intenta relacionar en un momento la obtencién de un numero par
[Ess]. Una vez el entrevistador aclara la diferencitreeestas actividades {103,
decide preguntar nuevamente si 4/8 es la probadilipie al lanzar un dado se obtenga un
namero par, esta vez de manera indirecta acudiangio argumento de otro estudiante,
quien explicitamente afirmaba que cualquier frat@quivalente a ¥2 podria representar

dicha probabilidad, citando como ejemplos las f@ees3/6, 10/20 y 15/30.

Frente a la pregunta de si estarian de acuerdcelcargumento de este estudiante o lo
cuestionarianJonathan [&106)9'4] dice estar de acuerdo, al parecer cambia su iposic
inicial. Daniel () mantiene su posicion respecto a aceptacomo probabilidad de dicho
evento, pero insiste en que si bien no contradieeddBes la mitad y que seria lo misnsd

se busca precision trabajartan los numeros que son, 3 de[E},(log-llo‘)”“], pues no
considera claro que se acuda a 4/8 en un dadacdas$, pues entonces seria un dado de 8
caras [5(112_114?'4]. Al parecer, vuelve a retomar su idea iniciataess, quel/s no podria

ser dicha probabilidad y se requeriria un dado dar&s.

16:06 115 P  UmjuJsi], ... ¢Qué dice Pablo?
a 116 E, Pues yo estoy de acuerdo también en que diez \[smtefiere a la fraccion
17:03 10/2d es lo mismo quess.

117 P Umju[si, entiendo ... continte]

118 E; ... Pero no si se formulara la ..., la pregunta... pai ejemplo a usted le

preguntan ¢Puede afirmarse que la fracaiizo es la probabilidad de que
lanzando un dado se obtenga numero par? Usted riuedano nulo, porque
. ¢cbmo asi queor2d? Desde cuando aca un dado tiene 20 caras ¢si?,

entonces el pedacito que a mi no me cuféigaun poco]... El pedacito que
a mi no me cuadra, es la especificacion para aar. el problema.

119 P  Pero, digamos, ¢usted lo dice pensando en otrar@ergue podria no
entender o esta pensando en usted? O sea, ¢ustetesderia o usted
también veria...?

120 E, Yo no entenderia, ... la verdad.
17:.04 121 P Umju.
a 122 E; ... Yono entenderia si a mi me pusieran la fracgi$lanzando un dado ¢ si?
17:30 123 P  Pero ahora, con lo que hemos hablado ¢ aceptari@oeiodavia, como dice

... Daniel, eso no es muy preciso?; o quizasrdid@a si pero no seria muy
entendible si no hubiéramos hecho esta discusiélymasi ¢no?
17:37 125 E, Lo que pasa es que en el sentido comun de la péblac de la ... de todo el
a mundo eso no se entenderia.
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17:48 126 P Umj.
127 E; .. Me parece, pues, a mi.
128 P  Bueno, pero como no estamos hablando de todo etlonsimo de ustedes

tres, ... en el caso de ustedes tres, y suyo ercplartiPablo, ¢aceptaria ahora
0 no?, ¢0 no lo convenceria?
17:49 129 E, No, no yo quedaria con la duda, mejor dicho.

a 130 P Jonathan, usted en este momento ¢aceptariasgsla probabilidad? ¢O no
18:41 le parece?
131 Es No.

132 P ¢Y cual es argumento por el cual no?
133 Es Se estd hablando del dado, son 6 caras, aunqueias®n de4/s pueda

Servir ...
134 P Umju
135 Es [Continda ...] No sirve, no se entiende, o mejor didsa pregunta que

ustedes plantearon, esta basada en el si y el no.
136 P Umja.
137 Eg ... Cualquiera de las dos respuestas esta bien.
138 P Umja.
18:42 139 Eg ¢ Si? pero expresandola ... 0 como nos han enseffaakotos, es expresar
realmente lo que ... lo que esta preguntando, qummesun dado, un dado
tiene 6 caras, 3 nimeros pares, 3 nUmeros impeaxes,
Un hecho que es importante resaltar aqui es qukiesi Pablo () reconoce que las
fraccioness/s, 4/8y 10/20 sonlo mismo,comenta que con respecto de la formulacion del
problema no es claro que lo sean, pues se regudarun dado de 20 caras, lo cual no es
usual. Explicitamente plantea que si le preguntazBuiede afirmarse que la fracci@m®eo
es la probabilidad de que lanzando un dado se gdbtedmero par?, quedaria comado
[...] no entenderiaporquej¢Desde cuando aca un dado tiene 20 cara[E’ng_lzo?"‘].
Destaca que para el comun de la poblacion eso narigesentido [ﬁlzs)g"‘] y que él

quedaria con duda al respecta{ky .

Por su parte, frente a la pregunta de si acepaéad/8 es la probabilidad Jonathag) (E
afirma que no, pues si bien la expresi@puede servirse esta hablando de un dado de 6
caras [E6(133_135§"4], pero a continuacion insiste en que sirve, no se entiendpfinaliza
planteando que las dos respuestas, si 0 no, pgsedén argumentando que, desde lo que
le han ensefiad8,debe expresarse lo que se le esta preguntande, edatado, y éste tiene

6 caras [Bua7-139) -

"0 Es decir, desde lo expuesto y trabajado en ebgtmescolar.
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18:42
a
19:45

19:46

19:58

19:59
a
20:04

140

141
142
143
144
145
146

147
148

149

150

151
152
153
154

155
156
157
158
159
160

vMoMom

umja ... ¢y Daniel?

[Silencio ...].

¢, Si aceptaria? o...

En este momento si ...

iAh, ya![si, entiendo].

. Después de hablar ya, todo eso.
Ya [entiendo]

O sea, para alguien comun no, pero...

¢Y qué lo hizo cambiar de opinion?

Porque..., yo por ejemplo aca, puse en la primergupta 50%isefiala el

primer item del cuestionario, mientras suena ebtigrpara cambio de clase].
Escribi6 en la tercerpjue] 50% si es equivalente a una mitad, 50%

también es una mitad ...

[Interrumpe] Nos puede tener aqui otra hdra, hace referencia al timbre con

gue se anuncia la terminacion de la clase de matieasy el inicio de una nueva

clase].

... De cien daria lo mismo, mitdsk refiere a que 50 es la mitad de 100].

Entonces usted dice/g seria la mitad entonces da lo mismo, no importa ...

Equivalente ... no mirandolo hacia las caras, nidnatdado, sino a la mitad.

... S0lo lo escribo de otra manera, la expresiéres lo mismo que %, es lo

mismo que 4/8, entonces lo puedo nombrar como quiera, esa es la

probabilidad.

¢, Qué dice Pablo? ese argumento esta como buenopgjgag

Lo que pasa es que ... no yo sigo diciendo que o aoeptaria.

A pesar de todo, ¢no lo aceptaria?

No.

Jonathan, ya para cerrar ...

No, tampoco.

Tampoco ... Listo, les agradezco.

Inicialmente Daniel () mantuvo la idea que la fraccidrs no podia sela probabilidad de

que lanzando un dado se obtenga un numerqpsds, 4s s1, 11%4]; en el transcurso de la

entrevista, después de diferentes interacciones lRablo y Jonathan, sus comparieros de

grupo, y con el entrevistador (P), Daniel recueyda en su cuestionario habia respondido

gue la probabilidad es el 50%, y quel&anitad, qgue como afirma el entrevistades

también es una mitad, entonces esta fraccion sqtisalente ...

no mirandolo hacia las

caras, ni hacia el dado, sino a la mitﬁﬂsumf"“]. Es decir, cuando logra descentrarse del

objeto, de las caras del dado, y centra su miradas expresiones que representan la

mitad, logra reconocer que la fracci¥a expresa la probabilidad pedidasffs:, 1533"4]. Por

su parte, Pablo @iy Jonathan (§ no aceptan el ultimo argumento dado por Daniel v,

aungue el entrevistador reelabora lo afirmado pte @) y les plantea explicitamente que

éste parece un buen argumentgsip, tanto Pablo como Jonathan no cambian de paeecer

insisten en que si bida fraccién 4/8 es igual a3/6, dicha fraccién no es la probabilidad

pedida [B2s, 53, 61,118,1579)’4; Es(13, 64, 81, 112?’4]-
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4.2.3 Configuracion cognitiva de objetos matemésc@rimarios. En los siguientes

diagramas se presenta la configuracion cognitigraiba por cada uno de los tres
estudiantes después del proceso de interacciohzad@ durante la entrevista grupal, en
relacion con el trabajo realizado a partir de tedasobre hallar la probabilidad de obtener
un numero par lanzando un dadm dichos diagramas, mediante una linea contiseia,

sefialan las funciones semioticas establecidasgular estudiante, entre una expresion y un
contenido. Mediante una linea a trazos, en colal, & sefialan las nuevas funciones
semidticas, evidenciadas durante la entrevistaentéraccion con sus compareros en el

pequeino grupo.

Problema (Tarea — Cuestionario 1)
1.¢Cual es la probabilidad de daezando un dado se obtenga un nimero par
2. ¢ Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la pitmtaabobtenida en el punto anterior?
3.¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la pratiatbitle que lanzando un dado se obtenga un nlia&ro p

Lenguaje Definicién
Probabilidad /7? Casos favorables sobre casos posibles
so—— __|— | Procedimiento
S w— | Avlicacion de definicié
Y

Argumento
Tesis:4/8 no es la probabilidad
Razon:La fraccion 4/8 sirve, pero no esta bien espedf
pues el dado no tiene 8 caras

Diagrama 10. Configuracion final de PabloE,*

Inicialmente, en su trabajo individual, Pabla)(l6gré establecer tres funciones semidticas
[Diagrama 7] y durante la entrevista logra esta@l@ena nueva funcion semiotica, erdre
(expresion) y4/8 (contenido); sin embargo, aunque reconoce la dgubkentre4/s y 3/6,
considera que, en el caso del dado, la frace®no puede representar el nUmero de casos
favorables sobre el numero de casos posibles, gngesnenta quéa fraccidon estaria mal
planteada, no se da en detalle, sirve pero no bsa especificada [...] porque 4i8 es
basicamente lo mismo qu#s, e insiste en qupara ser la fraccion del dado no serviria
porque no se especifica bien lo que se bLﬂE@@,so,s7,sg§§"‘]. Si bien articula los sentidos
inicialmente asignados, considera que la probaulicb puede sar8 puesno se especifica
bien lo que se buscgn la fraccion3/g el 3 [hace referenciala |0s numeros pares y @la las
caras del dado, en cambio ef8 eso no estaria cIar{E4(59,61)9'4]. Pablo reconoce que, por
ejemplo,10/20“es lo mismo ques/e’, pero considera que la fracci@ow20tampoco podria

ser la probabilidad de que lanzando un dado senghten namero par, puggdesde
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cuando aca un dado tiene 20 caraﬁi(lle,ng‘)’"‘]; continta manifestando su duda y reitera

que4/s no puede ser la probabilidad pedida{k 155 157)"]-

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

1.¢Cual es la probabilidad de daezando un dado se obtenga un nimero par
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la pitmizebobtenida en el punto anterior?
3.¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la pratiatbitle que lanzando un dado se obtenga un nlia&ro p

Lenguaje Definicion
Divisor |_9 Casos favorables sobre casos posibles
| —————F
50% —— 1 —_---~ Procedimiento
<z ¥» 3/6 P Aplicacion d¢definicior
4/ -7
Argumento
Tesis:4/8 no es la probabilidad
Razén El dado esté divido en 6 y no en 8 “fracciol

Diagrama 11. Configuracion final de Daniel:E5**

En su trabajo individual, Daniel §Ehabia establecido tres funciones semidticas [aag

8]; durante la entrevista establece de maneraaitgplina nueva funcion semidtica entie
(expresion) ys/6 (contenido), aunque inicialmente plantea que esitlecion especifica del
dado, si se busca precisidrpreferiria trabajar con la fraccioa/é [Eso,i0s-114)"]-
Posteriormente, después de unos 3 minutos escucla@ctamente las intervenciones de
Pablo y Jonathan, y las preguntas del entrevist@elpriogra “separarse” de la situacion
el contenido “numero de casos favorables sobre mahe casos posibles”, logrando asi

una articulacion entre los diferentes sentidosnasigs [5(142,144,1539)’4].

Problema (Tarea — Cuestionario 1)
1. ¢Cudl es la probabilidad de darzando un dado se obtenga un nimero par
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la piliabobtenida en el punto anterior?
3. ¢Puede afirmarse que la fraccién 4/8 es la pratiathitie que lanzando un dado se obtenga un nlia&ro p

Lenguaje Definicién
Probabilidad Ly Casos favorables sobre casos posibles
50% ;% Procedimiento
3/6 Aplicacion de definicié

<: 4/8
Argumento
Tesis:4/8 no es la probabilidad
Razén El dado no tiene 8 caras, s6

Diagrama 12. Configuracion final de JonathanEg**

Desde su trabajo individual, Jonathang)(Eestablecié cuatro funciones semidticas
[Diagrama 9], y durante la entrevista logra esta@ina nueva, entas (expresion) \8/6
(contenido); sin embargo, considera quéish pueden dar lo mismo, la misma igualdad
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[...] expresandolo agtomo 4/8]no es exacto, aunque la fraccié sea igual a4/8 y dé lo
mismol[...] en este caso no SirfEes1, 64?’4]. Aungue en un momento esta de acuerdo en
que cualquier fraccion equivalente/a seria la probabilidad pedidae[E)sf’*"], y establece
una nueva funcion semidtica, en tanto considera lqudraccion 4/8 podria ser la
probabilidad pedida (cambio temporal), despuésadénitervenciones realizadas por Pablo
y Daniel, duda de su ultima interpretacién y coasadque podria ser valida cualquiera de
las respuestas £E29_135)9'4]. Finalmente plantea que desde lo realizado ernrahgjo
escolar, desde lo que le han ensefado, la resplestaxpresar lo que realmente se esta
preguntandoy que en este caso el dado tiene 6 caras, cone8 pa8 impares, por lo que
decide que cambia de opinion y considera que [auesta debe ser negativeg(ﬁEg,l5g§”“],

es decir, mantiene la configuracion realizada ahicente [Diagrama 9.

A manera de sintesidDespués de la interaccion en la entrevista, s#eavia que dos de
los estudiantes, Pablo By Jonathan (g, reconocen explicitamente la equivalencia entre
las fracciones 3/6 y 4/8, y que cualquier fracodfuivalente a 3/6 podria representar la
probabilidad pedida en la tarea, pero su “anclajedbjeto, al dado y el nimero de caras,
no les permite articular los sentidos asighadaaes texpresiones y, por tanto, no aceptan
que 4/8 sea dicha probabilidad. Por su parte, D@aig no sélo reconoce la equivalencia
entre las fracciones propuestas sino que puederaese” de la situacion concreta del dado
y logra reconocer que la fraccion 4/8 representhadiprobabilidad y, por tanto, logra
articular los sentidos asignados a las diferenigsesiones numericas. En resumen, la

informacion obtenida puede resumirse asi:

. Jonathan. | Pequefio
Pablo (E) | Daniel (&) (Eo) grupo

Reconoce diversas maneras de representar Si Si Si Si
la probabilidad
Articula sentidos asignados No Si No No
Cambio (reconocimiento de equivalencia v v v v
entre 3/6 y 4/8)
Cambio (articulacion de sentidos) v

Tabla 6. Rejilla sintesis (final) —Pablo, Daniel yonathan (T-9)- Grado 9°, Colegio CHA

El proceso de

interaccion durante

la entrevistaparugenerd6 cambios en

las

interpretaciones inicialmente realizadas por lotudéantes; por una parte, los tres
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reconocieron explicitamente la equivalencia entverdas expresiones numéricas y, por
otra, uno de ellos @Ereconocié que la fraccion 4/8 era la probabilideguerida, es decir,
logré articular los sentidos asignados a dichagesipnes. No obstante, aunque dos de
ellos (& y Es) reconocen la equivalencia entre las expresion@séricas 3/6 y 4/8, no

logran articular los sentidos de las mismas.

4.3 Tarea sobre triple de un niamero (Cuestionario)2

A continuacion se presenta la rejilla con la infaoldn del trabajo realizado, tanto
individualmente como en grupo, a la tarea sobpdetrde un nidmero —equivalencia de
expresiones algebraicas obtenida por tratamiegtenseguida se presentan los diagramas
obtenidos a partir de ésta, correspondientes aofdigtiracion cognitiva de objetos
matematicos primarios lograda por cada uno dentegiantes del grupo en relacion con
dicha tarea. Posteriormente se realiza un anatlsisla entrevista, apoyado en la
transcripcion realizada (T-1) y en el cuadernoatasdel investigador.

4.3.1 Rejilla de respuestas y diagramas de confapidn cognitiva de objetos
matematicos primariosGrupo de estudiantes de grado 9° (codigo 9), iategpor Cristian
(E1), Angely (&) y Dairon (E), del colegio MMC (cédigo 1), respecto al trabegalizado
en la tarea presentada en el cuestionario 2, oglada con el triple de un numero
(equivalencia de expresiones algebraicas).

Tarea Instrumento Individual Trabajo en Entrevista
(Cuestionario 2) pequefio grupo (Planteamiento inicial)
ftem E, (Cristian) E, (Angely) E; (Dairon) Ei, E;y Es Ei;, E2y Es
1 Expresion Que se deben| 3n son 3 nimeros Reconocen que la | 3n es el triple de un
y algebraica multiplicar como 2+2+2 expresion 3n se namero
Interpretacion de Ej. 3n=34=12 entre si, interpreta como 3
la expresiorn ' 3-n=Multiplic multiplicado por
ar un nimero o0 como
el triple de n
2 Si. Dan el mismo Las dos La n es un nimero Comprueban la Aceptan que
. resultado las 2 expresiones | cualquiera con el cual igualdad para (n-1)+n+(n+1) =
¢Esvalidala | expresiones son las se hace el ejercicio | cualquierny lo
igualdad ii mismas verifican paraun | M*n+n-1+1=
[Verifica valor especifico | N*N+N+0=3n
(n-1) e (n+1)= adecuadamente el (=2) p
3n? valor d_e ambas -
’ expresiones para
n=4]
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3
¢La expresion

(n-1)+n+(n+1)
puede interpretarse
como el triple de un

ndmero?

No es el triple
porque dan el
mismo resultado

[Quiere decir que la
expresion dada no
es el triple pero al
evaluarla da el
mismo resultado
que al evaluar la
expresion 3n, que es
el triple]

Si ... escomo
si se quemara
los -1 +1[se
cancelan]y
quedaria
n+n+n=3n

Si es el triple porque
la n esun nimeroy
hay 3 las cuales son
sumadas y restadas
nos da el triple.

Ej. (n-1)+n+(n+1) =
(2-1)+ 2+(2+1)=
1+2+3=6

Este resultado es el

triple de 2

Aunque By E;
sostienen que la
expresion(n-1)+n+
(n+1) es el triple de
un ndmero, E
insiste en que da el
mismo resultado
pero no es el triple,
sino una suma.

E;: No, porque el
triple de un nimero ng
es asi ... (segmento
20)

E,: Si, si,... pues es
como cuando yo lo
resolvi (segmento 24)
Es: Yo diria que si ...
son tres nimeros
consecutivos iguales ,
entonces son el triple
de un namero(seg. 45
y 47)

Tabla 7. Rejilla respuestas- Cristian, Angely y Daion—. Grado 9°, Colegio MMC

Comentario: Este pequefio grupo mencionado participé en unaabpacion general orientada por la profesora del
curso, antes de la entrevista, en la cual se acaydé las interpretaciones méas usuales de la exfme3n eran “3
multiplicada por n” y “triple de un nimero”, y quia expresion (n-1)+n+(n+1) se podia interpretar cofia suma de tres
numeros, 0 méas especificamente de tres nimerosctines. Ademas verificaron la igualdad entre desresiones (n-
1)+n+(n+1) y 3n, para el caso general, pero dejarpendiente la socializacion del tercer item [loidion después de la

entrevista].

En los siguientes diagramas se presenta la coafigur cognitiva lograda por cada uno de

los tres estudiantes, obtenida a partir del trabegtizado en grupo por dichos estudiantes

de grado 9° (final de la educacidén basica), deégiol MMC, con respecto a la tarea

propuestd® En estos diagramas se sefialan, mediante unadamgmua, las funciones

semidticas establecidas por cada estudiante, largsgoresion y el contenido

Problema (Tarea — Cuestionario 2)

En lo que sigue, asuma goeepresenta un nimero entero cualquiera. Por fagonteste en el orden en que aparecen |
puntos y s6lo continde con el siguiente cuando hesfgondido completamente el punto anterior.

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigstadide la expresid@n.
2. Diga si la siguiente igualdad es o no val{dat)+n+(n+1)=3n

(&) Marqgue con un¥ la respuesta que considere correcta

(b) En caso afirmativo compruebe la igualdad;aso negativo dé razones por las cuales no se&umpl
3. ¢La expresion-1)+n+(n+1) puede interpretarse corabtriple de un nimer@

(a) Marque con un4 la respuesta que considere correcta
(b) Explique o justifique a continuacion, con elyor detalle posible, su resput.

&) No()

%) No()

2]

Expresion algebraica

Equivalencia
IgualdM
3n

(n-1)+n+(n+1)

Lenguaje

NUmero
Triple

/

Definicién

ly Resultado de multiplicar 3 por un nimero cualquierg

Propiedad
(n-1) +n+ (n+1) =H

Procedimiento

Evaluar la expresién en un valor especifico

Argumento
Tesis:La propiedad es valida

Razoén:Al evaluar la expresion en un valor especifico

da el mismo resultado

Diagrama 13. Configuracion inicial de Cristian: E, **

" El texto completo de la tarea propuesta se prasentel primer diagrama, en los siguientes dos
diagramas éste se presenta resumido.
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En el trabajo realizado individualmente, Cristi&h) (establece una funcion semidtica entre

la expresior8ny el contenidaesultado de multiplicar 3 por un nimero cualgaier

Problema (Tarea — Cuestionario 2)
1. Diga qué significa o que interpretacion le asigstadide la expresioan
2. Diga si la siguiente igualdad es o no val{dat)+n+(n+1) =3n
3. ¢ La expresior(n-1)+n+(n+1) puede interpretarse combtriple de un nimer@

Lenguaje Definicion
Ndamero Resultado de multiplicar entre si (B)y
Multiplicar / Propiedades
Triple / (1) +n+ (1) = 3
Igualdad . .
3n Implicitas: Conmutgtl\_/a y
; (n-1)+n+(n+1) Asociativa

Procedimiento
Aplicacién de propiedad

Argumento
Tesis:Si se cumple la propiedad

Razoén:Aplicacion de propiedades (implicitas)

Diagrama 14. Configuracién inicial de Angely:E,°*

En el trabajo realizado individualmente, Angely)(Establece tres funciones semioticas;
una entre la expresioBn y el contenidoresultado de multiplicar 3 por un numero
cualquiera otra entre la expresidn-1)+n+(n+1) y 3n, y una tercera entre la expres{on
1)+n+(n+1) y resultado de multiplicar 3 por un numero cualquieraes decir, el
reconocimiento de la equivalencia, obtenida mediant transformacion de tratamiento, le

permite asignar el mismo sentido a las dos expres{o—1)+n+(n+1) y 3n.

Problema (Tarea — Cuestionario 2)

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigsted de la expresidn
2. Diga si la siguiente igualdad es o no valifta1)+n+(n+1) =3n
3. /La exoresié (n-1)+n+(n+1) nuede interoretarse corel triole de un nimer?

Lenguaje Definicion 1:
NUmero | _» Suma de 3 nimeros (Umero cualquiera)
glple ] Definicion 2: O‘?
nga T | ___—» Triple de un nimen
/ .
; (n-1)+n+(n+1)  —] Propiedades
(n-1)+n+ (n+l)=H

Implicitamente: Conmutativa, Asociativa e
Inversi

Argumento
Tesis:La propiedad es valida

Razo6n:Al evaluar la expresion en un valor
especifico da el mismo resultado

Diagrama 15. Configuracién inicial de Dairon:E;°*
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En el trabajo realizado individualmente, Dairon)(&stablece cuatro funciones semiéticas;
una entre la expresi@®n y el contenidosuma de 3 nameros (n nimero cualquietd)a
entre la expresiorfn-1)+n+(n+1) y 3n [evaluando las expresiones, tomando un valor
especifico] una tercera entre la expresigm-1)+n+(n+1) y triple de un numeroy
finalmente, una entre la expresiénama de 3 numerogtriple de un niameroes decir, el
reconocimiento de la equivalencia, obtenida mediartluacion, le posibilita articular los

sentidos asignados a las expresidnes)+n+(n+1) y 3n.

A manera de sintesi€n relacién con el reconocimiento, por parte dettes estudiantes
referidos en esta seccion, de la equivalenciactiotéentre las expresion@s-1)+n+(n+ 1)

y 3n, es decir, el reconocimiento de las transformasote tratamiento requeridas para
obtener una de las expresiones a partir de la(asando propiedades de los numeros
reales), asi como el reconocimiento de la equicgéesemantica, en tanto posibilidad de

articular los sentidos asignados a éstas, la irdordm obtenida se resume asi:

Cristian Angely Dairon Pequefio
(Ea) (B2 (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica No Si Si Si
Articula sentidos asignados a expresiones No Si Si No

Tabla 8. Rejilla sintesis (inicial) —Cristian, Angéy y Dairon— Grado 9°, Colegio MMC

Si bien g acepta la equivalencia de las dos expresionebralgas, lo hace a partir de la
evaluacion con un valor especifico de y plantea que aunque los resultados de la
evaluacion son los mismos, la expregidAl)+n+(n+ 1) no es el triple del nimero, es decir,
no logra articular los sentidos asignados a diaghgmesionesk, y Ez, quienes habian
reconocido individualmente la equivalencia sintctde las dos expresiones y lograron
articular los sentidos asignados a éstas, en bhjtraen pequefio grupo aceptan la
argumentacion de ;Ey, aungue reconocen como grupo la equivalencitaina, no

articulan los sentidos asignados.

4.3.2 Andlisis de la entrevistaLos segmentos de la transcripcion de la entrevista
[Transcripcion 1] se presentan en cuatro columBasla primera de ellas se presenta el
tiempo transcurrido (en minutos y segundos), ersdgunda columna la persona que

interviene (profesor—investigador: P y los estudian ), en la tercera un numero
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asignado al segmento respectivo, cuyo texto semen la Gltima columna (en color azul
las intervenciones del entrevistador y en coloradas intervenciones de los estudiantes).
En general, como parte del guién establecido pasadntrevistas, el entrevistador—
investigador (P) saluda a los estudiantes, leslageaestar alli y les solicita su autorizacion
para grabar la sesion. Inicia preguntando los nempara realizar el registro respectivo y

dar curso a la conversacion.

00:00 P 1 Les agradezco que me recuerden sus nombres.
E; 2  Cristian.
00:18 P 3  Cristian (B)... ¢del curso 9017
E; 4 Sisefor.
E, 5 Angely
P 6  ¢An-ge-la?[Deletrea el nombre].
E, 7  Angely(... Rie un poco).
P 8 ¢ Y?[dirige la mirada al otro estudiante que esta alado].
E; 9  Dairon
P 10 Dairon (B).
00:18 E; 11 L...[menciona su apellido].
a P 12 Dairon L[...] ... Creo que puede hablar un poco mastéue. esta
00:28 como un poco timido hoy ...
Ei,3 14 ... [Todos rien].

El entrevistador presenta una sintesis de unasdmlelusiones a las que ellos llegaron con
su profesora de curso en el espacio de socializa@d relacion con el cuestionario
(correspondiente al segundo instrumento de indagpa@n el cual se indagaba por el
significado asignado a las expresiones algebrajpag+n+(n+1) y 3n, asi como el
reconocimiento hecho de la equivalencia (sintactcdare estas dos expresiones. Escribe
en una hoja, mientras habla, cada una de las éxpessy el significado asignado
consensualmente en la clase (suma de 3 numeroscobinss y triple de un numero,
respectivamente) y, a partir de la primera, realiaa transformaciones requeridas
(identidades algebraicas) para mostrar que las elgsesiones son sintacticamente
equivalentes. Lo hace de manera pausada, mirarekiooalmente a alguno de los tres
estudiantes, intentando reconocer en ellos seftgéstos o palabras) de aprobacion en

diferentes momentos.

Pausa P 15 Bien, quiero empezar haciendo un resumen sobr@asieonclusiones a las

gue llegaron con su profesgrace una pausa en la grabacion y comenta el sigaip
compartido por el grupo, asignado a 3n, “el tripgle un nimero” y el significado asignado a
(n-1)+n+(n+1), “la suma de tres nimeros consecusiyoasi como el reconocimiento de la
igualdad entre estas dos expresiones [el investiga$tuvo como observador pasivo en la

clase en que trabajaron esta actividag] Estan de acuerdo?
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00:01 E;,3 16  Si[responden todos].

a P 17  ¢Quieren hacer algin comentario o alguna pregunta?
00:28 E; 18 NO[E.y E niegan con un movimiento de cabezal.
P 19 Bien, entonces estamos de acuerdo en(gidg+ n + (n+1), es igual &n;

la otra pregunta que se hacia en el instrumentgl@&xpresion(n-1) + n +

(n+1) es, osignifica, el triple de un numero?, habia que radposi o no y

justificar ... ¢Qué dice ... Cristian?
Después de hacer explicito el reconocimiento degdaldad entre las dos expresiones
algebraicas y de consultar a los estudiantes salggiym comentario o pregunta respecto de
la sintesis realizada, se dirige a dos de ellastia@m (&) y Angely (&), indagando sobre el
tercer item del cuestionario (segundo instrumertmdagacion). Directamente les formula

la pregunta de si la expresign-1)+n+(n+1) es o no, significa o no, el triple de un

namero.
00:28a E; 20 [...]Si... ¢COmo es?(m-1)+ n + (n+1), significa el triple de un nimero?
00:53 Yo creo que, que no porque el triple de un nimeresasi, sinagjug esa

es la suma de tres nimeros consecutivos, no la dama o sea tres veces
ese mismo ndmero, 0 sedsilencio].

La respuesta dada por Cristian;)(Befleja un hecho cultural de la asignacién de
significados asociados con la forma de cada udasdexpresiones algebraicastriple de

un nimero no es api.] esa es la sumEEl(zo)g'l]. El sentido que le asigna a la expres3on

es de representacion de un producto o multipliceeittre nimeros, mientras el asignado a
la expresionn—1)+n+(n+1) es de una suma, aunque reconoce que la expi&siestres
veces ese mismo nume[tbl(go)g'l], pero sin reconocer la posibilidad de articulaohds
sentidos con base en la equivalencia sintactiGgsastonocida de tales expresiones. En el
trabajo individual realizado con respecto al seguimdtrumento, Cristian evalué las dos
expresiones (asignando el valor n=4) y reconocedaimeel mismo resultado, pero afirma
que (n—1)+n+(n+1) no es el triple de un ndmero, sin dar una explitacespecto a su

afirmacion.
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00:54 P 21  ...ehhh, qué pena,... An-ge{deletrea nuevamente el nombre].
E, 22 [Rieun poco]Angely.
P 23 Angely[Reafirma, mientras verifica el nombre en su hogQué dice Angely?
01:04a E, 24 Si, si[rie con cierto nerviosismp]pues es que como, cuando yo lo resolvi yo dije
01:22 gue si, pues porque haciendo la operacién conllo®ros verdaderdse refiere
a nameros enteros especificog], sea, ehh, uno le da el triple de un namero, que
equivalga an [contesta con cierto tono de duda o inseguridad].
0l:22a P 25 ¢ Cudles son los numeros verdaderos?
01:26 E, 26 O sea, los nimeros enteros, {&if2ce esperar la aprobacién del profesor].
P 27  jUmmja!
0l1:26a E, 28 [Continda] Por ejemplo, uno le asigna un nudmero a nla entonces...

01:48 ...asignandole un nimero a tg entonces eso...; 0 sea, que no estoy de
acuerdo con. [dirige la mirada a su compafiero Cristian].
P 29 Cristian[le recuerda el nombre del compafiero a quien haferencia]

E; 30 O sea, algo asi, ¢no?, sino con esta... ¢qué? sumaeslenimeros
consecutivos, porque se dice quees un..., 0 sea, cuando usted colooas
para todos, entonces...

01:48a P 31 ¢Cuéando colocaes qué?

02:03 E, 32 Es ese, ese ndmero que equivalga es para..., 0 sem aca,n aca yn, el
mismo numero, entonces nos da el [ise a decir tres].., €l triple de él, un
multiplo [Rie con cierto nerviosisma}

Por su parte, Angely [2@8)9’1] difiere de lo planteado por Cristian,JB/ reconoce que al
operar, al evaluar cada una de las expresionesaloeros naturales especificos, llamados
por ellanumeros verdaderpsse obtiene una igualdad 1[15)9’1]. Realiza una induccién
espontanea, de caracter empirica, a partir dedagarantizar que la igualdad se cumple
para cualquiemumero verdaderoes decir, obtiene siempre el mismo resultadotg, es
culturalmente, le da sentido a la igualdad entsedas expresiones: “suma de nameros
consecutivos” y “triple de un nimero” Los sentidmignados por £a las expresiones se
articulan y no se evidencia un cambio en el serdagignado a la expresi¢n-1)+n+(n+ 1)
para pasar a la expresi@m. En el trabajo individual realizado con respedt@egundo
instrumento, Angely realiz6 las transformacionegehtfaicas de tratamiento que le
permitieron mostrar la equivalencia sintactica enambas expresiones, y reconocio

explicitamente qukas dos expresiones son las mismas

02:04- P 33  ¢Nos puede resumir lo que ha dicho?
02:15 E, 34 “jAyy!” [Contesta, manifestando cierto cansancio].
E; 35 [Interrumpiendo]Yo si entendi,... mas 0 menos.
P 36 [Interrumpiendo]Pero por ahora dejemos que Angely termine ...
E> 37 Bueno, es cuando usted le da un nimero o le asigjsdencio] ...
02:15- P 38 En este momento, ¢estd de acuerdo 0 no estad del@@re que esta expresion
02:23 [sefiala en la hoja la expresion (n-1)+ n + (n+1)ppresente el triple de un
namero? La pregunta es ¢,si o fm@gunta a Angely].
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02:23- E, 39 Si
02:42 P 40 ¢Si?

E, 41 Si, porque yo al asig, asig, ehhh...

P 42 ... Asignarle.

E, 43 Si,[al asignarle] un nUmero an, entoncesn va a ser siempre esgimero ¢si?,
entonces en la operacién va a ser ese y entongessalmar esos me va a dar el
triple de un numero.

02:42- P 44 Ya...y[dirigiendo la mirada a Dairon]...
03:00 Es; 45 Yodiria que si.

P 46 ... Dairon, ¢por qué?

Es 47 Pues yo, en mi operacion, yo escribi que si, pomuson tres ndmeros
consecutivos iguales, entonces son el triple daismo nimero.

P 48  jUmmju! ... ¢ Cristian quiere agregar algo?

03:01- E; 49 Si, como decia Angely, que, que esto, al hacepéaiacion, queda... digamaos
03:37 vale por 2, ehlfempieza a realizar los célculos]L [el valor de n-1]masn, [da] 3, ehh mas
n+1, ehh 2, 3y 5, si da 6, seis, entonces el tdplen nimero seria [ek] 2, que
es lo que vala [el valor dado a n].
P 50 jUmmja!
E; 51 Eltriple del nimero, como dice Angely.

03:37- P 52 O sea que en este momento estaria de acuerdo gafyAn
03:55 E1 53 Si
P 54 Y de la respuesta inicial que usted habia dada pgunsa ahora?
E1 55 Puestambién,... pueden ser esas dos [las dos resgjues
P 56 ¢ Esdecir?
E1 57 Si, o sea, como decia Angely, puede ser esa o pseddos tres numeros
consecutivos, no...
03:56- E2 58 Por lo que, pues por lo que dice consecutivos ee®mino se imagina 1, 2, 3;

04:12 pues es ... ¢si?, pero como uno esta diciendo r@eiplaza n por 2), entonces
ese es el problema ahi, que las dos respuestasrpsedsi y no.
E1l 59 Si..
E2 60 ... pero, por mi parte, esta mas entre el si, qum ¢Contesta con cierto tono de

duda o inseguridad].

La explicacion dada por Angely {Epermite a Cristian (£t reconsiderar su postura inicial
al evaluar las expresiones con numeros especifiE@ss, 49-533”1], aceptando que la
expresion(n-1)+n+(n+1) es el triple de un ndamero, es decir, se evidennigasible
cambio en el sentido asignado a la expre@iém)+n+(n+ 1); sin embargo, al preguntarsele
por lo realizado en el trabajo individualdf], en su cuestionario, donde habia respondido
gue dicha expresiéon no era el triple de un nimerglantea que también esa respuestas

podria serpueden ser esas dffss; .

Pero ahora, ante las inquietudes planteadas psiria(hr[E_(zo)g'l] quien afirma que el triple
de un numero no es asi, que no es como la sunzaei@tesion dada, Angely Jplantea
explicita y claramente en qué consiste la dificlitpe encuentrarcuando se habla de

nameros consecutivos entonces uno se imagina3lpe&,o cuando se habla de triple de un
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nameroesta diciendo 2, 2 ,2, entonces ese es el problgoe]as dos respuestas pueden
ser, si y ndE,sg) ], afirmacion que es compartida por Cristian. Netahte Angely aclara

explicitamente que entre las dos opcionesesiia mas entre el si, que el [|EQ(60)9'1].

Si bien Cristian (B reconoce que al evaluar las dos expresionesralgab con un valor
especifico obtiene el mismo resultado (el numerp r& evoca explicitamente la
equivalencia de las expresiones, ni articula lastides asignados a cada una de las
expresiones, centrando su atencion fundamentalmentdas operaciones realizadas
perdiendo de vista, al parecer, la relacion enae dos expresiones que habia sido

recordada inicialmente por el entrevistador.

Dairon [E3(45)9’1] esta de acuerdo con lo explicado por Angeby (Eafirma que, al evaluar

lo obtenido en las dos expresioneen el triple de un mismo nt]mefﬁg(u)g*l]. Puede
afirmarse que, implicitamente, Dairon articuladestidos asignados a las dos expresiones.
En el instrumento individual, Dairon {Eefectdo un procedimiento similar al realizado por
Angely durante la entrevista, en tanto evalué las expresiones dadas para dos valores
especificos,n=1 y n=2. Si bien no realizd transformaciones algebraigasonocio
explicitamente qué+1)+n+(n+1) es el triple de un nimero, argumentando que alaval
con un namero (tomo especificamente) el valor de cada expresion era el triple de dicho

ndamero.

04:14- P 61 Veamos, cuando tenemos la expregiéid)+ n + (n+1), usted dice que...
04:30 E; 62 n,digamosjo podemos equivaler por 2, ¢si? como él dice fi@nk
P 63 Digamos que sea 2.
E, 64 Luego...
04:31- E; 65 (Interrumpiendo)..Se resuelve.
04:41 P 66 Quedaria, 1 mas 2 mas 3
E; 67 Si,... 6.
P 68 Dabé.
E; 69 Si.
E, 70 Que seria el triple de.
P 71 Seria el triple.

E; 72 Si.
04:42- P 73 ¢Y cuando seria no?, ¢cuando hay algo de dificu(gaderiormente E2 ha
04:56 planteado que la respuesta puede ser a veces géges na)

E, 74  Porque, por ejemplo, es que no; por ejemplfCéktian, Ei] dice que no,
pues porque tres nimeros consecutivos, poncamui seria 3, 0 sea que ya
no, o sea, pues no sé...

04:57- P 75  Miremos si fuese 3, ¢ Como quedaria? ...
05:04 E> 76  Ahi seria el triple de 6, no ... 0 sea ahi no quedarese es el no, por
ejemplo ...

E; 77 [Interrumpiendo]... ehhh, 6 digamos éste...
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E; 79 éste,n, vale 3, entonces 2 mas 3, ehhh 5, magldnimero 2 hace
referencia al valor de n-1 y el 4 al valor de n+1]. 9 y pues también seria
el triple de J... rie].

P 80 No eraeltriple de 3, ¢quién?

05:22 E; 81 No, si, jsi es!

-05:50 E, 82 jaichh!
E; 83 Sida, entonces, si, esto es el triple de un nimero
E, 84  (Interrumpiendo).. del nimero inicial.

E; 85 Si.
P 86 ¢Qué lo esta haciendo cambiar de opinion ahora?
E; 87 Las operaciones que estamos haciendo.
P 88 O sea que al hacerlo con numeros especificos...
E; 89 (Interrumpiendo)Si.

05550 P 90 ... ya, se convence.

E, 91 Recapacitdrie).

E; 92 Si, sefio(Contesta convencido).
Frente a la duda de Cristian;JErespecto a que pare2 la expresionn—1)+n+(n+1) es el
triple de n, pero para otro valor puede que no lo sea, inquiefue ahora parece ser
compartida por Angely (Esegmentos 74 y 76), el entrevistador les sugieatiar dicha
expresion para=3 [Pzs)], o que le permite a Cristian {Eevidenciar que para este valor
numerico también da como resultado el triple dehe y exclamasi, jsi esl[...] si da,
entonces, si, éste es el triple de un nt]r{iér@l_ggf"l], frente a lo cual Angely @Ereconoce
su posible error, que hace explicito cuando exclamgchh!,y complementa la afirmacion

de Cristian () diciendofes el triple] del nimero inicial [Exgay .

Cristian (&) reconoce que el realizar la evaluacion de laesipn(n-1)+n+(n+1) con dos
valores especificos, cdas operaciones que estamos hacietEiQ87)9'1], en ambos casos se
obtiene el triple del valor asignado, lo cual lenpiée convencerse que dicha expresion
algebraica si es el triple de un niumerg-egmentos 89 y 92); en palabras de Angely,
Cristian recapacitay acepta [5(91)9'1]; puede afirmarse que reconoce otro sentido para |

expresionn-1)+n+(n+ 1), el cual logra articular con el sentido inicialrteedado.

Un aspecto a resaltar es que, para algunos esteslisel comprobar que para dos o tres
valores especificos de las dos expresiones dadas toman el mismo valoEncm les
permite “inducir’ que dichas expresiones son igsigigra todos los numeros naturales.
0601 P 93 y Angely, ¢qué dice?..., Ahora ¢“mas si”, o sfffo s
E, 94 Me quedo en mi respuesta.
P 95 Su respuesta es cuél?... que si.

E, 96 Que si(Contesta convencida).
06:01- P 97 &Y Dairon?
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06:27 E; 98 Igual.

P 99 El no ha cambiado. Bueno, les agradezco y por dltijuisiera saber si
tienen algun otro comentario o inquietud sobre ms®o, que consideren
importante(...Silencio)

E, 100 No.

P 101 Cuando ustedes respondieron por primera vez este gel cuestionario, o
cuando lo respondieron nuevamente con los del cyisohicieron igual
que ahora o hubo diferencias?

06:27- E, 102 Nooo... yo lo hice igual.
06:50 E; 103 Si.

P 104 Pero ustedse refiere a Cristianhabia dicho al principio que no.

E; 105 Si.

P 106 ¢Y no se habia convencido de que si hasta ahora?

E, 107 Si sefior.

P 108 (Y por qué cree que en esa ocasién no se convencio?

E; 109 Porque, es que, no estaba, 0 sea yo, yo estaba, S6lo? entonces yo
estaba haciendo mi operacion..., no tenia mas argomerara... para

aclarar eso...
06:50- P 110 En este momento, ¢fue el oir la explicacion deosopafiera lo que lo hizo
07:00 pensar y cambiar de opinion?

E; 111 “Aja"
P 112 Bueno, les agradezco, han sido muy amables.

A manera de sintesisEn la entrevista (Transcripcion T-1), Cristian;)(Eempieza
afirmando que la expresidn—-1)+n+(n+1) no es el triple de un numero, pusdriple de

un nimero no es asi. la suma de tres nUmeros consecutivos nd esces ese numero
[El(zo)g'l], pero el proceso de interaccion durante la ergi@vespecialmente con Angely
(Eo), le posibilita repensar su respuesta al aceptaugerencia que ella hizo de realizar
evaluaciones de las expresiones algebraicas coresaéspecificos (con los valoey 3);

es decir, acepta la equivalencia de las expresiorep-n+(n+ 1) y 3n mediante el analisis

de casos particulares, pero sin generalizar. 8 dmuna especie deduccion empirica.

Angely (B) por su parte reconoce la equivalencia sintactiealas dos expresiones
algebraicas(n-1)+n+(n+1) y 3n, y aunque en el trabajo individual habia realizéaio
transformaciones de tratamiento requeridas parficaerdicha equivalencia o identidad
algebraica, en la entrevista se apoya en un casicytar, con uno de los que denomina
nameros verdadero[EE2(24-43§”1]. Ante la respuesta de Cristian;Equien plantea quel

triple de un nimero no es a{ﬁl(zo)g'l], pues reconoce la primera expresion dada como una
suma, Angely (B duda y dice que la respuesta puede ser si 0 peed® [5(60,74_76)9'1],

lo cual parece compartinE
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Dairon (B) afirma que la expresion algebraige-1)+n+(n+ 1), si puede ser el triple de un
ndamero y mantiene su posicion durante la entrevisthien habla poco, todo el tiempo
estuvo escuchando con atencidn a sus compafies®s eyidencidé que puede operar los
términos de la expresion desde lo general, sinemggrealizar evaluaciones con valores

especificos [Bus.a7)" -

Es importante reconocer la fuerza del hecho cultua “el triple de un niumero” se asocia
casi exclusivamente, y de manera inmediata, capéacion “multiplicacion” y no con
una suma, como lo afirma CristianiJEhecho que genera duda en Angely)(Euien
desde el inicio habia aceptado que “la suma dedoseros consecutivos” es el triple de un
namero, es decir, quien pudo articular los sentakignados a las expresiones a partir de
verificar su equivalencia sintactica, haciendo oaembie temporalmente de opinidn
[Eossy ] Finalmente Cristian cambia de opinion y acefgs[.s7y]; Angely, después de
analizar dos casos particulares, despeja su ds#acpnvence [g%)g'l]; lo cual, ademas,
convence a Cristian de cambiar el sentido asociato“el triple de un ndmero”, quien
reconoce que el trabajo con casos particularesr@skespecificos) propuesto por Angely
lo convencid, pues evidencié que “una suma” de masnpuede ser el triple de un nimero

y, por tanto, también puede ser “una multiplicat@ o.s7.111) .

Si bien Angely finalmente deja de dudar y acepteglaivalencia entre las dos expresiones,
resulta importante destacar que previamente atanoeidé que ve un problema en cuanto al
significado de las dos expresiones, pues cuandsaien suma de nidmeros consecutivos
evoca numeros como el 1, 2 y 3 (nimeros difergnte®ntras que cuando piensa en el

triple de un nimero, evoca numeros como 2, 2, ehémas iguales) [J,_c@gg)g'l].

4.3.3 Configuracion cognitiva de objetos matemasc@rimarios. En los siguientes
diagramas se presenta la configuracion cognitigraba por cada uno de los tres
estudiantespbtenida a partir del trabajo realizado en pequgiipo por dichos estudiantes.
En este diagrama, mediante una linea continua,eBala las funciones semibticas
establecidas por cada estudiante, entre la exprgs& contenidoLas nuevas funciones
semidticas, evidenciadas durante la entrevistaaeantéraccion con sus compafieros, son

sefaladas en el diagrama mediante lineas a texzas)or azul.
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Problema (Tarea — Cuestionario 2)
1. Diga qué significa o que interpretacion le asigstadide la expresioan.
2. Diga si la siguiente igualdad es o no validal)+n+(n+1) =3n
3. ¢ La expresion(n-1)+n+(n+1) puede interpretarse corabtriple de un nimer@

; Definicion

Lenguaje — .
Expresion algebraica Resultado de multllpll_car 3 por un nimero

NGmero o 4 cualquiera

Triple el

Equivalencia e
Igualdad/ .- Argumento
c---P 3n T Tesis:La propiedad es valida
@ (n-1)+n+n+l) 77 Razén:Al evaluar la expresion en walor
especifico, da el mismo resultado

Diagrama 16. Configuracion final de Cristian: E; **

En el trabajo realizado individualmente, Cristidfy)(establecié una funcion semiética
entre la expresiorBn y el contenido“resultado de multiplicar 3 por un namero
cualquiera”. Posteriormente, en la interaccion con sus compafiese evidencia que
establece dos nuevas funciones semidticas, una Entexpresionn-1)+n+(n+1) y el
contenido3n, y otra entre la expresiém-1)+n+(n+1) y el contenido“resultado de
multiplicar 3 por un numero cualquiera’es decir, asigna el mismo sentido a la

expresioneg¢n—1)+n+(n+1) y 3n.

Problema (Tarea — Cuestionario 2)
1. Diga qué significa o que interpretacion le asigsted de la expresi@m.
2. Diga si la siguiente igualdad es o no val{dat)+n+(n+1)=3n
3. ¢ La expresiofn-1)+n+(n+1) puede interpretarse corabtriple de un nimer8d

Lenguaje Definicién
NdUmero ;; Resultado de multiplicar entre si (B)y

Multiplicar / Propiedades
Triple (n-1) +n+ (n+l) =
IgualdaM

T> 3n Implicitas: Conmutativa y

(n-1)+n+(n+1) Asociativa
Procedimiento

Aplicacién de propiedades

Argumento
Tesis:Si se cumple la propiedad
Razo6n Aplicacion de propiedades (implicit

Diagrama 17. Configuracion final de Angely:E,°*

En el trabajo realizado individualmente, Angely)(Establecié tres funciones semiéticas;
una entre la expresio@n y el contenido“resultado de multiplicar 3 por un nuamero

cualquiera”, otra entre la expresidim—1)+n+(n+1) y 3n, y una tercera entre la expresion
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(n—1)+n+(n+1) y “resultado de multiplicar 3 por un nimero cualquaér es decir, después

de la interaccion con sus compafieros no estabiagama funcion semiotica adicional

Problema (Tarea — Cuestionario 2)

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigsted de la expresic@n
2. Diga si la siguiente igualdad es o no valifta1)+n+(n+1) =3n
3./ La exoresié (n-1)+n+(n+1) nuede interoretarse corel trinle de un nimer?

Lenguaje Definicion 1:
NUmero |l y Sumade 3 nimeros (Umero cualquiera)
Trile — Definicién 2: OA>
g‘r:“a/ | % Triple de un nimer
(yrmie) —— | Propiedades
(n-1) +n+ (n+1) =

Implicitamente: Conmutativa, Asociativa e
Inversi

Argumento
Tesis:La propiedad es valida

Razon:Al evaluar la expresion en un valor
especifico da el mismo resultado

Diagrama 18. Configuracién final de Dairon:E;®*

En el trabajo realizado individualmente, Dairon)(&stablecio cuatro funciones semidticas;
una entre la expresi@ny el contenidd'suma de 3 nimeros (n nimero cualquiera)tra
entre la expresiorfn-1)+n+(n+1) y 3n [evaluando las expresiones, tomando un valor
especifico] una tercera entre la expresi@m-1)+n+(n+1) y “triple de un ndmero; y
finalmente, una entre la expresitasuma de 3 numerosy “triple de un niamero’; es decir,

la interaccion realizada no genera el establecitmiga nuevas funciones semidticas

Otras evidenciasSi bien en varios casos se evidencia que los estiedi encuentran
dificultad para reconocer la equivalencia sint@&gatre las expresiones algebraicas dadas,
los argumentos dados por varios de ellos con réspegue la expresigim—1)+n+(n+1) no

es el triple de un nimero, apoyan la idea quemétde un nimero no suele ser asociado
con una expresion que represente una suma de t&rmhiferentes, sino con una expresion
que pueda ser reconocida directamente como “mighigbn por 3” 0 como suma reiterada
(3 veces un mismo numero). A manera de ejemplgresentan algunas afirmaciones

realizadas en otras de las entrevistas realizadas.

Dice Camilo [Transcripcion 3]:[...] pues aca, como esta (n-1) y aca mas, ehhi)(ipues

ahi no esta el tripIe’[Ey(g,llf’*l]. Gina (B), integrante de este mismo grupo, tampoco acepta
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que la expresionn-1)+n+(n+1) sea el triple de un nimero. “porque es tres numeros
consecutivos, no el triple de un nimef&s.17)]. Posteriormente, una vez ha evaluado
la expresion, después de reemplazar por numeresi@sps, reconoce que si da el triple de
un namero [5(115_119?'1]. Realiza una especie deduccion empiricay concluye‘pues si,
porque si sirve con los numeros del 1 al ..., pomgje del 1 al 10, entonces sirve con

todos, <;no?’[E8(140)9’1].

Cesar (B) plantea inicialmente que la expresigm-1)+n+(n+1) “no es 3 veces n”
[Eg(zs)g'l], pero procede a evaluar la expresion (tama). Rapidamente reconoce que la
expresion inicial si da el triple de un numero yudeaargumento generglAhhh no!, si, si,
..., s el triple de un numero ..., si porgue el que sesta acdse refiere al1] se lo suma al
otro lado [E9(34)9'1]. Posteriormente loeafirma para un nimero cualquiera y plantea un

argumento de caracter genef&bss.s0) -

A manera de sintesisDespués de la interaccién en la entrevista, emcidel con el
reconocimiento de la equivalencia sintactica elaseexpresiongg-1)+n+(n+1) y 3n, y la

articulacion de los sentidos asignados a dichasesigmes, la informacion obtenida se

resume asi:
Cristian Angely Dairon Pequefio
(Ea) (B2 (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica Si Si Si Si
Articula sentidos asignados a expresiones Si Si Si Si
Cambio (reconocimiento de equivalencia) 4
Cambio (articulacion de sentidos) 4 v

Tabla 9. Rejilla sintesis (final) —Cristian, Angelyy Dairon (T-1)— Grado 9°, Colegio MMC

El proceso de interaccion durante la entrevistaparugener6 cambios en las
interpretaciones realizadas inicialmente por Idsicgantes; por una parte, posibilitdé que
uno de los estudiantes (JE quien no articulaba los sentidos de las expnesiolograra
hacerlo; asi como también que la duda generadatrende ellos (B) se resolviera y
afianzara la interpretacion inicialmente realizguizsibilitandole afianzar la articulacion de

los sentidos.
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5. Resultados de Investigacion

En el trabajo realizado por estudiantes de gradal®mo grado de la educacion basica) y
estudiantes de grado 11° (Gltimo grado de la edutgareuniversitaria), en relacién con
tres tareas especificas, se evidencio la dificujad encuentran varios de ellos para
articular diversos sentidos asignados a expresias@sadas con un objeto matematico. De
hecho, si bien algunos reconocen la equivalencdica entre dos 0 mas expresiones
dadas —en tanto pueden, a partir de una de lasapes, realizar las transformaciones de
tratamiento requeridas para obtener la otra exjmesino siempre logran articular los
sentidos asignados a dichas expresiones e inclustep cambiar el sentido inicialmente

asignado a una de ellas.

En el capitulo anterior se presentd evidencia dedesites que si bien desde el inicio
pudieron realizar el proceso de tratamiento redoepara reconocer la equivalencia
semiética entre las expresiones dadas [por ejentpfd;], no lograron articular los

sentidos asignados a dichas expresiones, y sotermsmente, después de la entrevista en
pequefio grupo, pudieron realizar tal articulacier Diagramas 5.3 y 5.4]. Por otra parte,
estudiantes que a pesar de que inicialmente nemundrealizar el proceso de tratamiento
requerido para reconocer la equivalencia sintacéntre las expresiones dadas [por

114y E.*Y, ni lograron articular los sentidos asignados a dmpresiones,

ejemplo, k&
posteriormente, después de la entrevista en peqgefim, lograron tanto reconocer la
equivalencia sintactica como realizar la articiadie los sentidos asignados a cada una de

las expresiones [ver Diagramas 5.2 y 5.5; 5.13.¢,5espectivamente].

Asi, desde las evidencias presentadas, es posiesti@nar, o al menos relativizar, uno de
los planteamientos realizados por Duval (1995/1999,16-17; 1999/2004, p. 16) segun el
cual los principales problemas en el desarrolldodeconocimientos matematicos mas que
estar relacionados con las transformaciones tgiartriento lo estan fundamentalmente con

las transformaciones tipo conversion.
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Ahora bien, en relacion con las transformaciongs tiatamiento, las dificultades que los
estudiantes encuentran para articular los sendéisignados a expresiones pueden agruparse
fundamentalmente en cuatro grupos., los cualeseseriien en las secciones que se

presentan a continuacion.

5.1 Reconocimiento icénico de las expresionaiyunos estudiantes asignan sentido a las
expresiones basados de manera casi exclusiva tamocimiento iconico de las mismas;
asi, la forma de éstas determina la interpretac&atizada, como se evidencia en la
transcripcion (T-11), en las intervenciones de BiAi (E;) y Daniel D. (E), para quienes

la “ecuacién basica” de una circunferencia es dgueh la que las variables estan,
explicitamente, elevadas al cuadrado y se encueattm lado de la igualdad: f&)™9 y
[E3(17)11*4]. Estas interpretaciones, como lo plantea Danigldg afianzan en el trabajo

escolar [Bs 40

“uno lo asimila diferente porque no ve esta formeeqino le ensefiaron, como una circunferencia

tiene las dos variables cuadradas [...] Pero, a unose lo ensefian con las dos variables a los dos

lados de la igualdad”
En la transcripcion T-1 —correspondiente a unaegidia de un pequefo grupo de grado 9°
del colegio MMC—, se evidencia que Cristian)(lbgra reconocer una equivalencia entre
las expresionegn-1)+n+(n+1) y 3n, al menos en casos particulares, para valores
especificos den, pero no logra articular los sentidos asignadosada expresion;
inicialmente interpreta la expresigm1)+n+(n+1) como una suma de tres numeros
consecutivos, pero no como 3 veces un nunjerpel triple de un nimero no es asi sino
[que] esa es la suma de tres nUmeros consecutivos, sima de ... 0 sea tres veces ese
mismo nl]mero[El(zo)g'l]. Se refleja asi un hecho cultural, la asignacitn sentidos

asociados con la forma de cada una de las expessidgebraica¥.

Otro caso se evidencia en la transcripcion (T-8)|as intervenciones de Manuels)(B
Juan Francisco ¢ grado 9°, del colegio CHA. Manuel también cerswmamirada en la
forma de las expresiones y los procesos asociadosatia una:

"2 Muchos docentes, en sus cursos, insisten sotaeipstde hechos, en tanto consideran que enfatizar
laformade las expresiones o ecuaciones constituye unaé&dyara sus estudiantes.
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Porque son tres términos diferen{esrefiere a los términos n-n, n+], para ser el triple de un término
: . . 9,
tienen que ser iguales, pues ahi n{f_3(55) 4]

Porque esta expresion tiene sumas, tiene restx® fparéntesis, tiene nimeros agregados y tiene
los... las los numeros... las “enes”. Bt simplemente tiene el “tres ene” el nimero que egjei a

“ene” lo multiplicamos por tres y ya... ho tenemog duacer ..[E3(33)9’4].

Para E la expresionn-1)+n+(n+1) da como resultado la expresi8n, pero la primera
expresion no es el triple de un nimero, ya qua sarha de nameros diferentes; en cambio
3n, el triple den, requiere términos semejantes o iguales; es de&ifa una de estas
expresiones incorpora procedimientos que las ditae. Por tanto, considera que la
expresionn-1)+n+(n+ 1) no puede ser el triple de un nimero, pues si liegn3 términos,
éstos son todos diferentes; p8m el resultado de realizar las operaciones plaatead la
primera expresion, si lo es gy, [Eass))):

... Para que sea el triple de un niimero, los tremiidos tienen que ser iguales o semejantes y ahi
no muestra eso; ahi muestra que es una operaciotrede pero ... no, no creo sea el triple

[Eaey 1.

Este estudiante gEinsiste explicitamente que la expresion materadtiel)+n+(n+1) no
es el triple de un namero; sino que sugiere laizagbn de un proceso que permite

encontrar otra expresion, su resultagip:el cual si es el triple de un niumero:

Yo opino que a pesar ... es un argumento muy vé&lidero pues ... también se podria tomar en
cuenta que si vemos la expresion y la resolvemdmddidad de la expresion daria como ... el

resultado, ¢si?, se podria dar como el triple denimero, pero ahi lo que nos estan preguntando
es si la expresién, nos refiere a eso. Lo que nidere decir la expresion es, bueno, ¢es el trige d

un nimero? Y eso no es lo que hace la expresi@xpeesion matematica lo que hace es decirnos,
como jvea, hagan éste ... proceso van a encontrarcosa y eso si puede ser el triple de un
namero!, por ese lado tal vez si seria la respuasfa Pero en si la expresion, para mi, no es el

triple [E3(57)9'4].

Pero si resuelta [después de realizar las operagspnsi puede dar, si es el triple de un nimero
. . . - 9,
entonces por ese lado se podria tomar que si, @es la expresion no @E3(77) 4]

Asi, este estudiante resalta que cada expresi@rpmi@ un proceso(n-1)+n+(n+1)
incluye sumas, restas, numeros “agregados” y pasintmientrasn solo incluye una

multiplicacion:

3 Hace referencia al argumento de su compafiero iScangjuien ha planteado que esa suma no eslel trip
de un numeroPara que sea el triple de un ndmero, los tres t@ws tienen que ser iguales o semejantes y
ahi no muestra esdEye1y .
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Pero si resuelta [después de realizar las operaespnsi puede dar, si es el triple de un nimero
entonces por ese lado se podria tomar que si, @eis la expresion no es [se refiere a la expresion

(n-1)+n+(n+1)] [Ezerry .

Porque es una expresion, ahi no me dan términogjsaites y que yo pueda decir como, jmire! si
multiplicamos esto por esto, por esto, o0 multipionos este nimero por 3; eso no me lo esta dando
la expresion, la expresion me dice como, jvea! Hagaxpresion y después si va a encontrar lo que

necesita[E3(79)9’4].

Porque esta expresion tiene sumas, tiene restx® fparéntesis, tiene nimeros agregados y tiene
los... las los niumeros... las “enes”. &l simplemente tiene el “tres ene” el niimero que eajei a

“ene” lo multiplicamos por tres y ya... ho tenemog duacer ..[.E3(33)9’4].

Porque la expresion no tiene equivalencias ... os@idas tiene, pero también tiene otra serie de
. . . . . 9,
cosas, tiene los paréntesis, las sumas, las restds, repito..., por eso para mi, inb3(105) 4]

Juan Francisco ¢ con respecto a la expresi@m-1)+n+(n+ 1), plantea algo similar a lo
afirmado por Manuel, diferenciando la expresion adad la expresion3n, en tanto
“resultado”

Su resultado si es el triple de un niumero, per@hlionos preguntan es si si es el triﬂb(lll)g"l].
O sea, que toca buscar la incognita que es la “eritonces tiene que ser tres nUmeros iguales para
que sea el tripIeEEz(llg)g’A].

... Entonces no pueden ser diferentes [los nimeyahj nos pone operacionBEz(115)9’4].

Eso es una simple operacion para desarrollar, queos puede dar el triple, no es que nos dé eletrip
nos da un resultado que no necesariamente es eComg decirlo? [...] Bueno, a mi me parece que

€s0 no, no es el triple de un nﬂméﬁ)z(lﬂ)g’ﬂ'; E2(118)9’4].

Es importante resaltar que indagaciones similardasague aqui se reportan se han
realizado, de manera informal, con estudiantes eusitarios que cursan carreras
relacionadas con la formacién de profesores de m@dieas y con profesores de
matematicas en ejercicio, tanto en las ciudaddBog®eta, Valledupar y Pasto (Colombia),
como en Ciudad de Guatemala (Guatemala), encontragsiiitados similares a los aqui
reportados en relacion con las tareas propuestas. emplo, varios estudiantes
universitarios que cursaban cuarto semestre (flehlsegundo afio) de licenciatura en el

area de matematicas (Abril de 2009) reconocierorclaacionx +y +2xy-1=0 como una

«circunferencia», 0 segun otros como una «parapgbieso a pesar de aceptar la

equivalencia sintactica entre la ecuaciary = ﬁ y la ecuacion +y’ +2xy-1=0, no hacian el

mismo reconocimiento con la primera ecuacion, esrd@o reconocian en ella una
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«circunferencia», por cuanto no “veian” en la eim"acwy:ﬁ que las variables

estuvieran elevadas al cuadrddo.

Otro caso, registrado en un curso corto con esiteligpara profesor de matematicas y con
profesores en ejercicio (Valledupar, Octubre de9208s el de una profesora de educacion
secundaria, con formacién universitaria en el deeanatematicas y experiencia docente de
varios afos a cargo de estudiantes de 8° a 118gjriadnte a la pregunta: ¢La expresion
(n-1)+n+(n+1) puede ser, representar, o interpretarse comoipé tde un namero?,
planted inicialmente, y de manera categorica, quera el triple de un nimero, pues
triple es 3n,... mientras que la expresion dada esulaa de tres nUmeros consecutiyos”
posteriormente, una vez realizé transformacionegratamiento a la expresion dada (las
operaciones “indicadas”){n—1)+n+(n+1)=n+n+n+1-1=3n, lo pensd unos segundos Yy
luego, con una expresion de sorpresa, manifésgio me parece extrafio, nunca habia
pensado en la posibilidad de que la suma de tresendsconsecutivos pudiese ser el triple

de un nimero, ... jnunca lo habia pensado gadtas del investigador].

5.2 Anclaje a situaciones dada&n las diferentes transcripciones se evidencidacie

tendencia a realizar interpretaciones ligadasecagusivamente con la situacion propuesta,
es decir, se evidencia un cierto “anclaje” a laagiton dada en la tarea, como en el caso
propuesto de encontrar la probabilidad de que tatwzain dado se obtenga un nuamero

par.®

Por ejemplo, Jonathan duda de aceptar la fraceibncomo la probabilidad pedida
(transcripcion T-9, grado 99, colegio CHA), pues cansidera que esta fraccion sea

“representativa del dado”:

“4/8 no es tan representativo del dado, ya que el dadtiene ni ocho caras, ni cuatro nimeros
pares” [Egqs)

" Registrado en apuntes o notas tomadas por eltigader. A disposicién de los investigadores
interesados
> Se evidencia un fuerte reenvio al objeto conctd&mlo”. Se reconoce asi una problematica de tipo
cognitivo asociada con el uso deodelos concretogn la construccién de objetos de las matematicas
escolares. Si bien el material concreto puede pooguar un apoyo eficaz a la intuicibn matematiea,
algunos casos puede constituirse en un obstaduerspara el profesor se trata sélo de un mogeloa el
estudiante puede constituir el objeto de apreneli@agr, por ejemplo, Maier, 1998).
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Pablo, por su parte, considera que la fracgigesta “mal planteada” pues el dado no tiene
8 caras:

“la fraccion estaria mal planteada, para [...] reselvel problema, en base de las caras del dado

[...] Un dado nunca va a tener ocho carfBys 2s)")-
Daniel, quien acepta que las fraccioaBy 3/6son lo mismo, en tanto equivalen a la mitad,
y que por tanta/g podria ser la probabilidad pedida, considera qtee fesccion permite

“precision”, ni seria claro, pues el dado tien@$taras:

“la fraccion estaria mal planteada, para [...] reselvel problema, en base de las caras del dado
[...] Un dado nunca va a tener ocho caf#Sos 112) -

Angela (transcripcion T-13, grado 9°, colegio CAMantea explicitamente {E;g)g's]:

“yo me guie... en las... en la cantidad de caras, dectras del dado porque es que ahi estaba
claramente mencionando [...], asi sea el doble ehluigjo de el de arriba, yo me guie fue por lo

de las caras totales”

5.3 Interaccién y cambios en la interpretaciokn relacion con las entrevistas a pequefios
grupos, se evidencia la importancia de contar cgpa@os de interaccion, en tanto
oportunidad de conocer argumentos de otras persdodss, formas de organizar sus
ideas, que posibilitan afianzar o modificar lagiptetaciones inicialmente realizadas. Es
importante precisar que las opciones de interacgi@n particular las funciones semiéticas
explicitadas por unos no necesariamente son rem@®o asumidas por sus compafneros;
asi, no siempre generan cambios en su interprataandla asignacion de nuevos sentidos o
en la articulacion de los mismos. Por ejemplo, t@ns(E) se refiere precisamente a las
limitaciones del trabajo individual (transcripciéirl, Grado 9°, Colegio MMC) e
implicitamente a la importancia de contar con otn@ggimentos para aclarar algunas ideas,

particularmente
Porque, es que, no estaba, 0 sea yo, yo estaba ¢®l0.?[hace referencia al trabajo realizado
inicialmente, de manera individuallentonces yo estaba haciendo mi operacion..., nca temis
argumentos para... para aclarar eso[Eygg " ]-

En relacion con la importancia de la interaccioneepequeiio grupo (transcripcion T-6,
Grado 11°, Colegio EPE), Ricardas)E&firma:

[...] amilo que dijo Carlos me abrié mas a, a famo que iba a decifEgq4s 3.

Si bien las intervenciones y argumentos de otrespedieros del pequefio grupo pueden

generar cambios en la interpretacion de algunasléntegrantes, cuando los argumentos
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no son claramente aceptados, dichos cambios pukzise por periodos de tiempo cortos,
como en el caso de Ma. Elvira;tE?, quien en relacién con la tarea 3 (cénicas)zéalna
interpretacion en el trabajo individual que le pigigrarticular los sentidos asignados a las
dos ecuaciones dadas, luego la cambio en el trarajpequefio grupo [Tabla 1], pero
durante el desarrollo de la entrevista “retomd&htarpretacion inicial [T-11]. Por su parte,
los companeros del pequefio grupo de Baniel A. (k) y Daniel D. (&), quienes
inicialmente no articularon los sentidos asignado$as dos ecuaciones dadas, en el

transcurso de la entrevista logran hacert {35 Esqo, 28, 40) 1.

El pequefio grupo integrado por Pabla’(ff Daniel (E°%) y Jonathan (£, constituye

otro ejemplo sobre los cambios en la interpretagi@sibilitados por la interaccion en la
entrevista en pequefio grupo [T-9], durante la @elevidencia como dos de sus
integrantes, Pablo (Diagrama 10) y Jonathan (Dimagra2), mantienen la interpretacion
inicialmente realizada, mientras que otro, Darilagrama 11), cambia su interpretacion
cuando logra establecer un nuevo sentido de laifnaa/s y puede articular los sentidos

asignados a las fracciones.

5.4 Dificultades con el lenguaje matematican el transcurso del trabajo realizado por los
estudiantes, con las diferentes tareas, se evaldiicultades que encuentran varios de
ellos en relacién con las interpretaciones de Xmsesiones dadas y con la realizacion de
tratamientos de dichas expresiones, particularmemtel contexto algebraico. Una de las
dificultades encontradas tiene que ver con la @gdi@acion a partir de algunos casos
particulares, como se evidencia en las interveesiate Angela [ﬁ114.118§”3, transcripcion
T-13]:

... Lo hice primero y pues empecé a hacerlo conscpadiculares y me daba, por ejemplo lo hice
con el 9, con el 3, por ejemplo con el 9 dada 2¥ 3 me daba 9 .[114].

En el resultado, entonces yo ... pues de ahi, der vac®s, varias pruebas, si se puede decir asi,
yo inferi que si era el triple del nimero, porquep 9x3 da 27 y 3x3 da[P16].

Pues... yo puse... que si y sostengo, porque puesteofoenula ... que es igual3m ehhh ..3n
es como tres vecesy es el triple, ademas ... la escriturd118].

Otros casos similares se evidencian en las intervees de Gina (d, correspondientes a

la transcripcion T-3 [B15.133) " :
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... Dio el nimero y pues cogi otro nimero y me di® veces el mismo ndmero, o sea, sumando 3
[veces] el mismo nimero dio el resultado entre tladaperacion y asi lo hice con hartos nUmeros
y entonces asi quedod; siempre daba ... 3 veces mlonmémero.

Asi como también en las intervenciones de Crist{&h), correspondientes a la
S AT A 9,1.
transcripcion T-1 [gss, 49, 79, 83-89) |

Si, como decia Angely, que, que esto, al hacepéaazion, queda... digamasvale por 2, ehh
[empieza a realizar los célculas]l [el valor de n-1]masn, [da] 3, ehh mas+1, ehh 2, 3y 5, si da 6, seis,
entonces el triple de un nimero serifde] 2, que es lo que vale[el valor dado a n].[49]

éste, n, vale 3, entonces 2 mas 3, ehhh 5, méisdfnero 2 hace referencia al valor del y el 4 al valor de
n+1], ... 9 y pues también seria el triple de 3 [... ri@P]

Si da, entonces, si, esto es el triple de un naféito

En la transcripcion T-2, hay evidencia sobre difames que encuentran estudiantes de 9°
grado para realizar transformaciones de tratamidetdas expresiones algebraicas, por
ejemplo, Zulay (B) y Danna (k) afirman quesn-1 = 2n [Esuoy " Esuzy’]; dificultades
como ésta han sido reportadas en anteriores igaegines (ver, por ejemplo, Grupo
Pretexto, 1997}°

A manera de sintesisEn esta investigacion se presenta evidencia qudiroa el
fendmeno reportado por D’Amore (2006), y posteriemte por Santi (2011), sobre
dificultades que encuentran los estudiantes paieukar sentidos asociados a expresiones
reconocidas por ellos como sintacticamente equitede en tanto pueden establecer las
transformaciones requeridas para obtener una dg &lpartir de la otra. La evidencia se
obtuvo con estudiantes de grado 9° (ultimo niveledacacion basica) y de grado 11°
(altimo nivel de la educacién pre-universitariag duatro instituciones educativas de la

ciudad de Bogota (Colombia), a partir de tres saesmciadas con tres tematicas diferentes.

Se encontré evidencia que permite explicitar pesibtausas de esta dificultad para
articular los sentidos, asociadas a tres hechodafoantales. Uno, que aunque los
estudiantes “manejan” las propiedades basicassdsidtemas numéricos que les posibilita
realizar las transformaciones de tratamiento redagrpara establecer la equivalencia

sintactica de las expresiones, encuentran difiduttara asociar sentidos diversos a las

® El autor de esta investigacion integr6 el GrupoEPBXTO durante el periodo 1992-2001,
posteriormente sus integrantes conformaron el ®MRSCUD (Matematicas Escolares de la Universidad
Distrital).
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expresiones dadas; dos, la tendencia a anclarstueriones especificas planteadas en el
contexto por la tarea propuesta vy, tres, la “mitddsicamente iconica de las expresiones
algebraicas. De igual manera, se pone en eviddaciaportancia de los procesos de
interaccion como elemento fundamental para posbilla articulacion de sentidos
asignados a expresiones sintacticamente equivalédtesolo se dispone de cierto tiempo
para socializar y reconocer los argumentos predestpor otros sino también, y sobre
todo, para analizar los argumentos presentadogna® y otros, los cuales no son asumidos

de manera acritica.
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