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Introduccion

La Teoria de Juegos estudia la manera de tomar decisiones que tienen los adversarios en
conflicto. Tales decisiones se consideran estratégicas, es decir, que los que participan en el
juego actian teniendo en cuenta las acciones que tomaran sus contrincantes.

Aunque el término “juego”, da la idea de una definicion relativa al azar, el objeto de la
Teoria de Juegos es el andlisis matemadtico de conflictos y la consecuente toma de decisiones.

El principio fundamental para hallar la solucién de un juego de acciones simultdneas,
donde los jugadores poseen informacién completa, es el equilibrio de Nash. También es po-
sible tratar juegos dindmicos donde los jugadores toman sus decisiones de forma consecu-
tiva, empleando el principio de induccién hacia atras.

Los jugadores son agentes decisores, en cada juego segin la decisién de cada partici-
pante, se puede obtener una ganancia o una pérdida, dependiendo de la estrategia elegida
dentro del conjunto de opciones posibles.

Con base en lo anterior y con el apoyo de instrumentos matemadticos, se pretende deter-
minar la mejor decision posible a tomar para lograr un victoria contundente en cada juego;
esto casi siempre se logra exaltando la importancia de las matematicas en la creacién de es-
trategias en cada juego. Es natural que se tenga la siguiente cuestion,

SEs posible presentar una demostracion de algiin teorema, relacionando un juego?

El juego objeto de este trabajo es el juego de Hex, este juego puede encontrarse en el
siguiente enlace http://www.lutanho.net/play/hex.html, asi los objetivos propuestos para
este propo6sito son relacionar el juego con un objeto matematico, presentando en primer
lugar una descripcion de juego, luego una presentacion breve del objeto matematico y por
altimo la relacion existente. Esto con base e inspiracion en el articulo The Game of Hex and
the Brouwer Fixed- Point Theorem de David Gale (ver [5]) y [3].
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Capitulo 1

DESCRIPCION DEL JUEGO Y EL
TEOREMA HEX

El juego HEX fue creado por el danés Piet Hein en 1942 y actualizado por John Nash en
Princeton en 1948.

El juego consiste en un tablero de 11 x 11 hexdgonos distribuidos en forma de rombo y
dos jugadores; cada jugador posee dos lados opuestos del tablero, que cuentan con el mismo
color.

Figura 1.1:

Se inicia la partida con un jugador determinado al azar, quien decide con cual color ju-
gar; éste coloca una ficha en cualquiera de los hexdgonos (o celdas ) coloreando el hexdgono
elegido, el turno es ahora para el segundo jugador quien coloca su ficha o colorea un hexa-
gono que se encuentre libre (o vacio).

Los turnos son alternados, ocupando una celda vacia a la vez. El objetivo de cada juga-
dor es crear un camino continuo de fichas o hexdgonos coloreados de tal forma que los lados
opuestos correspondientes queden conectados. El ganador del juego es el sujeto que prime-
ro realice el citado camino.



Figura 1.2: jGana azul!

Toda estrategia en éste juego incluye la manera de obstaculizar la realizacién del camino
del contrincante junto con la construccién de su propio camino.

1.1. Teorema de Hex

Teorema 1.1 (Teorema del Hex). . El juego del Hex nunca termina empatado, es decir siempre
existe un camino que sea una estrategia ganadora para alguno de los dos jugadores.

Demostracion. Se asume que todo el cuadro del Hex se cubre con hexdgonos negros o blan-
cos pero que no hay ningin ganador.

Los cuatro hexdgonos de las esquinas son propiedad comtin; los hexdgonos que ya estdn

marcados con negro y blanco sélo pertenecen a estos colores. Partiendo del vértice de la es-
quina en el hexdgono se comienza a hacer un camino que vaya por algtin lado del hexdgono,
con la condicién que el lado por el cual vaya tenga el color negro en un lado y blanco en el
otro. El vértice de la esquina tiene tres lados de salida por lo cual, cumple inicialmente con
esa propiedad; basta con seguir el lado que esta justo en frente de él pues ese lado tendrd
el color negro en su parte superior y el blanco en su parte inferior. Entonces se traza una
primera linea. En el hexdgono en blanco que hay a continuacién puede ir el color blanco o
el negro; no importa el color que se ubique allij, el camino se puede continuar asi (en el caso
que el siguiente hexdgono sea blanco).
Se puede ver como el camino elegido contintia y ahora se debe decidir cual color poner en
el hexdgono siguiente: no importa que color se ubique, el camino podra siempre continuar
sucesivamente hasta llegar a cualquiera de los extremos blancos o negros respectivamente.
Si a un lado de la curva que se estd trazando siempre habrd de quedar un color o el otro, y
éste podrd llegar a un extremo opuesto del tablero, al color que se llegue se tendrd que se
han unido los dos extremos con una linea continua de un solo color.

De acuerdo con lo anterior, siempre es posible unir los dos extremos del tablero con una
linea continua. Si se comienza en el otro vértice comun, se procede de manera similar con

igual razonamiento. Se concluye asi, la demostracion un tanto intuitiva de este teorema. [J
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Capitulo 2

TEOREMA DEL PUNTO FIJO

En términos generales, los teoremas del punto fijo aseveran que si una funcién f: X —
X verifica ciertas propiedades, entonces existe un punto a € X tal que

fla)=a,

En tal caso, se dice que f tiene un punto fijo en a o que a es punto fijo de f.

Se considera que fue Luitzen Egbertus Jan Brouwer quien se ocup6 de esta fenomenolo-
giay por ello se conocen los resultados inherentes como teoremas del punto fijo de Brouwer,
pero se debe tener en cuenta que Poincaré, Picard entre otros, son precursores de los teore-
mas del punto fijo de Brouwer. Sin mas predmbulo se enuncia el teorema de Bolzano como
elemento preliminar y luego el teorema del punto fijo para el intervalo cerrado [0, 1].

El teorema de Bolzano es como sigue y su prueba esta en [2].

Teorema 2.2. Si f :[a.b] — R es continuay f(a) <0y f(b) > 0, entonces existe c € |a, b] tal
que f(c) =0.

?

=t}
]

Figura 2.1:



Como se anunci6 antes, se exhibe el Teorema del Punto Fijo de Brouwer (ver [4]) en un
intervalo cerrado

Teorema 2.3 (Teorema del Punto Fijo de Brouwer en un intervalo cerrado). Sea f: [a, b] —
[a, b] continua, entonces existe xy € [a, b] tal que f(xy) = Xo.
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Figura 2.2:

Demostracion. Sea g(x) = f(x) — x; claramente g(x) es continua en [a, b]. Se supone que
f(a)>ay f(b) < b (de lo contrario, a o b es fijo). Se tiene que g(a) >0y g(b) <0, asi por el
teorema de Bolzano se garantiza la existencia de un c en el intervalo [a, b] tal que g(c) = 0.
Lo que equivale a escribir f(c) = ¢ y la prueba se concluye. O

Como se ha dicho, hay versiones mas generales del teorema del punto fijo de Brouwer,
entre ellas, el que sigue.

Teorema 2.4. Sea I=1[0,1]y f: 1> — I? continua, entonces existe x € I? tal que f(x) = x.

También se tiene la version simplicial, que es 1til en la prueba del teorema central,

1, 22, 23 los vértices de algtin triangulo en R? y sea p la

Teorema 2.5 (Lema Simplicial). Sean z
extension simplicial de la funcién p definida por p(z') = z' + v’ donde v', v?, v3 son vectores

dados. Entonces f tiene un punto fijo si y solo 0 se encuentra en el casco convexo de v', v, v3.

Demostracion. Sea x = 1,z2'+1,2%°+ 1322 . Entonces plx= M@+ )+ A2(22+ 1)+ A3 (22 +13)
yxesfijosiysolosi A;vt + A, 0?2 +A31° =0. O



Capitulo 3

EQUIVALENCIA JUEGO HEX Y EL
TEOREMA DEL PUNTO FIJO

El tablero de hexdgonos del juego Hex, se puede pensar como un cuadrado [0, 1] x [0, 1]
con las siguientes consideraciones:

= Cada hexagono se identifica con un punto.

= Si dos hexdgonos comparten un lado, entonces son adyacentes y se representa me-
diante una arista, se presenta este proceso en la siguiente figura:

Figura 3.1:

= Como se ha obtenido un cuadrado, a este se le aplica un giro de 7 en el sentido horario;
esto con el objeto de obtener siempre el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Esta situacién
se representa ahora asumiendo que se tiene un tablero de hexdgonos 4 x 4



10,

16/ .

14

Figura 3.2:

= Asj, el tablero Hex y su representacion en [0, 1] x [0, 1] es:

Figura 3.3:

Las reglas de juego con esta nueva presentacion son como siguen:

Cada vértice del tablero representa un hexagono.

El azar determina quien es el primer jugador, este colorea un punto en el tablero.

Si un jugador pinta dos puntos adyacentes, entonces pinta a la arista comun.

El ganador es quien logre realizar una linea continua de extremo a extremo.

Es importante presentar ahora un lema sobre teoria de grafos,
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Teorema 3.6 (LEMA DEL GRAFO). Un grafo (finito) cuyos vértices tienen grado a lo sumo dos,
es la union de subgrafos disjuntos, cada uno de los cuales es bien (i) un vértice aislado, (ii) un
ciclo simple, (iii) una trayectoria simple.
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Figura 3.4:

Ahora se presenta el teorema central de este trabajo:
Teorema 3.7. Hex es equivalente al teorema del punto fijo en I°.

Demostracioén. Sea f : I> — I? dada por f(x) = (f1(x), f2(x)). Por la compacidad de I? es
suficiente mostrar que para € > 0 existe x € [ 2 tal que | f(x) — x| < €. Por continuidad uniforme
de f se muestra que € > 0 existe § > 0 tal que § <€y si |x — x| < § entonces | f(x) — f(x')| <e.

Ahora, se considera el tablero By de HEX donde 1/ k < 8, y se definen cuatro subconjuntos
H*, H, V*, V™ de By como sigue:

H* ={z|fi(z/k) — z1/ k > €}
H™ ={zlz1/k— fi(z/k) > €}
V' =1{zlfa(zlk) — 2/ k > €}
V™ ={zlz2lk — fo(z/ k) > €}.

Intuitivamente un vértice z pertenece a H*, H-, V*, V™ teniendo en cuenta como z/k es
movido por f por lo menos € unidades a la derecha, izquierda, arriba, o abajo respectiva-
mente.

El teorema se prueba si es posible mostrar que estos cuatro conjuntos no cubren By; si
el vértice z no estd en este, entonces |f(z/k) — z/k| < €. La observacion es ahora ver que
los conjuntos disyuntos H" y H~ (V* y V™) no son contiguos (un par de subconjuntos A
y B de un grafo reciben el nombre de contiguos si existe un a€ Ay b € B donde a y b son
adyacentes). Para este caso, siz€ H" y z’ € H™ entonces

filzlk)—z1/k>€ (3.1)
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y
z2 k- fi(Z'1k) > €. (3.2)

Adicionando las anteriores expresiones se obtiene:

filzlk)—zlk+zy k- fi(2'1k) > 2¢ (3.3)
pero z;/k—z—1/k <6 <e paralaeleccién de 4 y k se tiene:
Zlk—z11k>—€ (3.4)

Adicionando las dos tltimas expresiones se obtiene

filzlk) - fi(Z'1k) > € (3.5)

Que muestra que z y z’ no son adyacentes; ya que si lo fueran se haria |z/k—z'/k| =1/k <
que contradice la eleccion de 6.

De manera Similar, V™ y V™ no son contiguos. Ahorasea H=H " UH ,V=VTuV",y
suponga que Q es un subconjunto conexo de H. Del paragrafo anterior, se tiene que Q debe
pertenecer totalmente a H* o H™ . Pero note que H' no estd en E ya que f lo aplica a I°
, ¥ por tanto ningtin punto de la frontera derecha se puede asignar a la derecha, de modo
similar, H™ no interseca a W, asi Q no interseca a E'y W. De forma similar, V' no contiene un
conjunto conexo que interseque a n'y s. Por el teorema de HEX se tiene que los conjuntos H
y V no cubren By completando la prueba .

La prueba que Brouwer implica HEX se basa en la propuesta de John Stalling modificado
por Michael Todd, que hace uso del hecho que el tablero By de HEX produce una triangu-
lacion de los k x k cuadrados I,% en R?.Es facil ver que cada punto de I? se puede expresar
de manera tinica mediante una combinacién convexa de algiin conjunto de al menos tres
vértices, que son adyacentes dos a dos.

Dada una funcién f de By en R?, f puede ser extendida a una funcién simplicial o lineal
a trozos f sobre I,ZC a saber, si x = 112! + 1,2% + 132% (donde A; son ntimeros no negativos
sumando 1) se define f(x) = A1 f(z! (+ A2 f(2%) + A3 f(2°) .

Se asume entonces que By es particionado en dos conjuntos H y V' y de nuevo se de-
fine cuatro conjuntos como sigue: sea W el conjunto de los vértices conectados a W por
H-caminos ysea £ = H—W. Sea S el conjunto de todos los vértices conectados a S porun V-
camino y sea N = V — S. De estas definiciones es claro que Wy E (N y S) no son contiguos.
La prueba es por contradicciéon asumiendo que no existe H-caminos de E a W y tampoco
V-caminos de N a S. Sean ey e? los vectores unitarios de R? y se define la funcién f para By
en si mismo por :

flz)=z+e' para zeWw
=z—e' para z€E
=z+eé* para z€S$

=z—e" para ze N



Para cada una de las cuatro posibilidades se verifica que f(z) estd en efecto en I,i. Por
ejemplo, z+ e! no esta en By, solo si z € E ; pero por la suposicién que no hay H-caminos de
W akE.

Se extiende ahora f simplicialmente para todo I ]ZC y obteniendo una contradiccién para
mostrar que f no tiene punto fijo.

Aplicando el Lema Simplicial a f, el hecho clave es la no contigiiidad de Wy E (Sy N)
si se mira tres vértices de algun triangulo de vértices mutuamente adyacentes no es posible
que suceda, que uno de los vértices se traslade por e’ y otro por —e’. De esta manera los tres
vértices son trasladados por vectores que estan en un cuadrante de R? y en consecuencia, 0
no esté en su envolvente convexa. Asi se ha obteniendo un funcién libre de punto fijo, hecho
que contradice el Teorema de Brouwer. O
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