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Resumen

Mediante un breve desarrollo en topologia diferencial, en esta monografia trataremos con el problema
de demostrar la existencia de un encaje en un espacio Euclideo para cualquier variedad de dimension
finita y de esta forma deducir que toda variedad de dimension finita es difeomorfa a una subvariedad
con IR"” como espacio ambiente para algin 7 relacionado con la dimension de la variedad, finalizando
con el enunciado del Teorema fuerte de encaje de Whitney y el Teorema de Nash-Kuiper.
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2 PRELIMINARES TOPOLOGICOS

1. Introduccion

El matematico Hassler Whitney publico su Teorema en 1936 en el que se afirma que para toda
variedad abstracta existe un encaje en un espacio Euclideo con una dimension relacionada a la
dimension de la variedad en cuestion y asi dando una respuesta negativa a la siguiente interrogante,
(existen variedades suaves abstractas que no sean difeomorfas a las subvariedades con R" como
espacio ambiente para algtin n?, por lo cual podemos trabajar con variedades como una subvariedad
de un espacie Euclideo o definida en su forma original como variedad abstracta sin contar con un
espacio ambiente.

En esta monografia realizaremos un analisis en topologia diferencial con el fin de comprender el
Teorema de encaje de Whitney, dar una demostracion detallada de este complementando nuestro
estudio al enunciar el Teorema fuerte de Whitney y el Teorema Nash-Kuiper.

Para lograr esto, este trabajo se divide en seis Secciones. Comenzaremos definiendo las propiedades
topologicas de una variedad y algunos resultados relacionados con variedades topologicas, luego
definiremos una estructura diferenciable sobre variedades para asi conseguir variedades diferenciables
las cuales son el objeto sobre el que se llevara a cabo este estudio. Esto nos permitira generalizar el
concepto de espacio tangente a variedades lo que conlleva a definir el Haz Tangente a una variedad
el cual es también una variedad como se demostrara en un Teorema relacionado también con su
dimension.

En la quinta Seccion tener todas las herramientas previas para demostrar la primer version del
Teorema de Whitney donde encontramos un encaje para el caso de una variedad compacta en un
espacio Euclideo, este primer Teorema no trata el tema de la dimension de llegada del encaje por
lo que se introduciran algunos conceptos mas para asi lograr acercarnos a una dimensiéon optima en
la cual tengamos la seguridad de que existe el encaje, luego conseguiremos una generalizaci6én mas
al eliminar la condicion de compacidad en la demostrar el Teorema de encaje de Whitney; Logrado
esto finalizamos exponiendo el Teorema fuerte de Whitney y el Teorema Nash-Kuiper los cuales no
se demostraran aqui pero sus respectivas demostraciones podran encontrarse en la bibliografia.

2. Preliminares Topologicos

Vamos a iniciar esta seccion con dos definiciones que clasifican a los espacios topologicos segun la
cantidad de conjuntos abiertos con las que cuentan sus bases.

Definicién 1]1] Una base local en x € X es una coleccion S, de abiertos que genera el sistema de
vecindades de x, Un espacio X se dice que es 1 —numerable si admite una base local numerable en
cada uno de sus puntos.
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2 PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Definicion 2. Un espacio topologico X que admite una base numerable se dice que es 2 —
numerable, o que satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Ahora definimos un conjunto de axiomas el cual clasifica espacios topologicos en base a la forma en
que podemos distinguir y separar los objetos contenidos en dicho espacio.

Definicion 3 Axiomas de separacion:

T} -Un espacio topologico es un T —espacio si para cualesquiera 2 puntos x # y existen conjuntos
abiertos tales que uno contiene a x y el otro a .

T,-Un espacio topologico es de Hausdorf f si para cada par de puntos cualesquiera x,y € X tienen
vecindades ajenas.

T5-Un T; espacio topologico X es Regular si para algin cerrado cualquiera B C X y un punto x € B,
existen abiertos ajenos U,V talesque xe Uy BC V.

T4-Un T, espacio topologico X es Normal si dados dos cerrados ajenos E,F C X, existen abiertos
ajenos Uy V talesque ECU yFC V.

Por ultimo definiremos propiedades de espacios topologicos las cuales estan relacionados con la
cantidad de conjuntos abiertos con los cuales podemos recubrir un espacio topologico, claramente
esto esta muy ligado al concepto de una base topologica como lo veremos mas adelante.

Definicién 4[[3] Si X es un espacio topologico, x € X y U, es un abierto tal que existe @ € A con
A un conjunto de indices, el conjunto U = {U,|a € A} el cual cumple que x € U, se dice que es una
cubierta abierta de X, se dice que A C X es un espacio compacto si toda cubierta abierta para A
admite una subcubierta finita.

Definiciéon 5{[1][2]| Un espacio topologico X se dice que es Localmente compacto en x € X si existe
un compacto K C X tal que K es una vecindad de x, el espacio X se dice Localmente compacto si es
localmente compacto para cada punto.

Definicién 6][2] Sea X un espacio topologico y Ul = {U,|a € A} una cubierta abierta para X. Se
dice que una cubierta U = {V/glﬁ € B} es un refinamiento de 1l si para cada € 1 existe « € R
tal que Vg C U,. Una familia U se dice localmente finita si para cada x € X existe una vecindad
V., que intercepta a lo sumo a una cantidad finita de elementos de U, un espacio topologico se dice
paracompacto si toda cubierta abierta de X admite un refinamiento localmente finito.

Las propiedades topologicas que definimos anteriormente nos permitira clasificar espacios topologicos
para asi identificar en cuales sera posible la existencia de las herramientas matematicas que desarro-
llaremos en este capitulo, los espacios que cumplan las condiciones buscadas seran nombrados como
variedad topoldégica, asi como veremos en la Seccion 3.

Proposicion 2.1[1] Un espacio [paracompacto es normal]
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2 PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Demostracion: Primero vamos a mostrar que X es por lo tanto supondremos que x € X y
C C X con C un cerrado tal que x € C, para algan punto y € C hay conjuntos abiertos disjuntos Uy, V,,
con x € Uy y y € V,,. Recubrimos X con X — C junto con los V), entonces este es un recubrimiento
localmente finito , consideremos los conjuntos U, y sea

U= U{UD‘ | U, esta contenido en algun Vy}
4

Notemos que este conjunto contiene a C. Ya que esta es una coleccion localmente finita, notemos que
la cerradura de U es U = U§:1 U,, a demas x ¢ U, por lo que x ¢ U, entonces U y X — U cumplen
las condiciones para que X sea regular, Ahora sea C un cerrado tal que x € C y a demas sabemos
que existe un abierto U, tal que C C U, sea V, un abierto que contiene a x tal que V, N U, = @,
como antes consideramos el conjunto

U= U{U“ | U, esta contenido en algun V,}

tenemos que C € U por lo que U y X — U cumplen la condiciéon para que X sea Normal.

Lema 2.1 Si X es toda cubierta abierta 1l = {U,|a € A} admite un

abierto y localmente finito U = { Vg|p € E} tal que para todo 5 € B existe a € A que satisface Vﬁ C U,.

Demostracion: Sea () = {W/3| B e ]5} un refinamiento abierto y localmente finito de 1l. Definimos

A

BeB-Py

Para cada By € 1. Claramente Fg es cerrado y Fy C Wy para cada f. Por normalidad, (Por proposicion
2.1), existen entonces abiertos Vj tal que exista a con la propiedad de que

FyCVyCVCWyCU,

la coleccion U = {Vﬁl B e 35} es claramente una cubierta de X y es localmente finita.
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2 PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Definicién 7[2](Particiones de la Unidad)

Si se definen sobre un espacio X una coleccion de funciones continuas 7, : X — [0,1] para @ € A un
conjunto de indices, de tal manera que para todo x € X satisface:

L. #,(x) = 0 para todos los @ excepto una cantidad finita.

2.3 Ma(x)=1
Esta es una particion de la unidad sobre X, Si a demas dada una cubierta abierta 1l de X ocurre que
para cada a € A existe U € 1 tal que

soporte{n,} C U

Se dice que la particion de la unidad {#,]a € A} esta subordinada a la cubierta 1l. (Siendo para
alguna funcion f el soporte{f} la cerradura del conjunto de {x € X : f(x) = 0}).

Lema 2.2[1] (Lema de Urysohn) Un espacio topologico X es si y solo si para dos cerrados
no vacios A,B C X y con interseccion bacia, existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que

ACf10)y BC f1(1).
la Demostracion puede encontrarse en

Una funcioén con la propiedad descrita en el Lema 2.2 se conoce como funcion de Urysohn, en el teore-
ma siguiente para algunos espacios topologicos se asegura la existencia de las particiones de la unidad,
una herramienta indispensable en el estudio de variedades.

Teorema 2.

Sea X un espacio |Hausdorf f paracompacto|y {U,} un recubrimiento abierto de X entonces existe
una particion de la unidad subordinada a la cubierta {U,}.

Demostracion: Sin perdida de generalidad podemos asumir {U,} es localmente finito, sea {W,} un
refinamiento localmente finito de {U,} y {V,} una cubierta abierta, tales que V, C U, y W, C V,,
|(gracias al Lema 2.1)L Sean ¢, : X — [0,1] para cada a funciones de Urysohn tales que es 1 en W, y
0 en V¢, entonces

soporte{d,) SV, C U,
a demas podemos definir

Px)=) dal)21

a=1

es una suma finita y positiva, porque 1l es una cubierta localmente finita. Basta entonces definir.
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2 PRELIMINARES TOPOLOGICOS

$al(x)

170( q)(X)
para obtener la particion de la unidad cuya existencia ha sido propuesta.

Las siguientes proposiciones nos muestran algunas relaciones existentes entre las propiedades de
espacios topologicos que son consecuencia de la naturaleza de sus bases, sus recubrimientos y de los
laxiomas de separacion| que satisfacen.

Proposicion 2.3[@] Los espacios euclidianos IR"” son |10calmente compactos[

Demostracion: En el caso de la recta real, dados x € Ry € > 0 podemos hacer K = [x—€,x+€]y
claramente x € (x —€,x+€) C K , de manera que K es una vecindad de x, ya que R" es el producto
cartesiano de IR se pueden extender de forma sencilla la construccion anterior.

Proposicion 2.4 Sea M un espacio topologico de |[Hausdor f f| con base numerable) tal que existe un
homomorfismo ¢ : M — R" entonces M es [localmente compacto|

Demostracion: Ya que R” es localmente compacto entonces para algin x € IR” existe un compacto
K que es vecindad de x, entonces ¢~ !(K) es un conjunto compacto en M a demas ¢! (x) € ¢~ (K)
con lo cual queda demostrado el enunciado.

Proposicion 2.5[1] Todo espacio X [paracompacto, Hausdorfl] y [2 — numerable| es metrizable.

Demostracion: Tenemos que todo espacio paracompacto es regular, entonces, por el teorema de
metrizacion de Urysohn, siendo ademas Hausdorf f y 2—numerable es metrizable. (puede consultar
la demostracion del teorema de metrizacion de Urysohn en |[1])

Proposicion 2. Si un [localmente compacto| espacio X es de [Hausdorf f|y de [base numerable]

La demostracion de este resultado puede encontrarse en

Con esto concluimos esta Seccion tras haber dado su proposito el cual era encontrar las carac-
teristicas que debe satisfacer un espacio topologico para asegurar la existencia de refinamientos y
particiones de la unidad a demas de adoptar propiedades locales de un espacio euclideo, estos
espacios los clasificaremos baje el nombre de variedades topolégicas en la siguiente Seccion.
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3 VARIEDADES DIFERENCIABLES

3. Variedades Diferenciables

Iniciamos esta Seccion definiendo las variedades topoldgicas y luego las variedad diferenciables
por medio de la diferenciabilidad de sus cartas coordenadas, estos objetos son de gran importancia
en matematicas por que sera posible generalizar sobre ellos conceptos de calculo y geometria como
lo veremos en la Seccion 4.

Definicién 8[[8] Sea n un entero no negativo. Una variedad topolégica de dimension # es un

espacio topologico de M con base numerable] tal que para cada punto p € M existe un
abierto U de p en M y un homeomorfismo ¢ : U C M — IR" de U sobre un abierto de R". La pareja

(U, @) es una carta coordenada de M o de manera breve una carta de M.

Nota: ya que ¢ es un Homeomorfismo podemos reformular la definiciéon de variedad en términos de
la funcion inversa @' : @(U) — U, por lo general llamada parametrizacion.

gracias a lo desarrollado en la Seccion 2 podemos dotar a una variedades topologica M de las siguien-

tes propiedades, por la | Proposicion 2.5/ M es metrizable, por la | Proposicion 2.4) M es localmente|

entonces por [Proposicion 2.6/ M es[paracompacto luego por[Proposicion 2.1 M es[normall

por para toda cubierta abierta de M, esta admite un refinamiento abierto localmente finito y
por ultimo, por M admite una particion de la unidad como en la para con-
tinuar el desarrollo hacia las variedades diferenciables consideremos un par de cartas (U, @), (V, )
cuyos dominios se traslapen, es decir UNV # @, en este caso podemos construir las transformaciones
pop~!y ol Llamaremos a estas transformaciones cambios de coordenadas.

Definicion 9 Se dice que dos cartas (U, @),(V,1) son CK compatibles, K € NN, si y solo si las
transformaciones de cambio de coordenadas pop™ ! : Y(UNV) > R"y popl:pUNV)—R"
son de clase CK,

1. Un atlas A de clase C* en M es una coleccion de cartas cuyos dominios cubren a M y cuales quiera
dos de ellas son C* compatibles.

2. Una estructura diferenciable es un atlas maximal A, en el sentido que si la carta (U, @) es C*
compatible con todas las cartas de A, entonces (U, @) € A.

Con estas definiciones ya tenemos todos los conceptos necesarios para definir el objeto matematico
en el que se centraran las Secciones restantes.

Definicion 10[4] Sea 7 un entero no negativo, una variedad diferenciable de dimension 1y clase
Ck es una pareja (M,A), donde M es una variedad topologica y A es una estructura diferenciable de
clase CK en M.

Definicién 11][4|Sean M y N variedades diferenciables, una transformacion continua f : M — N
es diferenciable de clase CK en un punto p € M si y solo si existe una carta (U,p) € A de una
vecindad de p en M y una carta (V,1) € B de una vecindad de f(p) en N, con ¢(p) = 0, tales que
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3 VARIEDADES DIFERENCIABLES

o foqp ! esdeclase Ck en 0, decimos que fes de clase CX siy solo si f es de clase CK para todo
peM;Sif: M — Res de clase CK denotaremos f € CK(M).

Para continuar debemos modificar nuestra definicion de particiones de la unidad
ya que trabajaremos con variedades diferenciables debemos agregarle una condicién extra a las 7,
y esta condicion es que {1,} € C*(M), para ello primero encontraremos una funcion diferenciable
p € C*(IR") para luego "subirla", a la variedad por medio de una carta coordenada como se mostrara
en el siguiente Lema.

Lema 3.1 Sea D"(r) la bola abierta de radio r en IR". Entonces existe una funcion diferenciable
p:R"—[0,1] igual a 1 en D"*(1) e igual a 0 en R"/D"(2).

Demostracion: Consideremos la funcién p : R — IR dada por

(t) = 0, t<0
b= e%, t>0

esta funcion es C*°(IR), consideremos la funcion

f,ux 1;4(2 x)dx
L H(2—x)dx

pt) =
notemos que

@_%[f,u(x—l)yﬂ—x)dx
dt 2= 1)pu(2 - x)dx

Usando el teorema fundamental del calculo tenemos que

dp _ P‘(t—l)ﬂ(z—f) =
dt L (2 —x)dx

Con C una constante, Ahora vemos que para 1 >t tenemos que y(t—1) =0y para 2 <t tenemos que
#(2—1t) =0 por lo tanto

dp _ [ce™ e, re(1,2)
dt 0, en otro caso
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3 VARIEDADES DIFERENCIABLES

esta es una funcion continua por lo que ya es claro que p(t) € C*(IR).

Tenemos que p(1) =1, p(t) es distinto de 0 en (-c0,2) y p(t) : R — [0,1], por lo que p(|t|) cumple
las propiedades para n = 1, ahora para t € IR” definimos p(t) = p(]|t]]).

Teorema 3.1

Sea M una variedad diferenciable, sobre M existe una particion de la unidad {#,} como en la

(Definicion 9.) que satisface {1,} € C®(M).

Demostracion: Sobre la variedad M podemos elegir un atlas A = {(1l,7)} tal que el
U = {U,|a € N}, sea localmente finito y que satisfaga 7,(U,) = D"(3) y que ra(Vﬁ) = D"(2) con

V= {Vﬁ|ﬁ € IN} un refinamiento abierto y localmente finito de 1l tal que Vﬁ C U, para algin a y
algan S, considere la siguiente familia de funciones.

(pot,): Uy c M —[0,1]
(con p como en el [Lema 3.1) vemos que

soporte(pot,)C U,

tomando ¢, = (po1,)

tenemos que (como en la demostracion del [leorema 2.1)
D(x) = Z({)a(x) > 1
a

es una suma finita y positiva, porque 1l es una cubierta y es localmente finita. Basta entonces definir.

_ $al(x)
Ha = D(x)

para obtener la particion de la unidad deseada.
|

Finalizamos esta Seccion tras lograr presentar la definicion de una estructura diferenciable en una

y redefinir las particiones de la unidad dotandolas con la propiedad extra de ser funcio-
nes C®(M), esta propiedad sera usada en la demostracion de el
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4 ESPACIO TANGENTE Y HAZ TANGENTE

4. Espacio Tangente y Haz tangente

En esta Seccion vamos a mostrar algunos resultados y definiciones relacionadas con un espacio
vectorial asociado de forma intrinseca a una [variedad diferenciablel M en cada punto p € M que
llamaremos espacio tangente de M en el punto p, luego definiremos la union de estos espacios al que
llamaremos haz tangente el cual como veremos tiene estructura de [variedad diferenciable]

Definicion 12][5] Sean M una [variedad diferenciable y p € M. Consideremos el conjunto de
funciones diferenciables al menos en una vecindad de p. Definimos una relaciéon en este conjunto
dada por f ~, g siy solo si f = ¢ en alguna vecindad de p. Una clase de equivalencia bajo esta
relacion se denota [f]y se llama germen de f en p, denotamos al conjunto de estos gérmenes como

GpM; El conjunto G,M tiene una estructura natural de espacio vectorial al tomar representantes de
las clases de equivalencia [f] y definir sobre estos representantes las operaciones usuales de suma y
producto escalar de funciones, ya que en una vecindad de p estas operaciones no dependen de la
eleccion del representante.

Definicion 13[[4] Sean M una variedad diferenciable y p € M. Un vector tangente a M en p es un
operador lineal v: G,M — IR que satisface la regla de Leibniz.

v([fg]) = f(p)v((g]) + g(p)v([f])

El espacio tangente a M en p es el conjunto T,M de vectores tangentes a M en p. El espacio tangente
T,M tiene una estructura natural de espacio vectorial dada por

(av+pw)([f],) = av([f],)+ Bw((f],)
donde a,p e R,v,w e T,M y [f], € G,M.
Con los siguiente resultados tendremos informacion sobre la dimension de TpM .

Definicion 14 Sea (U, @) una carta coordenada de la variedad M, con p € U y sean u; las
funciones coordenadas cartesianas en IR". Escribimos x; = u; o ¢ y definimos

d d _
() M=% (5] 0= Gt ow oton

Lema 4.[[4]| Sean V C IR” un abierto convexo, con 0 € V' y f € C®(V) entonces existen gj,..., g, €
C*®(V) tales que
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4 ESPACIO TANGENTE Y HAZ TANGENTE

d
y 8i(0) = 55(0).
Su Demostracion puede encontrarse en [4].

Teorema 4.1[4]

Sean M una [variedad diferenciablel de dimension n, p € M. Sea (U, @) una carta con p € U y
X; = u; o @ entonces.

v=) (5]
"'p

i=1

Para todo v € TpM y el conjunto {(%)p,,(%)p} es una base para TpM y dim(TpM) =n.

Demostracion: Sin perdida de generalidad podemos suponer que @(p) = 0. Sea f C C*® ((p‘l (B,(O))).
Por el Lema 4.1 tenemos que.

n
- - J -
foe w)=fop ™ (0)+ ;uigxu), §i(0)=5.-(fo@™)(0)
1=
de modo que haciendo la composicion con ¢ tenemos

n

f=fp)+) xilgiogp)

i=1

Ahora aplicando un operador v que cumple la regla de Leibniz, y como ¢(p) = 0 tenemos.

n n

v((f)=) v(lxDigop)p)+) xi(p)v(igiop))

i=1 i=1
=) wlsd(57) W)
i=1 "p

Por ultimo demostraremos que el conjunto {( e )p,...,( o )p} es linealmente independiente ya que

de no ser lo podriamos tomar a; # 0 para algan i y se cumpliria que
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4 ESPACIO TANGENTE Y HAZ TANGENTE

n a n
=) a(gz) [l =Y wone)=s

entonces a; = 0 para i = j contradiciendo la eleccion de 4; por lo cual el conjunto es linealmente
independiente y seria una base para T,M.

Definicién 15]4] Sean M, N variedades diferenciables y f € C®(M,N). Definimos la diferencial
dfy: Ty,M — T¢(,)N de f en un punto p € M como

dfp(v)((g]) =v(lgo f)
donde v € T,M, [g] € Gf(,)N. Vemos que

dfplav+pw)([g]) = (av + pw)(go f) =av(go f) +pw(go f).

Por lo que bajo esta definicion d f, es lineal.

Definicion 16 Dada una variedad M de dimension n, el haz tangente a M es la union de los
espacios tangentes a M en cada punto p € M.

™= | | T,M
peEM

Ahora procederemos a enunciar el resultado mas importante de esta Seccion el cual utilizaremos en
la demostracion del Teorema de Whitney.

Teorema 4.2[4]
El haz tangente TM de una variedad M de dimensiéon # es una y dim(TM) = 2n

Demostracion: Denotamos por A al que define la estructura diferenciable de la M.
Si (U, @) € A es una carta, denotamos.

Tu=|JT,M

Ahora induciremos una topologia al Haz Tangente mediante la proyecciéon canénica w: TM — M
definida como n(v) = p si v € T,M, vemos que
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4 ESPACIO TANGENTE Y HAZ TANGENTE

N (U) = U T,M = TU
peU

por lo cual TU sera un abierto de T M, ahora si u; son las funciones coordenadas en R"” y x; = ;0
(por la[leorema 4.1) tenemos que para cada w € TU se puede escribir como

ve e )

ya que podemos expresar los vectores tangentes de esta forma, para {e;} la base canonica de R”
podemos definir la siguiente transformacion @(w): TU — ¢(U) x R" c R*"

(), ZW([xi])(GI)ei] = (p(q), w(lx1]) - w(lxp]) = (x1(q), .., x,(q), w([x1]), .., w([x]))
i=1

ya que @(w) es inyectiva tenemos que la dimension de TM es 2n, ahora veremos que ¢(w) es un
homeomor fismo, de antemano tenemos que @(q) lo es por lo que debemos analizar la siguiente

transformacion y(w) : T,M — R"
n
=) wlx))@)e
i=1

la cual le asigna a cada vector en T,M con coordenadas w([x;]) un vector en R" con esas mismas
coordenadas , (por el sabemos que T,M es un espacio vectorial de dimension 7, por
lo cual este es isomorfo a R"”, mostraremos que esta funcion es un isomor f ismo. Notemos que los
vectores de la base de T,M se pueden escribir como sigue.

(7], = Lol

aplicando la transformacioén y tenemos que

a n
V((a—xi)p] = ;51']'([96]'])(17)@]‘ = e
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5 TEOREMA DE ENCAJE DE WHITNEY

ya que y envia vectores de una base en T;M a vectores de la base canonica de R" este es un
isomor fismo y como @(w) es bicontintia entonces @(w) es un homeomor fismo entre TU y R*", de
esta manera sabemos que T M posee todas las propiedades topologicas locales de un espacio euclideo
y es claro que para (U,, @,) cartas de M se tiene que

Un_l(Ua) = UTUa

es un recubrimiento abierto de TM por lo tanto podemos considerar A como el maxima que
contiene la familia {(TU,Q)|(U, @) € A}, este define una estructura diferenciable sobre TM por lo
tanto TM es una variedad diferenciable.

Finalizamos esta Seccién consiguiendo comprender el concepto de vector tangente a una variedad
abstracta sin tener en cuenta la existencia de un entorno alrededor de ella, a demas de estudiar un
nuevo ejemplo de variedad, el Haz Tangente, el cual esta intimamente relacionado con la variedad
en la cual los TpM son tangentes, esto nos ayudara cuando tratemos el tema de la dimension en el
Teorema de Whitney que abordaremos en la Seccion 5.

5. Teorema de Encaje de Whitney

En esta Seccion procederemos primero a definir las propiedades que debe satisfacer una funcion para
ser un encaje, luego procederemos a encontrar un encaje para una variedad diferenciable compacta
de dimension 7 en un espacio Euclideo en el primer Teorema. Conseguido esto procederemos a
enunciar y demostrar el segundo Teorema el cual es el Teorema de Whitney en su caso compacto
donde sera necesario definir nuevos conceptos relacionados con la dimension. En el tercer Teorema
lograremos eliminar la condicion de compacidad del Teorema de Whitney para luego enunciar el
Teorema Fuerte de Encaje de Whitney que consigue minimizar en 1 la dimension 6ptima del encaje,
finalizamos tratando con el concepto de métrica sobre una variedad.

Definicion 17[[5]|Sean M y N variedades diferenciables, Una funcioén f : M — N se dice que es una
inmersién en un punto p de su dominio si df, en p es inyectiva. Si f es inmersién en todos los
puntos de su dominio diremos que f es una inmersién, Cuando el dominio de f es M diremos que
f es una inmersion global.

Si f es una inmersion global se dice que f esun encajesi f : M — f(M) es también un homeomor fi—

smo, en el caso de que ademés f es una inclusion se dice que M es una subvariedad de N.
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5 TEOREMA DE ENCAJE DE WHITNEY

Lema 5.1[4]Si f : M — N es una inmersion inyectiva y M es compacta, entonces f es un encaje.

Demostracién: Solo tenemos que probar que f~!: f(M) — M es continua. Si U C M es abierto,
y como M es compacta entonces M \ U es compacto, Asi f(M \ U) es compacto y por consiguiente
cerrado. Como f es inyectiva, f(M \ U) = f(M)\ f(U), de donde f(U) es abierto en f(M) y
fY(f(U)) = U por lo que esta es continua.

Teorema 5 .

Si M es una variedad diferenciable compacta de dimension 7, entonces hay un encaje f : M — IRY
para algtn g.

Demostracion: Como M es compacta, podemos encontrar una coleccion finita de cartas (Uy, ¢1), ...,
(Uk, @) tal que M = Ule U;. Por el [Lema 2.1 existe una cubierta localmente finita U = {V;|i = 1,..., k}
tal que V; C Uj. Por el [Teorema 2.1| existe ¢; : M — [0,1] diferenciable tal que ¢;(V;) = 1y
soporte{¢;} C U;, definimos la funcion.

fM—-RY,  f(p)=(P1(p)e1(p) - Pr(P)Pr(P), P1(P), - Pr(P))

escribiendo @; = (X;1,...,X; ,) tenemos que f se puede escribir mas precisamente como.

f(p) = (P1(p)x1,1(p)s - P1(P)X1,1(P)y s Pr(P) Xk, 1 (P)s - Pk (P) Xk (D) P1(P), s Pi(P))-

aqui podemos notar mas claramente que f : M — RK"*1) ahora mostraremos que f es el
buscado.

Veamos primero que f es inyectiva, Supongamos que f(p) = f(q), con p,q € M. Si p € V;, tenemos
que ¢;(p) =1, entonces ¢p;(q) =1y asi g € V;. Luego

¢i(p) = ¢i(p)pi(p) = i(@)@i(q) = ¢i(q)
ya que @; es un homeomor fismo se sigue que p = g, ahora solo falta ver que f es una

df = [d((Pl(Pl):---'d(¢k(Pk);d¢1,---,d(Pk]
Sea p € V;. Como ¢;(p) = ¢;(p)@i(p) en V; entonces d,(¢p;¢;) = d,@; y ya que las cartas coordenadas

forman una estructura diferenciable sobre M estas cartas son difeomorfismos por lo que df es

inyectiva y f es una [inmersion|inyectiva entonces por el[Lema 5.1} f es un encaje.
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5 TEOREMA DE ENCAJE DE WHITNEY

En el Teorema anterior logramos mostrar que toda variedad abstracta compacta es difeomorfa a
alguna subvariedad de algun espacio Euclideo pero aun no tenemos mucha informaciéon acerca de
la dimension del espacio Euclideo de llegada de nuestro encaje f la cual parece ser de dimension
alta, esto es un gran problema ya que para n < m tenemos que IR” de forma natural es un en
IR™, entonces podriamos tener una que admite un n—dimensional encajada en un
espacio Euclideo de dimension m por lo cual la descripcion de la puede ser mas compleja
en base a las dimensiones sobrantes e incluso podria suceder que la se enroscarse a lo largo

de las dimension extra formando asi una nueva [variedad|para la cual no pueda existir un|encajelen

un espacio Euclideo de dimension n, para solucionar este problema primero podriamos intuir cual
podria ser la dimensi6n 6ptima g en la cual pueda construirse un en RY de una
M de dimension 1 notando por ejemplo que si tenemos un cilindro en IR3 podriamos estirar sus
extremos para luego juntarlos formando un Toro como se muestra oprimiendo la descripcion de la
Figura 1.

Figura 1: Grafica con geogebra del Cilindro y del Toro

el cilindro es una [variedad| 2 — dimensional encajada en IR®, es decir en 1 + 1, ahora podriamos
invertir la orientacion de un extremo del cilindro para luego pegarla con el otro extremo con lo cual
tendremos una botella de Klein, como se muestra oprimiendo la descripcion de la Figura 2.

la cual es una [variedad| 2 — dimensional que esta inmersa en IR pero este no es un lencaje|ya que

presenta auto intersecciones por lo que 7+ 1 no es una dimension suficiente y ademas haria falta
el uso de dimensiones extra para poder eliminar la auto interseccion, para darnos una idea de la
dimension necesaria para eludir esta auto interseccion consideremos una [variedad| 1 — dimensional,
una recta la cual inmersa en IR? presenta una auto intersecciéon y por lo tanto no es un Ienca jel, pero
en IR?, es decir en 21 + 1 podemos estirarla y asi formar un como se muestra dando click,
gracias a la intuicion conseguida con estos ejemplos a continuacion probaremos que para un espacio
Euclideo con dimension 271 + 1 tenemos el espacio suficiente para que exista un para toda
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5 TEOREMA DE ENCAJE DE WHITNEY

Figura 2: Grafica con geogebra de una Botella de Klein

variedad diferenciable compacta de dimension n pero antes debemos introducir algunas definiciones
y resultados auxiliares.

Definicién 18][3] Un subconjunto A C IR" tiene medida de Lebesgue 0 en dimensién 7 si para cada
€ > 0 existe un recubrimiento {Uy, Uy, ...} a lo mas numerable de A por rectangulos cerrados tal que,
denotando por V(U;) el volumen de U; se cumple que.

iV(Ui) <e€
i=1

Definicién 19][7] Sea M una n — dimensional, y A un atlas numerable para M. Un
conjunto A C M tiene medida de Lebesgue 0 en M si para cada carta (U, @) € A, ¢(A) tiene medida
de Lebesgue 0 en R".

Definiciéon 20][7]Sean M, N [variedades diferenciables| f : M — N una funcién entre ellas, p € M
y q € N. Decimos que.

- p € M es un punto critico de f si df, no es sobreyectiva.

- g € N es un valor critico si existe al menos un punto p € f~1(g) que sea punto critico de f.
Teorema 5.2|7 || (Teorema de Sard)

Sean M, N variedad diferenciables|y f : M — N unaltransformacion diferenciable |entre ellas.
Entonces el conjunto de valores criticos de f tiene [medida de Lebesgue 0/en N.
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la Demostracion se puede encontrar en [7]/[9]

Corolario 5.1 Sean M, N (variedades diferenciables|y f : M — N una [funcion diferenciable |
entre ellas, Si dim(M) < dim(N) entonces f(M) tiene medida de Lebesgue 0|

Demostraci6n. Para cualquier p € M la funcion dif erencial df,: T,M — Tf,)N es una aplicacion
lineal de espacios vectoriales con dim(T,M) < dim(T,)N), por lo que Ker(df,) # 0, entonces df,
no es sobrevectiva y por el Teorema de Sard f(M) tiene medida de Lebesgue 0.

Teorema 5.3 (Teorema de Whitney caso compacto)[1J[2][7]

Sea M una [variedad diferenciable| compacta de dimension #, entonces M admite un |enicaje| en
R21+1.

Demostracién. Sabemos que M admite un [encaje] f : M — R, si ¢ > 2n+ 1 vamos a construir
una proyeccion lineal R? — R?"*!, que se restringe a un encaje/en M. Procediendo inductivamente,
nosotros demostraremos que si f : M — RY es un entonces existe un vector unitaria a € RY tal
que la composicion de f con el mapeo de proyeccion que lleva a IR7 sobre el complemento ortogonal
de a sigue siendo un encaje. Luego el complemento H = {b € R7: b 1 a} es un subespacio vectorial
de dimension g — 1 de IRY por lo tanto isomorfo a IR97!, asi obtendremos un encaje en R97!.

Definiremos el mapeo h: M xM xR — R dado por h(x,y,t) = t[f(x)— f(y)] a demas definiremos el

mapeo g : TM xR — IR7 dado por g(x,v,t) = 1df,(v). Ya que g > 2n+1 el {Corolario 5.1 implica que
la imagen de h unida con la la imagen de g tienen medida de Lebesgue O en IRY por lo tanto existe
un vector a fuera de sus imagenes, a # 0 ya que 0 pertenece a ambas imagenes. Sea 7, la proyeccion
ortogonal de IRY sobre H. probaremos que la aplicacion 71,0 f : M — R97! es un Primero
supongamos que 77, o f no es inyectiva de modo que existen p,c € M tales que 1,0 f(p) =7, 0 f(c),
entonces por la linealidad de 7t, tenemos que 7,(f(p)— f(c)) = 0 lo cual implica que f(p)— f(c) = at

para un namero f{ # 0 entonces.

h(x,p,1/t)=a

contradiciendo la eleccion de a4, lo cual implica que 7, o f es inyectiva.

Ahora supondremos que 77, o f no es una [inmersion} entonces existe un punto p € M y un vector v
distinto de O tales que

0=d(n, of)p(v) = d(na)f(p)(dfp(v))
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Como 7, es una proyeccion podemos identificarla con su diferencial de modo que 7t,(d f,(v)) = 0,
entonces df,(v) = at y de este modo g(x,v,1/t) = a contradiciendo la eleccion de 4, por lo que f es

una
m

Con el resultado anterior logramos ver que en IR>"*! tenemos el espacio suficiente para que exista un
encaje para una variedad compacta, en el siguiente Teorema procederemos a eliminar la condicion
de compacidad para asi mostrar que toda variedad abstracta es difeomorfa a alguna subvariedad
contenida en un espacio Euclideo de dimension 21 + 1.

TEOREMA DE ENCAJE DE WHITNEY 5.4[7] 9]
Toda variedad diferenciable|de dimension n admite un en R?"*1,

Demostracion: Gracias al Teorema 5.3 tenemos una inmersion uno a uno de una variedad M en
R?>"*1, podemos componer con un difeomorfismo de R*"*! a la bola unitaria para obtener una
inmersion inyectifa f : M — R?>"*! tal que |f(x)] < 1, sea p : M — R una funciéon propia (una
funcion continua tal que para cada compacto en su imagen se tiene que su preimagen es también un
compacto), y definimos una nueva inmersion inyectiva F : M — IR*"*? dada como F = (f(x), p(x)).
Ahora volvemos a bajar a R>"*! mediante la composicion con la proyeccion ortogonal 77, : R***2 — H
donde H es el espacio ortogonal al vector unitario a € R?"*2,

Tenemos que 7,0 F : M — H es una inmersion inyectiva para todo a € S?"*! a excepcion de los
polos de la esfera, asi que podemos elegir un vector 4 que no sea ninguno de ellos, ahora dado
cualquier limite ¢ podemos pedir que exista un numero b tal que el conjunto de puntos x € M donde
|t, 0 F(x)| < ¢ esta contenido en el conjunto |p(x)| < b. Con p propia, el conjunto anterior es un
subconjunto compacto de M por lo tanto podemos decir que la preimagen bajo 7t, o F de cada bola
cerrada en H es un subconjunto compacto de M. Ahora mostraremos que 7t o F es el encaje buscado
ya que de no ser entonces existe una sucesion de puntos x; € M tales que |1t 0 F(x;)| < ¢ pero
p(x;) — co. Recordemos que por definicion para todo vector v € R?**2 el vector 71,(v) esta en H por
lo que v —17,(v) es maltiplo de a. Entonces F(x;) — 7, o F(x;) es un multiplo de a para cada i, y por
lo tanto también lo es el vector

F(X,') -7t OF(X,')
p(x;)

w; =

considerando lo que sucede si i — oo.
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por que |f(x;)| <1 para todo i a demas %x(x)’)

por lo cual w; — (0,...,0,1). Por lo tanto cada w; es multiplo de a y también lo sera en el limite y
podemos concluir que a es un polo de S?"*! lo que contradice la eleccion de a.

tiene norma menor a ﬁ se tiene que converge a 0,
1

Luego de ocho afios y mediante el uso de técnicas mas sofisticadas de topologia algebraica las cuales
requeririan la introduccion de Teoria y herramientas para su desarrollo formal, Whitney fue capaz
de obtener la siguiente mejora donde logra demostrar la existencia de un encaje disminuyendo el
numero de la dimension en 1.

Teorema 5.5(Teorema fuerte de encaje de Whitney)[9]|Si # > 0 entonces toda n—variedad admite
un en R?",

Su Demostracion se puede encontrar en [[9]

Gracias a la [Proposicion 2.5 sabemos que una [variedad| es metrizable por lo que tiene sentido
pensar en un encaje isométrico, en 1954 Nash logro mostrar bajo que condiciones es posible esto
combinando el siguiente Teorema con el Teorema fuerte de Whitney en el Corolario 5.2.

Definicioén 2.1[5] Una metrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia
que asocia a cada punto p € M un producto interno (, ), (es decir que es una forma simetrica, bilineal
y definida positiva) en el espacio tangente T, M. Una variedad Riemanniana es la pareja (M, g) donde
g es una métrica Riemanniana.

Definicién 2.2[6] Denotando por e a la métrica usual en R”. Si 1 es una inmersion de una variedad
M entonces la expresion e(du,(v),du,(w)) con p € M,v,w € T,M define una métrica sobre M
denotada como u”e, entonces para que una inmersion u sea isometrica se debe cumplir que u*e = g,
una inmersion o encaje es estrictamente corta si u*e < g.

Teorema 5.66](Teorema de Nash-Kuiper) Sea (M, g) una variedad Rimanniana compacta de di-
mension 1y fo: M — R7 con ¢ > n un estrictamente corto, entonces existe un encaje
isométrico C! que esta CO —cerca de fo, es decir que para cada ¢ > 0 existe un encaje isometrico

f:(M,g)— R tal que ||f — follco < €.
Corolario 5.2[6] Toda n —variedad diferenciable compacta admite un isométrico C! en IR*"
Demostracion: Sea M una variedad diferenciable, Por el Teorema 5.5 existe un f:M — R,

Como M es compacta, basta multiplicar f por una constante suficientemente chica para que sea a de

mas un encaje estrictamente corto. Aplicando el Teorema de Nash encontramos el [ericajel isométrico
de M en R?"
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6. Conclusiones

En este trabajo primeramente se abordaron propiedades de espacios topologicos concluyendo que el
satisfacer Hausdorff, segundo numerable y localmente compacto era suficiente para que en un espacio
topologico existan particiones de la unidad y este sea localmente homeomorfo a un espacio Euclideo,
por ello estas seran las condiciones para que un espacio topologico sea una variedad topologica.

Para conseguir nuestro objetivo era necesario generalizar el concepto de espacio tangente a una va-
riedad para que asi el hablar de un difeomorfismo sobre variedades tuviera sentido, esto se consiguio
por medio de espacios de operadores lineales tomando como base la generalizacion del concepto de
derivada direccional en la Definicion 13; Asi para una variedad M los espacios tangentes los cuales
estan definidos localmente se denotaran como T, M.

Luego conseguimos dar un paso mas al considerar la uni6on de todos estos espacios para generar
una nueva estructura global llamada Haz Tangente de la cual logramos mostrar que su dimension
es 2n siendo n la dimension de M y mostrando que este Haz tangente posee estructura de variedad
diferenciable por lo que el Haz Tangente posee a su vez un Haz Tangente a el de dimension 4n y
asi sucesivamente dandonos a entender que toda variedad esta rodeada por una variedad aun mas
grande al igual que sucede con las variedades contenidas en un espacio Euclideo. Los resultados ha
cerca del Haz Tangente los ponemos en practica en la demostracion del Teorema 5.3.

El Teorema de encaje de Whitney se presento como 3 Teoremas distintos en donde cada uno tenia un
objetivo diferente, el primero consiguié mostrar la existencia de un encaje de una variedad compacta
en un espacio Euclideo, el segundo consigui6 aproximarse a la dimensiéon optima de llegada para
el encaje la cual la concluimos primeramente en 21 + 1 mediante el uso del Teorema de Sard, el
tercer y ultimo Teorema logro eliminar la condicion de compacidad alcanzando el cometido de esta
Monografia, el trabajo de optimizar la dimension de llegada del encaje aun no estaba completo ya
que Hassler Whitney luego mostro que la existencia del encaje se podia asegurar en dimension 2n.

En la realizacion de esta monografia se logro dar respuesta a la siguiente pregunta, ;existen variedades
suaves abstractas que no sean difeomorfas a las subvariedades con R” como espacio ambiente para
algin n? concluyendo en un rotundo no y a demas encontrando la dimension de llegada de este e e
incluso mostrando que bajo ciertas condiciones puede existir un e isometrico con en el corolario 5.2.
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