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2. Descripcion

Este trabajo presenta las caracterizaciones de un disefio de una secuencia de actividades para la
ensefianza de las conicas partiendo desde la implementacion de las primeras dos fases de una
Ingenieria Didéctica y la implementacion de algunas de las caracteristicas usadas en la Teoria
de Situaciones Didécticas. Este disefio partid de la realizacién de cuatro tipos de andlisis
(conceptual, didactico, ensefianza actual y de poblacioén) y la consideracion realizada a las
diversas variables didacticas en la Ingenieria.

3. Fuentes

Se referencian 40 documentos, referidos a la Ingenieria Didactica, Andlisis documental,
Investigacion Cualitativa, Concepcidn de las conicas, ensefianza de las conicas y aquellos que
teorizan respecto a la Teoria de Situaciones Didacticas. A continuacion, se relacionan los mas
relevantes:

Artigue, M. Ingenieria Didactica. (1995). En Artigue, M., Douady, R., Moreno, L., & Gomez,
P. (Ed.) Ingenieria didactica en educacion matematica (pp. 33-60). Bogotd, Colombia. Grupo
Editorial Iberoamérica. Disponible en http://funes.uniandes.edu.co/676/1/Artigueetal 195.pdf

Boytchev P. (2012) Virtual Models of Conic Sections. In: Jimoyiannis A. (Ed) Research on e-
Learning and ICT in Education. Springer (pp. 267-281), New York, NY

Margolinas, C. (2008). La importancia de lo verdadero y lo falso en la clase de matematicas (M.
Acosta y J. Fiallo, Trads.). Bucaramanga, Colombia: Publicaciones de la Universidad Industrial
de Santander.

Panizza, M. (2003). Conceptos basicos de la teoria de situaciones didacticas. En M. Panizza, O.
Bartolomé, C. Broitman, D. Fregona, H. Itzcovich & M. Quaranta, B. de Moreno, 1. Saiz, P.
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http://funes.uniandes.edu.co/676/1/Artigueetal195.pdf

Tarasaw and S. Wolman. Ensefar matematicas en el nivel inicial y el primer ciclo de la EGB
(1st ed., pp. 59-71). Buenos Aires: PAIDOS

Sadovky, P. (2005). La Teoria de las Situaciones Didacticas: un marco para pensar y actuar la
ensefianza de la matematica. En Humberto Alagia, Ana Bressan y Patricia Sadovsky (2005),
Reflexiones tedricas para la Educacion Matematica. (pp. 13-66). Buenos Aires: Libros del
Zorzal.

4. Contenidos

En el primer capitulo se presenta la delimitacion del problema, recurriendo a planteamientos
del proceso de construccion del problema, y la pregunta de investigacion; en el segundo se
presentan los antecedentes del estudio; en el tercer capitulo se presentan los objetivos generales
y especificos que tiene el trabajo de grado; en el cuarto capitulo se presentan los referentes
tedricos y conceptuales concernientes a la ingenieria didactica (I.D.) y sus diferentes fases,
haciendo énfasis a las dos primeras fases (analisis preliminar y a-priori); en el quinto se detalla
la metodologia implementada en el trabajo, primero se toma la investigacion documental con el
fin de establecer algunas caracteristicas de los documentos tomados para el disefio de las
actividades, luego de esto se presenta la primera fase de la I.D. (andlisis preliminar) y los
respectivos analisis realizados a lo estipulado en los documentos anteriormente establecidos
para el disefio; en el sexto capitulo se presentan disefios de las actividades creados a partir de
los andlisis descritos en la primera fase de la [.D. antecedidos por la ruta y secuencialidad que
se establece para ellas y, en el ltimo, se plantean las conclusiones y la descripcion de algunas
inquietudes investigativas.

5. Metodologia

Se implementa la revision documental como método de recoleccion de informacidén ya que
como lo plantea Zorrilla (1993, citado por Grajales 2000) este tipo de recursos para las
investigaciones tienen como fin el recolectar una gran cantidad de informacion (como libros,
revistas, peridodicos, memorias, anuarios, registros, codices, constituciones, etc.) para un
posterior procesamiento.

Este procesamiento se realiza a partir lo establecido en los andlisis propuestos desde la
Ingeniera Didéactica (Artigue, 1995) en su primera fase: Andlisis preliminar. En esta primera
fase se encuentran cuatro tipos de andlisis propuestos:

. Andlisis epistemologico de las conicas.

. Andlisis de la ensefianza de las conicas.

. Analisis de los obstaculos, errores y dificultades respecto a las conicas y su ensenianza.
. Analisis de las condiciones del diserio y la poblacion.

vi
Propuesta de actividades para la ensefianza de las conicas desde el disefio de una Ingenieria Diddctica
as.aesd g deuna a.Llaaciice




6. Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo se dividen en tres aspectos:
1. Frente al objeto de investigacion. Donde, entre otras, se concluye que:

Durante la investigacion se pudo observar una adaptabilidad de la fase preliminar de la
Ingenieria Didactica (ID) para los fines del objetivo planteado. Esto permite que la
implementacion de la fase preliminar de la ID sea provechosa para realizar un disefio y
posterior caracterizacion del disefio. Al presentarse una estructura en fases la ID permite
realizar una separacion de acciones necesarias para el disefio y para la implementacion de
actividades en el aula, para el caso de este documento, el uso de anélisis basados en los cuatro
aspectos propuestos por Artigue (1995) permite abarcar factores necesarios para el disefio de
actividades.

2. Frente al uso de teoria del disefio y teoria de investigacion. Donde se concluye que:

A través de la lectura de diferentes documentos donde se ha trabajado tanto el concepto de
conicas como su proceso de ensefianza a estudiantes, se ha determinado que es importante en el
momento del disefio de actividades para la ensefianza de este concepto que no se vea a las
conicas como algo externo a la realidad, sino que es un concepto inmerso en la misma realidad
de los estudiantes y que este concepto pueda llegar a ser (potencialmente) en un impulso a
estudio de otros objetos matematicos, siendo las conicas herramientas para el desarrollo de
estos y otros objetos matematicos.

3. Frente a la caracterizacion de disefio de actividades para la ensefianza de las conicas.

Entre las conclusiones mas relevantes se encuentra:

Se debe enfatizar las actividades hacia un puente desde la perspectiva geometria hacia la vision
de la conica desde lo algebraico. Esto debido a que, si bien se puede realizar actividades para
introducir la nocién de curva conica, es necesario en algun punto que el estudiante pueda ver a
la conica, sus caracteristicas y propiedades tanto de una forma geométrica como de una
algebraica.

Ademas, se presentan algunas consideraciones para futuras investigaciones sobre el disefio de
actividades para la enseflanza de las conicas

Elaborado por: | Juan Carlos Beltran Garcia ~ juancarlosbeltrangarcia@yahoo.com.co
Revisado por: | Luis Angel Bohorquez Arenas angel.bohorquez@gmail.com
Fecha de elaboracion del Resumen: 28 02 2019
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Introduccion

En este documento se presenta la construccion y disefio de una secuencia de actividades
en la que se implementan artefactos concretos para la comprension de la conica desde las
diferentes interpretaciones que tiene, lo cual tendra en cuenta una revision sobre el
concepto de la curva cénica y de una observaciéon de su proceso de construccion
histérica. Los principios en los que se basa la creacion de esta propuesta de trabajo
obedecen a la problematica del como ensefar un concepto como la conica en un proceso
diferente al mostrar la curva y dar el trabajo desde la férmula algebraica, segun los
referentes nacionales (MEN, 2006) dan como primordial la ensefianza de este concepto

desde lo matematico y en diferentes contextos disciplinares.

Hay que considerar que la forma algebraica de la codnica como centro de la ensefianza del
concepto desconoce no solo a la conica como curva conica y lugar geométrico, sino que
difiere de la construccion historica sobre la cual fue trabajada. La observacion de dicha
construccion (Gonzélez, 2004) permite al docente dar cuenta de sobre los obstaculos y
errores que se pueden dar en el aula, ademas el reconocimiento de la historia de un
concepto permite a su vez dar aportes desde los problemas que llevan al uso de un
concepto en especifico, entre los que se encuentran la implementacion de herramientas

diferentes a las clasicas para la construccion de curvas.

Este trabajo tiene entonces como objetivo el disefiar una secuencia de actividades desde
la resolucion de problemas y la implementacion de artefactos mecdnicos para la

ensefianza de la conica como lugar geométrico.
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Capitulo 1

Situacion Motivadora

Dentro de las instancias normativas colombianas (MEN, 2006) se propone la ensefianza
de las secciones conicas desde lo visual, grafico y algebraico, y a partir de estas formas
de reconocer las conicas ser capaz de identificarlas en diferentes sistemas de coordenadas
y aplicadas en diferentes contextos. Sin embargo, estas normas muestran una predileccion
sobre la manera algebraica de las conicas, dejando de lado la forma visual o grafica de las
conicas, estas ultimas en especial son usadas en su mayor parte como apoyo visual de la
representacion algebraica. Esto se puede evidenciar en la misma forma en que estan
escritos los estandares, ya que hacen uso de coordenadas cartesianas y polares, que no
son mas que formas de escribir las formulas de las secciones conicas, restando
importancia a las caracteristicas mismas de las curvas que se pueden observar.

Otro de los problemas vistos desde los estandares es sobre los procesos de construccion
de las conicas, pues estos son en cierto punto ignorados o limitados a ser explicados
como los diferentes tipos de cortes que se realizan a un cono. Asi se desliga los procesos
de construccion historicos de estas curvas.

Es usual que en las comunidades de educadores matematicos exista una necesidad de
indagar sobre como ensefar los conceptos asociados a esta disciplina, de tal forma que
sean comprendidos realmente por los estudiantes. Este hecho, se evidencia, por ejemplo,
en las investigaciones de Sadovsky (2005) quien indaga sobre las miradas y desafios que
trae consigo el proceso de enseflar un concepto en matematicas. En esta investigacion se
concluye que dar respuesta al interrogante de ;Como ensefiar? Hace referencia a un
proceso de construccion social de las matematicas.

Gonzalez (2004) realiza un analisis sobre como la historia de las matematicas es fuente
para la ensefianza, mencionando que los procesos de reconstruccion historica permiten al
docente no s6lo observar dificultades y obstaculos que se pueden evitar al analizar la
historia de estos procesos, sino que ademas permite dotarse de herramientas para el
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proceso de ensefianza. En esta vision socio cultural e histérico se ha mantenido constante
la pregunta ;Como aprenden los estudiantes?

Gracias a estos cuestionamientos muchos autores han creado y desarrollado metodologias
de ensefianza como respuesta. Uno de estos autores es el mismo Gonzalez (2004), quien
en varias investigaciones ha mostrado consideraciones a la ensefianza de conceptosl a
partir del estudio y reconstruccion historica de estos conceptos.

Otro autor que propone algunas consideraciones para la ensefianza de las conicas es
Boytchev presentada en el e-Learning y TIC en educacion presentado en la Springer de
New York en el afio 2012. En este documento se muestran algunas actividades generales
para la comprension de las conicas a partir de la implementacion de algunas herramientas
concretas. Durante el documento Boytchev presenta algunas estrategias para la ensefianza
de las conicas dependiendo de las herramientas implementadas mostrando a su vez
potencialidades y defectos que tiene cada herramienta en los diferentes momentos de la
ensenanza.

Reconociendo el proceso de reconstruccion historica como fuente primaria de
conocimiento para la enseflanza de las matematicas se toma uno de los conocimientos
que han presentado estos cambios y que en palabras de Speranza (1994) se convierten en
revolucionarias. Las conicas se han presentado siempre en constante estudio desde Las
conicas de Apolonio hasta La Geometria de René Descartes, y dentro de este proceso ha
mantenido una gran cantidad de cambios tanto en su concepcion como en su tratamiento
y su uso, comenzando con la resolucion de los tres problemas griegos, hasta el uso dado
por Kepler (movimientos celestes) o Fermat (méximos y minimos).

Por estos motivos es que se centra la mirada en las curvas conicas, en especial en la
conica ya que esta curva se presenta no solo en el ambito matematico clasico (de dar
respuesta a un problema en especifico) sino en otras ramas de las ciencias como fisica y

astronomia.

! Entre ellos el concepto de derivada, en el cual se ha centrado en sus ultimas investigaciones.
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Asi pues, es importante mencionar que las curvas conicas, en especifico la conica, han
presentado cambios en su concepcion y construccion desde los estudios griegos hasta los
trabajos entre el siglo XV y XVIII en los que se muestran artefactos para la construccion
de las conicas (tales como los elipsografos de Van Schooten). Sin embargo, las
comunidades educativas no reconocian este tipo de artefactos como herramientas
matematicas sino como mecanicas2. Siendo reconocidas entonces, a partir de los escritos
de Descartes en la Geometrie, pues fue quien logré mostrar las herramientas de
construccion de las conicas como matemadticas, a partir de la simbolizacién de los
procesos en la construccidon y demostracion de estas curvas.

Esto muestra el peso de las herramientas matematicas y su reconocimiento como
validador de conocimiento matematico, evidenciandose la importancia de estas
herramientas en la construccion de conocimiento matematico. Se ha mostrado el uso base
de las herramientas como fundamento en la compresion de conceptos matematicos y los
coémo estas guardan una estrecha relacion con la historia, lo que representa una estrategia
de desarrollo de la ensefanza de la matematica.

El afio escolar en Colombia consta de 40 semanas escolares (aproximadamente 10
semanas escolares por periodo académico o 13 semanas por trimestre académico), en
estas semanas (y en la mayoria de los casos) las instituciones destinan el cuarto periodo
académico (o tercer trimestre) del grado 10° para la ensefanza de las conicas.

Dentro de la labor docente desempefiada, se ha observado que, si bien el tiempo no
siempre es suficiente para dar una explicacion completa y profunda sobre todos los
conceptos y estrategias matematicas, las conicas son especialmente tratadas con

demasiada prisa.

2 Esto debido a que lo que se creia como matematica era lo construible con regla y compas, asi dentro de su
demostracion se hicieran uso de estos instrumentos.
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Sin embargo, es necesario profundizar en este concepto matematico mas alla de la
explicacion de una serie de féormulas matematicas y una serie de ejercicios donde se
limita a reemplazar datos para determinar una ecuacion o funcién (segun sea el caso).
El estudio de las conicas, por ejemplo, es realmente 1til en el trabajo con el movimiento
parabdlico y semi-parabdlico y muchos estudiantes solo llegan a comprender tanto la
utilizacion de las propiedades de la parabola como la manera en la que se encuentra
establecida al momento de usar esta forma de ver la parabola. Otro ejemplo de las conicas
se puede ver el estudio de la dptica y el estudio de los movimientos de cuerpos celestes.
En algunas instituciones se opta por esta via dejando de lado la vision de las conicas y la
explicacion de sus caracteristicas volviendo realmente tedioso para el estudiante aplicar
una formula rigida (que en muchos casos desconoce su sentido o significado) dados
algunos datos.
Actualmente en las aulas de clase se presenta a los textos escolares como Unica
herramienta escolar en matematicas, sobre esta herramienta y los problemas que esta
tiene en las aulas escolares.
Segun algunos estudios relacionados con las interacciones socio-matematicas y la
realidad de la practica matematica en las aulas, también en los paises
industrializados ésta es dominada por la presencia de libros de texto (Bauersfeld,
Krummbheuer y Voigt, 1988; Voigt, 1995; Krummheuer, 1997; Mora, 1998) cuya
concepcion didactica no se ajusta a los principios pedagdgicos y didacticos
orientados hacia el trabajo activo y colectivo de los estudiantes. Los libros de
texto, en la mayoria de las materias y desde el primer ciclo de primaria hasta el
bachillerato, estan concebidos dentro de una estructura rigida, sistematica y
frontal de la educacion matematica. (Mora, 2003, p. 192)
Esto muestra que el libro de texto ha sido concebido desde una vision rigida de las
matematicas, dejando su potencial de herramienta al simple uso repetitivo de material
instructivo de los conceptos, el uso de herramientas por el contrario permite al estudiante
comprender a partir de la génesis del objeto matematico una compresion del mismo. Esto

recae en una diferenciacion de las nociones de matematicas presentes en el laboratorio
5
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matematico, ya que al ser un trabajo con experimentaciones puede arrojar resultados
positivos como resultados no esperados, ademas de diferenciar a la matematica como un
ente no exacto.

Esto crea una duda ;Como se deberia disefar una actividad para que los estudiantes
puedan trabajar las conicas de manera mas “completa”? ya que si bien existen parametros
para la ensefanza las conicas (como textos escolares y referencias como textos
especializados) se centran en la explicacion y aplicacién de una serie de formulas para
determinar las conicas y dejan (en varios casos) una breve introduccion argumentando los
diferentes cortes a un cono o dos para el caso de la hipérbola.

Para finalizar es necesario mencionar que este trabajo con las curvas en las aulas de
clases se presenta de forma tradicionalista, es decir, se presentan desde una vision cerrada
al plano cartesiano y al uso de unién de puntos que pertenecen a estas curvas.

Gonzalez (2004) muestra que el reconocimiento de los procesos historicos en la
construccion de las secciones conicas evita que los estudiantes (en este caso) tengan una
vision empobrecida de éstas. En otras palabras, que no solo se vean las curvas conicas
como unas formulas que son determinadas inmediatamente al observar los cortes del
cilindro o cono. Este reconocimiento histdrico trae consigo el reconocer los diferentes
procesos y construcciones que permiten ver desde lo grafico las propiedades de las curvas
desde lo experimental.

Si bien se encuentran varias propuestas presentadas para la ensefianza de las conicas,
estas en muy pocas ocasiones presentan explicitamente su interés en el uso de ciertas
herramientas concretas como base para su investigacion, dejandolas en muchas ocasiones
como algo que se presenta en una o varias actividades. La concepcion de esta
investigacion es por el contrario el observar los posibles usos de herramientas concretas
para la ensefianza de las conicas, desde su potencialidad y el uso de otras posibles
herramientas para subsanar algunas dificultades que se puedan observar desde el uso de
solo una herramienta.

Lo anterior seria factible desde el uso de la resolucion de problemas, es decir, que el uso

de la concepcion de la resolucion de problemas es la base para la interaccion de los
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estudiantes y algunas herramientas en pro de (re)construir un conocimiento. Si bien
existen muchas interpretaciones de lo que es la resolucion de problemas, tal y como lo
indican Bohorquez y Sanjudn (2008), la interpretacion de lo que es la resolucion de
problemas se aproxima a la mostrada por Schoenfeld (1985, Citado por Bohdérquez y
Sanjuan 2008) y en concreto con el segundo enfoque de la resolucién de problemas
presentado por este.

Es entonces, luego de todo lo anteriormente dicho, que se crea una pregunta que orienta
la investigacion, la pregunta encierra en si misma los aspectos discutidos desde la
necesidad de disefiar y no de implementar

¢ Qué caracteristicas debe tener un disenio de actividades para la ensefianza de las

conicas, con el uso de herramientas concretas y la resolucion de problemas?
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Capitulo 2

Antecedentes y/o referentes

A partir de lo escrito en la seccion anterior es necesario reflexionar sobre la siguiente
pregunta: ;/Qué importancia tiene la creacion de un disefio con estas caracteristicas? Esta
importancia tiene tres grandes pilares: las estipulaciones curriculares, investigaciones
sobre las conicas y las consideraciones sobre la implementacion de disenos.
Sobre el primer pilar es importante recalcar que se basa en lo considerado a nivel
nacional sobre los temas que se deben ensefiar en la educacion secundaria, centrar la
mirada en los estdndares bésicos de competencias (MEN, 2006) da un gran aporte sobre
estas estipulaciones. En los tres primeros estandares del pensamiento espacial y sistemas
geométricos para el ciclo de grado 10° y 11° se menciona:

1. Identifico en forma visual, grafica y algebraica algunas propiedades de

las curvas que se observan en los bordes obtenidos por cortes

longitudinales, diagonales y transversales en un cilindro y en un cono.

2. Identifico caracteristicas de localizaciéon de objetos geométricos en
sistemas de representacion cartesiana y otros (polares, cilindricos y

esféricos) y en particular de las curvas y figuras conicas.

3. Resuelvo problemas en los que se usen las propiedades geométricas de
figuras conicas por medio de transformaciones de las representaciones

algebraicas de esas figuras.

Esto muestra dos grandes cosas respecto a este proyecto, la primera es la necesidad
latente desde los pardmetros curriculares del aprendizaje de las secciones conicas, la
segunda es la poca importancia que se le da a la vision de la conica como lugar
geométrico, ya que en estos estandares se observa que gran parte del trabajo con las
conicas deberia ser con el uso del plano cartesiano. Otro de los problemas que se

presentan en el trabajo con las curvas conicas ocurre cuando se pasa de un trabajo de
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observacion de las secciones conicas desde lo grafico y se pasa a las representaciones
algebraicas inmediatamente.

Dentro del segundo pilar, se han realizado una gran cantidad de trabajos relacionados a la
ensefianza de secciones conicas, tanto en programas de pregrado como de nivel de
maestria. En el nivel de pregrado, por ejemplo, se encuentra el realizado por Gamba,
Cuevas y Puentes (2014) en el que se disefa un objeto de aprendizaje virtual para las
secciones conicas, en el cual se prima la vision de las conicas como lugares geométricos,
pero se incurre en la utilizacion del plano cartesiano para determinar las caracteristicas de
ellas y en la determinacion Cartesiana de las conicas. Si bien es cierto que esta
consideracidon no es en ningin momento deficiente (pues lo explican bien tanto en la
seccion de marco referencia como en la descripcion de los OA y en el programa en si) no
llegan a considerar la caracterizacion de la conica desde su propia construccion,
mostrando que esta vision ha sido dejada de lado asi como su componente historico.

Otro trabajo a nivel de pregrado es el realizado por Beltran (2014), en este documento si
bien no es de interés el realizar caracterizaciones sobre las conicas, si presenta algunas
consideraciones sobre la ensefianza de la derivada en la que hace uso de artefactos
mecdnicos® para su comprension sin la nocién previa del limite. En el capitulo de
conclusiones se menciona que se deben (re)construir por parte del estudiante estas
secciones, describir a partir de la construccion caracteristicas de las conicas, y la
aplicacion del método de méaximos y minimos para la aproximacion de la nocion de
derivada. Es importante resaltar los dos primeros pasos mencionados, la construccion y
caracterizacion a partir de la construccion®, que se basan en la vision histérica de los

procesos de construccion.

3 Como Paraboldgrafos, elipsdgrafos, entre otros.

4 Aunque se presentan solo como ideas, estas tiene coherencia dentro del mismo documento, ya que la
misma construccion permite al sujeto
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A nivel postgradual se resaltan trabajos como los realizados por Bricefio y Cordero
(2008), Cruz (2006), Cortez, Nufiez, y Morales (2013) quienes realizan estudios sobre la
ensefianza de las conicas desde diferentes enfoques y metodologias. En especial trabajos
como los de Cortez, Nuiez, y Morales (2013) han mostrado no solo que la creacion
(diseno) e implementacion de secuencias de actividades es posible sino que han mostrado
resultados positivos, y aunque en este caso en especial se realizaran las actividades para
estudiantes de “Bachillerato” (en la educacion mexicana) es evidencia innegable de su
aplicabilidad en la educacion basica colombiana.

Esto aclarando que la implementacion de estos artefactos (mecénicos) puede llegar a
verse afectada no solo por el cambio de la poblaciéon sino por el mismo enfoque de los
disefios, es decir, Cortez, Nuiez y Morales (2013) tienen como intension de ver la
comprension de la conica como conica a partir de la utilizacion de los artefactos.
Mientras que este trabajo quiere que no solo la reconozcan sino que puedan caracterizar a
esta curva.

El trabajo de Bricefio y Cordero (2008) por su parte dan grandes aportes al presente
documento sobre la Génesis Instrumental (GI) asi como aportes a los conceptos de
artefacto e instrumentos, basados en gran parte en las consideraciones realizadas por
Artigue (2002). Dan gran importancia a la concepcion de este término GI y del proceso
de instrumentalizacidn, este proceso es muy importante al llevar un artefacto como los
elipsografos a un espacio educativo como lo es un salon de clases.

Hasta este punto se ha observado que la implementacion de artefactos mecdnicos a un
espacio de formacién en especifico como lo es el grado 10 de la educacion colombiana
segun lo muestra los estandares basicos de competencias, tiene no s6lo apoyo desde los
trabajos realizados tanto a nivel de pregrado como de postgrado sino que hay
investigaciones que reflejan que es factible y beneficioso para los estudiantes y sus
argumentaciones.

El trabajo realizado por Boytchev (2012) presenta una mirada algo contemporanea al ser
solo cuatro afios de diferencia entre los escritos, de lo que las herramientas concretas

(entendidas como todas aquellas herramientas que mediante el uso de los sentidos pueden
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ser usadas) pueden aportar a la ensefianza de las conicas. En este documento Boytchev
presenta algunas indicaciones generales sobre el como herramientas tales como un vaso
con agua y un haz de luz pueden ser implementadas para diferenciar las diferentes
secciones coOnicas, y como con el uso de otras herramientas se puede complementar las
concepciones de las secciones conicas. Si bien este autor no presenta como tal un disefio
directo de las actividades para la ensefianza de las conicas si presenta algunas
indicaciones generales para el uso de las herramientas y sobre qué tipo especifico de
actividades traerian una mejor comprension por parte de los estudiantes de este concepto.
Es importante resaltar que este documento es parte a su vez de una implementacion de
algunas actividades basadas en estas concepciones e indicaciones generales del uso de las
herramientas, esto da una gran validez a esta investigacion al confluir en la importancia
de realizar actividades para la ensefianza de las conicas con el uso de herramientas de
diferentes tipos (comunes, mecanicas, simuladores, entre otros)

Sin embargo alin es necesario pensar que beneficios trae el disefio de actividades y el uso
de la resolucion de problemas, y es este el tercer pilar de la justificacion

En este tercer pilar centra su mirada en la forma de realizar el disefio de las actividades,
para esto se hace uso de la resolucion de problemas. Existen diferentes posturas de la
resolucion de problemas como lo indican Bohérquez y Sanjudn (2008) en la que se
presentan mas de 8 enfoques de lo que seria la resolucion de problemas y las necesidades
que cumplen, ese documento tiene la intencion de mostrar las concepciones que tienen
los maestros de la resolucion de problemas, lo que muestra y deja en claro lo siguiente :
desde el enfoque de resolucién de problemas que tenga un docente (investigador o no)
planteara situaciones para realizar esta resolucion de problemas. Dicho en mejor modo: el
uso de una interpretacion de la resoluciéon de problemas por un docente afectara
directamente su quehacer docente y las actividades que se lleven a cabo en su ambito
laboral.

Existen muchos ejemplos en las investigaciones de la comunidad docente en la que se
puede reflejar este tipo de acciones y algunos investigadores han centrado su vision sobre

la ensefianza de un concepto desde su propia vision de la resolucion de problemas. Entre
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ellos se encuentra el trabajo realizado por Cruz en 2006, quien realiza reflexiones sobre la
utilidad de la resolucion de problemas en espacios de formacion establece que existe una
fuerte y necesaria relacion entre la Teoria de Situaciones Didécticas y la Trasposicion
Didéactica de Chevallard.

Otro punto importante es la caracterizacion que da Cruz sobre la situacion didactica
(basada en la concepcion dada por el mismo Brousseau), en la que se prima el concepto
de situacion adidactica y la interaccion de tres entes (Conocimiento, Contexto y
Estudiante). Este documento presenta bases para el uso de la metodologia de Resolucion
de Problemas (RP), entre los apartados del capitulo tres del documento de Cruz se puede
determinar las diferencias entre problema y ejercicio (fundamental en el uso de RP), y la
seccion bajo el titulo de Ensefianza Problémica de la matematica (entendiendo que la
concepcion de matematica cambia por matemadticas) presenta un esquema util en la
compresion de RP.

Es relevante mencionar que la implementacion de representaciones tangibles como lo son
los artefactos mecanicos es respaldada en esta concepcion de la resolucion de
problemas®.Panizza (2003) describe cinco tipos de actividades basadas en los diferentes
momentos de aprendizaje que tiene el estudiante, es ldgico pensar que los disefios de
actividad planteados deberian dar cuenta de este proceso y de estas etapas por lo que
nuevamente queda en evidencia la utilidad de implementar este tipo de resolucion de

problemas.

5Ya que no es la Unica concepcidn de resolucidn de problemas presentes en el dmbito educativo.
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Capitulo 3
Objetivos

General:
1. Caracterizar el disefio de las actividades para la ensefianza de las conicas en el

entorno de la resoluciéon de problemas.

Especificos

e Realizar una revision y aproximacion analitica de los aspectos expuestos en la
fase preliminar de una ingeniera didéctica.

e Indagar sobre las diferentes herramientas que permiten el aprendizaje de las
conicas.

e Establecer a partir de los analisis realizados una serie de caracteristicas basicas
que sirvan de insumo para realizar disefios de actividades.

e Disefiar una secuencia de actividades para la ensefianza de las cdnicas con el uso
de herramientas (fisicas, graficas y virtuales) en el entorno de la resolucion de

problemas.
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Capitulo 4

Marco Teorico

En esta investigacion es necesario determinar tres bases tedricas con el fin de realizar un
disefio de actividades para la ensefanza de las cdnicas, ademds en este capitulo se
realizan algunas aclaraciones epistemologicas sobre los términos implementados en el

trabajo y definiciones que se implementan en el mismo disefo.

Ingenieria Didactica (I.D.)
En este apartado se realizard una explicacion sobre la Ingeniera Didéctica y su
caracteristica metodologia de investigacion. Para ello se divide en una seccion sobre los
problemas que trajeron como forma de afrontarlos a la misma Ingenieria y sus
caracteristicas metodologicas basado en el documento de Artigue (1995).
Origenes de la Ingenieria Didactica

Segtin el documento de Artigue (1995), la ingenieria didactica a una cierta forma de
trabajo didactico que se puede comparar con el trabajo realizado por un ingeniero quien
se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control
de tipo cientifico (pag. 41). Ademas de esto, el cientifico debe trabajar muchas veces con
objetos mas complejos que los seleccionados y detallados por la ciencia, y de los cuales
debe considerar y tomar para su trabajo.
Uno de los origenes de la Ingenieria Didactica (I.D.) se establece al afrontar dos
cuestiones fundamentales de la didactica de las matematicas:

e Larelacion entre investigacion y practica en la ensefanza de las matematicas.

e La forma en la que se realizaban las practicas dentro de las diferentes

metodologias de investigacion en la didactica.

Esto se manifestd explicitamente en el texto que presentd Chevallard para la Segunda
Escuela de Verano en Didactica de las Matematicas de 1982, en la que menciona sobre la
importancia que tiene la I.D. dentro de la relacion entre la investigacion y el sistema de
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ensefanza. También se presenta una critica sobre la relacion de la investigacion —

practica y como se concibe en la idea tradicional de innovacidn o investigacion-accion:

Y afnade:

Se ve asi dentro de una ldégica terrible, dentro de un implacable
determinismo, que la ideologia de la innovacién tiende a reducir el
acercamiento al sistema educativo. La innovacion como valor ideologico tan
solo cobra impulso porque la ausencia de una historia cientifica en el terreno
de la educacion otorga libertad a todas las pretensiones (y dentro de ellas a
algunas carencias de posicion, como por ejemplo que el innovador se autoriza
unicamente por si mismo). Junto a lo anterior, pero en un sentido contrario, el
peso de la obsesion innovadora sobre las conciencias y las practicas impide el
“despegue” de una historia en el campo en cuestion. Con esto no se fomenta
que los objetos se constituyan en parte de un saber progresivo. (p.13, citado

por Artigue et al 1995 pag. 34)

Lo esencial es que, al enlazar sin articular dos momentos del proceso
cientifico-técnico (investigacion y accion), se reduce el significado de cada
uno. Uno se deshard de las restricciones que normalmente encuentra todo
proceso de investigacion, al responder que la accion, entendida ante todo
como una buena accion, prima. La accion “implementada” se presentara
como “investigacion” y, por lo tanto, se escapara al juicio de valor al que
sometemos a la mas banal de nuestras acciones. (p. 20 citado por Artigue et al

1995 pag. 35)

Es decir, que desde el punto de vista dado por Chevallard, la misma idea de innovacion y

de que todo puede ser catalogado como valido y que por esta misma idea muchas veces

puede ser eludido de una verificacion posterior al ser vista como un trabajo de accion.

Esto determina ademas que la mala concepcion de la innovacion puede ser causante de la

no conformacion de una serie de bases para realizarse una constitucion de un saber

progresivo.

15

Propuesta de actividades para la enseiianza de las conicas desde el diserio de una Ingenieria Diddctica
m—mnoDUESLA dC dcliViaades Dara ta ensenanza e ta. as.aesd g deuna ALldaclica




Artigue (1995) menciona que esta Ingenieria Didéctica se pasa en la doble funcionalidad
que es llegar a significar unas producciones para la ensefianza basada en una serie de
resultados de investigacion desde metodologias fuera del aula de clase, como una
metodologia de investigacion determinada.
La Ingeniera Didactica como metodologia de investigacion
La ingenieria didactica tiene dos caracterizaciones principales las cuales son el esquema
basado en las realizaciones didacticas en el aula determinado por la concepcion,
realizacion y analisis de la secuencia de ensefianza. Y de la cual se determinan dos
niveles de ingenierias determinadas por la misma importancia de la realizacion didactica
involucrada en la investigacion: Macro-ingenieria y Micro-ingeniera.
La segunda caracterizacion se determina por el registro en el que se ubica y por las
formas de validacion a las que se encuentra asociada, es decir a diferencia de muchas
investigaciones de tipo experimental que se encentran asociadas a una comparacion entre
un grupo de control y un grupo bajo experimentacion y la comparacion de tipo estadistica
de rendimiento la ingenieria didactica se encuentra en los registros de estudio de caso, y
que por ende, tiene una validacion interna desde la confrontacion entre los andlisis a
priori y los andlisis a posteriori.
Sin embargo Artigue (1995) realiza una breve aclaracion para mencionar que los
objetivos mismos de una ingeniera didactica pueden ser diversos y que muchas veces no
son necesarios se rijan sobre un mismo punto de partida, como ejemplo a esto menciona
las investigaciones que tienen como proposito la elaboracion de génesis artificiales de un
concepto determinado e investigaciones que no se cifien a los contenidos. Menciona
Artigue (1995) “la ingenieria didactica es singular no por los objetivos de las
investigaciones que entran en sus limites, sino por las -caracteristicas de su
funcionamiento metodolégico”. (pag. 38).

Fases de una ingenieria didactica
Entre las caracterizaciones que tiene una ingenieria didactica se destaca también la
temporal de los procesos experimentales que realiza. Artigue (1995) las delimita a cuatro

fases que en su concepcion completan el proceso experimental estandar:
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e Fase 1: Anadlisis preliminar.
e Fase 2: Concepcion y andlisis a priori.
e Fase 3: Experimentacion.

e Fase 4: Analisis a posteriori y evaluacion.

Para esta investigacion se realiza un énfasis en las dos primeras fases, esto debido a que
el objetivo de esta es el realizar un disefio de actividades y se limita por ello a este
aspecto, como se menciona anteriormente no todas las ingenierias deben estar bajo los

mismos parametros y es el objetivo quien determina los alcances de las ingenierias

Fase 1: analisis preliminar

Dentro de una ingenieria didactica, la segunda fase y en especial la concepcion no solo se
basa en un cuadro tedrico — didactico general y en los conocimientos didacticos
adquiridos en el campo de estudio, debe basarse ademads en un cierto nimero de analisis

preliminares. Entre los mas comunes, segin Artigue, son:

. El analisis epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza
. El analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos
. El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y

obstaculos que determinan su evolucion

. El analisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion
didactica efectiva

. Y, por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los objetivos

especificos de la investigacion (Artigue, 1995; Pag. 38)

Artigue menciona que este tipo de analisis en la mayoria de publicaciones no es visible o
evidenciable, pero que es retomado en las diferentes fases segun sean las necesidades de
la investigacion realizada, y ademas menciona que este tipo de estudios preliminares se
mantienen como preliminares en un primer nivel de elaboracion. Es importante
mencionar que las exigencias que tiene este tipo de andlisis no son las mismas en cada
investigacion y que depende del objetivo.
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En esta fase se realizan analisis sobre restricciones especificas, Artigue menciona que los
analisis de restricciones se establecen desde tres dimensiones:
. Epistemologica: que se relaciona con las caracteristicas del saber en juego
. Cognitiva: relacionada con las caracteristicas cognitivas de las personas a
quienes se dirige la ensefianza.
. Didéctica: establecida con las caracteristicas del funcionamiento del sistema

de ensefnanza.

Finalmente Artigue presenta comentarios sobre algunas investigaciones de lo que se
resalta dos puntos importantes, no en todas las investigaciones se retoman con la misma
intensidad todos las dimensiones anteriormente sefialadas, sino que es criterio del
investigador determinar sobre cuales dimensiones se centrard para realizar su

investigacion.

Fase 2: concepcion y andlisis a priori.
Esta segunda base se centra en la seleccion de variables de comando que el investigador
determina como pertinentes con relacion al problema estudiado, se realiza dos tipos de
variables de comando:
1. Variables macro-didacticas: que se centran en la organizacion general y global de
la ingenieria.
2. Variables micro-didacticas: relacionadas con la organizacion especifica de la
ingenieria, en términos de Artigue, la organizacion de una secuencia o de una

fase.

Es decir, las variables macro-didacticas son aquellas variables que se encuentran
relacionadas tanto a las situaciones generales que afectan la ingenieria didactica tales
como politicas educativas y la organizacion general presente en las instituciones
educativas (organizacion de las tematicas establecidas para grados y periodos académicos
establecidos para ellas). Mientras que las variables micro-didacticas son aquellas

variables en las que el docente puede intervenir directamente tal como el énfasis de las
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tematicas a trabajar, ademas de ciertas condiciones especificas de la institucion (horario,

intensidad de trabajo,...)

En cada investigacion se realiza una distincion de estas variables y aunque en las
variables macro didacticas no es posible muchas veces realizar algin tipo de distincion
entre las variables, tal y como lo muestra Artigue, las micro-didacticas tienen algunas
distinciones claras como las variables asociadas en el problema y las variables asociadas
con la organizacion y gestion, de las cuales las variables didacticas son grandes
representantes y de las cuales se menciona que son aquellas que su efecto didactico se ha

corroborado.

Teoria de situaciones didacticas (T.S.D)

En esta seccidon se presentan algunos de los aspectos mds relevantes en la Teoria de
Situaciones Didacticas, asi como una descripcion de conceptos determinantes al
momento de aplicarla en una serie de actividades.
Introduccion de la Teoria de Situaciones Didacticas

La Teoria de Situaciones Didacticas, segun se plantea Sadovsky (2005) se presenta como
un modelo para pensar la ensefianza como un proceso que se encuentra centrado en la
produccion de conocimiento matemdatico en el ambito escolar (se entiende ademas que
este conocimiento abarca no solo conceptos, formulas, sino que incluyen a las estrategias
para afrontar un problema matematico). Este modelo se acoge a lo descrito por Piaget
frente a la idea de construccidon del conocimiento y lo complementa considerando que
dicho conocimiento matematico se constituye al reconocer, abordar y resolver problemas,
afiade Brousseau (1986, citado por Sadovsky 2005): “El alumno aprende adaptandose a
un medio que es factor de contradicciones, de dificultades, de desequilibrios, un poco
como lo ha hecho la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se

manifiesta a través de respuestas nuevas que son prueba del aprendizaje” (pag. 18).
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Esto muestra que la idea de Brousseau sobre la Teoria de Situaciones Didacticas se centra
en dos procesos piagetianos importantes: Adaptacion y Asimilacion y esto influye en la
manera que este modelo para la ensefianza se encuentra estructurado.

En la Teoria de Situaciones Didacticas se plantean tres tipos de situaciones que afectan en
la manera que se presenta la ensefianza:

e Situacion no didactica: “Diremos que una situacion es no didactica si nadie la ha
organizado para permitir un aprendizaje. Se trata de un problema que aparece
naturalmente en la vida profesional o personal del sujeto”. (Margolinas, 2008,
pag. 34).

e Situacion didactica: “Es una situacién que se da generalmente en la clase, entre
un profesor y uno o mas alumnos, alrededor de un saber que se enseia |[...]
ademads, en la situacion didéctica, las intenciones de ensefiar y aprender son
claras” (Margolinas, 2008, pag. 35).

e Situacion adidactica:

De estos tres tipos de situaciones, solo se profundizard en las concepciones dadas por
Sadovsky (2005) sobre lo que es una situacion adidéctica, sus condiciones para ser una
situacion de este tipo y su diferenciacion con las situaciones didacticas.

Situacion adidactica
Este apartado quiere realizar una explicacion de lo que es una situacion adidactica desde
lo establecido por autores como Panizza (2003), Sadovsky (2005), Margolinas (2008).
Ademas de realizar una diferenciacion con la situacion didactica y la situacion no
didactica
Acerca de lo que es una situacion adidéactica Sadovsky (2005) muestra que: Una situacion
adidactica consiste en una interaccion entre un sujeto y un medio aproposito de un
conocimiento (pag.22). Es decir que en la situacion a-didéactica interactian tres actores:
los estudiantes, el contexto y el conocimiento matematico.
Para Sadovsky la palabra interaccion constituye en si una relacion de ida y vuelta entre el

estudiante y el medio en el que se encuentra, y menciona que el conocimiento surge en el
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momento en el que el estudiante dialoga con la situacion al plantear un camino de
solucion a la situacion escogiendo una o mas alternativas matematicas y analizar los
resultados para comprobar, rectificar o modificar la estrategia y alternativa matematica
seleccionada.
En una situacion adidactica se pone en juego un medio didactico que permite que el
aprendizaje de los nifios no sea totalmente empirico y que el docente no sea liberado de
toda responsabilidad sobre el aprendizaje del estudiante, ya que él es el encargado de
gestionar el contacto del estudiante con el medio, ademas debe estar atento a las
construcciones que haga el estudiante, mostrando asi que la situacion adidéctica exige
una fuerte participacion del docente.
Sin embargo esto no significa que el docente no pueda ni deba intervenir, Margolinas
(2008) menciona:
En efecto, lo que caracteriza las fases adidactica no es el silencio del profesor,
sino lo que ¢l dice. Todos los que han tenido la oportunidad de ver las grabaciones
de las clases del Centro para la Observacion y la Investigacion sobre la Ensefianza
de las Matematicas, directamente inspiradas por las situaciones escritas por Guy
Brousseau, se han dado cuenta de que las profesoras no estan silenciosas, sino que
hablan e intervienen con frecuencia —pero no al azar—. (Pag.39)
Son las correctas intervenciones del docente quienes permiten que el estudiante tenga una
interaccion con el medio, sin embargo no es prudente que el docente presente un papel
activo dentro de las situaciones adidacticas, mas bien que sea un actor secundario el cual
puede orientar al estudiante para que tengan esa interaccion con el medio en pro de crear

esa necesidad de aplicar una alternativa matematica.

Diferenciacion con situaciones diddcticas y no didacticas
Frente a la diferenciacion entre una situacion de tipo adidactica y no didactica es presenta
una similitud frente al papel que tiene el docente en estas etapas (en la primera como no

interventor directo y en la segunda como actor inexistente), ademas se hace clara debido

Propuesta de actividades para la enseiianza de las conicas desde el diserio de una Ingenieria Diddctica
m—mnoDUESLA dC dcliViaades Dara ta ensenanza e ta. as.aesd g deuna ALldaclica




a la intension de aprendizaje, sin embargo Margolinas realiza la siguiente aclaracion

sobre esta sobre entendida similitud:
El hecho de que una situacioén no didéctica pueda ser al mismo tiempo adiddctica
parece trivial, hasta el punto que algunos quisieran igualar esos dos términos. Sin
embargo, una situacion no didactica no es necesariamente vivida como
adidactica. Para los nifios pequefios en particular, todo es ocasion de aprender. El
hecho de que el universo entero no esté organizado por los padres o los
educadores sino que obedece a una logica propia, es una construccion intelectual.
Las situaciones vividas por el nifio son “institucionalizadas”. (Margolinas, 2008,
Pag.36-37)

Se entiende entonces que si bien en ambas situaciones el papel del docente pasa a un

segundo plano, no necesariamente desaparece en la interaccion del estudiante y el

conocimiento.

Respecto a la relacion entre una situacion didactica y adidactica se menciona que:
Es trivial que una situacion didactica no es necesariamente adidactica. Sin
embargo, una parte de una situacion diddctica puede ser vivida como adidactica.
Podemos incluso afirmar que es necesario que tales conclusiones se produzcan,
[...] Notemos primero que hay fases adidacticas (o por lo menos asi se espera) en
todo proceso de ensefianza. El profesor que propone un problema de matematicas
a sus alumnos espera que ellos lo resuelvan, por lo menos en parte, como
“matematicos”.

Anade:
Podemos ir alin més lejos: reconocer una situacion como adidactica no es natural,
y el trabajo de establecer tales situaciones es un trabajo didactico. Incluso
pensamos que uno de los roles fundamentales del profesor consiste en establecer
una relacion adidactica entre el alumno y un problema matematico. Margolinas,
2008, Pag.38)

Queda clara la diferenciacion entre una situacion adidactica y una didéctica, pero al

mismo tiempo se aclaran las interacciones de estos dos tipos de situaciones en unas fases
22
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de interacciones entre el estudiante y el conocimiento con el papel del docente en cada

una de estas.

Tipologia de situaciones didacticas

Respecto a las tipos de situaciones, Panizza (2003) determina 3 tipos de situaciones

didacticas presentes en la teoria de situaciones didacticas:

“Situaciones de accion: el alumno debe actuar sobre un medio (material, o
simbolico); la situacidon requiere solamente la puesta en acto de
conocimientos implicitos.

Situaciones de formulacion: un alumno (o grupo de alumnos) emisor debe
formular explicitamente un mensaje destinado a otro alumno (o grupo de
alumnos) receptor que debe comprender el mensaje y actuar (sobre un
medio, material o simbolico) en base al conocimiento contenido en el
mensaje.

Situaciones de validacion: dos alumnos (o grupos de alumnos) deben
enunciar aserciones y ponerse de acuerdo sobre la verdad o falsedad de las
mismas. Las afirmaciones propuestas por cada grupo son sometidas a la
consideracion del otro grupo, que debe tener la capacidad de “sancionarlas”,
es decir ser capaz de aceptarlas, rechazarlas, pedir pruebas, oponer otras

aserciones” (pag. 10-11)

Ademas se presenta una fase de institucionalizacion donde el estudiante con la

intervencion directa del docente toma las validaciones de la informacién recolectadas por

los estudiantes en las situaciones de validacion y las ponen en una puesta en comUn y asi

presentar estas validaciones como conocimiento matematico puro.
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Capitulo 5

Marco metodologico
Investigacion Documental
Para esta investigacion se opta por la investigacion cualitativa, que segin la define
Creswell (1998, citado por Vasilachis, 2006):
[...] es un proceso interpretativo de indagacién basado en distintas tradiciones
metodologicas —Ila biografia, la fenomenologia, la teoria fundamentada en los
datos, la etnografia y el estudio de casos— que examina un problema humano o
social. Quien investiga construye una imagen compleja y holistica, analiza
palabras, presenta detalladas perspectivas de los informantes y conduce el estudio
en una situacion natural. (Pag. 2)
La investigacion cualitativa permite interpretar resultados de aplicaciones metodologicas,
como en este caso el disefio de una secuencia de actividades, con el fin de analizar su
validez y posibilidad de aplicacion, esto se puede decir ya que una de las caracteristicas
de este tipo de investigacion es la capacitacion o reconstruccion de un significado,
matematico en este caso.
Este trabajo se basa en dos tipos de investigacion: la investigacion documental y el
estudio de caso, la investigacion documental es aquella que se realiza a través de la
consulta de documentos (libros, revistas, periddicos, memorias, anuarios, registros,
codices, constituciones, etc.). La de campo o investigacion directa es la que se efectia en
el lugar y tiempo en que ocurren los fendmenos objeto de estudio. La investigacion mixta
es aquella que participa de la naturaleza de la investigacion documental y de la
investigacion de campo. (Zorrilla ,1993:43, Citado por Grajales, 2000).
Pena y Pirela (2007) por su parte mencionan que el proceso de analisis documental se
presenta como via para que se facilite el acceso a las fuentes de informacion, Vickery
(1970: 154, citado por Pena y Pirela 2007) sefial6 que entre los métodos de recuperacion

como el analisis documental deben responder a tres necesidades informativas:
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e Conocer lo que otros pares cientificos han hecho o estan realizando en un campo
especifico;
e Conocer segmentos especificos de informacion de algin documento en particular;

e Conocer la totalidad de informacion relevante que exista sobre un tema especifico

(p. 58).

Para este trabajo se establecera el segundo aspecto dado por Vickery (1970, citado por
Pena y Pirela 2007) como base del trabajo del analisis documental, esto debido a la
imposibilidad fisica de realizar una indagacion sobre la totalidad de la informacion sobre
las conicas y los demas aspectos puestos a consideracion, ademas el revisar los avances
de los demas pares académicos, sin llegar a realizar una restriccion (lo cual empobreceria
el trabajo) seria demasiado arduo y por si mismo seria un trabajo de investigacion como
estado del arte.

Esta investigacion toma, en términos de Grajales (2000), un ambito de investigacion
mixta, sin embargo no se toma totalmente ya que si bien se toman aspectos de la
investigacion documental no se limita a ello y sin embargo tampoco se cierne en una
idealizacion de aplicar un estudio de caso.

Mas bien, crea una relacion de una investigacion documental para recopilar una serie de
datos importantes para la caracterizacion de un concepto desde varios aspectos
(determinados a partir de la primera fase de la [.D. que se mencionaran posteriormente) y
una primera fase del estudio de caso ya que como se muestra en este documento los
analisis de una poblacion permiten crear una serie de “variables didacticas”, término
implementado por Artigue (1995) para determinar las condiciones de una cierta
poblacion para delimitar todas las posibles condiciones y alteraciones que puedan tener
estas condiciones que pueden ser afectadas por la mediacion del docente en el aula. Sin
requerir (0 no en esta investigacion) una aplicacion total en la poblacion y centrarse en un
disefio de actividades para que dadas ciertas condiciones se pueda llevarlas a la practica.
Aunque se trata de un disefio de actividades, la investigacion documental es importante

en este trabajo, ya que es a partir de este estudio que se recolectan datos importantes para
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el diseno de las actividades (para ejemplo: los tipos de problematicas que llevaron al
estudio de las conicas). Ademads al considerar el peso histérico que se muestra en este
documento, incluyendo la implementacion de artefactos mecdnicos, este tipo de
investigacion es necesaria como fase previa a la misma construccion de los disefios.
Sobre el segundo tipo de investigacion sobre el que se basa este trabajo es el estudio de
caso, en este y segiin como lo menciona Yacuzzi (2005) este tipo de investigacion se
selecciona después de considerar tres aspectos importantes:
(a) El tipo de pregunta de investigacion que se busca responder, (b) el
control que tiene el investigador sobre los acontecimientos que estudia, y
(c) la “edad del problema”, es decir, si el problema es un asunto
contemporaneo o un asunto historico (Pag. 6)
Segun el tipo de trabajo que se presenta en este documento (el cual indaga sobre las
caracteristicas de un disefio de intervencion en el aula), que al ser un disefio no se tiene
mayor control de la situacion al momento de aplicar dichas actividades, y que este disefio
se tiene pensada para una poblacion en especifico y de caracter actual. Este trabajo se
acopla en este tipo de estudio de caso, en tanto se desean aplicar diversas pruebas piloto
que permitan determinar la conveniencia o no de las actividades propuestas en el disefio.
El documento de Paz (2003) muestra que cualquier investigacion cualitativa se encuentra
caracterizada por las siguientes fases, que se evidenciaran en el trabajo de la siguiente
manera:
1. Definicion de un problema: que a este momento se encuentra ubicado en la
posibilidad de realizacion de un disefio de secuencia de actividades para la ensefianza de
la seccion conica como lugar geométrico desde la resolucion de problemas.
2. Disefio de Trabajo: esta seccion se realiza al momento de incluir la utilizacion de
artefactos matematicos para la ensefianza de esta seccion conica. Ya que esta requiere
pensar en el tipo de intervencion de estos artefactos, asi como las intervenciones e
interacciones de los estudiantes y docentes con estos artefactos (replicacion,

manipulacion,...). Es decir, la creacion del disefio mismo de actividades.
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3. Recogida de datos: en todo disefio es necesario observar la aplicacion de los mismos,
para ello la realizaciéon de pilotajes que permitan observar: las acciones de los
interventores de la actividad, la pertinencia de las mismas actividades para la ensefianza
4. Analisis de datos: una vez observados estos pilotajes, se espera analizar los resultados
de los mismos apuntan a errores y/o dificultades en el disefio de la actividad o en el
disefio de las intervenciones esperadas por los actores del disefio, con estos analisis
(varios ya que no se puede pensar que en un solo andlisis se pueda observar cada una de
las interacciones realizadas en una sesion) se determinaria si es necesario redisefiar la(s)
actividad(es) con el fin de menguar® las dificultades observadas respecto a los items
anteriormente mencionados.

5. Informe y validacion de la informacion: se espera que esta fase de trabajo de cuenta
del disefio final a presentar, ya que al realizar las modificaciones respectivas a los disefios
de las actividades se esperaria que quedaran adecuadas para su presentacion.

Con estas fases ya descritas, es claro que no solo la investigacion cualitativa permite
como metodologia de trabajo dar solucién a la pregunta planteada sino que sus dos tipos
de investigacion (investigacion documental y el estudio de caso) permiten dar orden y
secuencia del mismo documento.

Siendo este el objetivo es necesario considerar una metodologia acorde al objetivo de la
investigacion, entre las diferentes metodologias observadas se destaca la ingenieria
didactica como metodologia viable para realizar el disefio.

Ingenieria Didactica (ID)

Esta metodologia se adopta por dos grandes motivos, el primero la interpretacion de

Artigue (1995) sobre la importancia y origen de la ingenieria didactica, el segundo

6 Se describe como menguar ya que es ingenuo pensar que al realizar modificaciones a una actividad esta
quedaria “limpia” de dificultades potenciales. Esto debido a que varias veces no es el disefio mismo de la
actividad la que puede llevar problemas a su aplicacién, cada actor puede afectar la aplicacidon de un
disefio de actividades.
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motivo se deriva de lo escrito por Douady (1995) en la cual se deja en claro el punto de
vista de la ingenieria didactica en la pedagogia.
En el documento de Artigue se hace una explicaciéon no solo del nacimiento de la
ingenieria didéctica asi como la interpretacion de esta como metodologia de investigacion
en educacidn, sino que muestra a su vez las etapas de esta metodologia. En la ingenieria
didactica a estas etapas se les llama fases y estas se encuentran dividas en los grandes
aspectos que conforman la ingenieria didéctica: disefio, implementacion y analisis de la
implementacion. En el caso de esta investigacion se resalta el trabajo con las primeras
fases de la ingenieria, e/ andlisis previo y el andlisis a priori.
Sobre el analisis previo es importante mencionar los aspectos referenciados por Artigue
(1995) respecto a lo que representa un andlisis previo dentro de la ingenieria didactica.
Segun lo menciona, esta fase metodologica se encuentra basada en una serie de analisis
teoricos y didacticos que se pueden dividir en estos andlisis que se presentan en la
mayoria de las investigaciones:

e El andlisis epistemologico de los contenidos contemplados en la

ensenanza
e El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos
e El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucion
e El analisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion

didactica efectiva (Artigue, 1995; Pag. 38)

En términos de esta investigacion se abordan de la siguiente manera cada uno de los
analisis mencionados anteriormente:
e Analisis epistemologico de las conicas.
e Analisis de la ensefianza de las conicas.
e Analisis de los obstaculos, errores y dificultades respecto a las conicas y su
ensefanza.

e Analisis de las condiciones del disefio y la poblacion.
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Sobre este primer andlisis se han tomado dos aspectos importantes, el primero es la
concepcion de las conicas realizada por autores tales como Apostol (1988), Lehmann
(1992), Kindle, Diez y Vazquez (1970), Larson, Hostetler, Edwards, & Lépez (1989);
entre otros. En dichas concepciones se presentan algunas caracterizaciones para el trabajo
realizado en estos documentos. El segundo aspecto de este primer analisis tiene que ver
con un barrido historico sobre la evolucion de las conicas (desde las concepciones
realizadas por Apolonio de Perga hasta las consideraciones realizadas por René
Descartes).

En el segundo andlisis propuesto se muestran algunas recomendaciones para la ensefianza
de las conicas, principalmente tipos de actividades propuestas por Boytchev (2012), en
estas actividades se presenta la implementacion de algunas herramientas tales como un
vaso con agua, balones y luz, entre otros; y herramientas mecénicas como lo son el
“Trammel de Arquimedes”, elipsografos, e hiperbolografos. Ademdas de esto, se
presentan algunas reflexiones sobre algunos libros de textos guias en los que se muestran
apartados sobre la ensefianza de las conicas, con el fin de observar algunas
caracterizaciones de ellos.

El tercer aspecto a analizar son algunos obstaculos, errores y dificultades que pueden
tener los estudiantes al momento de trabajar con las conicas, para eso se hace uso de
autores como Godino (2003), Rico (1995) se describe a partir de estos, algunos sobre los
cuales se centrara la mirada por su facilidad de caer en é€l.

Finalmente el ultimo aspecto a analizar es el referente a la poblacion sobre la cual se
basara el disefio de las actividades; esto con el fin, segin Artigue (1995), de concretizar

el disefio a una poblacion real y cubrir esta variable social.

El primer analisis sufre un cambio nominal de Analisis epistemoldgico de las conicas,
debido a que realizar un analisis de tipo epistemoldgico no seria posible realizarlo bajo
las condiciones de espacio, sin embargo se realiza el analisis conceptual de las conicas,
entendido como el analisis de la definicion de las conicas (dadas sus diferentes

interpretaciones) postuladas en diferentes textos de matematicas y calculo. Respecto al
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segundo analisis (de la ensefianza de las conicas) es necesario mencionar que se ha
determinado tres aspectos a indagar en la documentacion, los cuales son: intervenciones
en el aula con herramientas tangibles o simulaciones, Diserios de actividades
innovadoras en el aula, la resolucion de problemas como eje central de las actividades.

Esto debido a que estos aspectos son de gran relevancia para el trabajo de grado.

Finalmente, para el cuarto andlisis es necesario realizar indagaciones sobre las
condiciones que se tienen de la poblacion sobre la cual se disefa, sin embargo dado que
el disefio deberia ser posible de replicar, las condiciones en este aspecto se centraran en
las directrices generales de la educacion colombiana y algunas consideraciones sobre

manuales de convivencia.

Ya se han determinado fuentes documentales a partir del proceso de recoleccion de la
informacion del cual se determina la siguiente tabla de informacién con las limitaciones

de las busquedas realizadas:

Aspecto Aproximacion Ensefianza de las | Obstaculos errores 'y
historica de las | conicas dificultades respecto a las

Filtro conicas conicas y su ensefianza
Filtros Documentos que | Temporalidad del | Temporalidad del
Principal presenten un | documento: solo | documento: solo

sobre las conicas. Que | afios 2005 y 2015 2000 y 2015
sean de recorridos

historicos de primera

categoria

desarrollo historico | documentos entre los | documentos entre los afios

30
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Filtros Aplicaciéon de motor | Aplicacion de motor de | Aplicacion de motor de
secundario de  busqueda: se | busqueda: se | busqueda:
seleccionan seleccionan documentos | misconcepciones, conicas,

documentos bajo las | bajo las  palabras: | ensefianza, errores coénicas,

palabras: Historia, | conicas, ensefianza, | dificultades conicas,
conicas, History, | herramientas mecanicas, | obstaculos conicas,
conics. Barrera idiomatica: solo | Barrera idiomatica: solo

Barrera idiomatica: | documentos en espafiol | documentos en espafiol e
solo documentos en | e ingles ingles

espafiol e ingles

Tabla 1. Cuadro explicativo de los filtros aplicados a las fuentes documentales.

Dada las condiciones propuestas en la tabla anterior, se han determinado los siguientes
documentos para la busqueda de informacion relevante para los analisis a realizar. Boyer
(1986) realiza un recorrido historico practico de los hechos més relevantes que provocan
o estimulan avances matematicos en diferentes periodos de tiempo, dentro de los
apartados del documento se presentan secciones destacadas sobre las conicas, su origen y
momentos de desarrollo importantes de este concepto. Adicional a este documento se ha
indagado en el documento de Bell (2009) en el cual se hace un recuento historico sobre
las diferentes acciones a través de la historia sobre los conocimientos matematicos, es
importante resaltar que aunque ambos documentos son de tipo historico difieren en coémo

se presentan dado su énfasis.

Analisis segun la Ingenieria Didactica

Analisis respecto a lo conceptual de las conicas

Definicion de las conicas en textos de matemadticas y calculo

Lo presentado en diferentes libros de geometria analitica (Lehmann 1992; Kindle, Diez y
Viazquez 1970; Larson, Hostetler, Edwards, & Lépez 1989; Stewart, Redlin, Watson

2012) muestra distintas formas de abordar las conicas. Larson y otros (1989) muestran
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tres formas de introducir las conicas, la primera es la explicacion griega de las conicas
como intersecciones entre conos y planos, la segunda es la introduccion en términos de la
ecuacion general de segundo grado, y la tercera forma (y la que seleccionan los autores
para el documento) es desde la concepcion de lugar geométrico en la que presenta las
condiciones y la formula candnica de cada cénica. Este tipo de introduccion a las conicas
fue usada por Kindle y otros (1970).
En términos de los Larson y otros (1989) las secciones conicas estan definidas de la
siguiente manera:
Una parabola es el conjunto de todos los puntos (x, y) que son equidistantes de una
recta fija (directriz) y un punto fijo (foco) no perteneciente a esa recta. El punto
medio entre el foco y la directriz es el vértice, y la recta que pasa por el foco y el
vértice es el eje de la parabola.
La forma candnica de la ecuacion de una pardbola con vértice (h, k) y directriz y =
k —pes:
(x —h)? = 4p(y — k) (p. 901)

Figura 1. Representacion de una elipse con sus aspectos basicos

'Centro Vértice
i

i
™Eje menor

Una coénica es el conjunto de todos los puntos (x, y) cuya suma de distancias a dos
puntos fijos distintos (focos) es constante (Figura 9.7). La recta que une los focos
corta a la conica en dos puntos llamados vértices. La cuerda que une los vértices es
el eje mayor, y su punto medio es el centro de la conica. La cuerda perpendicular al

eje mayor por el centro es el eje menor de la conica.
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La forma canodnica de la ecuacion de una conica, con centro en (h, k) y ejes mayor

y menor de longitudes 2a y 2b donde a > b, es
(x-hn? (-k)?
az Tz

(x—h)?  (y-k)* _
b2 az

1 El eje mayor es horizontal

1 El eje mayor es vertical (p.904)

Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos (x,y) cuya diferencia de
distancias a dos puntos fijos distintos (focos) es constante (Figura 9.12). La recta
que pasa por los dos focos corta a la hipérbola en dos puntos llamados vértices. El
segmento que une los vértices es el eje transversal, y su punto medio es el centro de
la hipérbola. Una propiedad caracteristica de la hipérbola es que su gréfica tiene
dos ramas separadas

La forma canonica de la ecuacion de una hipérbola con centro en (h, k) es

x-h? O-k?*_
a? bz

1 El eje transversal es horizontal

x-m? -k?*_
b2 a?

1 El eje transversal es vertical (P.912)

Breve introduccion a la evolucion historica de las conicas

Las conicas se encuentran entre los conceptos mas implementados en la matematica
moderna, sin embargo sus origenes son de los mas antiguos, la civilizacion griega (segin
lo muestra Boyer, 1986) fue de las primeras en determinar la necesidad de hacer uso de
estos conceptos matematicos.

El altar de Apolo y los tres problemas griegos

El primero de los problemas cerca del afio 428 A.C. , tal y como lo indica Boyer (1986),
se origin6 al consultar el ordculo de Apolo de Delos sobre el como detener la peste que
en ese momento asolaba a Atenas, este ordculo determin6 que la peste se detendria si se
construia un altar a Apolo que fuese el doble del ya construido con forma de cubo, los

atenienses ingeniosamente construyeron un altar con el doble de lado del altar, sin
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embargo la peste no se detuvo ya que se habia errado en la disposicion de Apolo pues
este nuevo altar tenia ocho veces el tamafio original, en vez de dos como se habia pedido.
Esta pequena anécdota es determinada por Boyer para mostrar un posible origen de la
necesidad de trabajar algunas situaciones en las que las construcciones con regla y
compas no eran suficientes para determinar una solucion. Como solucion a este y los
otros dos problemas cléasicos posteriores (triseccion del angulo y la cuadratura del
circulo) varios grandes matematicos griegos determinaron varias estrategias para abordar
su solucion, entre ellos se encuentran algunos cuyas estrategias dieron origen al
reconocimiento y posterior estudio de las conicas.

Boyer menciona que entre estos primeros grandes matematicos se encuentra Hipdcrates
de Chios (diferente al Hipdcrates medico) quien muestra una aproximacién a la
cuadratura del circulo desde su trabajo con la cuadratura de las lunulas, el cual si bien no
dio muchos aportes en términos de que no se encuentra un documento que respalde su
teorema sobre las linulas, como lo muestra Boyer (pag. 99-100), persiste la posibilidad
del uso del reductio ad absurdum en sus procedimientos.

Otro de estos grandes matematicos (sofista como lo describe Boyer) Hipias de Ellis se le
concede el haber desarrollado una curva diferente a la circunferencia (la trisectriz y
cuadratriz de Hipias), la construccidon de esta curva, segiin lo describe Boyer, hace uso de
una herramienta diferente al compas, algo que fue innovador, ademds de que esta nueva
herramienta fue justificante para demostrar una triseccion de un angulo y aunque no se
sabe si tenia conocimiento Hipias, la demostracion de una cuadratura de un circulo.

Estas soluciones y otras posteriores dieron base para el estudio de varias formas
diferentes a la clasica forma del uso de regla y compas. Uno de los més grandes estudios
fue el realizado por Menecmo cerca del 380 A.C. sobre las curvas que se podrian obtener
al realizar un corte especifico a un cono por su generatriz (que posteriormente recibieron
los nombres de Elipse, Pardbola e Hipérbola por Apolonio), estas nuevas curvas dieron
algunas nuevas posibilidades a Menecmo para afrontar el problema de la duplicacion del

cubo.
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Dinostrato, Hermano de Menecmo y condiscipulo de Euxodo, y como su hermano se
encargd de dar solucion a uno de los tres problemas clasicos griegos, como lo ha
mostrado Boyer (pag. 134 -137). En el caso de Dinostrato, el trabajo con la cuadratura del
circulo desde el uso de la cuadratriz dio una posibilidad de solucién a este problema
clasico, pero como a los demads, las normas griegas clasicas de geometria (rectas y
circunferencias) prohibian sus innovadoras formas de ver el problema; asi, estos métodos
quedaron como visiones de los problemas sin ser catalogados como “soluciones”.
Arquimedes de Siracusa

Entre los afios 290 y 247 A.C. Arquimedes, el genio de Siracusa asesinado por la guerra,
el cual a través de su vida ingeniosamente creo varios artefactos mecanicos como la
palanca, la polea, garfios, entre otros; y grandes conceptos como lo son su principio
hidrostatico, ley de la palanca entre otros de tipo astrondmico-matematico. Este genio
también abordd los tres cldsicos problemas griegos y otros problemas con usos de los
diferentes cortes a un cono, ademas de varios calculos centrados en la obtenciéon de
caracteristicas tales como las superficies de algunas cénicas como hipérbolas y elipses.
Estas tltimas con unas estrategias interesantes (similares al método de Riemann).
Apolonio de Perga

Este gran personaje historico de la época helénica, quien compartié con Arquimedes y
Euclides esta distincion, y del cual aun asi ni el mismo Boyer (1986) da con exactitud una
fecha de nacimiento o de defuncion es el primero en nombrar a los diferentes tipos de
corte que se pueden realizar al cono como una seccidon conica y quien determina los
nombres de dichas secciones. En su obra Las Conicas, el cual es un compilado de ocho
obras en las que se habla de las conicas y en el cual se encuentra compilado (segln lo
menciona Boyer 1987) gran parte del conocimiento de la historia.

Calderdn (2013) menciona sobre el texto que los cuatro primeros libros se encuentran en
griego y que gracias a Thabit Ibn Qurra se encuentran traducciones de los libros 6 y 7 en
arabe, la totalidad de los siete primeros libros (ya que el libro 8 se ha perdido en la
historia) se encuentran en latin gracias a los traducciones hechas por Johanms Baptista en

1537 y Giacomo Borelli en 1661.
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Cada uno de los libros planteados en el libro Conicas obedecia a una construccion y
estudio de las conicas de una manera lineal, asi pues segin lo muestra Tapia (2002) los

libros se dividian de la siguiente manera:

L. Modos de obtencién y propiedades fundamentales de las conicas.
II. Diametros, ejes y asintotas.
I1. Teoremas notables y nuevos. Propiedades de los focos.

IV.  Numero de puntos de interseccion de conicas.

V. Segmentos de maxima y minima distancia a las conicas. Normal, evouta,
centro de curvatura.

VI.  Igualdad y semejanza de las secciones conicas. Problema inverso: dada la
conica, hallar el cono.

VII.  Relaciones métricas sobre didmetros

VIII.  Se desconoce su contenido. Tal vez teoremas y/o problemas sobre didmetros

conjugados. (Pag. 23)

En los primeros dos libros Apolonio realiza una explicacion detallada de cada uno de los
cortes de un cono con un plano y como estos cortes generan las conicas, realizar una
distincion entre las conicas circunferencia pardbola y elipse de la conica hipérbola al
mencionar que esta se da desde el uso de dos conos unidos por su vértice. Como lo
muestra Ramirez (2013), para Apolonio cada conica representaba una relacion ente el
plano y las generatrices del cono, en este sentido, la palabra Elipse representa deficiencia
al ser paralelos, Hipérbola es exageracion al ser el plano y dos generatrices paralelas, y la
Parabola refiere a la equiparacion, al ser el plano paralelo a una generatriz.

Ademas realiza diferentes estudios de las propiedades basicas de estas conicas. Boyer
(1987) y Tapia (2002) afirman que el libro 2 de Apolonio sobre las asintotas centro su
mirada en las asintotas de las hipérbolas caracterizdndolas desde las rectas tangentes. En
su libro 3 se realiza un estudio de las propiedades de los focos (entre las proposiciones 45
a 53). Los capitulos 3 en adelante presentan algunos trabajos de Apolonio con las conicas

desde las distancias y angulos, es de aclarar que en estos capitulos se presentan muchos
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de los problemas solubles desde la implementacioén de las conicas y asi como su utilidad
en situaciones y sus semejanzas e igualdades entre dos conicas presentes en el mismo
plano dadas sus propiedades.

Un gran salto temporal

Desafortunadamente y en gran medida a las concepciones religiosas y politicas durante el
auge del cristianismo, se presenta un gran vacio histérico de las conicas, como muestra
Gonzales (2010, citado por Ramirez 2013), la muerte de Hypatia marco el inicio de esta
€poca oscura para las conicas, gran parte de los trabajos en matematicas desaparecieron
cerca del siglo V y no fue sino hasta mediados del siglo XV cuando nuevamente se
retoman trabajos matematicos griegos para un estudio y avance de los conocimientos
matematicos.

El auge de las herramientas mecdnicas

Durante el siglo XV hasta cerca del siglo XVII las conicas fueron implementadas en
diferentes usos, tal cual era el arte, la construccion, y las mismas tareas y actividades
laborales y no solo se limitaban a las conicas, muchas curvas en estos afios fueron creadas
utilizadas y estudiadas. En el caso de las conicas, se presentaba una dificultad clara al
recrear estas curvas: ;json validas las curvas como conicas? Y mas importante ;son estas
conicas partes de la matematica? Esto debido a la creencia clara de lo que son las
matematicas.

Para explicar el porqué de estas preguntas, hay que considerar dos cosas importantes, la
primera es que se tenia en aquella época la siguiente frase de creencia: Lo que no sea
posible construir con regla y compas no es un objeto matematico, en este momento las
conicas entran en su primer problema, no son posibles de construir inicamente con regla
y compas (este fue el origen de estas curvas, la imposibilidad de crear segmentos con
medidas especificas).

Esto para muchos un gran impedimento en la implementacion de estas conicas en el
ambito matematico, para otros fue un impulso claro sobre el camino que debian seguir, es
asi como nacen artefactos mecadnicos que pudieran construir conicas, y para acallar

comentarios sobre la veracidad de las curvas creadas como coénicas, se realizaron
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demostraciones desde lo que era la base de las matematicas: Los elementos de Euclides.
Entre los personajes historicos que resaltan en esta €poca, tanto por la complejidad asi
como la sencillez de su demostracion de conicas se encuentran: Franz Van Schooten
quien en su elipsdgrafo hace uso de proporcionalidad de tridngulos. Otro de los creadores
de herramientas mecanicas fue Bonaventura Cavalieri quien con sus diferentes avances
en campos de la geometria crea su Paraboldgrafo y elipsografo como medio para
demostrar sus aportes en la geometria clasica.

Descartes y la geometria analitica

En el afio 1596 nace René Descartes, quien actualmente es considerado el padre de la
geometria analitica (Boyer, 1986), entre su primera formacion se encuentra el entrar cerca
a los once afios de edad al Collége Henri IV, centro de ensefianza Jesuita, bajo la tutoria
del padre Frangois Fournet y el padre Jean Frangois. Se centré su educacion en tres
aspectos claves para su futuro: Filosofia, Cultura Clésica (Latin principalmente), y
Matematicas. De este ultimo se hara referencia en este documento.

Entre sus aportes principales a la evolucion y cambio de concepcion de las conicas se
encuentra su interés con los lentes y su desarrollo de teorias sobre el comportamiento de
estos tipos de lentes, asi como la construccién y desarrollo de del documento la Optica, el
cual desencadenaria en una de las relaciones mas tensas de Descartes, la relaciéon con
Pierre de Fermat. Segin lo muestran Boyer (1986), Bell (2009) y en un apartado Beltran
(2014) esta relacion fundamento grandes avances de Descartes y de Fermat en un mal
llamado tire y afloje cientifico en el cual cada uno muestra su trabajo como valido e
invalida el trabajo del otro; se aclara que no en un sentido infantil de discusion, sino mas
bien en uno de los més grandes aportes a la comunidad cientifica de la época.

- La Optica

Beltran (2014) muestra en su documento que este fue el detonante de las conversaciones
entre Descartes y Fermat, ya que la Optica de Descartes tiene como fin validar sus
investigaciones sobre el comportamiento de los lentes asi como de las curvaturas de ellos

influenciaba en el comportamiento de la luz y su reflexion y refraccion. Descartes hace
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envio de este documento a la comunidad cientifica de esa época con el fin de recibir
aportes a su documento, y pide a su amigo Marin Mersenne (desde lo mencionado por
Bell, 2009, Descartes y Mersenne mantienen una gran amistad basada en gran medida por
su educacion Jesuita y sus afinidades filosoficas) que envie este documento a todo
interesado en esto. Alli conoce a Pierre de Fermat el cual realiza no solo un aporte sino
que invalida parte de su trabajo al mencionar que se encuentra basado en una mala
concepcion de distancia entre el lente y el observador y ademads sobre el comportamiento
de la lente (Boyer 1986).

- La Geometria

Este documento presentado como apéndice del documento Methodus, en el cual se
presenta una serie de discusiones filosoficas, hace uso de la matematica y de la geometria
para dar analisis y refutar discursos basicos como la inexistencia de Dios. En términos
clasicos matematicos, Descartes hace uso de elementos geométricos y los muestra desde
la concepcion de las ecuaciones bajo el lenguaje determinado por él. Entre los grandes
avances respecto a las conicas, se presenta la conversion de lenguaje algebraico de las
conicas como ecuaciones de segundo grado con dos variables “x” y “p” las cuales se
encuentran en la misma norma dada por Descartes en su plano cartesiano, y determina asi
la posicion de una cénica en un espacio claro y ubicado bajo el plano cartesiano.

Se aclara que aunque Descartes determina la conversion de lenguaje algebraico de las
conicas, en el sentido de dar a una cénica una ecuacion de segundo grado y que cada una
de ellas tiene las caracteristicas de cada conica.

Analisis de la ensefianza de las conicas

Boytchev (2012) con relacion al uso de artefactos mecanicos dice: “There are trends of
bringing the reality back into Math education by constructing and using mechanical tools
that relate to mathematical concepts” (pag. 5). Lo que traducido significaria que: Hay
tendencias de traer la realidad a la educacion matematica mediante la construccion y el

uso de herramientas mecdnicas que se relacionan con conceptos matematicos. Esto
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muestra un interés sobre el uso de este tipo de artefactos para la enseflanza de conceptos

matematicos.

Uso de artefactos mecdnicos en la enseiianza de las conicas

Respecto a las herramientas, existe una gran variedad de herramientas para la realizacién
de representaciones de las conicas conica, pardbola e hipérbola. La Universidad de
Modena 'y Reggio Emilia presenta en uno de sus sitios  web

(http://www.macchinematematiche.org) una gran variedad de estas herramientas (cada

una con un simulador interactivo que permite ver su funcionamiento asi como las
medidas variables, sin embargo se seleccionan las siguientes por su facilidad de
construccion (fisica y simulador) y por la forma de demostracion y la manera de mostrar
sus propiedades:
Elipsografo de Van Schooten:

En la pagina web de la Universidad de Modena y Reggio Emilia se presenta varias
demostraciones desde lo cartesiano, polar y la ecuacion paramétrica. Su demostracion de
basa en la proporcidon de areas, a continuacion se expresa su demostracion a partir de los

datos conocidos presentes en el instrumento:

Figura 2. Representacion en GeoGebra del modelo de un Elipsografo de Van Schooten

Datos conocidos:

GL=a; LF=b; £GLM = £LFN; £MGL = £NLF; £LMG = £FNL
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http://www.macchinematematiche.org/

A partir de esto se puede determinar que los tridangulos GLM y LFN son semejantes
dando una proporcion entre sus lados, y de esto se puede afirmar que:
DN? _NF 2
GL*> LF?
Ahora por medio de la interpretacion y ajuste del teorema de Pitagoras se puede

determinar que NF? = LF? — LN?

Dejando asi a la proporcion anterior como:

DNZ‘LFZ—LN2 DNZ'LF2 LN? DNZ_1 LN?
GL2 =~ LF? GL? "LF?2 LF2 GL2 "~ LF2
Usando nocién comtn 2 de Euclides se puede decir que:
DNZ_l_LNZ_1 LN2+LN2 DNz_l_LNz.1
GL>2 " LF* = LF? LF? ' GI* LF?

Con la realizacion de algunas conversiones es posible mostrar las formulas conocidas de
la conica, dichas conversiones son:
DN=x ; DM=y ; NF?=b?—-y%; GM? =a?—x?
Ahora con estos datos se muestra una explicacion mas actual de lo realizado
x2 b2—y®  x%2 by 2 . y2  x?2 y?
T @R e Ty ety

Paraboldgrafo de Cavalieri:

=1

También se presenta una demostracion de la formula de la pardbola a partir de la misma

construccion, dicha demostracion es mostrada a continuacion:

Lungo la scanalatura rettilinea AK praticata in un piano p scorre un
segmento CK (materializzato in legno o metallo) di lunghezza kprestabilita.
Al suo estremo C e vincolata rigidamente, in direzione perpendicolare a CK,
una asta CV, giacente su. Quando [’angolo retto KCV si muove, trascina con
se un altro angolo retto AVK (materializzato anch’esso in legno o metallo),

che hailati VA e VK costretti a passare, rispettivamente, per i punti A e K.
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Durante il movimento, in ogni istante AVK e un triangolo rettangolo
(variabile) di cui VC rappresenta l’altezza relativa alla ipotenusa e AK
I’ipotenusa. Possiamo applicare ad esso il teorema di Euclide: si ricava
(VC'VC) = (CK'CA) = (k'CA), proprieta caratteristica della parabola.
Ponendo CA =x, VC =y, si puo scrivere: y’=k-x. (Banchelli [AMM)], 2015-
2018)

?Zf}@.
Figura 3. Representacion en GeoGebra del modelo de un Parabolografo de Cavalieri.

Una interpretacion de este escrito muestra la siguiente demostracion:
A4 ACV 2 AVCK

L ACV = xVCK

AC VC AC VC VC CK
VC CK AV VK ' AV VK

AC VC Ve AC VC=VC AC VC =VC
—_——— D — — D N
Ve CK |44 CK CK
C —VC*VC AC * CK vexve CK =2 AC*CK :VC+VC
. = * e — % = * i *
CK CK

Haciendo uso de la notacion actual y considerando la posicion del artefacto respecto a

coordenadas cartesianas se realizan las siguientes convenciones de notacion:
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x=AC;y=VC;k=CK

Dejando como resultado: y? = kx que muestra la trayectoria de una parabola de forma

horizontal.

Hiperboldgrafo anti paralelogramo
Se presenta una herramienta para la creacion de Hiperbolografos a partir del uso de un

anti paralelogramo como se ve en la siguiente figura:

Figura 4. Representacion en GeoGebra del modelo de un Hiperbolografo con antiparalelogramo.
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Analisis sobre los obstaculos, errores y dificultades en la ensefianza de las
conicas.
El proceso de ensefianza de las secciones coOnicas en el aula escolar presenta varias
dificultades, errores y obstaculos cognitivos y didacticos, referentes a los cognitivos se
presentan el conflicto con el uso de simbologia adecuada, del cual Godino (2003)
menciona que este tipo de dificultad se pueden presentar al realizar yuxtaposiciones y
operaciones entre términos desconocidos (uso de las variables x, y) y términos conocidos
(términos h, k). Errores de significado, entre los que Rico (1995) incluye varios tipos de
errores presentes en el pensamiento humano, entre ellos se encuentran los errores
inducidos por el lenguaje o la notacion. Ademas Rico dice que estos errores (de
significado) se presentan cuando los estudiantes ignoran el significado de los simbolos o
conceptos con los que se encuentran trabajando.
Ramirez (2010) por su parte menciona algunos errores y dificultades presentes en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de las conicas, entre los errores presentados por ella, se
encuentran los siguientes:

- El déficit en la comprension de conceptos geométricos basicos como la nocion de
distancia, perpendicularidad, paralelismo, punto medio, entre otros conceptos
necesarios para la comprension de las conicas.

- La desconexion que tienen los estudiantes entre las diferentes representaciones de
un objeto matematico, principalmente la desconexion entre los sistemas de
representacion de funciones y con los cambios de representaciones de las mismas.

- La dificultad para identificar los elementos caracteristicos de cada una de las
conicas a partir de sus diferentes representaciones, asi como de las propiedades
exclusivas de cada una de las conicas.

- La incapacidad de identificar problemas que se encuentren relacionados con las
conicas, asi como no poder resolver dichos problemas haciendo uso de las

propiedades de las conicas.
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- El que los estudiantes no sean capaces de percibir las conicas mas alla de un
conocimiento matematico neto, es decir, que no vean la relacion de las conicas

con la aplicacion de las ciencias y observarlas en la naturaleza.

Fuera de estos obstaculos errores y dificultades, Ramirez (2010) propone algunas
estrategias y medidas para ser consideradas en el proceso de ensenanza-aprendizaje de las
conicas, entre esas estrategias se encuentran:
- Realizar actividades de refuerzo sobre conceptos geométricos basicos.
- El realizar actividades y tareas muy visuales en el que la carga de calculos sea
minima.
- Realizar diferentes representaciones de las conicas y relacionar asi sus elementos
caracteristicos.
- Mostrar a los estudiantes bastantes aplicaciones de las conicas en el ambito
cientifico y como se presentan las conicas en la misma naturaleza.
- Evitar la ensefianza memoristica de las coénicas, de sus propiedades y
caracteristica.
- Ademas realizar actividades donde los estudiantes deduzcan razonadamente las

ecuaciones y propiedades de las conicas.

Como lo menciona Boytchev (2012) existe la necesidad de mostrar a los estudiantes a las
conicas como algo més que los diferentes tipos de cortes a un cono, es necesario que los
estudiantes lleguen a interactuar con ellas ya que esto permite que se logre vislumbrar las
propiedades de las conicas con las que se trabajan.

Ademas que experimentos tales como realizar una conica con la luz de una ldmpara,
dibujar una hipérbola utilizando un hilo de longitud fijo, o construir un mecanismo de
rodadura que genera una conica pueden dar aportes para que el estudiante logre observar
la forma de las conicas y diferenciarlas, pero no permite resolver preguntas como

diferenciar entre una parabola o hipérbola, o calcular los focos de la conica.
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Sobre los errores que se presentan por parte de los estudiantes Brousseau, Davis y
Werner (1986, citados por Rico 1995) mencionan cuatro errores generales presentes en la

ensefianza de las matematicas:

“l. Los errores son a menudo el resultado de grandes concepciones inadecuadas
acerca de aspectos fundamentales de las matematicas.
2. Frecuentemente los errores se presentan como resultado de la aplicacion
correcta y crédula de un procedimiento imperfecto sistematizado, que se puede
identificar con facilidad por el profesor.
3. También los errores pueden presentarse cuando el alumno utiliza
procedimientos imperfectos y posee concepciones inadecuadas que no son
reconocidas por el profesor.
4. Los alumnos con frecuencia inventan sus propios métodos, no formales pero
altamente originales, para la realizacion de las tareas que se les proponen y la
resolucion de problemas”
Es importante considerar estos errores, obstdculos y dificultades enfatizandolos a la
ensefanza de las conicas a un grupo determinado de estudiantes, es por eso que aparte de
estos, de tipo general, se presentan algunos de estos errores, obstaculos y dificultades ya
enfatizados en el trabajo con las conicas. Sobre esto, autores como Pérez y Arrieche
(2009) mencionan algunas dificultades y errores frente a la ensefianza de las conicas:
Entre ellas mencionamos, conflictos en el uso de la simbologia (uso de
variables X o y), errores de significados, problemas para efectuar calculos
numéricos en el conjunto de los numeros reales (adicion, multiplicacion,
division, sustraccion, potenciacion y radicacidon), obstdculos en la
representacion grafica de la conica de centro en el origen y en un punto (h, k),
eje focal, eje mayor, lado recto, eje menor y en la identificacion de los focos.
Otro problema que se evidencia esta relacionado al docente, en cuanto al uso
y adecuaciéon de materiales manipulativos en el proceso de ensefianza

aprendizaje, es asi que el material presentado al estudiante adquiere

Propuesta de actividades para la enseiianza de las conicas desde el diserio de una Ingenieria Diddctica
m—mnoDUESLA dC dcliViaades Dara ta ensenanza e ta. as.aesd g deuna ALldaclica




significado al entrar en relacion con conocimientos anteriores. Pero, para que
esto suceda, el contenido que debe aprender el participante ha de tener
significado en si mismo, ademads, ser potencialmente util para el estudiante.
(pag. 526 -527)
Analisis de la poblacion
En esta seccion, segin lo muestra Artigue (2002), se establecen algunas consideraciones
para la enseflanza de un concepto matematico a partir de las caracteristicas de una
poblacion a la que se aplique, Artigue (2002) menciona que el disefio de una secuencia de
actividades tiene que reconocer a la misma poblacion que se le va a ensefar. Si bien en
este documento solo se propone una secuencia de actividades para la ensefianza de las
conicas, no se tiene considerado aplicar estas actividades a una poblacion especifica, sin
embargo se toma una poblacion como ejercicio de caracterizacion de la poblacion.
Se presenta a la poblacion sobre la que se realiza el disefio la secuencia de actividades
para la ensefianza de las conicas, de este grupo se menciona en la siguiente tabla la

informacion de la institucion sobre la que se realiza el disefo:

Datos sobre la institucion

Nombre de la Institucion | Colegio Centro Lestonnac
Orden de la Compaiia de Maria

Direccion Carrera. 87A No. 84A-81
Jornada Unica
Modelo Educativo Constructivista

Grados en la Instituciéon | De preescolar a grado 11°
Calendario académico A

Tabla 2. Datos basicos de contacto sobre la institucion

La Compaiiia de Maria en la Iglesia y como consecuencia el Colegio Centro Lestonnac
ejerce su accion apostolica de difusion, desarrollo y maduracion de la fe, segin las
diversas realidades, ambientes de los diferentes grupos humanos; es decir, desarrolla sus
actividades especificas aplicando los medios adecuados a cada situacion concreta.

Esta educacion comprende la formacion humana que:
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- Desarrolla armonicamente las condiciones fisicas, siquicas, intelectuales,
morales, axiologicas, espirituales, artisticas, culturales, sociales (educacion
integral).

- Ayuda a adquirir un sentido profundo de la responsabilidad.

- Dirige a la verdadera libertad.

- Forma en la verdad.

- Prepara para la vida comunitaria y para la participacion en la vida social.

- Dispone al didlogo, a la colaboracion y al bien comtn.

La institucion tiene algunas caracteristicas basicas que son importantes al considerar una
secuencia de actividades para la ensefianza de las conicas entre las que se encuentran:

- Horario escolar: de las 6:30 am hasta las 2:00 pm (7,5 horas de clase)

- Tiempo asignado a cada hora catedra: en esta institucion se establece una
jornada rotativa de seis (6) dias, cada uno de estos dias tiene una intensidad
horaria de seis (6) horas catedra de 55 minutos cada una.

- Intensidad académica para el drea de matemdticas en la seccion de media
técnica: tiene una intensidad total de cinco (5) horas catedra, cuatro (4) horas para

la asignatura de matematicas y una (1) hora para la asignatura de estadistica.

Dentro de la institucién se maneja un grupo de estudiantes (femenino) que se encuentran
entre los estratos sociales 2 y 3, esto determina algunas necesidades escolares especificas
orientadas hacia el fortalecimiento académico y espiritual de las estudiantes. Esta
institucion tiene un convenio interinstitucional con el Servicio Nacional de Aprendizaje
(SENA) por el cual se obtiene la doble titulacion: Bachiller académico y el titulo de
Técnico en asistencia administrativa.
Dentro del area de matematicas se establecen algunas consideraciones para la ensefianza
de las conicas:

- Grado asignado para la enseiianza de las conicas dentro de la institucion:

Grado 10°

- Rango de edades de las estudiantes de grado 10°: entre los 14 y 16 afos.
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- Periodo académico para la ensefianza de las conicas dentro de la institucion:

Cuarto periodo

Se muestran los siguientes logros para que (en términos de la institucion) se pueda
determinar que una estudiante ha comprendido las conicas:
e Identifica claramente el concepto inicial de las secciones conicas.

e Representa graficamente las secciones conicas y las interpreta desde su expresion

algebraica.

Se puede establecer a partir de esto una secuencia de actividades para la ensefianza de las

conicas considerando estas condiciones anteriores de la institucion
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Capitulo 6

Caracteristicas del disefio a partir de los analisis realizados

Una vez realizada la indagacion y la recopilacion de informacidon sobre los aspectos
mencionados por Artigue (1995) es necesario realizar un analisis y caracterizacion
posterior sobre los aspectos que deberia considerarse en la creacién de una secuencia de
actividades para la ensefnanza de las conicas.
Respecto a lo conceptual de las cénicas.
Esta seccion se separara seglin se presenta en el capitulo anterior, es decir, se observara el
andlisis realizado sobre la definicion de las conicas en diferentes textos y la indagacion
sobre el proceso de cambio de concepcion de las conicas en la historia.

Definicion de las conicas en textos de matematicas y calculo.
Dentro de lo indagado sobre la definicion de las conicas en libros de texto y libros
académicos de calculo y pre calculo se puede observar que:

1. Tal y como se menciona en gran parte de este trabajo de grado, las conicas se
presentan en un primer momento como los diferentes cortes de uno o dos conos
(caso de la hipérbola) y esta idea se deja asi a modo de introduccion. Luego se
presenta en la mayoria de textos definiciones desde la vision de lugares
geométricos.

2. En varios de los textos de geometria analitica y célculo observados se establece
que las conicas son todos los puntos en el plano que cumplen ciertas condiciones
(diferentes para cada conica) establecidas desde su formula algebraica

3. Se entiende que la mayoria de los textos académicos sobre geometria analitica y
calculo observados tienen una tendencia hacia la operatividad, ya que como se
muestran en textos como los de Lehmann (1992), se observa que luego de la
presentacion de la conica especifica (Circunferencia, Elipse, Pardbola e Hipérbola

respectivamente) se presenta un ejercicio netamente operativo como el que se
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presenta en el momento de presentar el capitulo 4 sobre la ecuacion de la
circunferencia “Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo,
cuyos vértices son (- 1. 1). P; (—=1,1),P,(3,5) y P3(5,—3).” (Lechmann, 1992, p.
101).

4. Textos como el pre calculo de Stewart & otros (2012) presenta una introduccion
un poco mas amplia de las conicas (dado que las presentan desde la vision de
cortes de un cono y anclan al mismo tiempo la vision de lugar geométrico), sin
embargo presentan también la predileccion operacional de las conicas aunque
desde los aspectos analiticos (calculo de formula general desde puntos

caracteristicos de las conicas y viceversa).

De esto se puede concluir que:

1. La gran mayoria de los libros tienen una tendencia operacional de las conicas, es
decir, quieren que el estudiante resuelva situaciones especificas de calculo de
formula o de ubicacion en el plano a partir de su féormula. Esto se puede deber a
una de dos posibles condiciones:

a. El/los autores muestran bases de ejercitacion del conocimiento, por lo que
se deja el papel de explicacion a profundidad al docente y es este quien
debe mostrar en sus explicaciones las diferentes interpretaciones de las
conicas con el fin de llevar a sus estudiantes al uso de libro de texto como
fuente de ejercitaciones.

b. Al ser textos especializados en ciertos temas se asume que quien lo lee
tiene cierto bagaje académico sobre el tema por lo que no se ve
estrictamente necesario realizar una explicacion detallada sobre las
diferentes interpretaciones de las conicas y a su vez centrandose en la
presentacion de ejercitaciones hacia lo operacional de las conicas (uso de

la formula canonica)

Breve introduccion a la evolucion historica de las conicas

Propuesta de actividades para la enseiianza de las conicas desde el diserio de una Ingenieria Diddctica
m—mnoDUESLA dC dcliViaades Dara ta ensenanza e ta. as.aesd g deuna ALldaclica




Dentro de lo indagado en documentos como los de Boyer (1986), Bell (2009), Stewart. 1.

(2008) se puede observar que:

1.

Se presenta tres momentos en la historia de las conicas, el primero se encuentra
desde la presentacion del problema de la pitonisa de Delfos y templo de Apolo y
las primeras soluciones dadas, en este momento se empiezan a dar varias
soluciones a este problema y a los problemas de la triseccion de un angulo y la
cuadratura del circulo.
El segundo momento se presenta en el momento en el que Apolonio de Perga
presenta su obra Las Conicas (recopilacion de obras), en esta obra se presentan
(como lo presenta Tapia, 2002) ocho secciones de las cuales se resaltan:

I Modo de obtencién y propiedades fundamentales de las conicas (capitulo

1)

I Diametros, ejes y asintotas (capitulo 2)

Il Teoremas notables y nuevos. Propiedades de los focos (capitulo 3)

IV Numero de puntos de interseccion de conicas (capitulo 4)

V Igualdad y semejanza de las secciones conicas. Problema inverso: dada la

conica, hallar el cono.

En esta época se presentan algunas respuestas posteriores a los tres problemas
griegos sin embargo se reconoce que el trabajo de Apolonio fue base para realizar
un estudio mas profundo de estas curvas y creacion de otras. Esta época termina
durante la muerte de Hypatia y el inicio de la época denominada “Edad Media”.
El tercer momento de la historia de las conicas se presenta durante el siglo XV
hasta el siglo XVII, en este momento se presentan dos hechos importantes, el
primero es la utilizacion de artefactos diferentes a la regla y el compds para la
creacion de las curvas conicas segun las especificaciones realizadas por Apolonio
en su obra, dichos artefactos fueron creandose a la par de una demostracion de
que su curva generada era en efecto una coénica, ejemplo de ellos son: los
elipsografos de Van Schooten (padre e hijo), el Parabolégrafo y el

antiparalelogramo articulado.
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El segundo hecho importante son los trabajos realizados por René Descartes,
quien en sus diferentes obras (la Géometrie, la Dioptrique, ...) presenta diferentes
aplicaciones de las secciones conicas (usando sus notaciones) en el momento de
observar fenomenos opticos. Entre los grandes aportes realizados por Descartes se
resaltan el hecho de:

a. Realizar un gran aporte sobre la implementacion del algebra en el estudio
de la geometria euclidiana, asi pues se dan bases para las notaciones
actuales y la manera de entender las conexiones existentes en el estudio
del algebra geométrico.

b. Descartes realiza el primer (y quizas mas importante en la historia) avance
sobre la geometria analitica a partir de los trabajos de Apolonio, estos
avances se observan en la implementacion de un sistema de coordenadas
para la observacion de las caracteristicas determinadas en el libro I de Las
Conicas y el poder expresar cada una de las conicas como una ecuacion
que proyecte parte de sus caracteristicas tales como vértices y distancias

determinantes en cada conica.

De esto se puede concluir que:

1.

El surgimiento de las conicas se presenta para dar soluciones a diferente tipos de
situaciones (tal como el templo de Apolo) por lo que para el estudio de estas es
necesario presentarlas mas alld de los cortes de un cono (sin dejar de lado esta
vision de las conicas). La idea de presentar las conicas construidas en un primer
momento y luego llegar a realizar un analisis de sus caracteristicas y propiedades
puede llevar al estudiante comprender de mejor manera la idea de las conicas.

La presentacion de las coénicas en un lenguaje algebraico deberia ser para
concretizar las caracteristicas halladas de las conicas en términos de su
construccion y no al revés. Es decir, la naturaleza de las conicas es mas antigua

que la presentacion en formulas dada actualmente.
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Respecto a la enseiianza de las conicas.

Respecto a esta seccion se toman dos fuentes principales, la primera es el articulo creado

por Boytchev (2012) y el segundo es el compilado de artefactos para crear coOnicas

presentados por la Universidad de Modena y Reggio Emilia. Sobre esto se puede

determinar que:

1.

Las implementaciones de algunos artefactos mecéanicos y no mecanicos en la
ensefianza de las conicas es adecuada y da buenos resultados en los estudios
donde se ha hecho uso de ellos.

La idea de mostrar a los estudiantes representaciones fisicas y digitales de las
curvas conicas puede ser de utilidad para que en un primer momento (desde lo
intuitivo) se puedan determinar algunas caracteristica y similitudes entre una y
otra conica.

Como lo presenta Wageman (2010, citado por Boytchev 2012) la cantidad de
conexiones que un estudiante pueda realizar sobre un tema o conocimiento hace
que este mismo pueda ser mds interesante y cause una mayor comprension del
tema. Estas conexiones pueden verse desde la manipulacion de objetos que
puedan llevar a los estudiantes a ver y dar una idea bésica de lo que es una conica.
Como lo menciona Boytchev (2012) algunos experimentos caseros permiten
realmente ver las siluetas con formas conicas, los cuales fueron demostrados en la
Spring Conference of the Union of Bulgarian Mathematicians en el afio 2010.
Ademads que dichos experimentos proporcionan suficientes datos para que los

estudiantes puedan determinarlas.

Respecto a los obstaculos, errores y dificultades en la ensefianza de las conicas.

Respecto a esta seccidn se toman las observaciones sobre las diferentes causales que

originan estos errores, dificultades y obstaculos en la comprension de las conicas. Entre

las posibles causales que se muestran en los trabajos de Godino (2003), Ramirez (2010),

Rico (1995), y Boytchev (2012) se podrian clasificar en dos grandes tendencias:

1. Problemas con el uso de la simbologia y errores en los significados.
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2. Desconexion entre las diferentes representaciones un objeto matematico.

Respecto a estos, es necesario plantear las actividades de tal manera que no se presente
una desconexion entre las diferentes interpretaciones de las cénicas, por lo que un
proceso de ensefianza que inicie por la vision grafica de la conica y que a medida de las
actividades presente a la representacion algebraica como compendio de todas las
caracterizaciones (en un lenguaje simplificado y estructurado) que tienen las conicas
permitiria superar este tipo de dificultades.

Ademas la estructura de la secuencializacion de las actividades deberia permitir al
estudiante realizar diferentes caracterizaciones a partir de la forma en la que se esté
observando la conica.

Respecto a la poblacion

Respecto a esta seccion si bien se entiende que, como disefio, no es necesario establecer
condiciones especificas de la poblacion a la cual se espera que sea aplicada esta serie de
actividades.

Sin embargo en esta misma idea es necesario establecer algunas condiciones al disefio de
las actividades con el fin de no caer en la idealizacion de la secuencia de actividades, en
término de numero de actividades y cantidad de tiempo que se pueda destinar a una sola
actividad.

1. La cantidad de actividades deben estar contempladas para un espacio de 10
semanas académicas (de lunes a viernes) y considerando la cantidad de tiempo
medio en horas académicas (que varian entre los 40 min y los 60 min) que
dispone la asignatura de matematicas dentro de las instituciones de caracter

publico y privado.

Caracterizacion sobre las actividades para la ensefianza de las conicas
1. La ensefanza de las conicas deberia partir de la ejemplificacién y no solo de
una grafica o formula impuesta, es decir, la implementacion de artefactos
(mecanicos y no mecanicos) permitiria ver a los estudiantes de una manera

mas “natural” el concepto de conicas. Boytchev muestra en su trabajo que la
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implementacion de artefactos como luces, agua, entre otros puede desarrollar
en los estudiantes algunas concepciones basicas de lo que es y no es una curva
conica, ademds de que estos pueden ser insumos para que los mismos
estudiantes puedan realizar conjeturas sobre caracterizaciones bésicas de las
conicas y un estudio mas a profundidad pueda validar o no dichas conjeturas.

2. Segun lo expuesto por Boytchev (2012) la idea de implementar una serie de
actividades para que los estudiantes puedan observar caracteristicas de las
conicas desde la simulacion y la implementacion de otros artefactos lleva al
estudiante a realizar una serie mayor de conexiones con el concepto de
conicas, en este sentido, una secuencia de actividades para la ensefianza de las
conicas deberia partir de una primera experimentacion con objetos cotidianos
donde se pueda observar esbozos de una(s) conica(s) con el fin de que el
mismo estudiante sea quien establezca ideas y conjeturas basicas sobre lo que
es una conica y sus diferencias entre ellas

3. El surgimiento de las conicas se presenta para dar soluciones a diferente tipos
de situaciones (tal como el templo de Apolo) por lo que para el estudio de
estas es necesario presentarlas mas alla de los cortes de un cono (sin dejar de
lado esta vision de las conicas). La idea de presentar las conicas construidas
en un primer momento y luego llegar a realizar un andlisis de sus
caracteristicas y propiedades puede llevar al estudiante comprender de mejor
manera la idea de las conicas.

4. La presentacion de las conicas en un lenguaje algebraico deberia ser para
concretizar las caracteristicas halladas de las conicas en términos de su
construccion y no al revés. Es decir, la naturaleza de las conicas es mas
antigua que la presentacion en formulas dada actualmente.

5. La cantidad de actividades para esta secuencia de actividades se estarian
estableciendo en consideracion a la cantidad de semanas que se tienen para un
periodo académico (10 semanas), es necesario que cada una de estas

actividades puedan desarrollarse en una semana académica para que se logre
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trabajar en un solo periodo académico y a su vez se pueda realizar con calma
y respetando la apropiacion que el/los estudiantes puedan tener en cada una de

estas actividades.
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Capitulo 7

Disefio de las actividades para la ensefianza de las conicas

En términos de los analisis realizados sobre lo conceptual, histérico, de la ensenanza, de
los errores-obstaculos y dificultades de la ensefianza de las conicas se presentan algunas
indicaciones bésicas sobre la secuencia de actividades para la ensefanza de estos
conceptos matematicos. A continuacion se presentan las directrices generales sobre las
actividades a realizar, en la primera columna se presenta el orden del tipo de actividad, la
segunda presenta una fase que tendrian las actividades asi como la intencionalidad u
objetivo general, finalmente la tercera columna presenta algunas consideraciones para las
actividades segun su tipo.

Considerando que la Teoria de Situaciones Didacticas plantea unas tipificaciones de las
actividades en cuatro principales tipos de actividades: Accion, Formulacion, Validacion,
e Institucionalizacion se presenta a continuacion una tabla donde se muestra el tipo o fase
de actividad que se estara trabajando asi como una breve descripcion del objetivo que se

quiere cumplir a modo general.
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Fase de la actividad

Actividad

Objetivo

Actividad 1:

Comprender, reconocer y determinar cada una de

Figuras y curvas | las figuras que se presentan en diferentes
cotidianas situaciones.
Accion — - - - -

Actividad 2: | Observar e identificar las imagenes, videos, o
Observando visualizaciones a partir de las curvas conicas que se
curvas generan en ellas.
Actividad 3: | Diferenciar las curvas observadas hasta el
Describiendo las | momento, considerando el caracterizar cada una de
curvas conicas las curvas.

Formulacién Actividad 4: Y | Determinar caracteristicas de cada una de las curvas
donde estan las | que las diferencie y muestre similitudes
curvas? Identificar propiedades de las curvas a partir de

diferentes sistemas de referencia
Actividad 5: | Determino caracteristicas, propiedades y elementos
Usando para la construcciéon de cada una de las curvas
herramientas para | conicas.
ey s dibujar Considerar la imposibilidad del uso de herramientas
Validacion

clasicas de construccion (regla y compas)

Institucionalizacion

Actividad 6: ;Qué
son realmente
estas curvas?

Establecer un conjunto de caracteristicas,
propiedades y elementos necesarios para su
construccion.

Presentar a los estudiantes las diferentes

caracteristicas delas conicas y su relacion con el
lenguaje algebraico.

Tabla 4. Descripcion general de los objetivos de las actividades segun la teoria de

situaciones didacticas
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Situacion Fundamental
La siguiente situacion serd la base para la secuencializacion de las actividades posteriores
y permitird que los estudiantes puedan
Antes de iniciar la actividad se espera que docente tenga en el espacio donde iniciard la
actividad (salon de clase, laboratorio, aula multiple, etc.) los siguientes materiales en las
cantidades que ¢l establezca como adecuada:
1. Para la primera estacion de trabajo:
a. Vaso trasparente (de preferencia sin adornos que impidan ver el interior
del mismo)
b. Alguin tipo de liquido contrastante no toxico.
2. Para la segunda estacion de trabajo:
a. Objeto esférico de por lo menos 4 cm de radio
b. Fuente de luz artificial (Linterna, Vela, Flash de las camaras en los
celulares, etc.)
3. Para la tercera estacion de trabajo:
a. Fuente de luz artificial (Linterna, Flash de las cdmaras en los celulares,
etc.)
b. Cilindro hueco y sin tapas (como rollos de papel higiénico entre otros)
c. Superficie sobre la cual trabajar, se esperaria que fuera de un color claro
para contrastar.

d. Papel celofan en diversos colores

Se espera que estos materiales se pudieran presentar a los estudiantes de tal forma que
cada estudiante pueda interactuar por lo menos con una de estas estaciones de trabajo, en
caso de no poder proporcionar estos materiales por estudiante que como maximo queden
dos estaciones para una estacion de trabajo.

También se espera que estos materiales puedan ser dados por el docente ya que esto
permite a los estudiantes tener un conflicto frente su labor en esta actividad, ya que al

solicitar estos materiales se estaria advirtiendo al estudiante sobre el cOmo estos
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materiales intervienen en la actividad y/o causar que los mismos interactiien fuera del
espacio determinado para corroborar un inicio de las actividades (sin embargo si los
estudiantes luego de la actividad pueden interactuar con los materiales puede ser

beneficioso al momento de trabajar la primera actividad luego de esta situacion).

Actividades a realizar dentro de la situacion fundamental

Si bien se entiende que este tipo de actividades tal y como lo plantean Margolinas (2008)
son de tipo adidacticas y que por ende se espera que el docente no intervenga (o
intervenga en lo menos posible) dentro de la actividad se plantean una serie de
condiciones dentro de la misma para facilitar al docente tomar un papel mas de

observador de las interacciones de los estudiantes con el medio.

Condiciones establecidas antes de la actividad

Se establece sesiones anteriores de clase que si bien el espacio de trabajo sera diferente no se
debe maltratar el material de trabajo y el espacio de trabajo asignado para la actividad, es
necesario que el docente establezca algunas normas previas a las actividades frente a las normas

basicas de trabajo

Seleccion de un espacio amplio en el cual los estudiantes puedan realizar el trabajo sin la

incomodidad de verse afectados por el trabajo de sus compaiieros

Los materiales se encontraran ubicados ya sean en mesas de trabajo personal o grupal (dentro

del espacio establecido por el docente)

Cada mesa de trabajo debe tener adicional una serie de instrucciones donde se explique
exclusivamente pautas para que los estudiantes creen los materiales necesarios (ya se cubriendo,

mesclando, entre otros)

Se debe tener un espacio de minimo 15 minutos por experimento para que los estudiantes

puedan interactuar sin restricciones (fuera de las descritas en las anteriores condiciones)

Tabla 5. Descripcion general de las condiciones antes del inicio de la actividad de

situacion fundamental
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Ademas se presentan algunas condiciones establecidas una vez iniciada la actividad que

lleva la situacion fundamental, asi como las intervenciones esperadas de los estudiantes

en cada momento de la actividad. Dichas condiciones establecen acciones del docente

como de la disposicion del espacio para que los estudiantes puedan interactuar con los

experimentos propuestos a partir de los materiales presentados anteriormente.

Condiciones establecidas dentro de

la actividad

Modo (esperado) de intervencion del estudiante

Se ubicaran a los estudiantes en uno de
los tres tipos de estacion de trabajo, de
ser posible un estudiante por cada

estacion.

Los estudiantes escogeran libremente en que sitio se
quiera ubicar, y dependera de las condiciones del
sitio de la actividad si él/ella podria trabajar de

manera individual o con un compafiero de trabajo.

Los docentes presentara la actividad

El estudiante observara la estacion y con ayuda del

desde

y prestard atencion a

situaciones preparar  los
materiales
preguntas de los estudiantes indicando
como las

respuesta el  seguir

instrucciones de trabajo y
suministrando material adicional de ser

necesario

como una serie de estaciones donde se | instructivo armard y preparara los materiales
presentan  tres  situaciones  con | necesarios para cada mesa de trabajo.

instrucciones para la construccion de

los  materiales necesarios  para

continuar.

Los docentes pueden observar las | Los estudiantes completaran las instrucciones

descritas en cada mesa para la preparacion de los

materiales de su sitio de trabajo.

Los estudiantes que tengan complicaciones dentro de
la preparacion de los materiales (como situaciones
donde el material no funcione correctamente) se
acercaran al docente para consultar y solicitar ayuda

respecto a los materiales.

El docente en ningin momento Yy
ninguna circunstancia debe realizar
explicaciones sobre el como realizar

los experimentos.

Una vez preparado los materiales los estudiantes

preguntaran sobre el como continuar con la actividad.
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El docente puede realizar preguntas | Algunos de los estudiantes intuiran cada uno de los
siempre y cuando lleven a que el | experimentos y empezaran a interactuar en una
estudiante  pueda  continuar  su | primera instancia con los materiales de trabajo.

experimentacion 'y Sus  propios

resultados

Tabla 6. Descripcion general de las condiciones durante la actividad de situacion

fundamental

Otras restricciones adicionales

Esta actividad esta planteada como una situacion adidactica por lo que su duracion puede
verse afectada por el trabajo de los estudiantes (que puede variar al momento de la
aplicacién) y es por eso que se debe considerar las siguientes condiciones y/o
restricciones para el docente con el fin de no afectar la primera interaccion del estudiante
con el conocimiento que debe poner en juego:

1. Como lo plantea Margolinas (2008), el docente puede intervenir en la actividad y
no necesariamente se denomina como un acto de devolucion, sin embargo el
docente debe considerar como pueden/deben ser sus interacciones entre el
estudiante y el conocimiento en juego.

a. Indicaciones al estudiante sobre el que hacer con el material que sean
especificas como has esto..., has aquello... no deberian ser dadas por el
docente

b. Los tipos de preguntas que el docente puede realizar en el momento en que el
estudiante tiene una primera interaccion con el material deben apuntar a que
el mismo estudiante pueda determinar el uso de dichos materiales. Por esto se
recomienda las siguientes preguntas estandares y adaptables para cada
situacion especifica de los estudiantes:

1. (Qué esta(s) viendo en este momento? (cuando el estudiante se encuentre

manipulando el material)
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ii. Frente al primer experimento (si es el inicial) ;Por qué cree(s) que se
coloca un colorante/contrastante en el vaso con agua?

iii. Frente al segundo experimento (si es el inicial) ;Para qué se deberia usar la
lampara o linterna con el balon (objeto esférico)?

iv. Frente al tercer experimento (si es el inicial) ;Como cree(s) que la linterna

se deberia usar en esta situacion?

Descripcion general de lo esperado dentro de la actividad
Para realizar esta actividad hay que considerar el hecho de la cantidad de estudiantes que
se encuentren en el aula, se recomienda el trabajo en grupo no mayor a tres estudiantes. A

continuacion se presentan una breve descripcion de los momentos presentes en la

actividad;
Momento Breve descripcion de lo esperado en esta situacion
Los estudiantes se dirigen a las mesas con los materiales de trabajo y preparan todos
1 los mismos a partir de las instrucciones que se presentan en la copia presente en la
misma mesa.
Los estudiantes interactuan con cada uno de los experimentos presentes en las
2 mesas de trabajo sin ninguna indicacion previa del docente, es el estudiante quien
usa libremente los materiales para observar las situaciones en este experimento
3 El docente pregunta a todos los estudiantes ;Qué vieron en el experimento?
s El docente pide a los estudiantes que hagan cambio a una mesa donde se encuentre
un experimento diferente al trabajado en el momento anterior.
Una vez que todos los estudiantes hayan pasado por los tres tipos de experimentos
5 presentes en el espacio de clase se dara terminada la actividad luego de la siguiente
pregunta ;Qué tienen en comun los experimentos realizados?

Tabla 7. Descripcion general de los momentos de la situacion fundamental
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Actividad 1: Figuras y curvas cotidianas
Objetivo de la actividad
Comprender, reconocer y determinar cada una de las figuras que se presentan en
diferentes situaciones.
Justificacion:
Segin lo muestran varios autores (Boytchev, 2012; Bricefio 2010) las representaciones
tangibles de las conicas facilitan para el estudiante una apropiacion mas rica y de mas
significado para la comprension de dichas conicas.
Es importante mencionar que si el estudiante es capaz de trabajar con materiales
concretos y de ellos puede inferir o determinar alguna curva (conica), acerca de esto
Boytchev (2012) menciona:
Conic sections were and still are one of the most favorite objects of
mathematical study and education. Students spend hours in the classroom
working with circles, ellipses, parabolas, and hyperbolas. They are presented
with a concentrated view about these curves, a view that has been distilled
for hundreds of years. Although mathematically correct, this view may not
lead to complete rationalization, because it might be hard for students to
project mathematical ideas into something more comprehensible from their
everyday life. (Pag. 267)
De alli se denota una gran importancia tanto de las conicas para la matematica como una
realidad importante para el estudiante, ya que muchas veces la presentacion de estas son
de manera artificial o no hay una aproximacion mas cercana para el estudiante que el
resultado del intercepto entre un cono y un plano (Kindle & Diez; 1970). Ademas autores
como Bricefio y Cordero (2010) han expuesto que si a un estudiante se le presenta un
modelo real para representar una situacion de indole mateméatico puede favorecer el
propio actuar del estudiante tanto al objeto de estudio (en este caso las conicas) como a la
herramienta presente y tangible.
Segun los dispone Brousseau (1986) una primera fase de actividades que un estudiante

deberia transcurrir es la llamada fase de situaciones de accidn, en esta fase el estudiante
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debe dar una(s) primera(s) aproximacion(es) frente a un problema intentando con sus
propias herramientas y saberes dar una posible solucion a la situacion entrando en
conflicto con sus propios saberes, estrategias y herramientas al no ser suficientes para dar
una solucion. En esta actividad se espera que los estudiantes puedan hacer uso de sus
propias estrategias para afrontar la determinacion de las problematicas y actividades que
se presenten.
Propdsitos:
La siguiente actividad tiene como propoésito principal que el estudiante pueda observar,
determinar y diferenciar entre las diferentes figuras que se presentan al realizar algunas
acciones determinadas y ver la invariancia entre las curvas y las formas en las que son
representadas. Para eso se presentan varios propdsitos menores que se deben realizar:
¢ Interactuar con las herramientas presentes y observar las figuras que se presentan
en el uso de la herramienta.
e C(lasificar los tipos de figuras que se presentan en el uso de diferentes
herramientas y lograr asociar la figura sin importar la herramienta utilizada.
e Determinar la figura obtenida con una curva presente al considerar solo el borde

de la figura y darle mayor importancia a esta curva.

Materiales:
1. Guia de trabajo para los grupos de trabajo (anexo)
2. Vaso trasparente y liso (se recomienda de vidrio y de un tamafio de 10
centimetros de altura)
Tinte o colorante (también puede ser valido las bebidas en polvo)
Linterna

Balon o bola de goma

AN

Hoja de papel blanco (se sugiere que sea papel cartulina por su mayor firmeza
frente a una hoja de papel comun)

7. Carton de rollo de papel higiénico (o similar)
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8. Hoja de papel celofan (seccion de dicho papel suficiente para recubrir el lente de

la linterna)

Descripcion:

Para realizar esta actividad hay que considerar el hecho de la cantidad de estudiantes que
se encuentren en el aula, se recomienda el trabajo en grupo no mayor a tres estudiantes,
esto debido a que mas estudiantes no dan espacio a la experimentacion por todo el grupo
y menos estudiantes impide el desarrollo de los roles que se establece para esta actividad.
A continuacidén se presentan una serie de acciones que se esperan se desarrollen en la
sesion(es) de clase:

Seccion de trabajo individual:

Cada grupo de trabajo debera realizar cada una de las siguientes acciones de tal manera
que cada uno de los miembros haya realizado cada uno de los experimentos y sus
anotaciones correspondientes (ver anexo 1-1):

Experimento del vaso con agua

1. Llenar hasta 1/6 parte del vaso de vidrio y adicionar colorante (o bebida en
polvo).

2. Entrega de la guia del estudiante, en la que se presentan algunas instrucciones
basicas y cuestionamientos que el estudiante deberia intentar responder conforme
a las actividades propuestas.

3. El estudiante debera inclinar el vaso con agua segin se indica en la guia del
estudiante.

4. Responder a la pregunta 1 de la guia dentro del cuaderno de matematicas de cada
estudiante (o en una hoja de carpeta, segun considere el docente), ademés de

realizar anotaciones respectivas indicadas en la guia de trabajo.

Experimento con el baléon o bola de goma

1. El estudiante tomara la linterna y el balon (o bola de goma segun sea el caso) y
alumbrara el balon desde diferentes posiciones acorde a lo establecido en la guia

de trabajo.
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2. Se realizaran las instrucciones basicas y cuestionamientos que el estudiante

deberia intentar responder conforme a las actividades propuestas.

Responder a la pregunta 2 de la guia dentro del cuaderno de matematicas de cada
estudiante (o en una hoja de carpeta, segiin considere el docente), ademas de
realizar anotaciones respectivas indicadas en la guia de trabajo para este

experimento.

Experimento con la linterna vy papel celofan:

1.

Se les pedira que con el papel celofan cubran la lente de la linterna y que iluminen
sobre una hoja de papel cartulina desde diferentes angulos.

Volver a iluminar la hoja de papel cartulina, sin embargo en esta ocasion se
deberd mover unicamente dicha hoja.

Responder a la pregunta 3 de la guia dentro del cuaderno de matematicas de cada
estudiante (o en una hoja de carpeta, segiin considere el docente), ademas de
realizar anotaciones respectivas indicadas en la guia de trabajo para este

experimento.

Luego de realizados los experimentos, cada uno de los estudiantes deberian realizar una

breve explicacion de las similitudes en cada experimento.

Seccion de trabajo en grupos de tres estudiantes

En esta segunda seccion se espera que los estudiantes socialicen sus resultados en cada

experimento, asi como que tengan la oportunidad de que comparen sus resultados y

observen similitudes y diferencias tanto en los resultados individuales de cada

experimento como en el mismo ser de cada experimento.

1.

El docente pedird que los estudiantes realicen grupos de trabajo (maximo 3

estudiantes) y sefalara lo siguiente:

Compartan con sus compaiieros sus anotaciones sobre las acciones realizadas

sobre vaso, sobre las sombras que se presentaron al momento de cambiar la
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posicion de la luz una linterna sobre un balon, y del experimento de la linterna y

el papel cartulina.

Luego hagan un solo escrito con las ideas en comun acuerdo sobre las

situaciones experimentadas.

2. Finalmente se les pedira a los estudiantes que den una explicacion sobre las

similitudes y diferencias que se pueden presentar de las tres acciones realizadas

(vaso, linterna y bola, linterna y papel) a partir de un escrito en el cuaderno y de

algunas representaciones que crean concernientes realizar.

Posibles variables diddacticas a considerar:

Se comprende que en muchas ocasiones las actividades no pueden tener el ritmo de

trabajo deseado, esto debido a intervenciones dentro y fuera del dominio del docente, es

por este motivo a continuacion se presentan algunas posibles situaciones que se

consideran posibles en la actividad y algunas recomendaciones para el docente en dichas

situaciones:

Posible situacion

Recomendacion para el docente

La actividad se debe
cortar por cuestiones de
horario de ~clase o
actividades

extraordinarias planteadas
desde

entes  superiores

(coordinacion y otros)

De ser necesario cortar esta actividad se recomienda que se realice
antes del cambio de seccion, esto a su vez puede ser provechoso
para los estudiantes para profundizar los experimentos.

Si es posible proponga a los estudiantes que realicen el /los
experimentos faltantes en el aula de clase, de no ser asi, una
asignacion como parte de una tarea sin que se deje de lado el
terminar dentro del aula de clase.

En caso de que la actividad se deba cortar en la seccion de trabajo en
grupo es recomendable que se entregue al docente los avances que
se tengan sobre la puesta en comun (sea en un cuaderno de un
representante al azar de cada grupo o una hoja preliminar, esto con
el fin de tener algunas evidencias del trabajo desarrollado en clase y
la perspectiva de los estudiantes ante de una posible consulta en la

red.
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Tener en el aula de clase
un estudiante que se
encuentre repitiendo el

curso.

En esta posible situacion no es necesario realizar un cambio
significativo del trabajo individual, esto debido a que segun como se
muestra en el marco tedrico de este documento muchos textos
escolares frente al tema de conicas se limita a mostrar un curva
general, dar un nombre y expresarla en un lenguaje algebraico.
Si el estudiante presenta a las curvas obtenidas como curvas conicas,
y a su vez en el trabajo grupal se lleva a la idea de curvas conicas el
docente puede optar por realizar una de las dos siguientes preguntas
cada la situacion:
1. (Qué es una curva conica?, ;Coémo se puede estar seguro si las
curvas dadas en clase son o no este tipo especifico de curvas?
2. Dado que es una curva conica, ;Qué se puede decir de este
tipo de curva?, ;Qué similitudes y diferencias se puede obtener

en cada experimento realizado?

No disponer de penumbra
en el aula para realizar los

experimentos de sombras.

En este caso se espera que el aula de clase (o el espacio destinado
para esta actividad) se encuentre adecuada para observar luz y
penumbras. Si este no es el caso se puede modificar el experimento
del balon colocando el papel celofan para este experimento, esto
debido a que con la diferencia de color la penumbra puede ser

mayor y mas facil de diferenciar.

Tener en el aula un
estudiante con
necesidades  educativas
especiales.

e En caso de tener estudiantes con baja vision o pérdida del sentido
de la vista, y si se dispone de un tiflélogo se le pedira a esta
persona que guie a estos estudiantes en el caso del experimento de
las sombras. Se espera que estas personas puedan guiar el dedo de
estos estudiantes alrededor de la penumbra dejada por el balon o
bola de goma, con el fin de que puedan determinar la figura que
sus compafieros se encuentren observando. En caso de no contar
con este personal en la institucion se le puede pedir a un
compafiero que le guie la mano con el mismo fin o que el docente

pueda orientar esta actividad desde el tacto y la vista (como un
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complemento para los estudiantes que tengan su sentido de la
vista).

e En caso de tener un estudiante con dificultades auditivas y se
encuentre un intérprete, se le pedira a este interprete que le
comunique al estudiantes las instrucciones de la guia asi como que
pueda compartir sus ideas con sus compafieros. En caso de no
tener esta ayuda en el aula, el docente puede ser intermediario para

la comunicacién de este estudiante con sus compafieros

Tabla 8. Descripcion de variables didacticas a considerar actividad 1

En caso de otro tipo eventualidad, se espera que esta actividad no sea realizada en menos
de una semana escolar para evitar que los estudiantes olviden lo trabajado en alguna de
las secciones y se pueda perder alguna intervencion de gran valor para las demas
actividades.

Evaluacion:

En este tipo de actividades se espera que los estudiantes se enfrenten a las situaciones
presentadas y que con los conocimientos que posea en el momento no pueda dar una
solucion a la situacion. En esta actividad se espera que los estudiantes logren realizar las
siguientes acciones:

* Lograr determinar a la superficie del agua como una curva y lograr diferenciar
entre las diferentes curvaturas que se pueden presentar al variar la inclinacion del
vaso.

* Determinar las caracteristicas de las sombras proyectadas por la linterna y el
balén o bola de goma.

* Relacionar las superficies del agua con las sombras proyectadas asi como
evidenciar una relacion entre las diferentes tipos de curvas que se presentan en

cada experimento.
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Actividad 2: Observando curvas

Objetivo:

Observar e identificar las imagenes, videos, o visualizaciones a partir de las curvas
conicas que se generan en ellas.

Justificacion:

La presentacion de las conicas como secciones de un cono permite a los estudiantes
realizar conjeturas sobre la diferenciacion entre una curva y otra, sin embargo bajo esta
mirada, los estudiantes deberian ser capaces de realizar reconocimientos de estas conicas
en diferentes contextos diarios, siendo asi, la presentacion de algunas imagenes, videos o
ejemplificaciones fisicas dan insumo para verlo mas alld de un conocimiento matematico
puro

Este tipo de actividades tienen una base determinada por Ramirez (2010) el cual es que
los estudiantes no perciben a las conicas mas alla de un conocimiento matematico neto,
este tipo de dificultad haria que los estudiantes no profundizaran los conceptos pues no
ven una contextualizacion real del conocimiento. En términos de la evolucion histdrica de
las conicas, se reconoce que la época del renacimiento la necesidad de construir y
reconocer las curvas conicas para sus diferentes oficios, para los estudiantes muchas
veces el no conocimiento de las conicas en contextos reales (o cotidianos segin la vision
del mundo) impide en muchas ocasiones que los mismos (estudiantes) puedan mostrar un
desarrollo con el trabajo de estos conceptos.

Esta actividad solo se enfatizara en el reconocimiento de las curvas conicas en contextos
cotidianos, por este motivo y segin lo muestra Boytchev (2012) se debe identificar de
manera general las curvas que se observen y que se comparen con las generadas por el
corte del cono y un plano.

Segun los dispone Brousseau (1986) una primera fase de actividades que un estudiante
deberia transcurrir es la llamada fase de situaciones de accion, en esta fase el estudiante
debe dar una(s) primera(s) aproximacion(es) frente a un problema intentando con sus
propias herramientas y saberes dar una posible solucion a la situacion entrando en

conflicto con sus propios saberes, estrategias y herramientas al no ser suficientes para dar
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una solucion. En esta actividad se espera que los estudiantes puedan hacer uso de sus

propias estrategias para afrontar la determinacion de las problematicas y actividades que

se presenten.

Propdsitos:

La siguiente actividad tiene como proposito principal que el estudiante reconozca curvas

conicas en contextos cotidianos (o reales) asi como determinar, a la luz de las actividades

pasadas, algunas propiedades y caracteristicas intuitivas de las curvas coénicas. Para eso se

presentan varios prop6sitos menores que se deben realizar:

Observar e identificar las imagenes, videos, o visualizaciones a partir de las
curvas conicas que se generan en ellas.
Diferenciar y caracterizar las imagenes, videos, o visualizaciones a partir de las

curvas conicas que se generan en ellas.

Materiales:

1. Papel pergamino o papel mantequilla

2. QGuia de trabajo individual para los estudiantes (anexo 1-2)

3. Guia de trabajo grupal para los estudiantes (anexo 1-3)

4. Imagenes a color establecidas en la guia de trabajo para los estudiantes.

5. Hoja cuadriculada (opcional)

6. Pliego de papel periddico por estudiante.

Descripcion:

1. La actividad inicia con la entrega de la guia de trabajo individual a los
estudiantes, en estos momentos el docente explica que el uso del papel
mantequilla o pergamino queda en libertad de cada estudiante.

2. Los estudiantes se encontrardn con las imagenes y responderan las preguntas

respectivas, asi como la creacion de dibujos usando ciertas curvas explicadas en la

guia.
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3. Una vez realizada la guia individual, se espera que el docente presente una
socializacion sobre los puntos de esta guia, ademds que varios estudiantes
presenten las imagenes realizadas en los puntos 3 y 4 de la guia. El docente
siempre deberia realizar estas (o una variacion) preguntas: ;Cual de las siluetas
uso para la creacion de este dibujo?, ;Como se puede saber si la silueta es igual a
la mostrada en los dibujos?

4. Entrega de la guia del estudiante al docente, luego de entregada el docente pide
que realicen grupos de trabajo (maximo 3) y se hace entrega de la guia de trabajo
grupal para el estudiante.

5. Se dard a cada grupo un tiempo estimado de 25 minutos para lean e intenten dar
una primera respuesta al problema que se presenta en la guia.

6. El docente pedird a los estudiantes que intenten hacer un dibujo como el
presentado en el problema usando los pliegos de papel periddico que se tienen.

7. El docente realizara algunas preguntas a los estudiantes tales como:

(Cual es la idea del problema?

b. (Como podrian hacer unas siluetas teniendo en cuenta que no se puede
usar el papel pergamino o calcante?

c. ¢(Se pueden crear estas siluetas a mano? ;Por qué?

d. (Qué seria necesario para realizar estas siluetas?

8. Al observar las posibles respuestas de los estudiantes, y al ver los primeros
bocetos de siluetas en el papel periddico se pide a los estudiantes que piensen
algunas formas en las que se pueda realizar las siluetas pedidas en ese momento y

se da por terminada la actividad en ese dia.

Variables Didacticas

Se comprende que en muchas ocasiones las actividades no pueden tener el ritmo de
trabajo deseado, esto debido a intervenciones dentro y fuera del dominio del docente, por
este motivo, a continuacion, se presentan algunas posibles situaciones que pueden ocurrir

en la actividad y algunas recomendaciones para el docente en dichas situaciones:
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Posible situacion

Recomendacion para el docente

La actividad se debe
cortar por cuestiones
de horario de clase o
actividades
extraordinarias
planteadas desde entes
superiores

(coordinacion y otros)

En caso de tener que dar por finalizada una sesion de clase es necesario

que los estudiantes entreguen sus adelantos al docente, en caso de hacer

uso de un cuaderno (matematicas o uno especial para las actividades de

esta secuencia) se debe pedir a todos los estudiantes.

Se recomienda que en caso de no terminar la actividad en un bloque de

clase, se pare la actividad en dos posibles momentos:

e Antes que los estudiantes lleguen al punto 4, esto debido a que si los
estudiantes tienen que parar la actividad en pleno dibujo puede

ocasionar que busquen informacién para terminar la actividad en casa.

e Antes de la realizacion de la guia de trabajo grupal para los
estudiantes, esto puede ser util pues al llevar a sus casas la idea que
solo los dibujos pueden dar solucion a las preguntas de la guia de
trabajo individual pueden reflexionar sobre la creacion de dibujos con

estas curvas.

Tener en el aula de
clase un estudiante
que se encuentre

repitiendo el curso.

En caso de tener a un estudiante que se encuentra repitiendo el grado es
recomendable dar a entender a ese (esos) estudiantes que si bien pueden
tener un nombre estas siluetas el nombre por si mismo no es ninguna
respuesta a la actividad, sino que la manera en la que se puede
determinar si una figura que se le da uno u otro nombre realmente
cumple las condiciones para ser llamado asi. Ademas se le explicaria
que una primera condicion para poder decir que una figura es o0 no una
curva conica, es necesario saber como poder construir esta clase de

curvas.

Tener en el aula un
estudiante con
necesidades

educativas especiales.

e En caso de tener estudiantes con baja vision o pérdida del sentido de
la vista, y si se dispone de un tiflélogo, se le pedira a esta persona que
guie a estos estudiantes en la realizacion de la actividad y una
adecuacion de las imagenes para esta poblacion. Se espera que estas

personas puedan guiar el dedo de estos estudiantes alrededor de la
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imagen presente en la actividad, y que se resalte con punzon la curva
con la que se quiere trabajar.

e En caso de tener un estudiante con dificultades auditivas y se
encuentre un intérprete, se le pedira a éste que le comunique al
estudiante las instrucciones de la guia, asi como que pueda compartir
sus ideas con sus compafieros. En caso de no tener esta ayuda en el
aula, el docente puede ser intermediario para la comunicacion de este

estudiante con sus compaifieros.

Tabla 9. Descripcion de variables didacticas a considerar actividad 2

Evaluacion:
En este tipo de actividades se espera que los estudiantes se enfrenten a las situaciones
presentadas y que con los conocimientos que posea en el momento no pueda dar una
solucion a la situacion. En esta actividad se espera que los estudiantes logren realizar las
siguientes acciones:
* Diferenciar los tipos de curvas presentadas a partir de una imagen, ademas de
poder copiar la imagen con el papel calcante.
* Vislumbrar algunas caracteristicas basicas de las curvas a partir de sus
representaciones en situaciones reales.
* Plantear algunas estrategias para la creacion de figuras a partir de una serie de
siluetas proporcionadas.
* Ver la necesidad de herramientas para la creacion de este tipo de curvas a partir

de la interaccion con el problema propuesto en esta actividad.
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Actividad 3: Describiendo las curvas conicas

Objetivo:

Diferenciar las curvas observadas hasta el momento, considerando el caracterizar cada
una de las curvas.

Justificacion:

Una vez realizada una diferenciacion de las conicas, es necesario realizar una descripcion
de cada una de las conicas, esto con el fin de no solo esclarecer la diferenciacion real
entre las diferentes curvas conicas, sino una diferenciacion entre lo que es una curva
conica y lo que no lo es. Para los estudiantes debe nacer esa necesidad de descripcion de
las conicas, ya que no siempre la misma se presenta en la misma posicion o sentido, y
esto lleva a una confusion sobre lo que puede o no ser curva conica

En las matematicas la descripcion y caracterizacion de objetos ha sido reconocida desde
tiempos antiguos, una descripcion realizada por Boyer (1998) sobre los procedimientos
de Euclides menciona que sus demostraciones, siendo lo que el mismo Euclides
realmente querria que prevaleciera sobre su misma geometria, tienen una manera muy
completa de presentar las herramientas y objetos matematicas de una manera precisa para
que en demostraciones posteriores su implementacion fuera viable. En este sentido
trabajos como los de Boytchev (2012) precisan que las actividades con las conicas no se
deben quedar Unicamente en representaciones cotidianas de las curvas conicas, sino que
es necesario profundizar en la descripcion de las curvas conicas y en las caracterizaciones
de cada una de ellas. Boytchev menciona en su articulo que en un futuro quiere realizar
un avance sobre este tipo de actividades y algunas caracterizaciones de las actividades
para la ensefianza de las conicas a partir de sus devices (artefactos)

Esta actividad tiene relacion entre otras secciones de la investigacion con los andlisis
realizados a partir de los diferentes momentos historicos observados en la seccion de
analisis. En este andlisis se determina que en el momento en que los matematicos griegos
buscan una solucién a varios problemas geométricos (entre los cuales se encuentran los
tres problemas clasicos griegos) se presenta un interés no solo en la implementacion de

las conicas, sino que ademas en la propia descripcion de estas con el fin de determinarlas
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como parte de la matematica de esa €poca. Apolonio de Perga da en los primeros dos
libros de Las conicas una explicacion de esta obtencion a partir del uso de segmentos y la
relacion entre ellos para determinar el comportamiento de las conicas.

Para Brousseau (1986) no solo es importante realizar la fase de accidon, que en si misma
aporta mucho al aprendizaje para el estudiante en términos de la exploracion de
situaciones y unas primeros indicios sobre la solucion de la situacion (o situaciones)
presentes, sino que se deben aprovechar las primeras ideas de los estudiantes frente a la
situacion y su posible solucion. La fase de formulacion en la Teoria de Situaciones
Didacticas presenta como fin que el estudiante realice algunas formulaciones sobre
estrategias de solucion de la situacion problema. En términos de Panizza (2003):

[...] un alumno (o grupo de alumnos) emisor debe formular explicitamente un
mensaje destinado a otro alumno (o grupo de alumnos) receptor que debe
comprender el mensaje y actuar (sobre un medio, material o simbdlico) en base al
conocimiento contenido en el mensaje” (pag. 10)

Es por estos motivos que en esta actividad se espera que los estudiantes puedan realizar
algunas descripciones y formulaciones sobre las curvas conicas, a partir de lo realizado
en la fase de accion.
Propdsitos:
La siguiente actividad tiene como propdsito principal que el estudiante realice
descripciones sobre las curvas conicas, a partir de las propiedades y caracteristicas
observadas en actividades pasadas. Para eso se presentan varios propositos menores que
se deben realizar:

e Determinar similitudes y diferencias de cada una de las caracteristicas observadas

anteriormente
e C(lasificar algunas representaciones graficas de las curvas conicas desde las

caracteristicas y propiedades descritas en actividades pasadas.

Materiales:

1. Imagenes sobre diferentes curvas conicas (anexos 1-2 y anexo 1-4)
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2. Hoja con formato de respuestas completado

Descripcion:

1.

Se organizara a los estudiantes de forma individual y se realizaran las siguientes
preguntas sobre lo realizado hasta el momento (estas preguntas pueden ser
entregadas en un formato o establecidas en el tablero para que cada estudiante
pueda observarlas):

a. A partir de lo realizado hasta el momento, ;Qué nombre seria el mas
adecuado para llamar a todas las curvas con las que se han trabajado en las
ultimas (sesiones de) clases?

b. (Existen diferencias entre estas curvas?, de haberlas ;Cuales son estas
diferencias?, y en caso de que no existan, ;Por qué crees que no existen las
diferencias?

c. (Como agruparias estas curvas?, ;Qué consideras importante al momento
de dar diferencias a las curvas presentadas en las sesiones anteriores?

Una vez puestas las preguntas en juego a los estudiantes el docente deberd tomar
un papel de observador de cada uno de los razonamientos de los estudiantes, es
por este motivo que el mismo docente debe abstenerse de realizar comentarios
que en algin momento orienten el desarrollo de las respuestas a estas preguntas.
Cuando el docente considere adecuado se les presentaran a los estudiantes una
serie de graficos en los que se encuentren algunas ejemplificaciones de las curvas
conicas y vuelvan a mirar las preguntas del punto 1.b y 1.c, con los graficos en
mano, los estudiantes deberan adicionalmente sefialar desde los graficos sus
respuestas.

Se reorganizard a los estudiantes en grupos de 2 o 3 personas (no mas y es
recomendable establecer solo grupos de 2), luego de eso se les pedira a los grupos
que compartan sus respuestas y determinen entre el mismo grupo una respuesta a

las preguntas del punto 1.b y 1.c.
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4. Se presentaran tres graficos diferentes a cada grupo y se les pedira que en el

cuaderno (o donde lleven los progresos de cada sesion) que realicen un dibujo de
los gréaficos de manera que sean de diferente tamafo al presentado.
Una vez los dibujos sean realizados el docente debera realizar la siguiente serie de
preguntas a cada uno de los integrantes del grupo de trabajo:

a. (Coémo pueden decir que el dibujo realizado sea igual al que se les dio?

b. (Existe alguna forma de comprobar si ambos, el dibujo y el grafico dado,

son iguales o diferentes?

Finalmente se permitira que los estudiantes expresen sus respuestas en el

cuaderno (o donde lleven los progresos de cada sesion) y se dard un tiempo para

que los demas grupos terminen el trabajo.

Variables Diddacticas

Se comprende que en muchas ocasiones las actividades no pueden tener el ritmo de

trabajo deseado, esto debido a intervenciones dentro y fuera del dominio del docente, por

este motivo, a continuacidn, se presentan algunas posibles situaciones que pueden ocurrir

en la actividad y algunas recomendaciones para el docente en dichas situaciones:

Posible situacion

Recomendacion para el docente

La actividad se debe cortar por
cuestiones de horario de clase

o actividades extraordinarias

planteadas desde entes
superiores  (coordinacion y
otros)

En caso de tener que dar por finalizada una sesion de clase es
necesario que los estudiantes entreguen sus adelantos al
docente, en caso de hacer uso de un cuaderno (matematicas o
uno especial para las actividades de esta secuencia) se debe
pedir a todos los estudiantes.
Se recomienda que en caso de no terminar la actividad en un
bloque de clase, se pare la actividad en dos posibles momentos:
e Antes que los estudiantes lleguen al punto 4, esto debido a
que si los estudiantes deben cortar esta actividad este punto
determinaria un buen espacio de diferenciacion al pasar de
ver y reconocer curvas a dibujar las curvas.

e Antes de la realizacion de la guia de trabajo grupal para los
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estudiantes, esto puede ser util pues al llevar a sus casas la
idea que solo los dibujos pueden dar solucién a las preguntas
de la guia de trabajo pueden reflexionar sobre la creacion de

dibujos con estas curvas.

Tener en el aula de clase un
estudiante que se encuentre

repitiendo el curso.

En caso de tener a un estudiante que se encuentra repitiendo el
grado es recomendable dar a entender a ese (esos) estudiantes
que si bien pueden tener un nombre estas siluetas el nombre por
si mismo no es ninguna respuesta a la actividad, sino que la
manera en la que se puede determinar si una figura que se le da
uno u otro nombre realmente cumple las condiciones para ser
llamado asi. Ademas se le explicaria que una primera condicion
para poder decir que una figura es o no una curva conica, es

necesario saber como poder construir esta clase de curvas.

Tener en el aula un estudiante
con necesidades educativas

especiales.

e En caso de tener estudiantes con baja visién o pérdida del
sentido de la vista, y si se dispone de un tiflologo, se le pedira
a esta persona que guie a estos estudiantes en la realizacion
de la actividad y una adecuacion de las imagenes para esta
poblacion. Se espera que estas personas puedan guiar el dedo
de estos estudiantes alrededor de la imagen presente en la
actividad, y que se resalte con punzon la curva con la que se

quiere trabajar.

e En caso de tener un estudiante con dificultades auditivas y se
encuentre un intérprete, se le pedird a éste que le comunique
al estudiante las instrucciones de la guia, asi como que pueda
compartir sus ideas con sus compafieros. En caso de no tener
esta ayuda en el aula, el docente puede ser intermediario para

la comunicacion de este estudiante con sus compaiieros.

Tabla 10. Descripcion de variables didacticas a considerar actividad 3

Evaluacion:
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Esta actividad tiene como intension el que los estudiantes puedan reconocer y describir
las diferentes curvas conicas presentes en las actividades pasadas, ademas de realizar
algunas caracterizaciones de las conicas. En las actividades de formulacion se espera que
los estudiantes puedan realizar conjeturas y formular estrategias y/o hipotesis sobre lo
realizado. Es por eso que en esta actividad se espera que los estudiantes logren realizar
las siguientes acciones:
* Identificar diferencias caracteristicas de las curvas conicas, tanto de los demas
tipos de curvas, como entre las mismas curvas conicas
*  Realizar descripciones de las curvas conicas implementando las caracterizaciones
reconocidas en actividades anteriores.
* Determinar la importancia de la precision del grafico, tanto para determinar las
caracteristicas de las curvas como para realizar otros graficos y dibujos que

presenten este tipo de curvas.

Propuesta de actividades para la enseiianza de las conicas desde el diserio de una Ingenieria Diddctica
m—mnoDUESLA dC dcliViaades Dara ta ensenanza e ta. as.aesd g deuna ALldaclica




Actividad 4: ;Y donde estan las curvas?
Objetivo:
e Determinar caracteristicas de cada una de las curvas que las diferencie y muestre
similitudes

e Identificar propiedades de las curvas a partir de diferentes sistemas de referencia.

Justificacion:
Si bien la diferenciacion de las curvas conicas permite determinar algunas caracteristicas
basicas de ellas es necesario determinar un sistema de referencia para que los estudiantes
puedan dar algunas caracteristicas mas formales de las conicas.
Esta actividad pretende dar herramientas a los estudiantes para realizar algunas
observaciones concretas de las curvas y que puedan realizar algunas afirmaciones mas
descriptivas de cada una de ellas diferentes a los elementos de diferenciacion entre una y
otra curva. Es necesario que los estudiantes logren ubicar a las curvas conicas con un
sistema de referencia para determinar visualmente caracteristicas de estas curvas que sin
este sistema no se hayan podido determinar.
La caracterizacion de las curvas, si bien se presentaron de una manera “cercana” a su
descubrimiento, necesitaron algin sistema de referencia para determinar las
caracteristicas de estas curvas. Apolonio hace uso de algin sistema de referencia en el
primer libro (Boyer 1995) para determinar las distancias que facilitaron la observacion de
las curvas.
En el caso de la curva parabola pudo observar y luego caracterizar las relaciones que
existen entre el crecimiento vertical y horizontal de esta curva, ademas pudo determinar
con el uso de lenguaje geométrico los siguientes elementos necesarios de la pardbola:

e Un punto llamado Foco (F)

e Una recta llamada Directriz (D)

e Un punto llamado Vértice (V) el cual debe ser el punto medio entre la distancia

del Foco y la Directriz
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Ademas de las siguientes caracteristicas de las parabolas:
e Las distancias entre un punto determinado O y el Foco (FO) debe ser igual a la

distancia entre un punto de la directriz (D) y el punto O (DO)

En el caso de la curva Elipse pudo observar y luego caracterizar las relaciones que
existen entre las variaciones de la curva y su relacion con la circunferencia, ademas pudo
determinar con el uso de lenguaje geométrico los siguientes elementos necesarios de la
parébola:

e Un par de puntos llamados Focos (F y F")

e Los segmentos desde un punto cualquiera de la elipse y los focos (FP y F'P)

llamados también como Radios Vectores.

Ademas de las siguientes caracteristicas de las Elipses:
e Las distancias entre un punto determinado O y el Foco (FO) debe ser igual a la

distancia entre un punto de la directriz (D) y el punto O (DO)

Boytchev (2012) muestra la gran mayoria de los trabajos de los estudiantes basados en un
sistema posicional, el cual en la mayoria de ellos se prevalece el cartesiano, del cual
muestra una significativa relacion a la vision que se puede obtener de las conicas para su
aprendizaje. Esto es al punto que muestra siempre en sus simulaciones (2D y 3D) un
sistema de referencia del plano cartesiano. Lo anterior muestra que la vista del estudiante
de una curva conica desde un sistema de referencia permitiria al mismo dar cuenta de
caracteristicas que a primera vista de la curva no pueda comprender o cuantificar.

Para Brousseau (1986) no solo es importante realizar la fase de accidon, que en si misma
aporta mucho al aprendizaje para el estudiante en términos de la exploracion de
situaciones y unas primeros indicios sobre la solucion de la situacion (o situaciones)
presentes, sino que se deben aprovechar las primeras ideas de los estudiantes frente a la
situacion y su posible solucién. La fase de formulaciéon en la Teoria de Situaciones
Didéacticas presenta como fin que el estudiante realice algunas formulaciones sobre

estrategias de solucion de la situacion problema. En términos de Panizza (2003):
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[...] un alumno (o grupo de alumnos) emisor debe formular explicitamente un
mensaje destinado a otro alumno (o grupo de alumnos) receptor que debe
comprender el mensaje y actuar (sobre un medio, material o simbolico) en base al
conocimiento contenido en el mensaje” (pag. 10)

Es por estos motivos que en esta actividad se espera que los estudiantes puedan formular
algunas caracterizaciones de las curvas conicas desde un sistema de referencia como lo es
el plano cartesiano.
Propdsitos:
La siguiente actividad tiene como proposito principal el hecho de reconocer algunas
caracteristicas de las curvas conicas haciendo uso de sistemas de referencia para realizar
a su vez posibles cuantificaciones de distancias. Para lograr este proposito se espera que
se realicen los siguientes propoésitos especificos:
e Reconocer el sistema de referencia como guia para la caracterizacion de cada
curva conica.
e Crear estimados de mediciones y sus relaciones con distancias entre varios puntos
especificos de las conicas.
e Obtener datos importantes de cada conica tales como vértices, focos y distancias
focales en cada tipo de curva.
e Determinar similitudes y diferencias de cada una de las caracteristicas observadas

en actividades anteriormente realizadas.

Materiales:
1. Compas y Regla
Hoja con formato de respuestas (anexo 1-5).

Papel milimetrado (3 hojas como minimo).

2
3
4. Hoja con representacion de curva conica circunferencia en el plano cartesiano.
5. Hoja con representacion de curva conica parabola en el plano cartesiano.

6. Hoja con representacion de curva conica elipse en el plano cartesiano.

7. Hoja con representacion de curva conica hipérbola en el plano cartesiano.
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8. Formato de cuestionario sobre diferencias con o sin el papel milimetrado.

Descripcion:

Esta descripcion se encuentra dividida en dos secciones importantes, la primera se centra

en la importancia de un sistema de referencia cartesiano. Y la segunda parte se centra en

las caracteristicas que tiene curva y como se pueden referenciar con el uso del plano

cartesiano.

Primera seccion

1.

Se organizaran a los estudiantes en grupos de trabajo establecidos en la actividad
anterior. A cada grupo se les entregara las hojas milimetradas y las hojas con
representaciones de las curvas conicas circunferencia y elipse. Dados estos
materiales se les pedird que realicen las siguientes acciones:

a. Dibujar en el papel milimetrado las dos figuras que se han entregado.
Mientras se esté realizando esto se les pedira que ademas contesten las siguientes
preguntas:

a. ¢Qué dificultades han encontrado al momento de hacer el dibujo en el

papel milimetrado?

b. (Qué ventajas han tenido al momento de hacer uso de este tipo de papel?
Cuando los grupos hayan realizado los dos dibujos en el papel milimetrado (ya
sea 1 por papel o ambos en el mismo papel) se les pedird que escriban en el
cuaderno (o donde estén llevando sus progresos) el procedimiento que han
realizado para hacer dibujos iguales a los entregados en las hojas.

Se destinard un tiempo no mayor a 30 minutos para que algunos grupos (a
consideracion del docente encargado) explique a sus compafieros como realizaron
o no estos dibujos.

Se pedird a cada grupo de trabajo que realicen en hojas blancas cada una de las
representaciones entregadas.

Se pedira a cada grupo de trabajo que realicen dentro de las hojas milimetradas

cada una de las representaciones entregadas en hojas blancas.
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6. Al terminar los puntos 4 y 5 de esta actividad se pedird a los estudiantes que

respondan al cuestionario entregado de manera individual y luego de manera
grupal, en cada grupo el docente deberd observar y estar atento a diferentes

conversaciones que se presenten en cada grupo.

Segunda seccion

1.

Se pedird que cada grupo que tanto en las representaciones de curvas conicas
circunferencia, elipse, parabola e hipérbola como en las representaciones de
curvas conicas realizadas en el papel milimetrado ubiquen puntos tanto dentro
como fuera de la curva que pudieran ser de importancia para crear dichas curvas.
Se permitira que los grupos de trabajo interactien para que se ponga en comun
algunas de las caracteristicas descritas anteriormente en pro de la ubicacion de los
puntos requeridos.

Se les presentarda a los estudiantes la curva circunferencia y los puntos que
intervienen para la construccion (centro y punto para determinar el radio de la
misma), luego de esta presentacion se pedird a cada grupo que se centre en una de
las curvas restantes e intenten determinar puntos necesarios para construir dichas
curvas.

Se realizara una presentacion de maximo 3 grupos donde muestren los puntos que
han determinado como importantes para la curva trabajada.

a. De no encontrarse grupos donde se determine por lo menos uno de los
puntos importante para la creaciéon de las curvas, es necesario que el
docente realice los puntos 4 y 5 de esta seccion de actividad. En caso
contrario proseguir con el punto 6 de esta seccion de actividad.

El docente tomard a la circunferencia como base de este trabajo, luego de realizar
la representacion de esta curva, pedird a los estudiantes que expliquen el proceso
para poder crear esta curva. Se pedird que sean muy detallados en el proceso en

pro de determinar el centro y la distancia radial usados para esta curva. Ademas es
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necesario que hagan uso de los nombres “centro” y “radio” por parte de los
estudiantes.

5. Dados los nombres de los puntos y segmentos para realizar la curva
circunferencia, se pedird que miren de nuevo las representaciones de las curvas
elipse y parabola, e intenten emular el proceso de la circunferencia. Para esto se
necesario que los estudiantes realicen las siguientes acciones (si no se han
realizado, si ya las han realizado hacer caso omiso):

a. Hacer uso de la regla y compas para tratar de realizar dichas curvas, esto
con el fin de que los estudiantes comprendan que estas curvas no son
posibles de realizar con dichos implementos.

b. Estimular a los estudiantes para que en el caso de la elipse determinen no
un centro sino dos, asi como las distancias entre un punto de la elipse y
dichos centros. Y en el caso de la parabola, procurar que los estudiantes
determinen el vértice de la pardbola como el punto minimo o maximo que
tiene la misma. Ademas de determinar la regularidad entre distancias de
un punto foco y la un segmento directriz con la curva.

6. Una vez que los estudiantes hayan mostrado los puntos, se determinaran los
nombres de dichos puntos segln sea cada curva. Es necesario que a este punto los
estudiantes puedan determinar la relacion entre los puntos y segmentos con las
caracteristicas determinadas en las actividades anteriores.

Se pedira a los estudiantes que marquen dichos puntos en las curvas realizadas en

las hojas milimetradas. Una vez realizado esto se dara fin a la actividad

Variables Diddcticas

Se comprende que en muchas ocasiones las actividades no pueden tener el ritmo de
trabajo deseado, esto debido a intervenciones dentro y fuera del dominio del docente, en
esta actividad se presenta una estrategia opcional dada las condiciones presentadas en el

punto 3 de la segunda seccion. Adicional a esto, a continuacién se presentan algunas
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posibles situaciones que pueden ocurrir en la actividad y algunas recomendaciones para

el docente en dichas situaciones:

Posible situacion

Recomendacion para el docente

La actividad se debe cortar por
cuestiones de horario de clase

o actividades extraordinarias

planteadas desde entes
superiores  (coordinacion y
otros)

Ya que esta actividad se encuentra dividida en dos secciones, se

espera que se pueda realizar en dos sesiones de clase. Sin

embargo, en dado caso que sea necesario terminar la sesion de

clase durante una de las dos secciones se recomienda que:

1. No cortar la primera seccion o por lo menos se
esperaria que los estudiantes y el docente realizaran las
representaciones en hojas milimetradas, ya que esto
permite reconocer caracteristicas de los puntos sobre
los cuales los estudiantes basarian sus siguientes
actividades.

2. En tal caso de tener de cortar la segunda seccién, se
espera que se pueda hacer un corte durante el tercer
literal, ya que es en este que el docente puede tomar
dos caminos en la continuidad de la actividad dada las

condiciones presentadas.

Tener en el aula de clase un
estudiante que se encuentre

repitiendo el curso.

Si se presenta un estudiante que se encuentre repitiendo el

grado escolar o que haya visto previamente las curvas conicas

el docente debe tener en consideracion:

Este estudiante puede determinar de una manera brusca el
uso de los nombres de los puntos importantes para la
creacion de las curvas conicas, por este motivo se deberia
considerar el permitir intervenir al estudiante una vez que
sus compaifieros se encuentren realizando la socializacion de
los puntos encontrados.

Si el grupo de estudiantes debe realizar los puntos 4 y 5 de
la segunda

seccion este estudiante puede ser muy

importante durante el nombramiento de los puntos de cada
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curva, ademas puede determinar el uso de la recta directriz

para la parabola.

Tener en el aula un estudiante
con necesidades educativas

especiales.

e En caso de tener estudiantes con baja visién o pérdida del
sentido de la vista, y si se dispone de un tiflélogo, se le pedira
a esta persona que guie a estos estudiantes en la realizacion
de la actividad y una adecuacion de las imagenes para esta
poblacion. Se espera que estas personas puedan guiar el dedo
de estos estudiantes alrededor de la imagen presente en la
actividad, y que se resalte con punzon la curva con la que se
quiere trabajar.

e En caso de tener un estudiante con dificultades auditivas y se
encuentre un intérprete, se le pedird a éste que le comunique
al estudiante las instrucciones de la guia, asi como que pueda
compartir sus ideas con sus compafieros. En caso de no tener
esta ayuda en el aula, el docente puede ser intermediario para

la comunicacién de este estudiante con sus compaiieros.

Tabla 11. Descripcion de variables didacticas a considerar actividad 4

Evaluacion:

Esta actividad tiene como intension el hecho de reconocer algunas caracteristicas de las

curvas conicas haciendo uso de sistemas de referencia para realizar a su vez posibles

cuantificaciones de distancias. En las actividades de formulacion se espera que los

estudiantes puedan realizar conjeturas y formular estrategias y/o hipotesis sobre lo

realizado. Es por eso que en esta actividad se espera que los estudiantes logren realizar

las siguientes acciones:

* Determinar la importancia del uso de sistemas de coordenadas para la ubicacion

de las curvas asi como la posible cuantificacion de distancias que intervienen en

las curvas.

*  Construccion de curvas conicas dado un sistema de referencia
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* Reconocimiento de puntos, segmentos y/o rectas que permitan realizar algunas

caracterizaciones de las curvas conicas desde un sistema de referencia.
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Actividad 5: Usando herramientas para dibujar
Objetivo:
e Determinar caracteristicas, propiedades y elementos para la construccion de cada
una de las curvas conicas.
e Considerar la imposibilidad del uso de herramientas cldsicas de construccion

geométrica (regla y compas).

Justificacion:

Para el trabajo con las curvas conicas, no solo es necesario realizar descripciones de estas
curvas sino ser capaz de determinar a partir de las caracteristicas del grafico si la curva es
0 no curva conica, es entonces que la misma graficacion de las curvas conicas permite a
los estudiantes reconocer las caracteristicas de las conicas de una manera (en un primer
momento) intuitiva y se puede llegar a formalizar desde la demostracion.

Desde el trabajo de las conicas y el uso de herramientas, los estudiantes pueden realizar
formulaciones mas concretas y asi realizar comparaciones con las caracteristicas
anteriormente realizadas en actividades pasadas.

La implementacion de herramientas siempre se ha considerado beneficioso, en este
sentido todos las implementaciones de instrumentos fisicos o mentales son fuentes y
referentes para la creacion de conocimiento, es asi como la implementacion de
herramientas disefiadas en pro de la compresion de las curvas conicas como los son los
Paraboldgrafos, elipsografos, e hiperbolografos pueden ser de utilidad real en la
compresion de las curvas, ademdas que estas herramientas en si mismas y sus
construcciones graficas de las conicas permiten observar las conicas desde otra
perspectiva mas alla de los cortes de un cono (aunque esa sea su naturaleza).

Propositos:

La siguiente actividad tiene como proposito principal que el estudiante comprenda e
implemente las herramientas (como Parabolografos, elipsografos e hiperbolografos) para
determinar y relacionar las caracteristicas de las curvas conicas. Para que se cumpla este

proposito principal los estudiantes deben estar en la capacidad de:
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e Implementar las herramientas dadas para la construccion de curvas conicas.

e Determinar cudl es la curva realizada por la herramienta.

e Observar y caracterizar las curvas realizadas por las herramientas.

e Comparar las caracterizaciones realizadas anteriormente y las caracterizaciones
realizadas después de implementar las herramientas.

e Formular una representacion simbolica que sea comparable con el grafico

realizado.

Materiales:
1. Regla o escuadra para uso de tablero
2. Compas para uso de tablero

3. Hoja con formato de preguntas sobre el uso de las herramientas (anexo 1-6).

Descripcion:
Primera seccion.

1. Se organizaré a los estudiantes de forma individual y se realizaran las siguientes
preguntas sobre lo realizado hasta el momento (estas preguntas pueden ser
entregadas en un formato o establecidas en el tablero para que cada estudiante
pueda observarlas):

a. A partir de lo realizado hasta el momento, ;Qué nombre seria el mas
adecuado para llamar a todas las curvas con las que se han trabajado en las
ultimas (sesiones de) clase?

b. ¢Existen diferencias entre estas curvas?, de haberlas ;Cuéles son estas
diferencias?, y en caso de que no existan, ;Por qué crees que no existen las
diferencias?

c. ¢(Como agruparias estas curvas?, ;Qué consideras importante al momento
de dar diferencias a las curvas presentadas en las sesiones anteriores?

Una vez puestas las preguntas en juego a los estudiantes el docente debera tomar

un papel de observador de cada uno de los razonamientos de los estudiantes, es
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por este motivo que el mismo docente debe abstenerse de realizar comentarios
que en algin momento orienten el desarrollo de las respuestas a estas preguntas.
Cuando el docente considere adecuado se les presentaran a los estudiantes una
serie de graficos en los que se encuentren algunas ejemplificaciones de las curvas
conicas (anexo 1-5) y vuelvan a mirar las preguntas del punto 1.b y 1.c, con los
graficos en mano, los estudiantes deberan adicionalmente sefialar desde los
graficos sus respuestas.
Se reorganizara a los estudiantes en grupos de 2 o 3 personas (no mas y es
recomendable establecer solo grupos de 2), luego de eso se les pedira a los grupos
que compartan sus respuestas y determinen entre el mismo grupo una respuesta a
las preguntas del punto 1.b y I.c.
Se presentaran tres graficos diferentes a cada grupo y se les pedird que en el
cuaderno (o donde lleven los progresos de cada sesion) que realicen un dibujo de
los graficos de manera que sean de diferente tamaiio al presentado.
Una vez los dibujos sean realizados el docente debera realizar la siguiente serie de
preguntas a cada uno de los integrantes del grupo de trabajo:

a. (Como pueden decir que el dibujo realizado sea igual al que se les dio

antes y ahora (en referencia a los anexos 1-6)
b. (Existe alguna forma de comprobar si ambos, el dibujo y el grafico dado,
son iguales o diferentes?

Finalmente se permitird que los estudiantes expresen sus respuestas en el
cuaderno (o donde lleven los progresos de cada sesion) y se dard un tiempo para

que los demas grupos terminen el trabajo.

Segunda seccion.

1.

Se presenta en una mesa redonda las respuestas dadas en el punto 6 de la seccion
anterior, esto con el fin de que los estudiantes puedan realizar algunas
conversaciones sobre los resultados obtenidos y las herramientas implementadas

para realizar las curvas.
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2. En caso de que se presente dentro de las discusiones la imposibilidad de asegurar
que las curvas realizadas sean las mismas dadas por el docente se sigue con el
punto 5, en caso contrario seguir los puntos 3 y 4 de esta seccion.

3. El docente presentara el compas y la regla para tableros como herramientas para
realizar construcciones de figuras geométricas, y orientara el uso de ellos en
construcciones de cuadrados, tridngulos y circunferencias.

4. Se daré la oportunidad a los estudiantes que asi lo dispongan de intentar (en el
tablero o cuaderno) hacer uso de la regla y el compas para la realizacion de las
curvas dadas (anexo 1-6).

5. Cuando los estudiantes determinen que la construccion de las curvas (anexo 1-5)
no se puede realizar con las herramientas clasicas de geometria el docente procede
a mostrar las simulaciones (anexos 2-1,2-2 y2-3), esto con el fin de que los
estudiantes replanteen el origen de las curvas.

6. Se da a los estudiantes tiempo para que en los grupos de trabajo de la primera
seccion realicen algunas anotaciones en el cuaderno sobre visto en esta seccion.

7. La seccion se da como finalizada cuando los estudiantes puedan establecer dentro
de su cuaderno (o lugar donde hacen las anotaciones de estas actividades) sobre
conjeturas y caracteristicas observadas, de ser necesario permitir a los estudiantes

poder manipular las simulaciones (anexos 2-1,2-2 y2-3).

Evaluacion:
Esta actividad tiene como intension el que los estudiantes puedan reconocer y describir
las diferentes curvas conicas presentes en las actividades pasadas, ademas de realizar
algunas caracterizaciones de las conicas. En las actividades de formulacion se espera que
los estudiantes puedan realizar conjeturas y formular estrategias y/o hipotesis sobre lo
realizado. Es por eso que en esta actividad se espera que los estudiantes logren realizar
las siguientes acciones:

* Jdentificar diferencias caracteristicas de las curvas coénicas, tanto de los demas

tipos de curvas, como entre las mismas curvas conicas
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* Realizar descripciones de las curvas conicas implementando las caracterizaciones
reconocidas en actividades anteriores.

* Determinar la importancia de la precision del grafico, tanto para determinar las
caracteristicas de las curvas como para realizar otros graficos y dibujos que

presenten este tipo de curvas.
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Actividad 6: ;Qué son realmente estas curvas?
Objetivo:
e Establecer un conjunto de caracteristicas, propiedades y elementos necesarios
para su construccion.
e Presentar a los estudiantes las diferentes caracteristicas delas conicas y su relacion

con el lenguaje algebraico.

Justificacion:
Realizada una caracterizacion de las curvas conicas, es importante realizar un alto para
que se realicen dos aclaraciones importantes, la primera es determinar qué relacion tienen
todas las curvas vistas en las actividades. El relacionar a las curvas como una familia
permite a los estudiantes reconocer en mayor medida las similitudes y diferencias que
tienen cada una de las curvas.
La segunda aclaracion es la relacion entre lo realizado en actividades anteriores y el
lenguaje algebraico presente en estas curvas, asi como la aclaracion y explicitacion de las
caracteristicas de los puntos y segmentos que tienen cada una de dichas curvas. Tales
como la adicion de distancias de segmentos desde el foco hasta el punto de la elipse, o la
igualdad de distancias entre el foco y el punto en la pardbola y la presente entre el punto
en la parabola y la directriz.
El reconocer a las conicas como una familia de curvas originadas desde los cortes a un
cono desde diferentes angulos permite a los estudiantes el reconocimiento de similares y
diferencias entre las diferentes secciones de un cono. Desde el trabajo realizado por
Ramirez (2013) se puede determinar a las curvas conicas desde una vista de cortes del
cono por un plano de la siguiente forma:

e Se entiende a la circunferencia como el corte a un cono por un plano siendo este

mismo (plano) perpendicular al eje del cono.
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e Al realizar un corte del cono con el plano y siendo este corte oblicuo, de tal
manera que el corte forma un angulo mayor al dngulo formado entre el eje del
cono y su directriz, la curva generada tiene el nombre de elipse.

e (Cuando el corte entre el plano y el cono es tiene un dngulo congruente con el
angulo entre el eje y la directriz del cono, y se encuentra en una posicion diferente
a la directriz (arriba o abajo) la curva resultante tiene el nombre de parabola.

e Y finalmente si el angulo del corte entre el plano y el cono es inferior al angulo
entre la directriz y el eje del cono, la curva resultante tiene el nombre de

hipérbola.

El siguiente cuadro muestra los respectivos cortes del plano al cono para obtener las

secciones conicas deseadas

llustracion corte para una circunferencia Ilustracion corte para una elipse

Ilustracion corte para una pardbola Ilustracion corte para una hipérbola

Figura 5. Representacion de las diferentes curvas conicas generadas por el corte de un cono.
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A partir de lo descrito por Larson (1989), Lehmann (1992) y Kindle en términos de un

lenguaje algebraico, las secciones del cono deben cumplir ciertas caracteristicas y

propiedades que se retoman en el siguiente cuadro:

Curva conica

Propiedad a cumplir

Expresion algebraica

Circunferencia

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto centro con

una distancia llamada radio

x2 +y2 =7r? donde “r” es el radio

de la circunferencia

Elipse

Lugar geométrico de los puntos P del
plano tal que la suma de las
distancias a los focos es una cantidad

constante k

x2 yZ
§+F:1 donde a y b son

diferentes a cero

Parabola

El lugar geométrico de los puntos de
un plano que equidistan de una recta
dada, llamada directriz, y de un

punto exterior a ella, llamado foco.

O —vy) = alx — vy)?
Donde (v4, v,) es la coordenadas del

vérticey a # 0

Hipérbola

Lugar geométrico de los puntos P del
plano tal que la diferencia de las
distancias a los focos es una cantidad

constante k

2

x ye
;—ﬁ—l donde

a y b son

diferentes a cero

Tabla 11. Presentacion de las propiedades de las curvas conicas y su expresion

algebraica

Pensar en una serie actividades para la ensefianza de las curvas conicas sin permitir a los

estudiantes reconocerlas como secciones de un corte a un cono no permite tener una

vision amplia del mismo concepto (al igual que solo privilegiar la vision del corte a un

cono afecta la forma de ver y comprender a las curvas conicas). Esta actividad tiene como

proposito el que los estudiantes reconozcan a las conicas como corte al cono.

Para Gomez (1989) es importante el uso de un lenguaje matematico, sin embargo este no

es realmente espontaneo. El desarrollo de un lenguaje matematico se mantiene como un

proceso, donde todos los actores (docentes y estudiantes) refuerzan el uso de este tipo de

lenguaje para una comunicacion
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Ahora bien, este proceso no es, evidentemente espontaneo. La escuela, como
transmisora de la cultura y los conocimientos histéricamente acumulados, juega
un papel esencial en la adquisicion de cualquier conocimiento (Gémez 1989,
pag. 14)
Este proceso de codificacion a lenguaje matematico debe originarse en las necesidades de
los estudiantes para la comunicacion de sus pares sobre sus propias ideas sobre un objeto
matematico, donde el lenguaje natural puede llegar a ser extenso e incitar a la confusion ,
en las palabras de Gomez se entiende que:
La construccion de los simbolismos matematicos comporta una verdadera
construccidon conceptual que tiene su origen en contextos de interaccion social
en los que la necesidad de convencidon y comunicacion obliga a un analisis mas
profundo de aquello que se desea transmitir, analisis que viene facilitado por el
recurso a los codigos figurativos y al lenguaje natural. (Gomez 1989, pag. 13-
14)
Dado que la adquisicion de un lenguaje matematico no es espontaneo y su apropiacion,
que para Gémez (1989) no se encuentra claro como procede este proceso de adquisicion
era aun desconocidos, deben ser respaldadas en una significacion a las actividades
realizadas con los estudiantes. Esto debido a que la adquisicién de estos conocimientos
debe ser apoyados desde lo cotidiano y escolar.
Es aqui necesario establecer algunas criticas frente a la secuencia de actividades, si bien
pareciera que se ha dejado de lado el lenguaje mateméatico y en especial el lenguaje
algebraico no es del todo cierto. Los procesos que los estudiantes deberian estar
realizando hasta el momento de esta actividad dan significado al lenguaje algebraico que
se esta desarrollando con esta actividad, bien lo menciona Goémez (1989) al reconocer
sobre su documento:
[...] se derivan aspectos importantes a tener en cuenta en la ensefianza del
lenguaje matematico, como es la necesidad de vincular su aprendizaje a
contextos familiares y a la expresion social, y respetar el uso de simbolizaciones

propias, en las que intervengan el dibujo, los esquemas, el lenguaje natural, etc.,
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de manera que el alumno pueda ser siempre capaz de dotar de significacion
concreta a cualquier expresion matematica. (Goémez 1989, pag. 14)

Es decir, el realizar la ensefianza de un concepto matematico como lo son las conicas
directamente desde lo algebraico no permite en muchos casos dar una real significacion
para el estudiante sobre lo que realmente representan dichas expresiones algebraicas.
Aunque se crea que por el hecho de que los estudiantes tengan ya apropiado un lenguaje
algebraico previo ya que segin el MEN (2002) los estudiantes de grado 9° se
encontrarian en la capacidad de reconocer simbolos del lenguaje algebraico, esto no
significaria que le den significado a las férmulas de curvas conicas sin una previa
experimentacion con las curvas
Para Brousseau (1986) no solo es importante realizar la fase de accidon, que en si misma
aporta mucho al aprendizaje para el estudiante en términos de la exploracion de
situaciones y unas primeros indicios sobre la solucién de la situacion (o situaciones)
presentes, sino que se deben aprovechar las primeras ideas de los estudiantes frente a la
situacion y su posible solucion. La fase de formulacion en la Teoria de Situaciones
Didéacticas presenta como fin que el estudiante realice algunas formulaciones sobre
estrategias de solucion de la situacion problema. En términos de Panizza (2003):

[...] un alumno (o grupo de alumnos) emisor debe formular explicitamente un

mensaje destinado a otro alumno (o grupo de alumnos) receptor que debe

comprender el mensaje y actuar (sobre un medio, material o simbdlico) en base al

conocimiento contenido en el mensaje” (pag. 10)
Es por estos motivos que en esta actividad se espera que los estudiantes puedan validar
las caracteristicas determinadas de las curvas conicas a partir del uso de lenguaje
algebraico. Ademas se espera que los estudiantes puedan reconocer las caracteristicas de
las curvas cénicas cono curvas originadas a partir del corte de un cono en diferentes
angulos

Propositos:
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La siguiente actividad tiene como propdsito principal el hecho de reconocer a las curvas

conicas como los resultados de cortar un cono con un plano con ciertas caracteristicas

(explicadas anteriormente), y el usar lenguaje algebraico para determinar Ilas

caracteristicas y formulas de las curvas conicas. Para esto se espera que los estudiantes al

finalizar la actividad puedan:

Reconocer las diferentes curvas que se generan al cortar un cono, y relacionarlas
con las curvas trabajadas en anteriores actividades.
Reconocer y determinar las férmulas de las conicas a partir de las caracteristicas

establecidas en actividades anteriores.

Materiales:
1. Compasy Regla
2. Hoja con formato de respuestas (anexo 1-6) completado.
3. Papel milimetrado (3 hojas como minimo).
4. Hoja con representacion de curva conica circunferencia en el plano cartesiano
(anexol1-7).
5. Hoja con representacion de curva conica parabola en el plano cartesiano (anexol-
8).
6. Hoja con representacion de curva conica elipse en el plano cartesiano (anexo1-9).
7. Hoja con representacion de curva conica hipérbola en el plano cartesiano
(anexo1-10).
8. Formato de cuestionario sobre diferencias con o sin el papel milimetrado (anexo
I-11).
Descripcion:

Esta descripcion se encuentra dividida en dos secciones importantes, la primera se centra

en la importancia de un sistema de referencia cartesiano. Y la segunda parte se centra en

las caracteristicas que tiene curva y como se pueden referenciar con el uso del plano

cartesiano.
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Primera seccion

1.

Se organizaran a los estudiantes en grupos de trabajo establecidos en la actividad
anterior. A cada grupo se les entregara las hojas milimetradas y las hojas con
representaciones de las curvas conicas circunferencia y elipse. Dados estos
materiales se les pedira que realicen las siguientes acciones:

a. Dibujar en el papel milimetrado las dos figuras que se han entregado.
Mientras se esté realizando esto se les pedira que ademads contesten las siguientes
preguntas:

c. ¢Qué dificultades han encontrado al momento de hacer el dibujo en el

papel milimetrado?

d. (Qué ventajas han tenido al momento de hacer uso de este tipo de papel?
Cuando los grupos hayan realizado los dos dibujos en el papel milimetrado (ya
sea 1 por papel o ambos en el mismo papel) se les pedira que escriban en el
cuaderno (o donde estén llevando sus progresos) el procedimiento que han
realizado para hacer dibujos iguales a los entregados en las hojas.

Se destinara un tiempo no mayor a 30 minutos para que algunos grupos (a
consideracion del docente encargado) explique a sus companeros como realizaron
o0 no estos dibujos.

Se pedird a cada grupo de trabajo que realicen en hojas blancas cada una de las
representaciones entregadas (anexos 1-7 a 1-10).

Se pedira a cada grupo de trabajo que realicen dentro de las hojas milimetradas
cada una de las representaciones entregadas (anexos 1-7 a 1-10) en hojas blancas.
Al terminar los puntos 4 y 5 de esta actividad se pedira a los estudiantes que
respondan al cuestionario entregado (anexo 1-11) de manera individual y luego de
manera grupal, en cada grupo el docente deberd observar y estar atento a

diferentes conversaciones que se presenten en cada grupo.

Segunda seccion
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1. Se pedirda que cada grupo que tanto en las representaciones de curvas conicas
circunferencia, elipse, parabola e hipérbola (anexos 1-5 a 1-10) como en las
representaciones de curvas conicas realizadas en el papel milimetrado ubiquen
puntos tanto dentro como fuera de la curva que pudieran ser de importancia para
crear dichas curvas. Se permitira que los grupos de trabajo interactiien para que se
ponga en comun algunas de las caracteristicas descritas anteriormente en pro de la
ubicacion de los puntos requeridos.

2. Se les presentara a los estudiantes la curva circunferencia y los puntos que
intervienen para la construccion (centro y punto para determinar el radio de la
misma), luego de esta presentacion se pedird a cada grupo que se centre en una de
las curvas restantes e intenten determinar puntos necesarios para construir dichas
curvas.

3. Se realizard una presentacion de maximo 3 grupos donde muestren los puntos que
han determinado como importantes para la curva trabajada.

a. De no encontrarse grupos donde se determine por lo menos uno de los
puntos importante para la creaciéon de las curvas, es necesario que el
docente realice los puntos 4 y 5 de esta seccion de actividad. En caso
contrario proseguir con el punto 6 de esta seccion de actividad.

4. El docente tomard a la circunferencia como base de este trabajo, luego de realizar
la representacion de esta curva, pedird a los estudiantes que expliquen el proceso
para poder crear esta curva. Se pedird que sean muy detallados en el proceso en
pro de determinar el centro y la distancia radial usados para esta curva. Ademas es
necesario que hagan uso de los nombres “centro” y “radio” por parte de los
estudiantes.

5. Dados los nombres de los puntos y segmentos para realizar la curva
circunferencia, se pedird que miren de nuevo las representaciones de las curvas
elipse y parabola, e intenten emular el proceso de la circunferencia. Para esto se
necesario que los estudiantes realicen las siguientes acciones (si no se han

realizado, si ya las han realizado hacer caso omiso):
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a. Hacer uso de la regla y compas para tratar de realizar dichas curvas, esto
con el fin de que los estudiantes comprendan que estas curvas no son
posibles de realizar con dichos implementos.

b. Estimular a los estudiantes para que en el caso de la elipse determinen no
un centro sino dos, asi como las distancias entre un punto de la elipse y
dichos centros. Y en el caso de la parabola, procurar que los estudiantes
determinen el vértice de la parabola como el punto minimo o méximo que
tiene la misma. Ademas de determinar la regularidad entre distancias de
un punto foco y la un segmento directriz con la curva.

6. Una vez que los estudiantes hayan mostrado los puntos, se determinardn los
nombres de dichos puntos seglin sea cada curva. Es necesario que a este punto los
estudiantes puedan determinar la relacion entre los puntos y segmentos con las
caracteristicas determinadas en las actividades anteriores.

Se pedira a los estudiantes que marquen dichos puntos en las curvas realizadas en

las hojas milimetradas. Una vez realizado esto se dard fin a la actividad

Variables Didacticas

Se comprende que en muchas ocasiones las actividades no pueden tener el ritmo de
trabajo deseado, esto debido a intervenciones dentro y fuera del dominio del docente, en
esta actividad se presenta una estrategia opcional dada las condiciones presentadas en el
punto 3 de la segunda seccion. Adicional a esto, a continuacion se presentan algunas
posibles situaciones que pueden ocurrir en la actividad y algunas recomendaciones para

el docente en dichas situaciones:

105
Propuesta de actividades para la enserianza de las conicas desde el diserio de una Ingenieria Diddctica




Posible situacion

Recomendacion para el docente

La actividad se debe cortar por
cuestiones de horario de clase

o actividades extraordinarias

planteadas desde entes
superiores  (coordinacion 'y
otros)

Ya que esta actividad se encuentra dividida en dos secciones, se

espera que se pueda realizar en dos sesiones de clase. Sin

embargo, en dado caso que sea necesario terminar la sesion de

clase durante una de las dos secciones se recomienda que:

3. No cortar la primera seccion o por lo menos se
esperaria que los estudiantes y el docente realizaran las
representaciones en hojas milimetradas, ya que esto
permite reconocer caracteristicas de los puntos sobre
los cuales los estudiantes basarian sus siguientes
actividades.

4. En tal caso de tener de cortar la segunda seccion, se
espera que se pueda hacer un corte durante el tercer
literal, ya que es en este que el docente puede tomar
dos caminos en la continuidad de la actividad dada las

condiciones presentadas.

Tener en el aula de clase un
estudiante que se encuentre

repitiendo el curso.

Si se presenta un estudiante que se encuentre repitiendo el

grado escolar o que haya visto previamente las curvas conicas

el docente debe tener en consideracion:

Este estudiante puede determinar de una manera brusca el
uso de los nombres de los puntos importantes para la
creacion de las curvas conicas, por este motivo se deberia
considerar el permitir intervenir al estudiante una vez que
sus compaifieros se encuentren realizando la socializacion de
los puntos encontrados.

Si el grupo de estudiantes debe realizar los puntos 4 y 5 de
la segunda seccién este estudiante puede ser muy
importante durante el nombramiento de los puntos de cada

curva, ademas puede determinar el uso de la recta directriz

para la parabola.
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Tener en el aula un estudiante
con necesidades educativas

especiales.

e En caso de tener estudiantes con baja visiéon o pérdida del
sentido de la vista, y si se dispone de un tiflologo, se le pedira
a esta persona que guie a estos estudiantes en la realizacion
de la actividad y una adecuacion de las imagenes para esta
poblacion. Se espera que estas personas puedan guiar el dedo
de estos estudiantes alrededor de la imagen presente en la
actividad, y que se resalte con punzon la curva con la que se
quiere trabajar.

e En caso de tener un estudiante con dificultades auditivas y se
encuentre un intérprete, se le pedird a éste que le comunique
al estudiante las instrucciones de la guia, asi como que pueda
compartir sus ideas con sus compafieros. En caso de no tener
esta ayuda en el aula, el docente puede ser intermediario para

la comunicacion de este estudiante con sus compaiieros.

Tabla 12. Descripcion de variables didacticas a considerar actividad 5

Evaluacion:

Esta actividad tiene como intension el hecho de reconocer algunas caracteristicas de las

curvas conicas haciendo uso de sistemas de referencia para realizar a su vez posibles

cuantificaciones de distancias. En las actividades de formulacion se espera que los

estudiantes puedan realizar conjeturas y formular estrategias y/o hipodtesis sobre lo

realizado. Es por eso que en esta actividad se espera que los estudiantes logren realizar

las siguientes acciones:

* Determinar la importancia del uso de sistemas de coordenadas para la ubicacion

de las curvas asi como la posible cuantificacion de distancias que intervienen en

las curvas.

* Construccion de curvas conicas dado un sistema de referencia

* Reconocimiento de puntos, segmentos y/o rectas que permitan realizar algunas

caracterizaciones de las curvas conicas desde un sistema de referencia.
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Capitulo 8

Conclusiones y reflexiones finales

En este capitulo del trabajo se realizan algunas conclusiones a partir de lo realizado en
esta investigacion, es importante aclarar que tanto los objetivos de la investigacion como
algunas consideraciones realizadas durante la investigacion guiaran la presentacion de
estas conclusiones.
Frente al objetivo de investigacion
Para esta investigacion se tuvo como objetivo principal el caracterizar el disefio de las
actividades para la ensenanza de las conicas con el uso de herramientas mecénicas en el
entorno de la resoluciéon de problemas.
Dado este objetivo general, se observo que la caracterizacion el disefio de una secuencia
de actividades trae consigo realizar algunas consideraciones tales como son:

I.  Una metodologia didactica como la Ingenieria Didactica es amplia en el sentido

de una aplicabilidad para el disefio de una secuencia de actividades.

Durante la investigacion se pudo observar una gran facilidad de acomodacién de la
Ingenieria Didactica (ID) para los fines del objetivo planteado. Al presentarse una
estructura en fases la ID permite realizar una separacion de acciones necesarias para el
disefio y para la implementacion de actividades en el aula, para el caso de este
documento, el uso de andlisis basados en los cuatro aspectos propuestos por Artigue
(1995) permite abarcar todos los factores necesarios para el disefio de actividades:

o El anadlisis epistemologico de los contenidos contemplados en la enseiianza:
Este andlisis permite observar las concepciones de cada una de las conicas, asi
como un analisis desde la evolucion del concepto de conicas a través de la
historia. Si bien este aspecto se debi6 modificar dadas las condiciones de la
investigacion, no se puede dejar de reconocer la importancia de un buen andlisis
de este tipo para un disefio de actividades para conceptos matematicos ya que da
herramientas de trabajo para actividades introductorias del concepto a trabajar,

ademas permite que el disefiador pueda reconocer aspectos de objeto matematico
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y pueda enfatizar sus actividades segun lo considere adecuado sin dejar de lado
tanto el trato formal del concepto como todos aquellos procesos que conlleva el
trabajo de cualquier concepto matematico.

o El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos: En este andlisis dentro de la

investigacion se realiz6 un cambio nominal de esta investigacion a Andalisis de la
enserianza de las conicas. Este analisis permite a los disefiadores observar tanto
las rutas pedagdgicas llevadas actualmente en el aula como propuestas de
ensefianza del concepto matematico sobre el que se quiere disefar.
En este andlisis se pudo observar que varios autores concuerdan con la
introduccion al concepto de conica con el uso de lenguaje algebraico desde la
observacion de las curvas de estas cOnicas para obtener sus caracteristicas y
propiedades.

e El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucion: De este analisis se pudieron reconocer
algunos obstaculos, errores y dificultades que los estudiantes podrian trabajar al
momento de trabajar con las conicas, aunque no se realiz6 estrictamente sobre las
conicas, sino que se abarco desde el uso de funciones y la obtencion de
caracteristicas, asi como el trabajo de funciones lineales y cuadraticas desde un
lenguaje mas geométrico. El haber realizado este andlisis permitido crear
actividades donde se intentard evitar dichos obstiaculos y se toman
recomendaciones de autores como Ramirez (2010) para encaminar el disefio de
dichas actividades.

o El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion
didactica efectiva: Este analisis fue el mas complejo de realizar dado que se
espera que estas actividades sean generales para la poblacion, sin embargo, se
realizaron algunas restricciones sobre una poblacion inicial en la ciudad de
Bogot4d (Colegio Centro Lestonnac Orden de la compania de Maria) y luego

algunas restricciones para estudiantes de Colombia.
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Este analisis es determinante para la creacion de actividades, ya que si no se
reconoce la poblacion sobre la cual se quiere disefiar se puede obviar informacion
vital para el mismo disefo. En el caso de esta investigacion aspectos clave como
conocimientos previos que se tienen frente a las conicas se pudieron evidenciar en
lo descrito por el MEN (2006) frente a los estandares para el ciclo de grados 10° y
11° asi como los indicadores que muestran el trabajo con las conicas para los
estudiantes de este ciclo, ademds gracias a lo indagado en el colegio Centro
Lestonnac Orden de la Compaiia de Maria se pudo determinar una poblacion

especifica (grado 10°) para el cual se podria realizar estos disefios.

Este tipo de andlisis permite realizar una base tedrica aceptable para el montaje de
disefios de actividades. Ademads, es una tarea importante y conlleva a una constante
alimentacion en los diferentes aspectos sobre los cuales se va disefiar para no incurrir en

insuficiencia de datos para realizar un analisis adecuado.

El uso de la Ingenieria Didactica ademés permite implementar dentro del disefio de
actividades el uso de la Teoria de Situaciones Didécticas de Brousseau (1986, citado por
Panizza 2003), no existe punto de interferencia entre estas. Si bien la Ingenieria Didactica
permite establecer recomendaciones en su fase 1 (anélisis preliminar) y la observacion de
variables micro y macro didécticas, es la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) quien
permite crear una secuencializacion de actividades a disefiar a partir de los analisis

realizados en la ID.

II. Los disefios de actividades deben tener una secuencializacion clara de sus
actividades y tener actividades donde se pueda completar y cumplir objetivos que

lleven a la ensefianza de las conicas.

En el transcurso del diseno de actividades se presentd mas de una vez el mismo problema
claro “cuantas actividades realizar”, a medida que se cubrian aspectos cognitivos
didacticos y epistemologicos se aumentaron la cantidad de actividades y esto lleva a
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pensar en lo siguiente: una cantidad menor de actividades pueden ser insuficientes para el
desarrollo de los estudiantes mientras que una cantidad superior de actividades haria al
disefio pesado y complejo en una aplicacion.

Esto quiere decir que el disefio de una secuencia de actividades siempre se encontrara en
este percance, y depende de quién disefie actividades determinar cuando una secuencia de
actividades debe culminar antes de ser vista como una cantidad de actividades
incumplibles. Otro de los problemas de quien disefia es que las actividades deben dar al
estudiante en cada una de ellas una serie de objetivos que permitan llevar al estudiante a
cumplir finalmente el objetivo de las actividades, muchas veces puede llevarse a lo que se
describe en la T.S.D. como deslizamiento meta cognitivo debido al deseo de llevar a cabo

actividades donde se complementen actividades.

III.  El estudio de las secciones conicas desde su aspecto geométrico encaminado a la

ensefianza no es un tema que se haya profundizado como se esperaria.

Las secciones conicas son un concepto matematico que es muy rico en investigaciones a
nivel internacional, sin embargo, gran parte de ellas se centra en la aplicacion de
actividades sin una reflexion sobre los problemas del disefio de actividades. También se
centran en el aprendizaje desde lo algebraico de las conicas, lo que implicaria una
omision consciente del paso de las propiedades y caracterizaciones geométricas de las
conicas hacia un paso de notacion algebraica, es decir, se invisibiliza los procesos del
estudio de las curvas conicas desde los procesos geométricos para llegar a una notacion
algebraica.

Es necesario considerar a este punto que como se muestra en varias secciones de este
documento, se tiene desde el primer momento dar un enfoque desde lo geométrico de las
secciones conicas mayor al enfoque meramente algebraico, se observd que realmente
dentro del desarrollo historico de las conicas este enfoque fue muy importante en el

mismo desarrollo de estas curvas.
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Autores como Boytchev (2012) muestran que el reconocimiento de las propiedades de las
conicas y de sus caracteristicas permite un primer acercamiento para los estudiantes antes
de usar el lenguaje formal, lo mismo se propone desde documentos como los de Pérez
(2011), Soto (2012) y otros sin llegar a una profundizacion de este aspecto mas alla del
reporte de una o dos actividades enfocadas a la comprension de las conicas como curvas.
Trabajos como los de Gamba y otros (2014) muestran un acercamiento de las conicas
desde un ambiente virtual del aprendizaje, esto es un ejemplo de una implementacioén de
actividades centradas en un primer momento en la ensefianza de las propiedades y
caracteristicas desde lo geométrico de las curvas conicas.

Frente al uso de teoria del disefio y teoria de investigacion

En el caso de esta investigacion, la ingenieria didactica establecio una serie de acciones
determinantes para el diseno. Esto se observé en la seleccion de las dos primeras fases de
la misma ingenieria, el andlisis previo requiere una serie de analisis donde se consideran
tres aspectos (que para la teoria en juego) son importantes: lo cognitivo, didactico y
epistemologico.

Este ultimo se adapto a la situacion, que segun lo muestra Artigue (1995) es valido segun
sea la necesidad de la investigacion que ponga en juego a la Ingenieria Didactica, ya que
al hacer un andlisis epistemologico de las conicas por si mismo es una investigacion
fructifera. Ademas, llevaria buen tiempo reunir la informacion necesaria para realizar este
tipo de analisis, es por eso que se realizo en su lugar un analisis desde un breve
acercamiento historico de las conicas y la observacion de diferentes cambios del concepto
y la forma de ver a las conicas durante diferentes épocas.

Desde lo cognitivo se concluye que muchos de los problemas en la ensefianza de las
conicas es el ser vistas como un objeto matematico estatico y que solo se centra en su
concepcion algoritmica dejando de lado el papel grafico de las cdnicas como
caracterizadores de éstas, en pocas palabras un disefio de actividades no deberia
invisibilizar los aspectos graficos de las conicas ya que son estos quienes describen las
caracteristicas y propiedades de las conicas. El trabajo algoritmico es indispensable pero

después de una compresion de las conicas y de sus graficos.
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Otra conclusion sobre los andlisis cognitivos es sobre el papel que se da a la concepcion
de las conicas como cortes al cono. Se ha determinado que esta herramienta se
desperdicia muchas veces al ser dada como hecho real al estudiante sin dejar interactuar.
En apartados de varios textos se presenta como introduccion a las féormulas algoritmicas
de las conicas, dejando de lado todo lo visto por Apolonio en su trabajo de las conicas, el
cual partiendo de las conicas como cortes del cono, presenta un estudio a mayor
profundidad de cada una de estas para determinar caracteristicas especiales de cada una
de ellas y lograr mostrarlas desde lo geométrico y lo algoritmico posteriormente. Un
gran ejemplo de estas actividades se muestra en la presentacion de las esferas de
Dandelin, en las que desde los mismos aspectos geométricos se puede dar una
explicacion formal del nacimiento de las conicas como cortes de un cono.

Desde lo analizado en el aspecto didactico se puede concluir que tanto las actividades
deben estar disefiadas con el fin que los estudiantes puedan tener un aprendizaje
significativo y aplicativo en diferentes contextos (cotidiano, real y matematico) y un
aprendizaje propio, pues de poco sirve que un estudiante tenga acceso a la informaciéon y
sea dada por un agente externo si el mismo no tiene una aceptacion del mismo.

A través de la lectura de diferentes trabajos donde se ha aplicado el concepto de conicas
en diferentes contextos, se ha determinado que es importante en el momento del disefio
de actividades para la ensefianza de este concepto que no se vea a las conicas como algo
externo a la realidad, sino que es un concepto inmerso en la misma realidad de los
estudiantes (como se demuestra en las actividades 8 y 9) y que este concepto pueda llegar
a ser (potencialmente) en un impulso a estudio de otros objetos matemadticos, como lo
muestro en Beltran (2014), siendo las conicas herramientas para el desarrollo de estos y
otros objetos matematicos.

Frente a la caracterizacion de disefio de actividades para la ensefianza de las conicas
A partir de lo visto en este capitulo se establecen algunas caracteristicas de un disefio de
actividades para la ensefianza de las conicas (y el uso de la Ingenieria Didactica como
metodologia de investigacion), hay que decir que cada enfoque metodologico puede tener

algunas discrepancias con las caracteristicas que se pondran a continuacion:
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I.  Todos los disefios de actividades deben realizarse basados en una busqueda y
analisis de informacion tedrica soOlida y considerando los aspectos
epistemologicos, didacticos, de la poblacion.

IL. La creacion de actividades debe estar estipuladas de tal manera que se pueda
evitar la dualidad entre actividades insuficiente para la ensefianza de un concepto
y el exceso de actividades que conlleven a una imposibilidad de completar la
secuencia.

III.  Se debe enfatizar las actividades hacia un puente desde la perspectiva geometria
hacia la vision de la conica desde lo algebraico. Esto debido a que, si bien se
puede realizar actividades para introducir la nocién de curva cdnica, es necesario
en algin punto que el estudiante pueda ver a la cdnica, sus caracteristicas y
propiedades tanto de una forma geométrica como de una algebraica.

IV. Todas las actividades deben estar estructuradas considerando cuatro aspectos:
objetivo de la actividad, descripcion de la actividad, consideraciones hacia las
variables didacticas necesarias si se presentan algunas condiciones especificas no
contempladas en los analisis de la poblacion a disefiar y requerimientos minimos
para considerar que una actividad se encuentra realizada completamente
(evaluacion de la actividad)

V. Se deben crear actividades que permitan una adaptacion para poblacion con
condiciones de necesidades educativas especiales, esto debido a que dentro del
andlisis de la poblacion a la que se disefie o aplique una secuencia de actividades
se pueden presentar estos tipos de poblacion.

VI.  Se deben crear actividades de apoyo para las actividades planeadas si ocurre un
evento extraordinario, o cuando es necesario fortalecer algun aspecto, sin
embargo, no todas las actividades de apoyo pueden ser consideradas debido a que
si se tienen variables didacticas que se pueden presentar en el desarrollo de las
actividades debe ser quien determine cuando una actividad de esta naturaleza

debe ser creada.
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Recomendaciones para futuras investigaciones

Esta caracterizacion de actividades para la ensefanza de las conicas donde se puso en

consideracion aspectos de la Ingenieria Didéctica presenta algunas consideraciones y

reflexiones finales, esto se realiza en varios momentos de la investigaciéon que fueron

preguntas del investigador que no se pudieron responder en la investigacion.

1.

La secuencia de actividades se encuentra limitada a las conicas en posiciones
estandares, es decir no se toma en consideracion la ensefianza de conicas que no
se encuentren con algun cambio de giros. Seria importante en futuras
investigaciones que se consideraran este tipo de posiciones de las conicas.

Las diversas aplicaciones de las conicas como lo son la astronomia o la ingenieria
no se pudieron introducir a esta investigacion dada su limitacion en la poblacion
(estudiantes de grado 10°), sin embargo, estas aplicaciones llevan a que las
caracterizaciones de las conicas sean mucho mads relevantes para los estudiantes, y
asi dar una idea mas completa de lo que es una curva conica y sus diferentes
aplicaciones en diversas ramas de la ciencia.

Algunas instituciones educativas dan a las conicas un solo periodo académico
(dos meses de estudio) en los que se dan clases de matematicas con maximo 6
horas a la semana, es decir, un total de 48 espacios de clase para tomar un tema
que por lo que se determina en esta investigacion es poco tiempo para tomar
diferentes aspectos de las conicas en este tiempo. Serian necesarios dos periodos
académicos en estas instituciones para que realmente un estudiante pudiera
comprender a cabalidad todo lo que conlleva las cénicas. ¢sera este un factor para
que las conicas sean vistas casi exclusivamente desde una vision algebraica
dejando como una simple explicacion de catedra sobre sus propiedades

geométricas?
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Anexos
Anexo 1-1: Guia de trabajo actividad 1
Para el desarrollo de esta actividad es necesario que los estudiantes realicen cada uno de
los siguientes experimentos respondiendo en el cuaderno (u hoja de trabajo) cada una de

las preguntas planteadas y las anotaciones requeridas.

Experimento N° 1
Materiales:

e Vaso trasparente y liso (se recomienda de vidrio y de un tamano de 10
centimetros de altura)

e Tinte o colorante (también puede ser valido las bebidas en polvo)

Procedimiento:

1. Verter en el vaso agua de tal manera que ocupe una sexta parte de su capacidad
total.

2. Aplicar el tinte o colorante (maximo 2 gotas) y mezclar.

3. Una vez mezclado, observar la figura que tiene el borde del agua que se obtiene al
colocar el vaso en una superficie plana. Responder que figura se forma y dibujar
dicha forma.

4. Inclinar el vaso muy levemente a la izquierda y observar la figura que tiene el
borde del agua que se obtiene al colocar el vaso en una superficie plana.
Responder que figura se forma y dibujar dicha forma.

5. Inclinar el vaso hasta formar un angulo aproximado de 45°, observar la figura que
tiene el borde del agua que se obtiene al colocar el vaso en una superficie plana.
Responder que figura se forma y dibujar dicha forma.

6. Inclinar ain mas el vaso (sin dejar derramar su contenido) hasta que el liquido
toque el borde del vaso, observar la figura que tiene el borde del agua que se
obtiene al colocar el vaso en una superficie plana. Responder que figura se forma
y dibujar dicha forma.

Responder las siguientes preguntas en el espacio correspondiente: ;Qué importancia
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tiene para la figura que se observa que el vaso se incline un poco mas (o un poco

menos)?, ;afecta en la forma de la figura?

Experimento N° 2

Materiales:

Linterna, Balon o bola de goma, Hoja de papel blanco (se sugiere que sea papel cartulina

por su mayor firmeza frente a una hoja de papel comun)

Procedimiento:

1.

Colocar el balon o bola de goma sobre una superficie plana (se recomienda hacer
uso de la hoja de papel blanco) de tal manera que se encuentre centrado y que no
se mueva de su sitio (si es necesario fijar con un poco de cinta o plastilina).
Ubicar la linterna exactamente sobre el balon o bola e iluminar.

Observar la figura resultante en la sombra (penumbra) resultante entre el balon y
la luz. Realice un dibujo donde se explique la sombra dada la posicion de la luz.
Inclinar la luz poco a poco hasta alcanzar una inclinaciéon aproximada de 45°.
Realice un dibujo donde se explique la sombra dada la posicion de la luz. ;Qué
cambios se observa en la sombra (penumbra) al cambiar la posicion de la
linterna?

Inclinar la luz poco a poco hasta que la sombra (penumbra) alcance el borde la
superficie donde se coloca el balon. Realice un dibujo donde se explique la
sombra dada la posicion de la luz. ;Qué cambios se observa en la sombra
(penumbra) al cambiar la posicion de la linterna?, ;Qué cambios significativos
sufre la sombra en estos cambios de inclinacion?

Inclinar la luz hasta que se encuentre frente al balon. Realice un dibujo donde se
explique la sombra dada la posicion de la luz. ;Qué cambios se observa en la
sombra (penumbra) al cambiar la posicion de la linterna?, ;Qué cambios

significativos sufre la sombra en estos cambios de inclinacion?

Responder la siguiente pregunta: ;Qué relacion tiene la posicion de la linterna y la
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sombra/penumbra que produce con el balon?, ;tiene alguna similitud esta situacion y las

posiciones del vaso?

Experimento N° 3
Materiales:
Linterna, Papel celofan de cualquier color, Carton de rollo de papel higiénico (o similar),
Hoja de papel blanco (se sugiere que sea papel cartulina por su mayor firmeza frente a
una hoja de papel comun)
Procedimiento:

1. Cubrir la lente de la linterna con el papel celofan, luego colocar el carton un rollo
de papel higiénico de tal manera que no permita difuminar la luz y centrarla en un
haz.

[luminar la hoja de papel blanco
Cambiar la posicion y la inclinacion del papel sin cambiar la inclinacion de la luz.
Responder ;Qué cambios presenta la luz al cambiar la inclinacion del papel?

Colocar la hoja de papel en una superficie plana.

AN T

Inclinar la luz poco a poco hasta alcanzar una inclinacion aproximada de 45°.
Realice un dibujo donde se explique la posicién de la luz. ;Qué cambios se
observa al cambiar la posicion de la linterna?

7. Inclinar la luz poco a poco hasta que la luz de la linterna alcance el borde la hoja
de papel blanca. Realice un dibujo donde se explique la posicion de la luz. ;Qué
cambios se observa al cambiar la posicion de la linterna?

8. Inclinar la luz hasta que se encuentre a una inclinacién aproximada de 90°.

Realice un dibujo donde se explique la posicion de la luz. ;Qué cambios se

observa al cambiar la posicion de la linterna?

Responder la siguiente pregunta: Al cambiar la posicion de la linterna ;Qué cambios
sufria el haz de luz en la hoja de papel?, ;estos cambios también se observan al cambiar

la inclinacion de la hoja de papel y mantener el haz de luz inmovil?
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Anexo 1-2: Guia de trabajo individual para los estudiantes
1. Observa las siguientes imagenes que presentan algunas construcciones humanas y

responda:

a. ¢/Habia visto estas imdgenes antes?, describa brevemente que tipo de

construcciones son.
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2. Con el uso de papel pergamino o mantequilla, realice un calcado de cada imagen,
luego responda las siguientes preguntas:
(Qué fue lo primero que calc6 de cada imagen?
b. (Qué tienen en comun todas estas imdgenes (fuera de ser construcciones
realizadas por el hombre)?
c. (Qué diferencias se presentan en la silueta de las imagenes centrales?
d. ;Son desconocidas estas siluetas?, ;jen donde se habian visto anteriormente?
3. Realiza algunos dibujos usando estas siluetas (puede usar las hojas de papel
pergamino y mantequilla) en el cuaderno y luego responde:
a. ¢Qué fue lo mas complicado al usar estas siluetas?
b. Al usar tamafios diferentes a los dados en las imagenes, ;Como logras hacer un
dibujo con esta forma?
c. Explica con tus palabras el método implementado para realizar estos dibujos.
4. Realiza un dibujo usando todas las siluetas observadas anteriormente (minimo 5
siluetas) y responder las preguntas relacionadas:
a. (Cudl estrategia usaste para realizar ese dibujo?, describe brevemente como
realizaste el dibujo
b. (Como se puede asegurar que las siluetas realizadas son iguales en forma a las

presentadas en las imagenes?
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Anexo 1-3: Guia de trabajo individual para los estudiantes

Realicen grupos de maximo tres (3) personas y comparen sus respuestas. Luego de

comparar dar solucion al siguiente problema:

Maria, Luis y Andrés son estudiantes de arquitectura a los que el docente les asigna
realizar una réplica de una maqueta realizada por un estudiante ya graduado, sin embargo
el docente solo les da una serie de planos desde tres perspectivas e indica: “si estos
cambian su forma y caracteristicas al realizar la réplica esta se caera. Las imagenes dadas

por el docente se muestran a continuacion:

Horizontal Vertical

Los estudiantes deciden hacer una version de la réplica del mismo tamafio de las
imagenes y logran con €xito realizarla, esto al calcar las formas y siluetas para cortar, sin
embargo al momento de realizar esta replica a tamafio real no pueden hacer que la figura
pueda sostenerse al armar. Ya que no pueden calcar una imagen de tamafio real, ;Como

deberian Maria, Luis y Andrés realizar esta replica?
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Anexo 1-4: Guia de trabajo individual para los estudiantes

1. Observa las siguientes graficas
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Anexo 1-5: Guia de trabajo individual para los estudiantes.

Formato de preguntas primera sesion

Sobre el papel de hoja blanca
Describe brevemente como realizaste una de las curvas propuestas en la hoja blanca
Responde las siguientes preguntas
1. ;Qué dificultades han encontrado al momento de hacer el dibujo en este tipo de
papel?
2. (Qué ventajas han encontrado al momento de hacer el dibujo en este tipo de papel?
3. ¢Qué tipo de curva (de ser necesario enumerarlas) es mas complicada de realizar en
este tipo de papel?
4. (Qué ventajas han tenido al momento de hacer uso de este tipo de papel?
5. Ya que estas curvas se encuentran presentes en varias situaciones (y objetos) tipicas
(tanto modernas como antiguas) ;Coémo crees que se realizaron las primeras

ilustraciones haciendo uso de estas curvas?

Formato de preguntas primera sesion

Sobre el papel milimetrado
Describe brevemente como realizaste una de las curvas propuestas en la hoja milimetrada
1. ¢Qué dificultades han encontrado al momento de hacer el dibujo en este tipo de
papel?
2. (Qué ventajas han encontrado al momento de hacer el dibujo en este tipo de papel?
3. (Qué dificultades han encontrado al momento de hacer el dibujo en el papel
milimetrado?
4. ;Qué lleva a que las curvas anteriores se puedan dibujar en este tipo de papel?

5. (Este tipo de papel es el mejor para realizar las curvas anteriores?
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Curvas para el trabajo de la sesion
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Anexo 1-6: Formato de preguntas sobre el uso de las herramientas

A partir de lo realizado hasta el momento, ;Qué nombre seria el mas adecuado para
llamar a todas las curvas con las que se han trabajado en las ultimas (sesiones de)
clase?

.Existen diferencias entre estas curvas?, de haberlas ;Cuales son estas diferencias?, y
en caso de que no existan, ;Por qué crees que no existen las diferencias?

.Como agruparias estas curvas?, ;Qué consideras importante al momento de dar
diferencias a las curvas presentadas en las sesiones anteriores?
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Anexo 1-7: Representacion en el plano cartesiano de una parabola
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Anexo 1-8: Representacion en el plano cartesiano de una hipérbola
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Anexo 1-9: Representacion en el plano cartesiano de una elipse
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Anexo 1-10: Representacion en el plano cartesiano de una circunferencia
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Anexo 1-11: Formato de cuestionario sobre diferencias con o sin el papel

milimetrado

Formato de cuestionamiento sobre diferencias entre el uso del papel milimetrado y el papel

blanco

Pregunta

Papel milimetrado

Papel blanco

1. (De qué forma se
intent6 hacer el dibujo en

este papel?

2. (Qué diferencia se
observa al realizar el
dibujo en este papel
comparado al realizar el

dibujo en el otro papel?

3. (Como el uso del
compas y la regla afecta
en la realizacion de las
curvas pedidas en este

tipo de papel?

4. (Este tipo de papel
es el adecuado para
realizar estas curvas?

(explica brevemente)
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