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INTRODUCCION

En los ultimos afios, uno de los intereses de la investigacidon en Educacion Matematica ha
sido el estudio de los tipos de generalizacion de patrones que realizan los estudiantes, ya que
segln Rodriguez de Chicas y Ron (2022), es un factor fundamental para potenciar el
pensamiento algebraico. Por esta razdn, a través de esta tesis se pretende ampliar y aportar
a dichas investigaciones, ya que tiene como finalidad documentar los tipos de generalizacion
que producen los estudiantes de grado octavo (12 a 14 afios) al resolver tareas sobre
secuencias de patrones.

Para ello, de acuerdo con las producciones de los estudiantes, se identifican, caracterizany
describen los medios semidticos de objetivacion que se movilizan y de esta manera
identificar la presencia del componente de abduccion analitica.

Inicialmente, se consultan diversas investigaciones que fueron realizadas por Callejo, et al.
(2016), Radford (2018), Zapatera (2018a), Gustin y Pontdn (2020), Ayala y Molina (2021),
Vergel (2015), Uicab, et al. (2022), Vergel, et al. (2022) y Vergel (2016). Estos reportes estan
relacionados con el disefio e implementacion de tareas asociadas a la generalizaciéon de
patrones en diferentes niveles de escolaridad, en particular, en el dlgebra temprana. Lo
anterior, se encuentra en el capitulo 1 titulado antecedentes.

Posteriormente, surge la necesidad de enfocar la investigacién en una teoria de educacion,
por esta razon, este trabajo se fundamenta desde la Teoria de la Objetivacién (TO), la cual se
expone en el capitulo 2 correspondiente al marco tedrico. Para profundizar en la TO, se
toman como referentes a Vergel (2014, 2021, 2022), Radford (2006a, 2013, 2014, 2019,
2020a, 2020b, 202143, 2021b), Radford (en D’Amore y Radford, 2017) y Vergel et al. (2022).
Ademas, en este mismo capitulo se conceptualiza el pensamiento algebraico y la
generalizacion de patrones a partir de los trabajos realizados por Rodriguez de Chicas y Ron
(2022), Blanton y Kaput (2005), Kaput (1999), Radford (en Miranda, et al. 2007), Radford (en
D’Amore y Radford, 2017), Callejo et al. (2016), Stacey (1989), Zapatera y Callejo (2011),
Vergel (2014, 2022), Radford (2003, 2008, 2010, 2011, 2013).

Teniendo en cuenta los antecedentes y el marco tedrico, se adaptan y se disefian tareas que
permiten a los estudiantes generalizar patrones a través de secuencias figurales y numéricas
con apoyo tabular. Ademas, se realiza un pilotaje con estudiantes de grado octavo donde se
identifican los medios semidticos de objetivacion y los ambientes que se generan en el aula,
se analiza la viabilidad de las preguntas planteadas y se evidencian las dificultades que se
presentan en la estructura de las tareas y su abordaje. Para el registro de la informacion se
tiene en cuenta algunas estrategias cualitativas empleadas en la Educacién Matematica
descritas por Camargo (2021) y las fases establecidas por Miranda et al. (2007), Radford
(2012) y Vergel (2015). Lo descrito anteriormente, se expone en el capitulo 3 titulado
metodologia.

En el capitulo 4 se presenta el andlisis de las producciones de los estudiantes a partir de la
metodologia, el marco tedrico, los antecedentes, los diferentes medios semidticos
movilizados, los procesos de interpretacion y el contexto social de los estudiantes. Para ello,
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se realiza un analisis de caracter multimodal descrito por Arzarello (2006), Bayona (2021),
Vergel (2015) y Radford et al. (2009), que permite dar cuenta de los procesos de induccién,
abduccion y deduccidn que presentan los estudiantes al momento de trabajar con tareas
asociadas a la generalizacion de patrones.

Finalmente, en el capitulo 5 se reportan las conclusiones obtenidas a partir del analisis
multimodal con el fin de responder a la pregunta de investigacion y a los objetivos
planteados. Ademas, se presentan algunas observaciones finales relacionadas con los
aportes de este trabajo a la investigacién en la Educacién Matematica.
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1. ANTECEDENTES

En los ultimos afios el desarrollo del pensamiento algebraico mediante la generalizacion de
patrones se ha convertido en tema de interés en investigaciones en Educacion Matematica.
En algunas investigaciones realizadas se considera la generalizacion de patrones como uno
de los principales medios de introducir el dlgebra en el aula (Vergel, 2016). Por esta razon,
se presenta la descripcidn de algunas investigaciones que se tendran como referentes en el
disefio de las tareas y en el analisis de las producciones de los estudiantes.

Vergel (2015) presentd los datos provenientes de una investigacion doctoral en la que
participaron estudiantes de 9 y 10 afios, con el fin de indagar las formas de pensamiento
algebraico temprano. Para ello, utilizé la siguiente secuencia figural con apoyo tabular:

00. 000 000
000 0000 0000
2

fig. 1 fig.

Imagen 1: Secuencia figural con apoyo tabular (p.200) por Vergel, R., 2015, PNA, 9(3).

Para comprender la situacién, una estudiante llamada Laura, realizd dos gestos indexicales
espaciales, es decir, dos sefialamientos o movimientos con los dedos de la mano para indicar
expresiones tales como “ahi” o “aqui”: tapar los circulos y sefialar la torre (que corresponden
a tres circulos, dos en la parte inferior y el otro en la parte superior):

Primer gesto indexical

Segundo gesto indexical

O O O 0 OO0 0O
Q O O OJOX®)
1 mas 1 da 2, sumandole 3 2 mas 2 da 4, suméandole 3 6, y sumandole 3

Imagen 2: Gestos indexicales (p.202) por Vergel, R., 2015, PNA, 9(3).

El autor afirmé que la torre se convirtié en un medio semidtico de objetivacién ya que le
permitid contar el nimero de circulos de la fila de arriba y la de abajo por medio de la
percepcion, la coordinacion de deicticos o gestos indexicales espaciales, el ritmo, las palabras
y la actividad perceptual. Cabe resaltar que segun Radford (2013), un medio semidtico son
los recursos linglisticos, objetos, herramientas o signos que los estudiantes utilizan en la
construccién social de significados con el fin de tomar conciencia, expresar sus intenciones y
realizar acciones que le permitan alcanzar un objetivo. Vergel (2015) manifestd que dicho
proceso de semiosis perceptual se transforma en un nodo semidtico (entendido como la
movilizacion entre varios medios semidticos) ya que caracteriza la actividad reflexiva de la
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estudiante. Ademas, resaltd que cuando Laura expresd “6 y sumdndole 3” efectud una
generalizacion de acciones a partir de las operaciones.

Luego, le solicitd a la estudiante escribir un mensaje a un compafiero que no asistié a la clase
en donde le debe explicar cémo calcular el nimero de circulos que tiene la figura 1000, el
mensaje creado por Laura fue:

Imagen 3: Mensaje que permite calcular la cantidad de circulos de la figura 1000 (p.203) por Vergel, R., 2015, PNA, 9(3).

El autor considerd que, Laura realizd una generalizacion algebraica factual ya que lo
indeterminado no se nombrd, posiblemente quedd incrustada en los medios semidticos
utilizados (percepcion, gestos, ritmo y palabras). Sin embargo, gracias a la materialidad de la
actividad, los estudiantes se concientizaron de la misma y el pensamiento algebraico pudo
surgir. Ademas, cuando expresd que “siempre le vamos a sumar acd, la torre”, la estudiante
reconocid que independientemente de la figura, los tres circulos se deben sumar. Por lo
tanto, Vergel (2015) afirmé que el lenguaje natural permite expresar una formula en accién.
También concluyé que, el didlogo que se constituye a la labor conjunta o a la actividad,
permitio que los estudiantes tomaran conciencia de la comunalidad y la generalizaran, es
decir, dicha abduccion se utilizé para determinar el nimero de circulos de cualquier figura
particular.

Luego, para nombrar lo indeterminado y para operarlo analiticamente, el autor propuso a
los estudiantes la siguiente situacion:

La profesora Johanna tiene una bolsa y dentro de ella introduce varias tarje-
tas, cada una con un nimero. Cada uno de estos niimeros corresponde a una
de las figuras de la secuencia anterior. Ella saca al azar una tarjeta v la in-
troduce en un sobre, asegurdandose de que ningiin estudiante hava visto el
niimero de la tarjeta. Johanna quiere que el sobre sea enviado a la profesora
Estella con un mensaje que sera introducido en el sobre junto con la tarjeta
que contiene el mimero. Este mensaje debe explicar a la profesora como cal-
cular rapidamente el mimero de circulos que corresponde al nimero de la
tarjeta.

Imagen 4: item propuesto para nombrar lo indeterminado (p.208) por Vergel, R., 2015, PNA, 9(3).

Jimmy, otro estudiante escribio el siguiente mensaje:
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Imagen 5: Mensaje que permite calcular el nimero que se encuentra dentro de la tarjeta (p.209) por Vergel, R., 2015,
PNA, 9(3).

Cuando Jimmy explicé su mensaje utilizé movimientos tales como el sefialar, tocar y deslizar,
es decir, segun el autor se entiende como una férmula corpdérea. Ademas, dicha accion
linglistica - perceptiva - gestual se transforma en un nodo semidtico que permite la toma de
conciencia. Segun Vergel (2015) cuando el estudiante escribié “el numero que estd dentro de
la tarjeta” especificd la indeterminancia a través de una designacion semidtica linglistica y
expresd la analiticidad, es decir, el caracter operatorio de la indeterminancia, cuando
menciona “coger el numero y multiplicarlo por dos y el resultado que te dé debes colocarle

7

esta torre”. Otros estudiantes nombraron lo indeterminado como “figura”, “el nimero que
le salga en la tarjeta”, “el numero que te entregaron”y “el numero que esté en la cartulina”.
Ademas, la analiticidad se evidencid cuando los estudiantes expresaron que “a la figura le

7

sumo el mismo numero de la figura y al resultado que me dé le sumo tres”, “sumar el nimero
que te salga en la tarjeta dos veces y le suma tres”, “el niumero que te entregaron tienes que
multiplicarlo por dos y el numero que te dio le sumas tres” y “el numero que esté en la

cartulina lo tienes que colocar en la parte de arriba y en la parte de abajo y le sumas tres”.

Finalmente, Vergel (2015) concluyé que, los estudiantes identificaron la comunalidad y la
abduccién de esta, lo cual permitié calcular cualquier término de la secuencia de manera
linglistica, en donde se evidencié la analiticidad de la caracteristica de la generalizacidon
algebraica e incluso involucraban un caracter operatorio en cada una de las expresiones.
Ademas, el autor conjeturd que posiblemente |a analiticidad de la generalizacion algebraica
contribuye a la analiticidad del pensamiento algebraico. También afirmd que, las secuencias
figurales con apoyo tabular permiten la movilizacion de los medios semidticos tales como la
percepcién, los gestos y los recursos linglisticos, generando una transicion de un
pensamiento algebraico factual al contextual ya que en este proceso se nombrd lo
indeterminado, es decir, la denotacion se realizé a través de una actividad multimodal, “en
la que intervienen la percepcion, los gestos, los simbolos matematicos y el lenguaje natural”
(Radford, 2013, p.12).
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En la investigacién que realizaron Callejo, et al. (2016) el objetivo fue identificar las
caracteristicas del pensamiento algebraico en estudiantes de 6 a 12 aflos cuando resuelven
problemas de patrones lineales. Para ello, participaron 264 alumnos de educacion primaria
de un centro publico de la provincia de Alicante, 43 de ellos eran de grado primero, 53 de
segundo, 46 de tercero, 41 de cuarto, 35 de quinto y 46 de sexto. Cabe aclarar que ningun
estudiante habia trabajado con generalizacion de patrones. La tarea propuesta por los
autores involucraba la siguiente situacion:
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4 silas 6 sillas B sillas

Imagen 6: Secuencia figural con apoyo tabular (p.11) por Callejo, et al. 2016, Avances de Investigacion en Educacion
Matemadtica, 10.

Para esta tarea se plantearon cinco preguntas, cada una con un propdsito que permitid
cumplir con el objetivo mencionado anteriormente, estas son:

e Pregunta 1: i Podrias dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas?
Objetivo: Representar el siguiente término de la sucesion.

e Pregunta 2: ¢Cudantas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de 5 mesas? ¢Y
alrededor de 6 mesas?
Objetivo: Calcular el nimero de elementos que componen los dos siguientes
términos.

e Pregunta 3: En una fiesta se han colocado 18 mesas y sus correspondientes sillas.
éCuantos invitados pueden sentarse? Explica cémo has encontrado el resultado.
Objetivo: Calcular el nimero de elementos que compone un término lejano.

e Pregunta 4: Si en un cumpleafios se han invitado a 42 nifios, icuantas mesas
necesitaremos juntar en fila? Explica cdmo has encontrado el resultado.
Objetivo: Identificar cual es el término que tiene un niumero dado de elementos.

e Pregunta 5: Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el

numero de sillas.
Objetivo: Identificar la regla general.
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Para el analisis de los resultados, los autores tuvieron en cuenta cuatro categorias de la
generalizacion cercana y lejana, las cuales permitieron analizar la coordinacién entre la
estructura espacial y la numérica cuando se representa graficamente un término en
particular; la relacion funcional, es decir, asociar el nimero de mesas con el de sillas y el
proceso inverso al relacionar el nimero de sillas con el de mesas. Dichas categorias son:

e Representacion grafica o recuento directo sobre un dibujo de la figura solicitada.

e Estrategia recursiva o construccion de la sucesidon numérica hasta el término
buscado, afiadiendo a cada término la diferencia constante para obtener el siguiente,
an+1 = an + d

e Relacion funcional no proporcional, agrupando mentalmente las sillas de la figura
solicitada y relacionando el numero de mesas con el de sillas, asumiendo
implicitamente que f(n) = an+b,b # 0.

e Razonamiento proporcional, entendiendo implicitamente que hay una relacion de
proporcionalidad entre el nimero de mesas y el desillas, f(n) = an.

Los autores observaron tres métodos diferentes utilizados por los estudiantes al momento
de reconocer la relacién entre el nimero de sillas y de mesas. En el primero, multiplicaron el
numero de mesas por dos para obtener el nimero de sillas situadas arriba y abajo, y le suman
dos que son las sillas de los extremos. En el segundo, realizaron una descompaosicién entre
las mesas de los extremos con tres sillas y las de en medio con dos sillas cada una, efectuaron
una multiplicacion para cada caso y sumaron los resultados obtenidos. En el tercero,
separaron una de las mesas de los extremos y afiadieron la silla del otro extremo,
conformando una mesa con cuatro sillas, luego multiplicaron el resto de las mesas por dos y
sumaron las dos cantidades.

Callejo, et al. (2016) afirmaron que la mayoria de los estudiantes acudieron a la
representacion grafica para visualizar con mayor facilidad el patrén de la secuencia y poder
hacer un recuento de la cantidad de sillas, esto permitid evidenciar la coordinacion entre la
estructura espacial y numérica. Ademas, solamente en 3 estudiantes se reflejo la analiticidad,
ya que encontraron el nimero de sillas utilizando la identificacién de la recursividad, es decir,
sumando 2 sillas por cada mesa afiadida. Pero, de los 3 estudiantes sélo 1 respondid
correctamente, pues los otros dos no identificaron la diferencia constante; sin embargo,
evidenciaron un incipiente sentido de la indeterminacién ya que se refieren a la cantidad
indeterminada de mesas como si la conocieran, lo que manifiesta una forma de pensamiento
algebraico contextual. Por otro lado, los errores mas frecuentes que se presentaron fue el
reconocimiento de que cada mesa tiene dos sillas, el olvido de las sillas de los extremos o
multiplicar las sillas de los extremos con las demas sillas en vez de sumarlas.

De acuerdo con los resultados obtenidos y con el andlisis realizado, los autores concluyeron
gue el cambio de una representacion grafica a una estrategia funcional implica un salto
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cualitativo al momento de relacionar dos cantidades, ya que la mayoria de los estudiantes
recurrieron a la estructura espacial y numérica de la figura, descomponiéndola vy
recomponiéndola, lo que permitid encontrar la relacién funcional inversa, pero no fue
suficiente para reconocer la regla general. Ademas, en las explicaciones de los cdlculos
realizados, utilizaron deicticos espaciales y mostraron un modo de pensamiento algebraico
local (explicacion de nimeros concretos a partir de una figura especifica) o contextual (figura
cualquiera, por ejemplo, cuando mencionan “el numero de mesas” o al momento de expresar
verbalmente la regla general).

En la investigacidn realizada por Vergel (2016) se presentd la experiencia llevada a cabo con
dos estudiantes con el fin de explorar la manera en que utilizaban la indeterminancia
analitica o algebraica a través de la siguiente tarea:

Un mensaje en un sobre

En una sesién anterior, habiamos visto a la profesora Johanna' que tenia una bolsa y dentro de ella introducia
varias tarjetas, cada una con un numero. Cada uno de estos numeros correspondia a una de las figuras de
la secuencia dada.

Ella sacaba al azar una tarjeta y la introducia en un sobre, asegurandose de que ningun estudiante hubiera
visto el nimero de la tarjeta. La solicitud de Johanna era que el sobre fuera enviado a la profesora Estella con
un mensaje que era introducido en el sobre, junto con la tarjeta que contenia el nimero. Este mensaje debia
explicar a la profesora Estella como calcular rapidamente el nimero de circulos que correspondia al nimero
de la tarjeta.

Un alumno escribié el siguiente mensaje:

Profe Estella, para saber el nimero de circulos tu debes coger el nimero que esta en el sobre y sumarle el
mismo numero y al resultado que te dio le sumas 1, y el resultado que te dio corresponde al numero de
circulos de esa figura.

A partir del mensaje anterior, construye los cinco primeros términos de la secuencia.

Imagen 7: Mensaje en un sobre (p.25) por Vergel, R, 2016, UNO. Revista de la Diddctica de las Matemdticas, 73.

La secuencia figural que sirvié de base fue:

OO0 000 OOO0O
OO0 OO0 OOOOO

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Imagen 8: Secuencia figural con apoyo tabular (p.26) por Vergel, R, 2016, UNO. Revista de la Diddctica de las
Matemadticas, 73.

En el desarrollo de la actividad, el investigador observd que los estudiantes utilizaron el
lenguaje natural y algunos deicticos para expresar el lugar donde se deben ubicar las figuras
en la secuencia a través de movimientos corpéreos (gestos):
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Imagen 9: Sefialamientos y deicticos espaciales en las producciones de los estudiantes (p.26) por Vergel, R, 2016, UNO.
Revista de la Diddctica de las Matemdticas, 73.

Ademas, el programa Praat permitio realizar un andlisis prosddico de un didlogo entre la
profesora y uno de los estudiantes y se evidencié cémo el ritmo emerge como un medio
semidtico de objetivacion. En este caso el gesto y el ritmo se complementan para formar un
nodo semidtico:

2 mas 2, mas 3, mds 1 mas 4, 5, mds otros 5 mas 1
mas [ mads otros 4 (Prof. Johanna),
mds 1
3 0.06418

0

3 0.01093
o0 4124
Time (=)

Imagen 10: Ritmo en las producciones de los estudiantes (p.29) por Vergel, R, 2016, UNO. Revista de la Diddctica de las
Matemadticas, 73

De acuerdo con los resultados de la investigacidn, Vergel (2016) afirmd que por lo general
en una expresion algebraica no se evidencian los medios semidticos que permitieron llegar
a ella, por ejemplo, el lenguaje natural, los gestos, los deicticos espaciales, el ritmo, los
movimientos corporales, las palabras, las miradas, entre otros. Por esta razon, el autor
considerd que esta actividad propuesta se constituye en un problema de caracter semiético.
Ademas, Vergel (2016) menciond que los diferentes sistemas semiodticos de objetivacion
componen un nodo semiotico.

En el trabajo presentado por Radford (2018) participaron estudiantes de 5 a 12 afios de grado
cuarto, quinto y sexto. Para cada uno de los grados, se trabajo en grupos de 3 o0 4 estudiantes.
La investigacion tuvo como objetivo comprender el desarrollo del pensamiento algebraico
de los estudiantes en situaciones que involucran la generalizacidon de patrones. La situacion
presentada tenia como protagonista a una hormiga que se encontrd un recipiente con una
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miga dentro y cada dia agregaba dos migas mas. Luego, se solicitd dibujar los recipientes
correspondientes a los dias 4 y 5 teniendo en cuenta la siguiente representacion:

3D

(a)
-

::.(;O

Imagen 11: Secuencia figural (p.13) por Radford, L., 2018, Published in: C. Kieran (Ed.).

Luego, se pregunto por la cantidad de migajas correspondientes al dia 33, lo cual permitio
revelar el proceso de generalizacion de los estudiantes, las representaciones que construyen
y la manera de expresion oral de sus interpretaciones, que contribuyeron a la toma de
conciencia en el desarrollo de la estructura de la secuencia. Posteriormente, la maestra
solicitd a los estudiantes que escribieran un mensaje para que otra persona lograra calcular
la cantidad de migajas necesarias para un dia determinado. El andlisis de datos se centrd en
un enfoque multimodal, detallando los gestos, el lenguaje, la percepcion y el uso de simbolos
gue dan cuenta de la forma no convencional de la generalidad matematica significativa.

En primer lugar, en el grado cuarto, uno de los estudiantes acudio a la cantidad de migajas
del dia anterior y le agrega dos mads para establecer la cantidad total de migajas que le
corresponde a cierto dia, tal y como lo menciond en la expresion “para el dia 4 sacamos el
numero nuevamente, es decir, el dia 3. Después de eso agregaremos dos migas”. Mientras
gue, otro estudiante realiza dos columnas, en cada una de ellas, dibuja la cantidad de migajas
teniendo en cuenta el nUmero de dia que se indique y le agrega la migaja de la parte superior,
tal y como lo indica al comentar que “siempre debemos dibujar la cantidad de dias asi
(sefialando la columna de la izquierda) mds uno en la parte superior”, es decir, reconocio las
partes figurativas del término para realizar la representacion. Radford (2018) afirmdé que
cuando el estudiante utilizé el adverbio de tiempo “siempre” hace alusidon a todos los
términos de la sucesion, ya que permitié que expresara de manera oral una generalizacion
de tipo factica, es decir, que la variable aparece de forma tdcita. En cuanto al célculo que
debian crear para determinar el nimero de migajas teniendo en cuenta el dia, surgieron las
siguientes expresiones:

(a) (b) () (d)

2h_ =_i= 2X@& = bile 2xa=hn-g 2Nt =r

Imagen 12: Expresiones simbdlicas escritas por estudiantes de cuarto grado (p.18) por Radford, L., 2018, Published in: C.
Kieran (Ed.).

Para la primera expresion, una estudiante sugirié utilizar una letra, sin embargo, lo hace
como si supiera el nUmero que le corresponde al mencionar “le pones r a la cantidad de dias
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y pones de cada lado y es igual a 200, luego le sumas 1 y es igual a 201". Seguido de esto, el
docente aclara que el nUmero de dia se desconoce, por lo tanto, para representar el nimero
del dia, los estudiantes proponen utilizar signos tales como "#", " ?"y ".". Posteriormente,
utilizaron letras, tal y como se muestra en la segunda expresién. La docente solicitd
mencionar el significado de cada letra, Lola menciond que “2 veces el nimero mas 1 es igual
a larespuesta”, teniendo en cuenta el andlisis de la estudiante, cambiaron las letras por n de

numero y r de respuesta.

En segundo lugar, los estudiantes de grado quinto representaron rdpidamente el dia 4y 5,
no se presentd alguna dificultad para determinar la cantidad de migajas para el dia 33 y
reconocieron que, independientemente del dia, la cantidad de migajas es impar. Ademas,
identificaron linglisticamente las variables de manera explicita y adecuada. En cuanto a la
creacion del mensaje que permite determinar el nimero de migajas teniendo en cuenta el
dia, surgieron las siguientes expresiones:

(b)

Imagen 13: Expresiones simbdlicas escritas por estudiantes de grado quinto (p.21) por Radford, L., 2018, Published in: C.
Kieran (Ed.).

El autor evidencid que, en las dos primeras formulas, cada grupo de estudiantes separo los
calculos en dos partes, mientras que la tercera no, pues consideraron que no era necesario
hacerlo. Posteriormente, el docente solicité explicar el significado de las letras y los
coeficientes teniendo en cuenta el contexto de la situacion problema. Por ejemplo, un
estudiante menciond que si se tiene la formula 10x + 5 = r, “10 son las migas afiadidas, n
es el niumero del dia, 5 es la primera miga" y r la respuesta”, es decir, implicitamente esta
sefialando que, el coeficiente hace referencia a las migas afiadidas, n es el nimero de dia, el
término independiente corresponde a la primera miga y el término independiente seria la
respuesta.

En tercer lugar, en el grado sexto no se presenté alguna dificultad relacionada a la
representacion de las migajas ni a la determinacién de la cantidad de migajas que
corresponden al dia 33. La mayoria de los estudiantes expresaron que, para determinar la
cantidad total de migajas de un dia cualquiera “primero hay que tomar el niumero del dia y
multiplicarlo por 2, porque cada dia suma dos migajas. Y hay que sumar 1, que es la miga que
encontro la hormiga en el recipiente”, esto les permitié llegar facilmente a la expresion
alfanumeérica que representaba la generalizacién y comprender el significado de las variables
y la constante, una de las expresiones era (n2) X +1 = m, donde n corresponde al nimero
de dia y m el total de migas que se encuentran en el recipiente.
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De acuerdo con los resultados obtenidos y el andlisis de estos, Radford (2018) concluyd que,
en el grado cuarto los estudiantes realizaron generalizaciones facticas, pero se les dificultd
expresar una generalizacidn de tipo contextual. En cuanto al grado quinto, los estudiantes
formularon linglisticamente las variables y las relacionaron entre si, ya que entré a un
pensamiento verbal mas no al simbdlico, sin embargo, la deicticidad de las generalizaciones
contextuales no desaparecieron, sino que se transformaron en nuevos signos que
permitieron expresar la generalizaciéon de manera simbdlica. Finalmente, en el grado sexto,
surgido el pensamiento simbdlico algebraico e incluso se siguid desarrollando la
concientizacion del significado de las variables en otro tipo de situaciones.

En el trabajo realizado por Gustin y Ponton (2020) participaron 30 estudiantes de 11y 12
afios pertenecientes al grado séptimo, con los que se trabajaron dos situaciones problemay
los resultados se analizaron teniendo en cuenta la concepcion multimodal del pensamiento
humano planteados por Miranda, et al. (2007), por esta razdn, tuvieron en cuenta la relacion
de los diferentes sistemas semiodticos movilizados tales como el sistema semidtico del
lenguaje escrito, el lenguaje hablado, el de los gestos, el de las acciones, etc., que surgieron
durante el desarrollo de la actividad. La primera situacion propuesta contiene una secuencia
figural con apoyo tabular:

Vista Lateral Vista Lateral

& B Sl
T K

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5

De acuerdo con la informacién anterior responde las siguientes preguntas:

1. ¢ Cuantos cubos forman la Figura 2y la Figura 3?

2. Dibuje las Figuras 4 y 5 de la secuencia y determine la cantidad de cubos gue tiene
cada una.

3. Determina el numero de cubos que hay en la Figura 12, pero sin realizar el dibujo
4. ; Como hiciste para saber la cantidad de cubos en los dos casos anteriores?

5. ; Qué estrategia utilizarias para encontrar la cantidad de cubos de la Figura 1007

Imagen 14: Secuencia figural con apoyo tabular (p.44) por Gustin, J. y Pontdn, T., 2020. Union, Afio XVI (60).

Los autores evidenciaron diferentes medios utilizados por los estudiantes tales como gestos,
dibujos auxiliares, sefialamientos con el lapiz y el dedo, deicticos espaciales y el ritmo
(entonacién constante cuando enumeraban los cubos). Gustin y Pontdn (2020) afirmaron
gue la coordinacion de los medios semidticos caracteriza la actividad perceptual y reflexiva
lo que permitid constituir un nodo semidtico que contribuyd a la realizacion de sumas entre
la cantidad de cubos visibles y ocultos de cada figura. Sin embargo, a pesar de que algunos
estudiantes identificaron la comunalidad al mencionar expresiones como “se van
aumentando de a 4”, solamente llegaron a una generalizacién aritmética ya que la abduccién
no fue analitica, es decir, lo indeterminado quedd sin nombrar.
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La segunda situacion propuesta contiene una secuencia numérica con apoyo tabular:

Observa la siguiente secuencia numérica, donde el primer término corresponde
al numero 5, el segundo al numero 9, el tercer t&érmino al numero 13 y el cuarto término
al numero 17.

5 9 13 17

Término 1 Término 2 Término 3 Término 4 Término S Término 6

1. ¢Cuales son los numeros que ocupan los Términos 5 y 6 de la secuencia?

2. ;Cual es el numero que ocupa el Término 107

3. .Como harias para encontrar los numeros correspondientes a los Términos 26
y 987

4. Escribe un mensaje a un estudiante de ofra clase, con todos los detalles,
indicando la manera de encontrar los numeros correspondientes a los
Términos 5, 6, 10, 26 y 98.

5. Manuel afirma que el nimero correspondiente al Término 15 es el nimero 61,
¢ es correcta la afirmacion de Manuel? Explica por qué si o por qué no.

6. Escribe una expresion (formula) que permita calcular el numero
correspondiente a cada Término de manera directa.

Imagen 15: Secuencia numeérica con apoyo tabular (p.49) por Gustin, J. y Pontén, T., 2020. Union, Afio XVI (60).

Los autores evidenciaron que, durante el desarrollo de la actividad, los estudiantes utilizaron
los medios semidticos tales como los sefialamientos con el |apiz, dibujos auxiliares y frases
clave, con el fin de contribuir a la construccion de una generalizacion factual, contextual y
simbdlica, ya que identificaron la caracteristica en comun, hubo una abduccion analitica que
se aplicé a términos no dados y dedujeron una expresién (4n + 1) acompafiada de
expresiones como “n depende del término que sea” y “el 4 y el 1 siempre se aplican y no
cambian”. Ademas, cuando el docente intervino preguntando éel 26 qué representa? y una
estudiante contesta que corresponde al nimero del término, se empezd a manifestar el
sentido de la indeterminancia y la expresion simbdlica, de hecho, cuando menciona que para
encontrar el nimero que corresponde a cualquier término “seria el numero del término por
cuatro mds uno y da el resultado”, no solo establece el sentido de la indeterminancia sino
también hay una analiticidad y una designacién simbdlica.

De acuerdo con los resultados obtenidos y el anadlisis realizado, Gustin y Pontén (2020)
concluyen que las interacciones de los diferentes medios semidticos contribuyeron a la
formacién de nodos semidticos que permitieron que los estudiantes tomaran conciencia de
los objetos matematicos, en especial, de la indeterminancia, la analiticidad y del significado
de la variable.

Ayala y Molina (2021) en su investigacion, tun vieron como finalidad describir la manera en
que tres estudiantes de grado cuarto (de 9y 10 afios) construyen, dan sentido y expresan la
relacién funcional durante el proceso de generalizacion. Cabe aclarar que ellos nunca han
trabajado ni con la generalizacidn ni con expresiones algebraicas. Las actividades propuestas
eran contextuales, por ejemplo, el dinero gastado en un parque o la cantidad de sorpresas
necesarias en una fiesta de cumpleafios y las preguntas estaban organizadas de lo particular
a lo general y expresadas por medio de dibujos, en un lenguaje natural y alfanumérico. La
situacién problema se sitla en una fiesta de cumpleafios en donde regalan la misma cantidad
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de globos a cada invitado y colocan otro globo en la puerta para saber en qué casa se realizo
la celebracién. A continuacién, se dan a conocer algunos ejemplos de las preguntas que se
realizaron:

e Cuando hay 3 invitados se necesitan 10 globos équé crees que hizo con los globos?

e Cuando hay 6 invitados se necesitan 19 globos équé crees que hizo con los globos?

e Cuando hay 5 invitados écuantos globos necesita?

e Cuando hay 15 invitados ¢cuantos globos necesita?

e Un niflo de la clase dice que hay 8 invitados por lo que necesitardn 22 globos éestds
de acuerdo con élI?

e iComo le explicarias a Isabel qué debe hacer para conocer la cantidad de globos que
se necesitan en el cumpleafios?

e Cuando hay “muchos” / “infinitos” invitados ¢ cuantos globos necesita?

e Cuando hay R invitados écuantos globos necesita?

e (Escorrectala afirmacion “cuando hay Z invitados, se necesitan Z+Z+Z globos”? ¢ Por
qué?

e (Es correcta la afirmacién “cuando hay Z invitados, se necesitan W globos”? ¢éPor
qué?

Para solucionar las dos primeras preguntas, Mateo utilizé los globos de papel, seleccionando
la cantidad total y repartiéndolos uno a uno, su conjetura fue que Isabel le dio tres globos a
cada invitado y dejé uno en la puerta:

Imagen 16: Medios semidticos movilizados en las producciones de los estudiantes (p.222) por Ayala, C. y Molina, M.,
2021. PNA, 15 (3).

Cuando se solicitd al estudiante comprobar su conjetura realizé un conteo, pero luego
propuso hacer una division, después verbalizd su cdlculo efectuando una multiplicacion,
aungue registrd una division. Las autoras afirmaron que la estrategia para determinar la
cantidad de globos teniendo en cuenta el nimero de invitados se volvié mas sofisticada
debido a la limitacion del material y la extensién del conteo:
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Imagen 17: Procedimientos realizados por un estudiante (p.223) por Ayala, C. y Molina, M., 2021. PNA, 15 (3).

Ademas, las investigadoras evidenciaron que Mateo identificd la relacion funcional vy la
expreso verbalmente a partir de la indeterminacién de manera analitica, lo que dio sentido
a la formula que obtuvo vy la relaciond con el contexto, esto se logrd gracias al reparto del
material ya que aporté a la comprension de la situacién y fue el sustento al momento de
proponer una multiplicacion:

Imagen 18: Expresiones escritas y procedimientos realizados por Mateo (p.225) por Ayala, C. y Molina, M., 2021. PNA, 15
(3).

Cuando la entrevistadora le preguntd a Mateo qué sucedia cuando asistian infinitos
invitados, él contestd que “pues multiplicando por tres, infinito. Por tres es igual a infinito.
Entonces infinito globos, mds uno, infinitos globos uno”. Tanto para muchos como para
infinitos, el estudiante expresé la relacion de forma indeterminada, operd como si las
cantidades fueran conocidas y representd las variables de manera verbal, relacionandolas
con el contexto. En cuanto a la representacién con simbolos alfanuméricos, Mateo asignd un
valor a cada letra asociandola con su forma, pero recurrid a cantidades concretas:

LS
Vi

Imagen 19: Expresiones simbdlicas escritas por Mateo (p.226) por Ayala, C. y Molina, M., 2021. PNA, 15 (3).
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Posteriormente, Mateo evalué la veracidad de tres pares de valores: (Z, Z+Z+Z), (Z, W) y (Z,
Zx3 +1). Para el primer caso, menciond que “en vez de multiplicar, suma vy le falté el globo
de la puerta”, para el segundo par asigné un nimero a cadaletraZ=7Y W =11 y divide 11
entre 7 y concluyd que sobraban 3 globos. Finalmente, en cuanto al tercer caso, evaluo la
letra como 7, a medida que realizaba el cdlculo, lo relacionaba con el contexto y menciond
explicitamente las variables.

Hugo, otro estudiante se le facilitd llegar a la conjetura que se daban 3 globos a cada invitado,
realizaba gestos de reparto con ayuda de sus dedos y del material, ademas, realizaba el
ndamero tres con la mano y la movia hacia la derecha, simultdneamente, mencionaba que
“repartio tres. Le dio tres a cada nifio y los demds se los quedd ella”. Luego, comprobd su
conjetura utilizando el material. Sofia, la tercera estudiante, abordo el problema de manera
similar a Hugo. Al preguntar por 5 invitados, ambos estudiantes modificaron su relacién,
Hugo sumd voz alta de tres en tres y se apoyo del registro escrito:

Imagen 20: Procedimientos realizados por Hugo (p.230) por Ayala, C. y Molina, M., 2021. PNA, 15 (3).

Mientras que Sofia, contdé de uno en uno los dedos y luego comentd que “mis dedos son, por
ejemplo, los invitados. Entonces yo voy contando de tres en tres y me sale el numero”. Por lo
tanto, Sofia resolvid la situacién sumando y multiplicando, lo que permitié identificar la
estructura de la situacién al momento de relacionar sus operaciones con el contexto:

* - A L) 3=

' | + A
] = s
— A

Imagen 21: Procedimientos realizados por Sofia (p.231) por Ayala, C. y Molina, M., 2021. PNA, 15 (3).

En cuanto a la pregunta relacionada con “muchos” e “infinitos” invitados, Hugo relacioné el
término “muchos” con la cantidad de 100 y para “infinitos” con 1000. Sin embargo,
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menciond que el resultado de la multiplicacion eran los globos para los invitados sumando
uno mas para la puerta. Las autoras afirmaron que en este momento el estudiante identificé
una estructura e incluso cuando el entrevistador planted un caso falso, Hugo argumento por
gué no funcionaba. Mientras que Sofia, menciond que no le era posible hacer algun célculo
si no se sabia el numero de invitados y ejemplificd con cantidades particulares.

Para el caso de la representacion alfanumérica, Hugo comentdé que no sabia qué
representaba la legra R vy realizd representaciones tales como “R X A" o "R X 3 = 3”
pero no las involucrd dentro del contexto. Sofia les asignd valores numéricos a las letras
teniendo en cuenta el orden alfabético, es decir, menciond que “como la B es la segunda
letra, pues sumaria dos veces tres, porque tres mas tres, son seis, entonces el nimero que
habria pensado son seis, le sumo uno, que el uno es de la puerta. Son siete”.

Por otro lado, Sofia no reconocid la expresion Z X 3 + 1.Sin embargo, argumentd que no
es posible darse el caso de Z invitados y Z globos porque le estaria dando un globo a cada
uno.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos y el andlisis realizado por parte de Ayala y
Molina (2021) concluyeron que, Mateo realizd una generalizacién contextual; mientras que,
Sofia y Hugo, una generalizacion en acto. Ademas, afirmaron que los estudiantes utilizaron
varios medios semidticos (por ejemplo, los gestos de reparto, el conteo, los dibujos vy los
registros escritos de sus calculos) para dar un sentido a la situacion y para determinar una
relacion funcional. También, aseguraron que una manera para percibir que los estudiantes
generalizaron fue reconocer que identificaron la estructura involucrada en el problema a
pesar de que no la expresaron explicitamente.

Finalmente, las autoras consideraron importante incorporar varias maneras de preguntar
por lo indeterminado al momento de representar la generalizacidon de manera alfanumérica,
por ejemplo, utilizando los términos “muchos” e “infinitos” o proponiendo expresiones
verdaderas o falsas, aunque en este Ultimo caso, los estudiantes le asignaron un valor
numérico cualquiera o teniendo en cuenta la posicion que ocupa en el abecedario. Esto
permitio que los estudiantes centraran su atencién en la situacidon problema, que
transfirieran la relacion identificada en los casos particulares y que tuvieran ideas incipientes
sobre lo indeterminado.

La investigacion realizada por Zapatera (2018a) tuvo como objetivo estudiar la manera en
gue los estudiantes resuelven problemas de generalizacién de patrones. Para ello, contd con
la participacion de 106 estudiantes pertenecientes a los grados tercero, cuarto, quinto y
sexto, que se sitlan en el rango de edad de 9 a 12 afios, cabe aclarar que ninguno ha
trabajado con la de generalizacién de patrones. El autor da a conocer a los estudiantes la
siguiente situacion adaptada de la original propuesta por Callejo, et al. (2016):
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Observa las siguientes figuras que representan mesas y sillas

Y ™ IaY AN
P I <P
S WO O s
1 mesa 2mesas 3 mesas
4 sillas G sillas g sillas

Como puedes ver, alrededor de una mesa hay 4 sillas, alrededor de 2 mesas hay 6 sillas y alre-
dedor de 3 mesas hay 8 sillas.

1. En un cumpleanos se han colocado 8§ mesas, écuantos nifios pueden sentarse?

2. ¢Cuantos ninos pueden sentarse si se colocan 100 mesas?

3. Explica una regla que relacione el namero de mesas y el namero de sillas?

Imagen 22: Secuencia figural con apoyo tabular (p. 92) por Zapatera, A., 2018a. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matemdtica Educativa, 21(1).

Las preguntas propuestas se plantearon con el objetivo de que primero, descubrieran el
patron de crecimiento para realizar una generalizacion cercana, luego extendieran el rango
del patrén hasta 100 mesas para realizar la generalizacion lejana para finalmente, expresar
una regla que permita determinar el niumero de sillas de acuerdo con un ndmero cualquiera
de mesas. De acuerdo con los resultados obtenidos, el autor afirmd que 97 estudiantes
realizaron correctamente la generalizacion cercana, 45 de ellos realizaron correctamente la
generalizacion lejana y 39 de ellos expresaron correctamente la regla general. Ademas,
menciond que la estrategia mas utilizada por los estudiantes para realizar una generalizaciéon
cercana fue la aditiva (recuento y dibujo), para la lejana fue la funcional (funcién local) y para
la expresién de la regla general fue la proporcional y la funcién global.

Zapatera (2018) concluydé que para poder llegar a una generalizacion algebraica se debe
iniciar por una generalizacion cercana con el fin de identificar un patron de crecimiento,
luego con una generalidad lejana, lo cual permitird al estudiante expresar la regla general.
Ademas, en el proceso de generalizacidn realizado por los 39 estudiantes, el autor logré
identificar cinco métodos diferentes de solucién de acuerdo con las tres preguntas
planteadas en la situacion problema:

e Recuento sobre el dibujo, funcién local y funcién global (18 estudiantes).

e Recuento sobre el dibujo, funcién local, funcidon local (13 estudiantes).

e Funcion local, funcion local, funcién global (5 estudiantes).

e Funcion local, funcion local, funcién local (2 estudiantes).

e Recuento sobre el dibujo, recuento sobre el dibujo y recuento iterativo (1
estudiante).

El estudio que realizaron Uicab, et al. (2022) es cualitativo, descriptivo y longitudinal que
tuvo como objetivo describir el proceso y el alcance de la generalizacién algebraica de los
estudiantes durante la resolucion de las tareas de generalizacion. En dicha investigacion,
participaron 25 estudiantes de quinto grado pertenecientes a una escuela publica mexicana,
el trabajo fue individual y no hubo alguna intervencion por parte del investigador. A
continuacion, se da a conocer una de las secuencias propuestas por los autores, esta es de
tipo figural con apoyo tabular junto con uno de los resultados obtenidos por un estudiante:
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a) Continia la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7.

.'.....
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Figura | Figura 2 Figura 3 Figura 4 rfyvin § Yok

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que tiene cada figura. Asi

podriamos escribir los nimeros:

1,2,3,4, 5,63

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6 y 7 que dibujaste con

anterioridad.
vsals L] [a] -

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 10?
Ic “'r.‘* Hes

d) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es ¢l nimero de puntos que tiene la figura 25?
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¢) Sin dibujar alguna figura ;Cuél es el nimero de puntos que tiene la figura 70? Explica como lo has hecho.
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Imagen 23: Produccion de un estudiante de una tarea que involucra una secuencia figural con apoyo tabular (p.53) por
Uicab, et al. 2022. Educacion Matemdtica, 34 (1).

Segln los autores, el estudiante transitd de la accién manipular hacia la obtencion de sentido
y la articulacién en el transcurso de su trabajo con ejemplos particulares, lo que le permitio
relacionar el nimero de puntos con el numero de la figura, para ser mas especificos, en las
tres primeras preguntas, manipuld; en la cuarta, realizd la accidén de obtencion de sentido y
en la quinta, articulé. Cabe aclarar que cuando un estudiante utiliza una regla implicita de
generalizacion que le permite trabajar con casos particulares lejanos, se dice que existe una
articulacién mas no una expresion.

Posteriormente, se preguntod a los estudiantes écudl es el nimero de puntos que tiene la
figura 707 y se solicitd argumentar dicha respuesta, los autores lo realizan con el propdsito
de determinar el alcance de la generalizacion algebraica al expresar la relacion entre el
numero de puntos y el nimero de la figura. Para analizar dichas generalizaciones, Uicab, et
al. (2022) propusieron las siguientes categorias:

e Categoria 1: Incluye expresiones en donde no se tuvo en cuenta las variables
involucradas, ni la variacion y ni la relacion de correspondencia. (9 estudiantes).
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e (Categoria 2: Incluye expresiones que involucran las variables, pero no tiene en cuenta
la relacién de correspondencia. (7 estudiantes).

e (Categoria 3: Incluye expresiones que denotan la relacién de correspondencia para un
caso particular (3 estudiantes).

e (Categoria 4: Incluye expresiones en donde se percibe la relacion entre las dos
variables de manera general teniendo en cuenta que, el nimero de puntos es el
mismo numero que el de las figuras. (2 estudiantes).

e (Categoria 5: Incluye expresiones que involucra un término cualquiera. (2
estudiantes).

Con base en lo investigado, Uicab, et al. (2022) afirmaron que la mayoria de los estudiantes
generalizaron casos particulares, proporcionaron términos lejanos teniendo en cuenta los
términos dados y reconocieron las variables involucradas (incluso, algunos expresaron la
relaciéon de correspondencia). En cuanto al proceso de generalizacién, los autores
concluyeron que, la mayoria de los estudiantes interpretaron las secuencias, analizaron los
registros tabulares y construyeron los términos cercanos. Ademads, algunos estudiantes
lograron transitar de la accién de manipulacion a la obtencidon de sentido y la articulacion.

Por ultimo, en el articulo realizado por Vergel, et al. (2022) se dio a conocer la investigacion
realizada que tuvo como objetivo indagar acerca de los medios semidticos de objetivaciéon
gue podrian emerger durante la actividad matematica. En ella, presentd dos ejemplos de la
actividad semiodtica, el primero contiene una secuencia numérica con apoyo tabular en
donde se solicitaba determinar el nimero que corresponde al término 4 y 5 con el fin de
analizar la secuencia. Posteriormente, debian hallar el nimero correspondiente al término
15:

2 5 8

Término 1 Término 2  Término 3

Imagen 24: Secuencia numérica con apoyo tabular (p.8) por Vergel, R., et al. 2022. Educacién Matemdtica, 34 (1).

Yaneth, una estudiante completo la secuencia hasta llegar al término 6 que le corresponde
el nimero 17. Para contestar a la pregunta asociada al término 15, tuvo en cuenta el término
6y sumo 9 veces el niUmero 3 para obtener que al término 15 le corresponde el nimero 44
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Imagen 25: Cdlculo del término 15 de la secuencia (p.10) por Vergel, R., et al. 2022. Educacion Matemadtica, 34 (1).

Los autores afirmaron que la estudiante identifico la caracteristica en comun, es decir, que
se debia aumentar 3. Por lo tanto, su generalizacién es de tipo aritmética sofisticada, ya que
la abduccion es utilizada para transitar de un término a otro. De hecho, inicialmente tiene en
cuenta un término conocido y procede a repetir la adicion de tres hasta llegar al término
solicitado. Ademas, Vergel, et al. (2022) identificaron que la estudiante no reconocid las
variables que estaban inmersas en la secuencia, sino que se limitaron a determinar cuantas
veces debe sumar 3, es decir, no realiza una co-variacién ya que el multiplicador 3 no es
designado semidticamente.

Posteriormente, se le solicitd a la estudiante hallar el nimero que le corresponde al término
100, para ello, menciond “pasamos los 6 primeros términos y faltarian 94 que es lo que falta
a 6 para ser igual a 1007, Luis, un companfero interrumpio a Yaneth para expresar que “como
cada término aumenta de a 3 multiplicamos 94x3 que es igual a 282 y a esto le agregamos
17 que resulta dar 299”, finalmente Yaneth intervino exponiendo otro caso “si queremos
conseguir el numero del término 1000 lo que hacemos es primero restar 6 del 1000, lo
multiplicamos por 3 y este resultado le sumamos siempre el 17”. Vergel, et al. (2022)
consideraron que Yaneth logré establecer una relacidon implicita, es decir, existe una proto -
analiticidad o analiticidad incipiente ya que se aproxima a un calculo de términos.

En el segundo ejemplo, los autores acudieron a la siguiente secuencia figural con apoyo
tabular, en donde solicitaban a algunos docentes representar las figuras 5y 6 con el fin de
analizar dicha secuencia. Posteriormente, debian hallar la cantidad de circulos para la figura
100:

O
o o
) O &)
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Imagen 26: Secuencia figural con apoyo tabular (p.13) por Vergel, R., et al. 2022. Educacion Matemdtica, 34 (1).

Para determinar la cantidad de circulos que debia tener la figura 100, una profesora
menciond que “como se han recorrido 4 figuras faltarian 96 y como cada figura aumenta en
2 circulos multiplico 96x2 = 192 y le agrego los circulos correspondientes a la figura 4 o sea 7
ylos sumo 192 + 7 = 199. Luego 199 es el equivalente para la figura 100. Concluyo entonces
que la formula aplica para hallar el # de circulos en determinada figura”. Vergel, et al. (2022)
afirmaron que la docente no les dio un significado a las variables ni las relaciond, es decir, no
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hubo una toma de conciencia, por lo tanto, se le dificultd construir una férmula que le
permitiera calcular la cantidad de circulos para cualquier figura. Por esta razoén, los autores
consideraron que, nuevamente se esta en presencia de una proto - analiticidad o analiticidad
incipiente, ya que su discurso se aproximo a un calculo de términos cercana a una
multiplicacion.

Finalmente, los autores concluyeron que, gracias al analisis de su trabajo, se abrid la
posibilidad de pensar en “una evolucion desde una generalizacidén aritmética hacia una
generalizacion aritmética sofisticada y, a su vez, hacia una proto - forma de pensamiento
algebraico, categorias que han sido consideradas desde la TO” (Vergel, et al. 2022, p.17). En
ambas situaciones, tanto Yaneth como la profesora llegaron a una proto - analiticidad o
analiticidad incipiente ya que no hubo una designacién semidtica de las variables, es decir,
la formulacién o generalizacidn, por lo tanto, ambas personas presentaron dificultades en el
proceso de generalizacidon. Ademas, ambos andlisis les permitieron a los autores reconocer
gue se estd “frente a proto - formas de pensamiento algebraico, pues la variable tampoco se
sitia en el campo de la intuicidon, como es el caso de las generalizaciones algebraicas
factuales” (Vergel, et al. 2022, p.18).
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2. JUSTIFICACION Y PROBLEMATIZACION

Teniendo en cuenta lo establecido por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN), en lo
referente a los Lineamientos Curriculares para el drea de Matematicas (1998) y los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006), explicitan cinco tipos de
pensamientos tales como el variacional, espacial, métrico, aleatorio y numérico; siendo este
ultimo, uno de los mas desarrollados en las clases de matematicas en primaria. Segun el MEN
(2006), el pensamiento variacional debe generar la posibilidad de analizar de qué manera
cambia una secuencia, de conjeturar sobre la forma o el valor del término siguiente, de
expresar en forma oral o escrita los términos siguientes y de intentar formular
procedimientos que permitan reproducir un patron o determinar cualquier término.

En cuanto al pensamiento algebraico, las investigaciones realizadas en los ultimos afios han
demostrado que, al momento de proponer tareas sobre la generalizacion de secuencias de
patrones, se potencia el pensamiento algebraico en los estudiantes. Cabe resaltar que, segun
el MEN (1998) la generalizacion es un proceso que involucra la visualizacién, la exploracion,
la manipulacién de los niumeros y de las figuras, por lo cual esta en el nicleo de toda actividad
matematica, siendo considerada como el nivel mas alto de la modelacién matematica.
Ademas, la generalizacion se logra a partir de procesos ordenados, secuenciados, orientados
y guiados por el profesor, quien llevard a los estudiantes a observar, expresar, describir,
formular hipdtesis y verificar conjeturas a través de una secuencia. También, el estudiante
tendra la posibilidad de describir lo que cambia, cdmo varia y lo que permanece constante
teniendo en cuenta los términos de dicha secuencia.

Es importante mencionar que, “la actividad matematica es, esencialmente, una actividad
simbdlica” (D’Amore, 2001; Duval, 1998; Godino y Batanero, 1999; Otte, 2003; Radford,
2004; Steinbring, 2005; en Radford, 2006b, p.7), que “implica una relacién entre aquellos
sujetos inmersos en dicha actividad y una relacién de legitimacion de contenidos
disciplinarios ... donde los estudiantes y el profesor estan siempre interactuando unos con
otros” (Radford y Lasprilla, 2020, p. 107). Ademas, “la actividad matematica de un sujeto es
una forma de reflexién que envuelve lo individual como un todo, su conciencia, sentimientos,
percepcion, actividad sensoriomotora, inmersa en un sistema de significacién cultural que
orienta sus actos intencionales” (Vergel, 2016c, p.67).

Por otro lado, algunos paises se han enfocado en incluir en sus curriculos la generalizacién
de patrones en la actividad de ensefianza — aprendizaje del dlgebra. Por ejemplo, Zapatera
(2018b) menciona que, en Canada se introduce el pensamiento algebraico por medio de
patrones, relaciones, expresiones e igualdades; mientras que, en Australia hacen uso de los
conceptos de variable y funcidn, al igual que en Costa Rica, ya que también los utilizan para
introducir la generalizacion de la aritmética y de los patrones; por otro lado, Corea y Singapur
desarrollan el pensamiento algebraico a través de la generalizacion de patrones, la resolucién
de problemasy las funciones; en Chile, “pretenden que los estudiantes expliquen y describan
relaciones entre nimeros, formas, objetos y conceptos y, que identifiquen, extiendan y
expresen patrones para facilitar el desarrollo del pensamiento algebraico” (Zapatera, 2018b,
p.52).
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Sin embargo, desde la labor como docentes y la experiencia en el aula, se ha evidenciado
que la mayoria de los estudiantes son involucrados en el pensamiento variacional solo al
llegar a grado octavo, donde trabajan con sistemas algebraicos y analiticos, sin haber
realizado un acercamiento que incluya la transicion del pensamiento numérico al variacional
causando desmotivacion, bajo rendimiento académico y desinterés por el dlgebra. Ademas,
no solo las dificultades se dan a nivel curricular sino también a nivel cognitivo ya que, la
mayoria de las clases en primaria se han centrado en los procesos netamente algoritmicos,
gue incluso, carecen de sentido y de significado para los estudiantes. Cabe sefialar también,
gue los curriculos de las instituciones educativas estan orientados por contenidos y por
logros. De hecho, en el aula de matematicas, las posibilidades que tienen los estudiantes de
trabajar con secuencias que permitan generalizar patrones y de esta manera potenciar el
pensamiento algebraico, han sido muy pocas o en algunos casos nulas.

Por ejemplo, en la Institucién Educativa Distrital CODEMA se ha observado que la
generalizacion de patrones no se trabaja en primaria, sino cuando los estudiantes cursan
grado octavo. Sin embargo, de acuerdo con las investigaciones relacionadas con el
pensamiento algebraico, la introduccién al dlgebra debe dotar de significado a las variables
y potenciar el pensamiento algebraico por medio de la identificacion de una comunalidad y
los procesos de abduccion, entendidos como “la generalizacién de la caracteristica en
comun” (Radford, 2013, p. 5); induccién, que hacen referencia a “diversas abducciones que
estan representadas en propuestas de formulas, las cuales parecen plausibles, y son
sometidas a un numero finito de pruebas ... es un procedimiento basado en un razonamiento
probable” (Radford, 2013, p. 6) y la deduccidn, “que contiene en su arquitectura la abduccion
analitica” (Radford, 2013, p. 7); para poder llegar a una expresion que permita determinar
cualquier término de una secuencia.

En algunas ocasiones, el trabajo realizado en dicha institucion no es coherente con lo
establecido en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006) en cuanto a
lo que genera el pensamiento variacional; ademds, coincide con las dificultades vy
conclusiones que se han reportado en las investigaciones nacionales e internacionales
relacionadas con el pensamiento algebraico (Callejo, et al. 2016; Radford, 2018; Zapatera,
2018a; Gustin y Pontdn, 2020; Ayala y Molina, 2021; Vergel, 2015; Uicab, et al. 2022; Vergel,
et al. 2022 y Vergel, 2016).

Teniendo en cuenta lo anterior y que, posiblemente el docente “podria estar ensefiando
aritmética mientras piensa que esta enseflando algebra” (Vergel, 2022, p.13), es decir, que
el profesor conciba que el pensamiento algebraico se enfoca solamente en operar nimeros
y letras; este trabajo de investigacion se planted y se desarrollé con el propdsito de dar
respuesta a la pregunta équé tipos de generalizacion producen los estudiantes de grado
octavo (12 a 14 afios) de la Institucion Educativa Distrital CODEMA cuando resuelven tareas
sobre secuencias de patrones?
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3. OBJETIVOS

3.1. Objetivo General:

Documentar los tipos de generalizacién que producen los estudiantes de grado octavo (12 -
14 afios) cuando resuelven tareas sobre secuencias de patrones.

3.2. Objetivos Especificos:

En la actividad matematica que emerge cuando los estudiantes resuelven tareas sobre
secuencias de patrones y en sus producciones, se espera:

e |dentificar los medios semidticos de objetivacion.
e (Caracterizar la articulacién de los medios semidticos de objetivacion.

e |dentificar la presencia del componente de abduccion analitica.
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4. MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan las ideas tedricas que fundamentan nuestra investigacion, es
decir, se mencionan aspectos generales de la Teoria de la Objetivacién, el pensamiento
algebraico y la generalizacion de patrones.

4.1. Teoria de la Objetivacion:

Segun Radford (2020b) toda teoria se basa en dos criterios, el primero, hace referencia a que
los conceptos de saber y de aprendizaje deben estar fundamentados desde lo
epistemoldgico y lo ontoldgico; mientras que el segundo, hace alusion a la articulacion
coherente entre el saber y el aprendizaje. Radford (2006a) afirma que, “en el fundamento
epistemoldgico de la teoria de la objetivacion se caracteriza la manera en que los estudiantes
conocen los objetos” (Vergel, 2014, p. 67). En cuanto al fundamento ontolégico, la TO indica
gue los objetos dependen de la actividad realizada por los seres humanos y concibe que el
saber estd relacionado con el contexto social, cultural, histérico y politico del sujeto, quien
es considerado por Radford (2010) como un proyecto de vida que vive, piensa y actla en su
culturayy, su cognicién se sitla en la praxis social, es decir, en una actividad humana sensitiva
y concreta.

Cabe resaltar que los objetos son “patrones fijos de actividad reflexiva incrustados en el
mundo en cambio constante de la practica social mediatizada por los artefactos ... que son
generados por los individuos en el transcurso de su desarrollo histérico - cultural” (Radford,
20063, p.111). Ademas, el objeto es independiente para el individuo y se modifica a través
de un proceso de movimiento y de toma de conciencia, lo que causa una variacién en las
formas de pensamiento de la persona, quién segun Radford (2021a) estd en constante
construccién de su existencia.

Por un lado, Radford (2021b) afirma que en la TO el saber se define como un sistema de
pensamiento y accion cultural e histéricamente constituidos, el cual se produce de manera
colectiva y es el resultado de la produccién del estudiante que aparece a través de la
actividad, ya que “la manera en que llegamos a pensar y a conocer los objetos del saber esta
enmarcada por significados culturales que van mas alla del contenido mismo de la actividad”
(Radford, 20064, p.108).

“El saber es un sistema codificado de procesos corporeos, sensibles y materiales de accion y
de reflexion, constituidos histérica y culturalmente ... que emerge de la actividad humana ...
a través de sus acciones, reflexiones, sufrimientos y esperanzas” (Radford en D’Amore vy
Radford, 2017, pp. 100 - 101). También, para Vergel et al. (2022) el saber siempre estd en
movimiento o en proceso, por lo tanto, es dindmico, transformativo y dispuesto a ser
modificado, es por ello por lo que, Radford (en D’Amore y Radford, 2017) lo define como una
labor cristalizada. De hecho, Vergel (2021) afirma que la circulacién del saber se realiza a
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través de una transformaciéon de los modos de produccién de los recursos y los medios
intelectuales.

Ademas, “la adquisicion del saber se obtiene del contacto con el mundo material, los
artefactos culturales y la sabiduria histérica de la actividad cognitiva de las generaciones
pasadas” (Radford, 2006a, p.115). Dichos artefactos mediatizan y materializan el
pensamiento ya que se piensa con y a través de ellos, en consecuencia, cuando el individuo
estd en contacto con los artefactos, reestructura sus movimientos y su parte intelectual. Un
ejemplo que refleja la importancia del uso de artefactos en la actividad matematica se
evidencia en la investigacion realizada por Radford (2006a), donde un grupo de estudiantes
de primaria trabajaron una situacién problema por medio de una secuencia numérica, la cual
consistio en que una ardilla tenia 8 nueces en su nido y cada dia llevaba dos nueces, el

objetivo de esta tarea fue determinar la cantidad total de nueces almacenadas en el décimo
dia.

Una estudiante llamada Cristina inicio su conteo de dos en dos, pero se percatd que no habia
tenido en cuenta el numero de dias que iban transcurriendo. Sin embargo, al involucrarlo se
le dificultd realizar ambos conteos, decidid buscar a su compafiero Miguel para que le
ayudara y juntos se ubicaron en frente del tablero con ayuda de una regla y de una recta
numeérica, Cristina empezdé a contar de dos en dos mientras que Miguel contaba los dias, esto
lo realizaban simultdaneamente. Ambos llegaron a la conclusién de que la cantidad total de
nueces que hay en el nido en el décimo dia es de 28:

Imagen 27: Articulacion de medios semidticos utilizados por Miguel y Cristina (p. 106) por Radford, L., 2006a. Relime,
numero especial.

A partir de los datos proporcionados por la docente, los estudiantes generaron una
representacion mental del problema, dicho pensamiento posiblemente se generd a partir
del procesamiento de la informacién codificada a través de reglas logicas o de inferencia.
Radford (2006a) afirmo que, el pensamiento de Cristina y Miguel no solamente transcurrié
en el plano cerebral de ambos, sino que también ocurrié en el plano social, en el territorio
de artefacto, en este caso, la regla de madera, la recta numérica y los signos matematicos
sobre la hoja son artefactos que mediatizan y materializan el pensamiento.

Por otro lado, Radford (2021b) menciona que el conocimiento es la materializacion,
actualizacién o encarnacion del saber, es decir, se genera un contenido conceptual concreto.
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De acuerdo con lo anterior, el saber es general (“en si”) mientras que el conocimiento es
personal (“para si”). Para realizar dicha transicién debe existir un momento dialéctico, una
objetivacidon y una actividad que involucra los artefactos y sus formas de uso, el cuerpo, el
lenguaje, las formas y los modos de produccion humana, entre otros:

fed

Imagen 28: Relacion entre el saber y el conocimiento (p. 110) por D’Amore, B. y Radford, L., 2017. Enfasis. Bogotd,
Colombia.

Para Radford (2021a) el aprendizaje es un encuentro con los saberes que se han constituido
histérica y culturalmente, ya que su foco de interés se centra no solo en el saber sino también
en el ser, lo que permite una transformacion tanto del estudiante como del docente, tal y
como lo afirma Radford (2021b) cuando expresa que ambos individuos son subjetividades
en formacién que se conciben como proyectos de vida sin terminar y que estan en constante
cambio.

Ademas, “el aprendizaje consiste en dotar de sentido a los objetos conceptuales que
encuentra el estudiante en su cultura” (Radford, 2006a, p. 113). Es por ello por lo que
“aprender supone un proceso dialéctico entre el sujeto y el objeto mediatizado por la cultura,
un proceso en el que a través de su accion ya sea sensorial o intelectual, el sujeto toma
conciencia del objeto” (Radford, 2006a, p. 116). Por lo tanto, “la comprension del
aprendizaje solo puede lograrse considerando la naturaleza y las caracteristicas especificas
de la actividad enfocada en la teoria de la objetivacién” (Radford, 2020a, p.15).

Cabe aclarar que, segun Radford (2021b) en la TO, la objetivacion se define como el
encuentro con los sistemas de pensamiento cultural e histéricamente constituidos y como el
intento de comprender el saber, es decir, tomar conciencia de él. Es por ello por lo que, el
aprendizaje se define como el resultado de los procesos de objetivacion, entendidos como
los procesos que permiten aprehender algo culturalmente significativo por medio de la
actividad corporal, sensible, afectiva, emocional, artefactual, semidtica y creativa de los
individuos.

Segln Radford (2021a) en esta teoria, la actividad se concibe como el proceso en el que la
persona produce su existencia y se coproduce con otros, es decir, a través de ella llegamos a
ser lo que somos (dimensién ontoldgica), a saber, lo que sabemos (dimension
epistemoldgica) y a expresarnos como individuos (dimension estética). Ademas, el autor
afirmé que en la TO hay una Unica actividad que es la de ensefianza — aprendizaje,
complementandose para producir y hacer circular el saber en el aula. También, para Vergel
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(2021) la actividad es una fuente de vida, es decir, donde los docentes y los estudiantes se
producen y se coproducen como seres humanos.

De acuerdo con lo anterior, para Vergel (2021) el aprendizaje al igual que la actividad no es
individualista ya que involucra los vectores de la ética comunitaria: la responsabilidad, el
compromiso con el trabajo colectivo y el cuidado del otro, permitiendo que el sujeto vy la
cultura se constituyan mutuamente y es alli donde la actividad se concibe como una labor
conjunta.

Radford (2021b) expresa que la actividad se concibe a partir de cuatro dimensiones:

e Constitutiva: La actividad aparece como una energia formada por los individuos en
su busqueda de algo en comun.

e Ontoldgica: La actividad aparece como una forma de vida donde los individuos se
realizan como seres vivos.

e Epistemoldgica: La actividad aparece como un drgano kinestésico donde los
individuos producen y reproducen el saber.

Relacional: La actividad aparece alrededor de una ética comunitaria.

Para Radford (en D’Amore y Radford, 2017) la labor conjunta no siempre es una actividad
pacifica ya que puede presentarse tensiones y diferencias, las cuales deben aceptarse con
compasién y con empatia, con el fin de examinarlas criticamente y poder comprender los
mecanismos que las sustentan.

En cuanto a la educacién, Radford (2021b) la define como un evento ético y estético inmerso
en un espacio politico ya que la persona se transforma seguln su historia y su cultura,
generando experiencias individuales y sociales. Por lo tanto, en la TO se plantea el problema
de la escuela como un sitio de transformacion social, donde el salén de clases “es el espacio
social en donde el estudiante elabora la reflexion comun y activa con su realidad histérico -
cultural ... donde se encuentra el objeto y el saber a través de un proceso social .... donde
surge la comprensién de otras voces y otras conciencias” (Radford, 200643, p. 116).

Segun Radford (2021a) la Educacion Matematica es un esfuerzo politico, social, histérico y
cultural que permite que el sujeto sea reflexivo para poder posicionarse criticamente en las
practicas matematicas constituidas histérica y culturalmente. De hecho, Vergel (2021)
menciond que, si no se considera la historia y la cultura en el saber matematico, es imposible
pensar en un cambio desde la escuela para la sociedad. Ademas, gracias a la labor conjunta
se logrd producir las matematicas a través de las ideas que surgen de manera critica,
democratica e inclusiva, con el fin de que se genere un proceso de reflexion y de encuentro
con la matematica.
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Radford (2020a) afirma que la TO busca comprender que la actividad de ensefianza —
aprendizaje se logra a través de una experiencia sensible e intelectual, critica y poética, que
permita comprender las matematicas de manera colectiva, social y cultural que sea
enriquecedora para los estudiantes y el docente, por esta razén, la objetivacion debe
aparecer como un proceso critico, poético, sensible y sensual de encuentro con las
matematicas, que segun Radford (2019) debe ser progresivo, encarnado, discursivo,
subversivo, afectivo, simbdlico y material con el saber cultural.

Ademads, “el objetivo de la ensefianza - aprendizaje de las matematicas es que el estudiante
elabore una reflexién comun y activa con su realidad histdrico - cultural” (Radford, 20064, p.
114) con el fin de que su aprendizaje contribuya a la formacién de las capacidades humanas
porque “al aprender, también sentimos. La realidad es que no soélo pensamos
matematicamente, también sentimos matematicamente” (Radford en D’Amore y Radford,
2017, p. 146). Entonces, “aprender matematicas no es simplemente aprender a hacer
matematicas sino aprender a ser en matematicas” (Radford, 2006a, p. 114) y “si cuando
aprendemos algo, seguimos siendo los mismos seres humanos, entonces realmente no
hemos aprendido nada ... porque aprender no es simplemente adquirir un conocimiento,
sino transformarse como sujeto humano” (Radford en D’Amore y Radford, 2017, p. 141).

Por un lado, Radford (2006a) afirma que en la TO el estudiante siempre estd involucrado en
su grupo de trabajo, ya que debe estar atento a las discusiones que se presenten, solicitar
explicaciones que permitirdn fortalecer el proceso de alteridad y realizar acciones vy
reflexiones de acuerdo con las intervenciones.

Por otro lado, Vergel (2021) menciona que lo primero que debe realizar el profesor es
reconocer las formas de actuacién y de pensamiento en el aula de clase para poderlas
transformar, ya que cada estudiante tiene una historicidad. También, Radford (2021a)
considera que, en el ciclo de una actividad conjunta, el docente debe presentar la actividad,
organizar a los estudiantes en grupos pequefios, brindar espacios de discusién entre todos
los estudiantes y el profesor, donde cada persona tiene la posibilidad de colaborar, analizar
e intercambiar ideas para cumplir con un objetivo. Todo lo anterior se puede lograr a través
de la creacion de un proceso de alteridad y una ética comunitaria, donde se evidencie el
compromiso con la clase, la responsabilidad y el cuidado con el otro.

En la TO, “el docente debe catalizar el encuentro entre el estudiante y el objeto del saber”
(Radford, 20064, p. 105). Para ello, el maestro debe proponer tareas complejas que permitan
la objetivacion del saber con el fin de favorecer la aparicion de diferentes métodos de
solucion y asi poder generar el proceso de alteridad. Ademas, el profesor debe intervenir en
los grupos cuando evidencie que la discusion no tiene salida o cuando crea que los
estudiantes no han analizado detalladamente la actividad como lo esperaba.

A continuacion, se da a conocer dos situaciones reales de clase en donde se resalta el rol del
docente y su importancia teniendo en cuenta la TO:

Ejemplo 1: En la investigacion realizada por Radford (2020a), en una clase de segundo grado
se inicio a estudiar la generalizacion de secuencias. Para ello, se organizaron grupos de
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maximo 3 estudiantes con el fin de encontrar el término 5y 6 de la siguiente secuencia
figural:

Término 1 Término 2 Término 3 Término 4

i pil pEEN RENEE

Imagen 29: Secuencia figural con apoyo tabular (p.8) por Radford, L., 2020a. Revista Colombiana de Matemdtica
Educativa, 5(2).

Un grupo de estudiantes organizd los rectangulos de manera lineal e implicitamente
reconocieron que se deben afiadir dos rectangulos para pasar de un término a otro:
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Imagen 30: Representacion icénica realizada por los estudiantes para determinar la cantidad de rectdngulos para los
términos 5 y 6 (p.8) por Radford, L., 2020a. Revista Colombiana de Matemdtica Educativa, 5(2).

Sin embargo, el objetivo que tenia la profesora era que los estudiantes utilizaran la
informacion espacial presentada en la secuencia. Por esta razdn, la docente se acerca a dicho
grupo y sugiere mirar solamente la parte inferior de cada uno de los términos, concluyendo
de manera conjunta que, se debe tener en cuenta el término para hallar la cantidad de
rectangulos. De la misma manera, a través de preguntas, gestos, deicticos y un didlogo
conjunto, solicita a los estudiantes analizar los cuadrados de la parte superior, todos
concluyen que se debe agregar uno al numero correspondiente al término que se esta
observando.

Radford (2020a) destaco el rol de la docente ya que los estudiantes lograron identificar las
dos relaciones a partir de la informacién espacial de cada término, lo que permitié avanzar
en su proceso de generalizacion. Ademas, el autor menciond que la maestra no dice o no
muestra a los estudiantes qué deben hacer, sino que, a través de los gestos, las palabrasy el
ritmo, invitd a explorar la secuencia de otra manera que no habia sido considerada por el
grupo. Es decir, “la profesora y los estudiantes se lanzan en un despliegue ritmico de medios
semidticos, discursivos y perceptivos para generar un significado multisemidtico” (Radford,
202043, p. 23).

Ejemplo 2: En el trabajo de Radford (2013) se da a conocer la siguiente secuencia presentada
a estudiantes de 7 y 8 afios sobre la generalizacidn algebraica:
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Término 1 Término 2 Término 3 Término 4

Imagen 31: Secuencia figural con apoyo tabular (p. 5) por Radford, L. (2013)

La docente, comentd a los estudiantes una afirmacién que realiza una persona ficticia
llamada Monigue quien menciona que a la siguiente figura le corresponde el término 8:

Imagen 32: Termino 8 seguin Monique (p. 8) por Radford, L. (2013)

En esta actividad, la docente tuvo en cuenta las preguntas écuantos cuadrados? y éen dénde
colocarlos?, las cuales corresponden a la estructura numérica y espacial, respectivamente.
Algunos estudiantes estuvieron de acuerdo con la afirmacién, por esta razén, la maestra
inicié un trabajo conjunto con el fin de concientizarlos de la estructura espacial de la
secuencia para llegar a la objetivacién de la caracteristica en comun. Para ello, utilizé gestos
y palabras que permitieron resaltar la relacion funcional que surgid a partir de una toma de
conciencia relacional entre el nimero de la figura y el nimero de cuadrados. Por lo tanto, el
autor afirmo que la accion linglistica - perceptiva - gestual se convirtié en un nodo semiético,
es decir, los signos pertenecen a diferentes sistemas semidticos y se complementan para
generar dicha toma de conciencia, en la manera en que se puede abordar un problema desde
una vision algebraica.

Ademads, Radford (2013) menciona que la denotacién de una generalizacion algebraica se
realiza a través de una actividad multimodal, en la que intervienen la percepcidn, los gestos,
los simbolos matematicos y el lenguaje natural. Finalmente, para que la variable se convierta
en objeto de discurso, deberdn surgir nuevas formas de conciencia durante la actividad de
ensefianza - aprendizaje que debe ser mediada por el uso abstracto del lenguaje oral y
escrito.

4.2. Pensamiento algebraico y generalizacién:
Enla TO el saber es una posibilidad que el ser humano lo transforma en una potencialidad y

se expresa de diferentes maneras como el lenguaje natural, el simbolismo, las graficas, entre
otros. Por lo tanto, “el saber algebraico ... es una potencialidad incrustada en la cultura:

41



posibilidades que se ofrecen a los individuos para pensar, reflexionar, plantear y resolver
problemas de cierta manera ... através de las formas algebraicas de analizar, de la percepcion
y del tratamiento de las secuencias” (Radford en D’Amore y Radford, 2017, p. 101). Ademas,
el pensamiento algebraico “consiste en el proceso psiquico mediatizado por la actividad
intelectual dirigida hacia la busqueda y el descubrimiento de lo esencialmente nuevo de los
objetos que pertenecen al campo de los nimeros, las letras y los simbolos” (Rodriguez de
Chicas y Ron, 2022, p. 5).

A continuacién, se presenta una estructura de la actividad relacionada con el pensar
algebraicamente:

Actividad©
. .. Pensar algebraicamente 0=(#,..)
Objeto de la actividad acerca de sucesiones
C

1 1

Resolver problemas sobre
sucesiones algebraicamente|

1 1 5

Tareas de la actividad Prob. 1 Prob. 2 +s«f Prob.k

Meta de la actividad

Imagen 33: Estructura de la actividad (p. 126) por D’Amore, B. y Radford, L., 2017. Enfasis. Bogotd, Colombia.

Para Blanton y Kaput (2005) la generalizacion es un proceso matematico que permite pasar
de lo particular a lo general, permitiendo desarrollar un pensamiento algebraico que
involucra la argumentacion, la conceptualizacién y los procedimientos matematicos, con el
fin de expresar, manipular y abstraer ideas matematicas. Ademas, Kaput (1999) considera la
generalizacion como la extension del rango de razonamiento de los casos considerados en
una secuencia, para identificar explicitamente una similitud entre ellos y fortalecer el
razonamiento a un nivel donde se enfatice en los patrones, los procedimientos, las
estructuras y las relaciones entre ellos. También, Radford (en Miranda, et al. 2007)
argumenta que la generalizaciéon de patrones radica en la capacidad de identificar una
regularidad y extenderla a otros términos para generalizarla a todos los términos de la
secuencia, dicha generalizacion no depende del uso de notaciones sino del tratamiento que
se da a la secuencia.

De acuerdo con las investigaciones que se han realizado en relacién con el desarrollo del
pensamiento algebraico, en especial, cédmo los estudiantes identifican el patrén de una
secuencia dados los primeros términos, es necesario que se consideren tres aspectos
importantes descritos por Callejo et al. (2016):
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e Lacoordinacién entre la estructura espacial y la numérica: Los estudiantes necesitan
reconocer una regularidad que relacione la estructura espacial y la numérica con el
fin de continuar una secuencia.

e La relacién funcional: Para identificar un término lejano se debe establecer una
relacién funcional entre el término de la sucesion que ocupa la figura y la cantidad de
elementos que la forman.

e El proceso inverso: Para identificar el término de la sucesién que ocupa una figura
conociendo el niumero de elementos que la forman, es preciso establecer una
relacién funcional inversa a la anterior.

Por lo tanto, segun Stacey (1989) trabajar con la generalizacién de patrones lineales, es decir,
con una estrategia funcional y contextual, es un elemento fundamental en el desarrollo del
pensamiento algebraico de los estudiantes. Los patrones lineales se definen como:

..Aquellos que describen una situacion que contiene en el enunciado un dibujo o
figura que proporciona los primeros términos f (1), f(2), f(3), ... de una progresién
aritmética y se pide a los alumnos calcular f(n) paran “pequefio” y para n “grande”
y obtener la regla general. El término general viene dado por una funcién lineal o afin
(Zapatera y Callejo, 2011, p. 600).

Ademas, las investigaciones realizadas por Radford (2011) han mostrado que, en los cursos
inferiores, por ejemplo, en primaria, no todos los estudiantes lograban coordinar la
estructura espacial y la numérica en una secuencia figural, pero otros determinaban una
regla que permitiera calcular el nimero de elementos de un término especifico y en grados
superiores, expresaban pseudo-férmulas que permitian representar una generalizacion. Sin
embargo, para Vergel (2022) el trabajo con las secuencias figurales y numéricas con apoyo
tabular son fundamentales para el desarrollo del pensamiento algebraico.

Radford (2010) afirma que las formas de pensamiento algebraico permiten comprender las
estrategias utilizadas por los estudiantes cuando acuden a los medios semidticos de
objetivacion en actividades contextuales de generalizacion de patrones ya que, a diferencia
del pensamiento numérico, en el algebraico se trabajan con cantidades indeterminadas
como si fueran conocidas e incluso se operan, es decir, se involucra el criterio de la
analiticidad.

Radford (2003) identifica tres formas de pensamiento algebraico desde una perspectiva
semiotica:

e Pensamiento algebraico factual: La generalidad se basa en acciones realizadas sobre
ndameros y las actuaciones constan de palabras, gestos, movimientos, ritmo y de la
actividad perceptual. Es decir, segin Vergel (2015) la indeterminancia queda implicita
en dichos medios semidticos de objetivacion.
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e Pensamiento algebraico contextual: La formulacion algebraica es una descripcién del
término general donde los gestos se sustituyen por deicticos. Es decir, segin Radford
(2010) la indeterminacioén se convierte en una contraccién semidtica donde aparecen
variables, operadores o frases discursivas.

e Pensamiento algebraico simbdlico: Utiliza el simbolismo algebraico (aunque sea
incipiente) para expresar la generalidad.

“Las investigaciones de Radford (2010) muestran que el desarrollo del pensamiento
algebraico temprano se mueve desde lo factual a lo contextual y a lo simbdlico” (Callejo et
al. 2016, p.9). Lo que concuerda con lo concluido por Vergel (2014) en una de sus
investigaciones con estudiantes de quinto y sexto grado, en donde afirma que:

“en una féormula algebraica estas expresiones quedan implicitas en su estructura y
ésta no deja ver quizas las maneras como han evolucionado las formas corpdreas que
se han expresado a través de acciones (por ejemplo, gestos, ritmos, miradas,
palabras) y que se despliegan en el espacio y el tiempo. Este elemento didactico es
un indicador que nos brinda informacién valiosa sobre la emergencia del
pensamiento algebraico temprano” (Vergel, 2014, p. 184).

Ademads, segun las investigaciones que se han realizado sobre los procesos de generalizacion
de secuencia de patrones, se ha mostrado que “aun cuando las producciones de los
estudiantes no contienen signos alfanuméricos del algebra, su pensamiento puede ser
genuinamente algebraico” (Vergel, et al. 2022, p. 2).

Las investigaciones se han centrado en los tipos de generalizaciéon que realizan los
estudiantes al momento de trabajar con la secuencia de patrones. Inicialmente, Stacey
(1989) distingue dos tipos de generalizaciones:

e Generalizacién cercana: Los estudiantes encuentran el siguiente término u otro
término de una secuencia dada por medio del recuento, una tabla o un dibujo.

e Generalizacién lejana: Los estudiantes identifican un patrén o una regla general que
permita determinar cualquier término de la secuencia.

Luego, Radford (2013) menciona que la generalizacion algebraica se compone de la
identificacion de una caracteristica en comun, la generalizacion o la aplicacién de dicha
comunalidad a todos los términos y la capacidad de utilizar la propiedad comun, con el fin
de deducir una expresion directa que permita determinar cualquier término de la secuencia.
Es decir, la estructura de la generalizacién algebraica seria:
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Caracteristica

comun
C

Términos dados e Determinaciones
sensibles

Aplicacién a Abduccion
términos no dados PN analitica

Deduccion de la
formula

(C se convierte en H)

Imagen 34: Estructura de la generalizacion algebraica (p. 7) por Radford, L. (2013)

Ademds, Radford (2010) y Vergel et al. (2022) describen componentes analiticos del
pensamiento algebraico como:

Sentido de la indeterminancia: Sensacidén de indeterminacion de los objetos
algebraicos como incégnitas, variables o parametros.

Analiticidad: Caracter operatorio de lo desconocido como si fuera conocido que
involucran los procesos de deduccién.

Expresion semidtica: Lo indeterminado se puede expresar semidticamente ya que
hay una toma de conciencia de significado de las variables.

Actualmente, Vergel et al. (2022) categorizan el proceso de la generalizacion en tres fases,
teniendo en cuenta la estructura de la generalizacién algebraica y los componentes analiticos
del pensamiento algebraico:

Generalizacion aritmética: Los estudiantes se enfrentan con una secuencia de
patrones que contiene algunos términos dados, observan recurrencias, analizan
como cambian y cdmo aumentan, con el fin de identificar una caracteristica en
comun.

Generalizacién aritmética sofisticada: Los estudiantes se aproximan a un célculo de
términos acercandose a una expresion multiplicativa, sin embargo, no se llega a
materializar y las variables aun no cobran sentido, en este caso, se menciona que
existe una proto - analiticidad o analiticidad incipiente.

Generalizacién algebraica: Se presenta cuando los estudiantes utilizan la
caracteristica en comun como hipotesis para deducir una expresion para determinar
cualquier término de la secuencia, es decir, existe una abduccion analitica, que segun
Radford (2013) hace referencia a la generalizacion de la caracteristica en comun.
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Cabe resaltar que, “cuando la abduccién es simplemente utilizada para pasar de un término
a otro (como cuando los alumnos dicen que hay que afiadir 2 cuadrados) ... estamos frente
a una generalizacion aritmética” (Radford, 2008). En palabras de Vergel (2022), cuando la
abduccion es utilizada para analizar los términos, no hay una generalizacion algebraica.
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5. METODOLOGIA

A partir de los aportes realizados por Radford et al. (2009) y Vergel (2015) relacionados con
la importancia del cuerpo humano en el acto de conocer, es fundamental tener en cuenta
los recursos cognitivos, fisicos y perceptuales (caracterizados por Arzarello (2006) como los
medios semidticos bdsicos) que utilizan los estudiantes al momento de empezar a trabajar
con ideas matematicas; es decir, comienzan sus actividades con dichos medios y a partir de
ellos se enriquecen con otros, tales como dibujos, niUmeros, representaciones, etc.

Por lo tanto, surge la necesidad de analizar los procesos de produccion de significado de los
estudiantes en términos de la forma en que diferentes medios semidticos se entrelazan
durante el desarrollo de una actividad matematica. Ademas, los estudiantes movilizan
diferentes medios que “incluyen comunicaciones simbdlicas escritas y orales, asi como
dibujos, la manipulaciéon de artefactos fisicos y electrénicos (calculadoras) y diversos tipos de
movimiento corporal” (Radford et al. 2009, pp. 91 - 92).

De acuerdo con lo anterior, en esta investigacion se analizan los diferentes medios
semioticos movilizados por los estudiantes durante la actividad matematica. Ademas, se
incluyen los procesos de interpretacién y produccién, sin dejar de lado el contexto social en
el cual estan inmersos los estudiantes. De esta manera, dicho analisis permite dar cuenta de
los procesos de induccidn, abduccion y deduccién que presentan los estudiantes al momento
de trabajar con tareas asociadas a la generalizacion de patrones.

Por esta razon, para el registro de la informacion se tiene en cuenta algunas estrategias
cualitativas empleadas en la Educacion Matemadtica y se realiza un analisis de caracter
multimodal, que para Vergel (2015) la naturaleza multimodal de la cognicién humana vy las
modalidades sensoriales (como lo tactil, lo perceptual, lo kinestésico, etc.) se convierten en
partes integrales de los procesos cognitivos.

A continuacion, presentamos la fundamentacién tedrica de las estrategias cualitativas
empleadas en la Educacién Matematica y del andlisis multimodal. También, se describe la
manera en que se recolectardn los datos. Posteriormente, se da a conocer los resultados
obtenidos de la prueba piloto junto con su respectivo analisis. Por Ultimo, se presentan las
tareas que se tuvieron en cuenta para la investigacion.

5.1. Analisis multimodal:

La Teoria de la Objetivacion propone una forma distinta de entender los procesos de
ensefianza - aprendizaje desde una postura sociocultural, debido a que las interacciones que
se dan al interior del aula posibilitan el logro de los saberes adquiridos histérica vy
culturalmente. De igual manera la TO manifiesta que, la actividad matematica es multimodal
ya que permite reflexionar sobre las multiples formas de expresion que son utilizadas por los
estudiantes.
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Arzarello (2006) menciona que, en la investigacion en Educacién Matematica, la
multimodalidad surge para referirse a la relevancia y coexistencia mutua de una variedad de
modalidades cognitivas, materiales y perceptivas o recursos en los procesos de ensefianza -
aprendizaje de las matematicas, especificamente, en el pensamiento matematico. Ademas,
Radford et al. (2009) consideran que es importante tener en cuenta el cuerpo en el acto de
conocer ya que estan los recursos cognitivos, fisicos y perceptuales, los cuales estan
inmersos en las acciones que los estudiantes realizan cuando desarrollan una tarea.

De acuerdo con lo anterior, “la naturaleza multimodal de la cognicion humana significa que,
en nuestros actos de conocimiento, diferentes modalidades sensoriales, tales como lo tactil,
lo perceptual, lo kinestésico, etc., llegan a ser partes integrales de nuestros procesos
cognitivos” (Vergel, 2015, p.96). De hecho, Arzarello (2006) considera que se debe realizar
un analisis donde se relacionen los diferentes medios semidticos movilizados durante la
actividad (tales como el lenguaje escrito o hablado, gestos, acciones, dibujos, la manipulacion
de artefactos fisicos y electrénicos, movimientos corporales, etc.), junto con sus procesos de
interpretacién, produccion y argumentacion.

Cabe resaltar que, Radford et al. (2009) conciben al medio semidtico como un conjunto de
signos que se generan a través de acciones que tienen una intencién. También, afirman que
dentro del aula se observa un fenédmeno didactico llamado juego semidtico, que se presenta
cuando el docente interactla con los estudiantes, debido a que se involucra con los medios
semidticos de los estudiantes y los utiliza para develar el conocimiento matematico de
manera significativa. Por ejemplo, el profesor puede repetir un medio semidtico que realizod
un estudiante junto con una explicacién verbal. Por lo tanto, el juego semidtico permite que
el docente y los estudiantes manejen el mismo lenguaje.

Por otro lado, Bayona (2021) menciona que el analisis multimodal contempla la actividad
como unidad de analisis, ya que se brindan espacios de participacién y de escucha, donde
los estudiantes expresan sus opiniones y puntos de vista, preguntan, argumentan y toman
postura, manteniendo una ética comunitaria en la labor conjunta entre estudiantes y
docentes. Ademas, se tiene la oportunidad de evidenciar los medios semidticos construidos
por cada sujeto y posibilita la heterogeneidad en los métodos de solucién de las tareas
propuestas.

Sin embargo, de acuerdo con los resultados que obtuvo Bayona (2021) en su investigacién,
afirma que en las clases frecuentemente no se dan espacios de socializacion, donde los
estudiantes tengan la oportunidad de expresar sus respuestas, procedimientos vy
argumentos. También, evidencid que algunos estudiantes tienen temor de expresar lo que
piensan o borran lo que han realizado cuando observan que su respuesta no incide con la de
sus compaferos. Lo anterior quizas se deba a que no confian en su conocimiento
matematico.
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5.2. Estrategias cualitativas empleadas en la Educacién Matematica:

Segun Camargo (2021) las estrategias surgen en el reconocimiento de la necesidad de buscar
formas de indagacion que se enfoquen en la complejidad de los fendmenos educativos, con
el fin de producir resultados interesantes y Utiles. Las estrategias, ademads de dar respuesta
a cuestiones que se movilizan en la investigacion, también permiten encontrar nuevos
caminos para pensar acerca de las inquietudes y sus posibles soluciones, permitiendo una
mayor profundizacién en los fendmenos.

Las estrategias cualitativas en la Educacién Matematica se enfatizan en la naturaleza social y
cultural de las matematicas, por lo tanto, también en su ensefianza y en su aprendizaje.
Dentro de las estrategias cualitativas se encuentran las naturalistas, clinicas y de disefio, las
cuales deben ser elegidas de acuerdo con los objetivos de la investigacion. En nuestro caso,
tenemos en cuenta las clinicas, en especial, las estrategias investigativas de entrevista
semiestructurada y basada en tareas.

Las estrategias clinicas son utilizadas por los investigadores cuando se preguntan ¢como
pasa?, iqué paso?, ipor qué pasa? o épor qué paso? con el fin de hacer un andlisis a
profundidad que permita explicar, describir o interpretar el fenémeno. Este tipo de
estrategias “en Educacion Matematica usualmente son empleadas por quienes tienen
interés en develar las formas de pensar de las personas” (Camargo, 2021, p.72). Ademas,
Kelly y Lesh (2000) mencionan que los investigadores “pretenden que se revelen
descripciones, concepciones, procedimientos vy justificaciones Utiles para profundizar en los
fendmenos estudiados y poder explicarlos” (citado en Camargo, 2021, p.72).

5.2.1. Estrategias investigativas de entrevista semiestructurada:

Una entrevista es semiestructurada cuando la secuencia de preguntas varia de acuerdo con
la respuesta dada por el entrevistado, las cuales permitiran realizar una indagacion
sistematica. Ademds, esta estrategia se implementa cuando se quieren recopilar las ideas de
un grupo de personas, opiniones o puntos de vista, con el fin de analizar los procesos de
razonamiento o concepciones y detectar estructuras de pensamiento. Algunos productos de
este tipo de entrevista son modelos de concepciones o razonamientos que permiten
“comprender las formas de pensar, detectar dificultades de aprendizaje y hacer disefios
curriculares” (Camargo, 2021, p.73).

Por otro lado, Camargo (2021) menciona que los entrevistados deben responder de manera
“espontanea, auténtica, sincera y lo mas completa posible, evitando al maximo presuponer
lo que el entrevistador desea escuchar” (p.74), mientras que, los investigadores no deben
intervenir en dichas respuestas y tienen que recopilarlas de manera exacta. Sugieren que las
preguntas sean evaluadas por expertos en donde evidencien su pertinencia, el lenguaje sea
adecuado y establecer el orden en que se realizan.
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5.2.2. Estrategia investigativa de la entrevista basada en tareas:

Segun Romberg (1992) y Goldin (2000) la entrevista basada en tareas consiste en una
indagacion sistematica sobre la actividad o su evolucién, que es realizada por los estudiantes
o un grupo de ellos. Para ello, existe una interaccion entre el investigador y el entrevistado
cuando estan respondiendo preguntas o solucionando tareas que se les proponen y que han
sido disefiadas de acuerdo con los objetivos investigativos. Ademas, Clement (2000) afirma
gue esta estrategia se utiliza “cuando se busca profundizar en los procesos de pensamiento
propios de la actividad matematica de los estudiantes y explicaciones de estos” (citado en
Camargo, 2021, p.78).

Camargo (2021) menciona que la entrevista basada en tareas permite “documentar formas
de resolver tareas matematicas o pedagogicas, rastrear mecanismos de exploracion vy
avances en la construccion conceptual logrados al resolver una tarea, evaluar el avance en
un estado de conocimiento y validar conjeturas sobre aprendizajes, afecto, emociones o
concepciones” (p.78).

Los productos de esta estrategia dependen de si la investigacion es exploratoria o
confirmatoria ya que puede haber descripciones y explicaciones o reportes del proceso,
pruebas de hipdtesis o de inferencias sobre el pensamiento de las personas, evaluaciones
sobre la aplicabilidad de una intervencion o desarrollo de constructos que explican la
actividad o evolucion de esta. Por esta razon, “los investigadores dan informacién detallada
sobre la tarea, los recursos, los momentos de intervencion del entrevistador, las situaciones
contingentes, etc.” (Camargo, 2021, p.79).

En este tipo de investigacién una persona o un grupo de individuos se involucran en la
resolucidon de una tarea y uno de los investigadores es quien promueve el didlogo con ellos
mientras resuelven una tarea. Por esta razon, Goldin (2000) afirma que “en la interaccién no
solo intervienen entrevistados y entrevistadores, sino también los recursos disponibles en el
escenario y la tarea misma” (en Camargo, 2021, p.79).

Los investigadores preparan preguntas con el fin de que los estudiantes den a conocer de
manera clara, completa y precisa lo que piensan, las tareas que emplean, las razones para
aplicarlas, etc.; ademas, son quienes los retan a pensar en voz alta y a utilizar los recursos
gue tienen para dar solucion a una actividad; también, tienen la libertad de hacer preguntas
nuevas o utilizar otros implementos para que los estudiantes logren clarificar sus reportes.
Ademads, para Camargo (2021) la meta de los entrevistadores es lograr que los entrevistados
expliciten el proceso de razonamiento que realizan a través de sus palabras, gestos,
interjecciones, intervenciones, acciones, actuaciones, escritos, etc.

Por otro lado, Goldin (2000) menciona que durante la realizacion de la tarea los
entrevistadores interactlan con los entrevistados segun su ritmo. Por lo tanto, después del
planteamiento de la tarea, dejan tiempo a los entrevistados para pensar como proceder, en
dado caso de que no comuniquen los procesos que realizan, pueden formular preguntas
como: épueden decirnos algo sobre lo que estdn haciendo? épodrian narrar como estdan
procediendo? si no funciona esta estrategia, pueden hacer preguntas como: ¢ pueden valerse
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de alguno de los materiales que tienen a disposicion? ¢ven alguna forma de organizar la
informacion? éven algun patrdn de registro?

Ademads, para Goldin (2000) las tareas propuestas no tienen que ser rutinarias y deben
garantizar riqueza en el proceso desarrollado por los estudiantes y control sobre la
informacion recogida, cuya atencion se enfoca en los procesos de resolucion de las tareas,
mas que en patrones de respuestas correctas o incorrectas. La tarea debe estimular a los
estudiantes a que utilicen estrategias heuristicas, usar diferentes tipos de representaciones
verbales, generar discusiones, producir textos y exhibir su involucramiento emocional en la
situacion. Por esta razén, “entre mas entrenados estén los participantes para expresar en
voz alta lo que estdn pensando, se tendran mejores registros de informacion para el andlisis”
(Camargo, 2021, p.79).

5.3. Recoleccion de la informacion:

Para la toma de datos y el analisis de la informacion se tendran en cuenta los recursos y
sugerencias para registrar informacién y construir datos investigativos establecidos por
Camargo (2021), con el fin de decidir qué informacion se desea registrar. Para ello, la autora
sugiere preguntarse ddonde? ia quién o qué? icudndo? ¢haciendo qué? y écomo? “las
respuestas a cada pregunta dependen de las necesidades del estudio que estan
determinadas por las inquietudes investigativas, el marco de referencia adoptado, el
conocimiento previo que tienen los investigadores sobre el fendmeno y la estrategia usada
o construida” (Camargo, 2021, p.105). En la siguiente tabla se da respuesta a cada una de las
preguntas planteadas anteriormente:

Tabla 1: Recoleccion de la informacion

Pregunta En relacidn con la investigacion

Institucion Educativa Distrital CODEMA de caracter oficial de

¢Doénde? .,
educacion formal.

¢A quién o a qué? | Interaccion directa con 13 estudiantes de grado octavo.

La prueba piloto se implementard a mediados de junio de 2023 y las
tareas propias de la investigacidn se aplicaran entre septiembre y
octubre de 2023. Cabe aclarar que los registros se realizaran
durante todo el desarrollo de |la prueba piloto y de las tareas, cuando
hay intervenciones internas en el grupo de trabajo, cuando participa
el docente y cuando exista la interaccion entre todos los grupos.
Ademas, los registros de los datos seran por sesiones y por grupo.

¢Cuando?
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éHaciendo qué?

El foco de interés de la investigacion se centra en la identificacion
del tipo de generalizacién que producen los estudiantes de grado
octavo (12 a 14 afios) al resolver tareas sobre secuencias de
patrones.

Ademas, se analizaran los medios semidticos de objetivacién que
utilizan los estudiantes tales como los objetos, herramientas,
recursos lingUisticos y signos, a partir de los simbolos, los gestos, los
deicticos, los movimientos, las sefias, el lenguaje y las interacciones.

Para ello, se tendra en cuenta los artefactos como la prueba piloto,
las tareas, las grabaciones, los registros fotograficos y las
producciones de los estudiantes, los cuales permitiran realizar un
analisis cualitativo y multimodal.

¢Como?

Para la toma de datos y el anélisis de la informacién se tendran en
cuenta las siguientes fases tomadas de las orientaciones de Miranda
et al. (2007), Radford (2012) y Vergel (2015):

e Fase 1:Todas las actividades que se desarrollen durante la clase
se grabaran de manera visual y auditiva.

e Fase 2: Cada grupo desarrollara las tareas propuestas en hojasy
se tomara registro fotografico para su posterior analisis.

e Fase 3:Se observaran los videos y se realizara la transcripcion de
estos, con el fin de determinar las intervenciones, acciones y
discusiones que se generaron durante el desarrollo de la
actividad.

e Fase 4: Se analizara la informacién recopilada con el propdsito
de observar los diferentes medios semioticos de objetivacion
gue utilizaron los estudiantes.

5.4. Prueba piloto:

El pilotaje se realizé el dia 17 de junio de 2023 con la colaboracion de dos estudiantes de
grado octavo de la Institucién Educativa Distrital CODEMA, con edades comprendidas entre
13 y 14 afos. Las tareas propuestas permitieron que los estudiantes interactuaran,
discutieran y compartieran sus puntos de vista, lo que generd confianza entre ellos vy
motivacion durante su implementacién. El objetivo de implementar la prueba piloto se
enfocd en identificar los medios semidticos de objetivacidn, los ambientes que se generaron
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en el aula, analizar la viabilidad de las preguntas planteadas y evidenciar las posibles
dificultades que se pueden presentar en la estructura de las tareas y su abordaje.

Como se menciond anteriormente, se implementaron tres tareas, de las cuales la primera
fue tomada de Callejo, et al. (2016) y las otras dos fueron de elaboracion propia. Ademas,
dos tareas involucraban una secuencia figural con apoyo tabular y la otra incluia una
secuencia numérica con apoyo tabular.

5.4.1. Mesas:

En un restaurante solo podemos colocar las mesas en una fila alargada. Averigua el nimero
maximo de personas que se pueden sentar en relacién con el nimero de mesas que
pongamos:

N\ I\ I\ I\ I\ I\
q p « ) ( )
./ N \J N \J \J
1 mesa 2 mesas 3 mesas
4 sillas 6 sillas 8 sillas

Imagen 35: Secuencia figural con apoyo tabular (p.11) por Callejo, et al. 2016, Avances de Investigacion en Educacion
Matemadtica, 10.

Responde las siguientes preguntas:

) éPodrias dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas?
b) ¢Cuantas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de 5 mesas?

) ¢Cudntas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de 6 mesas?

) En una fiesta se han colocado 18 mesas y sus correspondientes sillas. ¢Cuantos
invitados pueden sentarse? Explica como has encontrado el resultado.
e) Sienun cumpleafios se ha invitado a 42 nifios, écuantas mesas necesitaremos juntar

en fila? Explica cémo has encontrado el resultado.

f) Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el nimero de
sillas.

Para el item a los estudiantes identificaron el patrén de la secuencia figural, lo cual les
permitio representar iconicamente las sillas correspondientes a las 4 mesas. Por lo tanto, la
representacion de las mesas 1, 2 y 3 son de gran ayuda para determinar el nimero de sillas
gue se deben ubicar cada vez que se agrega una mesa.
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Imagen 36: Representacion iconica del término 4 en la secuencia de patrones de la tarea mesas realizada por los
estudiantes participes en la prueba piloto

Para el item b inicialmente, cada estudiante analizd la cantidad de sillas que deberian
ubicarse en 5 mesas. Sin embargo, sus respuestas no coincidian ya que, el estudiante 1
afirmaba que se tenia que agregar 3 sillas; mientras que, la estudiante 2 aseguraba que se
debian ubicar dos sillas mas, al mencionar que “serian 12, porque se uniria esta [corrid la
hoja y tapa la silla que esta en la parte lateral derecha de la representacién de las cuatro
mesas] con esta [sefiald la representacién de una mesa y cuatro sillas]. Contando este lado,
este lado y este lado [sefiald tres sillas de la representacidn de una mesa, especificamente,
la silla de la parte superior, la lateral derechay la inferior].”

Imagen 37: Sefialamientos y deicticos espaciales utilizados por los estudiantes participes en la prueba piloto

De acuerdo con la explicacién de la estudiante 2, el estudiante 1 reconoce el patrén
identificado en la secuencia de patrones, sin tener que realizar una representacion iconica,
el cual se centraba en tapar una de las sillas de la parte lateral, para poder unir las mesas y
agregar dos sillas (una en la parte inferior y otra en la parte superior), por ultimo, ubicaban
nuevamente la silla que habian tapado.

Ademas, se evidencié la presencia de algunos medios semidticos tales como los deicticos
espaciales, los sefialamientos y la kinestésica (coordinacion viso-manual). También, se
generaron ambientes de discusién, de debate y de analisis, donde los estudiantes tuvieron
la oportunidad de revisar y cuestionar los métodos de solucién propios y del otro, incluso
modificaron sus planteamientos iniciales. Lo anterior, concuerda con los espacios que se
deben generar durante el ciclo de la actividad conjunta descrito por Radford (2021a).

Para el item c los estudiantes rapida y facilmente lograron determinar la cantidad de sillas
gue se deben ubicar en 6 mesas, aplicando el patrdn identificado en el item anterior.
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Para el item d los estudiantes no utilizaron el patrén encontrado anteriormente, sino que
recurrieron a la cantidad de sillas que corresponden a 4 y 5 mesas, con el fin de agruparlasy
luego duplicarlas, es decir: 4 mesas + 5 mesas = 9 mesas, entonces 10 sillas +
12 sillas = 22 sillas. Por lo tanto, en 9 mesas, hay 22 sillas y en 18 mesas, habria 44 sillas.
Sin embargo, se evidencid que a la estudiante 2 le generaba duda la respuesta obtenida por
el estudiante 1, lo que conllevé a analizar nuevamente la situacién por medio de una
representacion iconica de las 18 mesas, realizaron su respectivo conteo y concluyeron que
en 18 mesas se deben ubicar 38 sillas.

Imagen 38: Representacion icénica del término 18 en la secuencia de patrones de la tarea de mesas realizada por los
estudiantes participes en la prueba piloto

Para el item e, se evidencio que la estudiante 2 recurrid a la representacién icénica, mientras
gue el estudiante 1 utilizd nuevamente el patrén identificado inicialmente desde el conteo
de 38 sillas en 18 mesas. Sin embargo, sus respuestas no coincidieron porque el estudiante
1 afirmaba que serian 20 mesas “porque si se siguen sumando las mesas, se borra uno de los
lados [sefiald la silla de la parte lateral izquierda de la representacion de una mesa] y este
qgueda libre [sefialé la silla de la parte lateral derecha de la representacién de una mesal”.

Imagen 39: Sefialamientos y deicticos espaciales utilizados por el estudiante 1 participe en la prueba piloto

Mientras que, la estudiante 2 aseguraba que eran 21 mesas:
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Imagen 40: Representacion iconica del término 21 de la secuencia en la tarea mesas realizada por los estudiantes
participes en la prueba piloto

De manera respetuosa y empatica, el estudiante 1 le explicé que dos de las sillas estan
ubicadas de manera incorrecta, ya que no tuvo en cuenta las sillas que deben ubicarse en los
extremos de la primera y Ultima mesa “Pero faltan, porque falta colocar dos sillas, a este lado
y a este lado [sefald los dos extremos de las mesas]. Entonces, para 20 mesas son 42 nifios”.
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Imagen 41: Sefialamientos, deicticos espaciales y representacion iconica del término 20 de la secuencia en la tarea mesas
realizada por los estudiantes participes en la prueba piloto

Para el item f los estudiantes concluyeron que para una mesa “las sillas se ponen por los
lados de la mesa” y cuando se tienen dos o0 mas mesas “se aumentan las sillas de los lados y
se quita una del lado que conecta”.
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Imagen 42: Produccion de los estudiantes participes en la prueba piloto en el item f de la tarea mesas

5.4.2. Tarea 2. Ramas |I:

En una finca se plantd una semilla para que creciera un arbol, el agricultor que la sembrod
observd su crecimiento durante seis meses y lo registrd de la siguiente manera:
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Imagen 43: Secuencia figural con apoyo tabular de la tarea “Ramas I”

Mes &

Teniendo en cuenta el crecimiento del arbol, responde las siguientes preguntas con su
justificacién correspondiente:

a) ¢éCuantas ramas tendra el arbol en el mes 77

b) ¢Cudntas ramas tendra el arbol en el mes 127

c) ¢Enalgin mes el arbol tendra 35 ramas?

d) ¢Enalgin mes el arbol tendra 61 ramas?

e) ¢Enalgun mes el drbol podria tener 22 ramas?

f) ¢Enalgln mes el arbol podria tener 40 ramas?

g) Otro agricultor de la misma finca esta interesando en el crecimiento del arbol écémo

le explicarias qué debe hacer para conocer la cantidad de ramas que se tendran en
cualquier mes?

Para el item a, los estudiantes analizaron el comportamiento que describe el crecimiento de
las ramas, ya que mencionaban que “estdn aumentando hacia arriba, porque mire, en el
segundo mes la rama estaba creciendo asi [deslizé el lapiz v el dedo indice para indicar las
ramas horizontales], en el tercer mes crecieron hacia arriba [deslizé el 1apiz y el dedo indice
para indicar las Ultimas ramas verticales], en el cuarto crecen a los lados [deslizo el lapiz y el
dedo indice para indicar las Ultimas ramas horizontales] en el quinto mes otra vez empieza a
subir [deslizé el 1apiz y el dedo indice para indicar las Ultimas ramas verticales] y en el sexto
mes vuelven a crecer a los lados [deslizé el lapiz y el dedo indice para indicar las Ultimas ramas
horizontales]”:

Imagen 44: Sefialamientos y deicticos espaciales utilizados por los estudiantes participes en la prueba piloto
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Luego de analizar la secuencia de patrones los estudiantes afirmaron que “por cada lado
aumentan las ramas. Por ejemplo, en el primer mes, hay una rama; en el sequndo mes, nada
mdas hay dos ramas [deslizé los dos dedos indices para indicar las ramas horizontales]. Luego,
empiezan a subir de dos en dos, entonces serian 13”. En este momento, los estudiantes
identificaron la comunalidad en la secuencia de patrones.

Se evidencid la presencia de algunos medios semidticos tales como los deicticos espaciales,
los sefialamientos, los deslizamientos y la kinestésica (coordinacion viso-manual). También,
se generaron ambientes de analisis, donde los estudiantes tuvieron la oportunidad de
observar cdmo cambia la secuencia de un término a otro. Lo anterior, concuerda con los
espacios que se deben generar durante el ciclo de la actividad conjunta descrito por Radford
(2021a).

Para el item b, los estudiantes acudieron a la representacion iconica para concluir que el
arbol tendria 23 ramas en el mes 12:

Imagen 45: Sefialamientos y representacion iconica del término 12 de la secuencia en la tarea de ramas | realizada por
los estudiantes participes en la prueba piloto

Para el item ¢, completaron la representacion iconica que habian realizado hasta llegar a las
35 ramas que correspondian al dia 18. Sin embargo, uno de los estudiantes intenté encontrar
un método de solucién numérico, ya que menciond que “primero hay que dividir las ramas,
una de este lado y otra de este lado [sefiald la rama izquierda y derecha respectivamente, de
la representacion del segundo mes]. Entonces hay que agregar de a 6 ramas a cada lado
porque en el mes 12 eran 23 ramas y para llegar a 35 faltan 12 y la mitad son 6, o sea, 6
ramas del lado izquierdo y 6 del lado derecho”.

Para el item d, nuevamente recurren a la representacién icdnica, pero esta vez, solamente
dibujan las ramas de un lado y concluyen que en el mes 32 se tendrian 61 ramas. Sin
embargo, la estudiante escribido y resolvid la operacion 31 + 31 = 62, pero la borrd
rapidamente:
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Imagen 46: Representacion icénica del término 31 de la secuencia en la tarea ramas | realizada por los estudiantes
participes en la prueba piloto

Para el item ey f, los estudiantes afirmaron que no es posible que en algin mes el arbol tenga
22 ni 40 ramas porque “habiamos dicho que aumentan de a dos ramas [levanto los dedos
indices], en el mes 12 hay 23 ramas, entonces la rama 22 y 23 quedan en el mes 12, digamos
la rama 20 y 21 son del mes 11. Entonces no se podria porque siempre van en parejas”:

Imagen 47: Gestos realizados por los estudiantes participes en la prueba piloto en la tarea ramas |

Para el item g, los estudiantes mencionaron que le dirian al agricultor que “en el mes 1 crece
una sola rama y a partir del mes dos crecen de a dos”.

5.4.3. Tarea 3. Juanes:

Juanes es un reconocido cantante colombiano de rock en espafiol y pop, cuando empezd su
trayectoria musical tenia 25 seguidores. Sin embargo, cuando lanzd su cancién titulada “la
camisa negra”, dicha cantidad se incrementd, su manager registrd en una tabla la cantidad
de seguidores que obtuvo durante los primeros cinco dias después de su éxito:

Dia 1 2 3 4 5
Cantidad de seguidores 27 29 31 33 35

Teniendo en cuenta el éxito de Juanes dado por el lanzamiento de dicha cancion, responde
las siguientes preguntas con su justificacion correspondiente:
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a) (¢Cuantos seguidores tendrd en el dia 7?

b) ¢Cudntas seguidores tendrd en el dia 127

c) ¢Enalgun diatendrd 67 seguidores?

d) ¢Enalgun dia tendrd 105 seguidores?

e) ¢Enalgun dia tendrd 54 seguidores?

f) ¢Enalgun dia tendrd 114 seguidores?

g) Elmanager de Juanes estd interesado en conocer la cantidad de seguidores que tiene
en cualquier dia después del lanzamiento de su cancién icomo le explicarias al
manager lo que debe realizar?

Para el item a y b, facilmente los estudiantes reconocieron que se tienen 39 y 49 seguidores
respectivamente, ya que mencionaron que “este es como el de los drboles, o sea van
sumando de a 2 sequidores” y se apoyaron en una tabla construida por ellos. En este
momento, los estudiantes identificaron la comunalidad en la secuencia de patrones.

Imagen 48: Sefialamientos y tabla realizada por los estudiantes participes en la prueba piloto en la tarea Juanes

Para el item c y d, los estudiantes siguieron construyendo la tabla hasta llegar a 67 y 105
seguidores y afirmaron que dicha cantidad se tendriaen el dia 21y en el 41, respectivamente.

Para el item ey f, los estudiantes revisaron la secuencia apoyandose en la tabla y concluyeron
gue no habria algun dia en que se tendrian 54 y 114 seguidores porgue van de dos en dos.

Finalmente, para el item g, los estudiantes le dirian al manager de Junes:
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Imagen 49: Produccion de los estudiantes participes en la prueba piloto en el item g de la tarea Juanes

De manera general, los estudiantes lograron identificar la comunalidad en las tres secuencias
de patrones involucradas en las tareas aplicadas, ya que encontraron un patrén para
determinar el término siguiente siempre y cuando el anterior fuera dado. Para ello, los
estudiantes detallaron los términos dados, observaron las recurrencias y analizaron como
cambian y como aumentan los términos de la secuencia.

De acuerdo con lo anterior, las tres tareas se implementaran en la investigacion, ya que se
evidencio la movilizacion de algunos medios semidticos tales como los deicticos espaciales,
los sefialamientos y la kinestésica (coordinacién viso-manual). Ademas, las preguntas
planteadas fueron comprendidas por los estudiantes junto con los términos dados de la
secuencia, lo que permitié que se generaran espacios de discusion, de debate y de analisis,
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donde los estudiantes tuvieron la oportunidad de revisar y cuestionar los métodos de
solucién propios y del otro, e incluso tuvieron que modificar sus planteamientos iniciales.

5.5. Tareas de la investigacion:

Como se menciond anteriormente, las tres tareas que se aplicaron en la prueba piloto se
implementaran en la investigacion a pesar de que en la tarea de Juanes se evidencié con
menos intensidad los medios semidticos de objetivacién utilizados por los estudiantes a
comparacién de las otras dos tareas que comprometian secuencias figurales con apoyo
tabular. Lo anterior coincide con lo planteado por Vergel (2014) cuando afirma que:

“Al parecer las secuencias figurales con apoyo tabular ofrecen indices geométrico-
espaciales que movilizan formas perceptivas y gestuales en los alumnos, formas que
parecen no ser movilizadas, o por lo menos no con la misma intensidad, en el caso
de las secuencias numéricas con apoyo tabular y las puramente numéricas” (p.105).

Por esta razon, se disefié otra tarea (Ramas Il) que tuviera una secuencia figural con apoyo
tabular, que permitiera visualizar el uso de medios semidticos de objetivacion en la actividad
matematica y que involucrara un nivel de mayor complejidad de generalizacién, con el fin de
evidenciar detalladamente el componente de abduccion analitica, los nodos semidticos, el
reconocimiento y materializacion de las variables, el trabajo con lo indeterminado y la
generalizacion de la comunalidad. A continuacidn, se presenta dicha tarea:

En una finca se plantd una semilla para que creciera un arbol, el agricultor que la sembrd
observd su crecimiento durante cinco meses y lo registré de la siguiente manera:

Mes 1 Mes 2 Mes 3

Mes 4 Mes 5

Imagen 50: Secuencia figural con apoyo tabular de la tarea "Ramas 11"
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Teniendo en cuenta el crecimiento del arbol, responde las siguientes preguntas con su
justificacién correspondiente:

a) ¢éCuantas ramas tendra el arbol en el mes 67

b) ¢Cudntas ramas tendra el arbol en el mes 8?

c) ¢Enalgin mes el arbol tendra 127 ramas?

d) ¢Enalgin mes el arbol tendra 511 ramas?

e) ¢Enalgun mes el drbol podria tener 24 ramas?

f) ¢Enalgun mes el arbol podria tener 32 ramas?

g) Otro agricultor de la misma finca esta interesando en el crecimiento del arbol ¢como
le explicarias qué debe hacer para conocer la cantidad de ramas que se tendran en
cualquier mes?

5.6. Categorias de analisis:

Teniendo en cuenta los datos obtenidos en la aplicacién de las tareas de la investigacion, la
informacion suministrada en las producciones de los estudiantes, las grabaciones de audioy
video, las fotografias y las entrevistas realizadas, se establecieron las siguientes categorias
de analisis con el fin de documentar los tipos de generalizacién que producen los estudiantes
cuando resolvieron las cuatro tareas sobre secuencias de patrones. Para ello, se tomaron
como referentes las tres fases del proceso de generalizacidn establecidas por Vergel et al.
(2022) y la caracterizacion de estas realizadas por Bayona (2020):

Tabla 2: Categorias de andlisis

Categorias Descripcién Subcategorias

Expresa con palabras como varia la secuencia de
patrones.

Realiza representaciones icénicas o numéricas
para comunicar como varia la secuencia de
patrones.

Realiza movimientos, gestos, deicticos espaciales
y cambia su ritmo (tono de voz).

Identifica la caracteristica en comun sin hacerse
explicita en las producciones.

Identifica la caracteristica en comuin y es explicita
de manera verbal, escrita o kinestésica en las
producciones.

Establece la relacién entre un término y su valor
correspondiente siempre y cuando sean cercanos
a la secuencia dada.

Reconoce las variables sin identificar su relacion
de dependencia e independencia.

Los estudiantes se
enfrentan con una
secuencia de
patrones que
contiene  algunos
términos dados,
Generalizacion | observan
aritmética recurrencias,
analizan cémo
cambian y como
aumentan, con el
fin de identificar
una caracteristica
en comun.
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Emplea la abduccién para pasar de un término a
otro teniendo en cuenta el anterior.

Generalizacion
aritmética
sofisticada

Los estudiantes se
aproximan a un
calculo de términos
acercandose a una
expresion

multiplicativa,  sin
embargo, no se
llega a materializar
y las variables aun
no cobran sentido,
en este caso, se
menciona que
existe una proto -

Utiliza el lenguaje aritmético para determinar los
términos de una secuencia de patrones por medio
de representaciones iconicas o de una lista de
valores de los términos anteriores al solicitado.

Expresa las relaciones numéricas de un término a
otro por medio de sus producciones verbales,
escritas y kinestésicas de manera sincrénica, es
decir, se evidencia la presencia de un nodo
semiotico de objetivacion.

Reconoce las variables, pero no se materializan ni
cobran sentido.

Emplea la abduccion de manera proto - analitica
para deducir una expresién que permite

Generalizacién
algebraica

analiticidad o | determinar el valor de cualquier término teniendo
analiticidad en cuenta un término conocido menor que no
incipiente. necesariamente es el anterior.
Descompone la figura presentada en la secuencia
de patrones para establecer una correspondencia
o relacién numérica entre el término y la cantidad
de figuras de este.
, Establece una sincronia entre las producciones
Los estudiantes

utilizan la
caracteristica en

comun como
hipodtesis para
deducir una
expresion para
determinar

cualquier término
de la secuencia, es
decir, existe una

abduccidén analitica.

verbales, escritas y kinestésicas para determinar
cualguier término de la secuencia, es decir, se
evidencia la presencia de una contraccion
semidtica la cual hace referencia a la aparicion de
palabras o frases clave expresadas en un lenguaje
natural o aritmético.

Emplea expresiones, dibujos, ejemplos o frases
clave que indican el trabajo con los términos
dados, los trabajados y los que no son visibles.

Establece una relacion de dependencia e
independencia entre las variables.

Contempla y trabaja con lo indeterminado, es
decir, la variable se materializa y cobra sentido.

Emplea la abduccién de manera analitica que
permite determinar el valor de cualquier término
de la secuencia.
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6. ANALISIS DE LAS PRODUCCIONES DE LOS ESTUDIANTES

En este capitulo presentamos el analisis de los datos y de la informacion obtenida en la
actividad matematica desarrollada en la implementacién de las cuatro tareas propuestas.
Para ello, se tuvo en cuenta la pregunta de investigacion, los objetivos, el marco tedrico
(enmarcado en la TO y en el pensamiento algebraico), el analisis multimodal, las categorias
de analisis y las producciones de los estudiantes que fueron obtenidas a través de las cuatro
fases de recoleccién de datos planteadas en la metodologia. Cabe resaltar que para el
desarrollo de las tareas de la investigacion se conformaron cuatro grupos (G1, G2, G3 y G4)
cada uno de 3 o 4 estudiantes, los cuales se enfrentaron a tareas que involucraban
secuencias figurales o numéricas con apoyo tabular.

6.1. Tarea mesas:

Inicialmente, la docente entregd a cada grupo la hoja correspondiente y menciond que “en
esta tarea se trabajard con una secuencia figural”. Posteriormente, leyd la situacion y
preguntdé por la cantidad de sillas (nUmero correspondiente) para 1, 2 y 3 mesas (término),
los estudiantes contaban uno a uno la cantidad correspondiente. Luego de un trabajo
individual e interno grupal, la docente visité cada uno de los equipos de trabajo para indagar
como han trabajado con la secuencia y para hacer emerger una toma de conciencia de la
relacién funcional, momento al que Radford (2014) lo denomina: el intento de constituirse
en un trabajo conjunto.

Para desarrollar el item a que solicitaba dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas, los
estudiantes de G2 realizaron la representacion iconica y contaron las sillas correspondientes,
mientras que, G1, G3 y G4 percibieron que por cada mesa que se agregue se tienen dos sillas
mas. Por ejemplo, G3 menciond que “hay 10 sillas porque no se pueden sentar en la esquina
y como se agrego otra, serian dos mds” y contaron la cantidad de sillas de dos en dos:

Imagen 51: Sefialamientos, deicticos espaciales, gestos y conteos manuales realizados por los estudiantes de G3 de la
tarea mesas
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Los estudiantes de G1 analizaron la secuencia de la siguiente manera:

L1. Estudiante 1: Es que en la de las 2 mesas hay 6 sillas, en la de 3 mesas queda igual
pero solo se agregd una mesa en el medio entonces se agregaron dos sillas.

L2. Estudiante 2: Entonces serian 10 porgue se suman dos sillas cada vez que se agrega
una mesa [los estudiantes realizaron el dibujo de las 4 mesas con sus sillas

correspondientes]:
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Imagen 52: Representacion icénica del término 4 en la secuencia de patrones de la tarea mesas realizada por los

estudiantes de G1

Se evidencia que en L1 los estudiantes de G1 implicitamente dedujeron que en la secuencia
siempre hay algo que se mantiene y son las dos mesas de los extremos que corresponden a
6 sillas y si se agrega cierta cantidad de mesas se ubican en el medio, es decir:
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Imagen 53: Representacion de los gestos indexicales realizados por los estudiantes de G1 para analizar la secuencia de
patrones de la tarea mesas

Las estudiantes de G4 mencionaron que “hay 10 sillas porque se agrega una mesa [la dibujo
en la representacion iconica de 3 mesas], se agregan dos sillas [dibujo las dos sillas una en la
parte superior y otra en la inferior] y esta se corre [sefialé la silla del extremo derecho de la
representacion iconica de 3 mesas y la deslizd hasta el extremo derecho de la secuencial”,

es decir:
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Imagen 54: Representacion del gesto indexical realizado por los estudiantes de G4 y representacion iconica del término 4
en la secuencia de patrones de la tarea mesas
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Para el item b y ¢ que solicitaban determinar la cantidad de sillas que habia en 5y 6 mesas
los estudiantes de G2 nuevamente realizaron la representacién iconica de cada una vy
concluyeron que eran 12 y 14, respectivamente. Mientras que, G3 y G4 inicialmente no
realizaron la representacion icdnica, sino que utilizaron la comunalidad que habian
encontrado, por lo tanto, mencionaban que “hay 12 sillas porque se afiade una mesa y
alrededor de 6 mesas serian 14 sillas porque se afiaden dos mesas” (G3) y “pues con 5 mesas
serian 12 sillas porque se agrega una mesa que son dos sillas y con 6 mesas se suman otras
dos sillas mds que serian 14” (G4). Sin embargo, las estudiantes de G4 realizaron la
representacion iconica de las 5 y 6 mesas para verificar sus respuestas.

Los estudiantes de G1 dibujaron dos casos, uno cuando las mesas se ubicaban en una sola
filay otro cuando se colocaban de manera aleatoria, sin embargo, uno de los integrantes del
grupo mencionaba que se deben poner en fila para que funcione lo que habian encontrado
en el punto anterior:

L3. Estudiante 1: Pues serian 12 porque se agregan dos mas [realizd la representacion
iconical.

L4. Docente: i Cuantas te salieron ahi? [Pregunto a otro estudiante].

L5. Estudiante 2: Diez [contd las sillas de su representacién iconica], entonces depende
de la posicién:
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Imagen 55: Representacion iconica del término 5 en la secuencia de patrones de la tarea mesas realizada por el
estudiante 2 de G1

L6. Estudiante 1: Es que tienes que ponerla en fila o sino no funciona:
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Imagen 56: Representacion icénica del término 5 en la secuencia de patrones de la tarea mesas realizada por el
estudiante 1 de G1

Teniendo en cuenta las tres fases de la generalizacién propuestas por Vergel et al. (2022),
G1, G3 y G4 produjeron una generalizacion aritmética ya que identificaron la comunalidad
en la secuencia de patrones y emplearon la abduccién para pasar de un término a otro
teniendo en cuenta el anterior.
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Para abordar el item d que solicitaba determinar la cantidad de invitados que pueden
sentarse alrededor de 18 mesas, los estudiantes de G2 y G4 realizaron la representacion
iconica, contaron la cantidad correspondiente y mencionaron que “a cada mesa se va
sumando de a 2, entonces serian 38 sillas” (G2) y “los invitados que se pueden sentar son 38,
encontramos el resultado contando y haciendo la grdfica (G3):
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Imagen 57: Representacion iconica del término 18 en la secuencia de patrones de la tarea mesas realizada por los
estudiantes de G3

En este momento, se observa que G2 reconocié la comunalidad en la secuencia de patrones,
por lo tanto, realizaron una generalizacién aritmética.

Por otro lado, los estudiantes de G1 mencionaron que “las esquinas son tres sillas y las del
medio son de a dos, seria sumar las tres de las esquinas que serian 6, mds las otras 16, 16 por
2 es 32y 32 mds 6 serian 38” y escribieron lo siguiente:
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Imagen 58: Método propuesto por G1 para determinar el niumero correspondiente del término 18 en la secuencia de
patrones de la tarea mesas

Lo planteado por los estudiantes se puede describir como Tyg = 6 + (18 — 2) = 2.

Ademas, G3 realizd la representacién icénica para determinar el numero de sillas
correspondientes a 18 mesas dialogaron lo siguiente:

L7. Estudiante 1: Es que, si se tienen 18 mesas, serian 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22,
24, 26, 28, 30, 32, 34, 36 [sefialé cada mesa, pero cuenta de dos en dos].

L8. Estudiante 2: iY mas estos dos de aca? [sefiald las sillas de los extremos] ¢Esas las
conto?

L9. Estudiante 1: No, entonces serian 38. Porque 18, mas 18, mas 2, son 38 si se sigue la
secuencia, porque si las mesas estuvieran separadas serian 18 por 4 que es [pausa] 72.
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Imagen 59: Conclusion del item d planteada por G1 en la tarea mesas
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Lo planteado por los estudiantes en L9 se puede describir como T;g = 18 + 18 + 2.

En este momento, se evidencid que G1 y G3 reconocieron las variables (pero no las han
materializado, ni han cobrado sentido) y dedujeron una expresién que permitié determinar
el valor de cualquier término, es decir, emplearon la abduccién de manera proto — analitica;
por lo tanto, produjeron una generalizacion aritmética sofisticada propuesta por Vergel et
al. (2022).

Para abordar el item e que solicitaba determinar la cantidad de mesas necesarias para sentar
a 42 invitados, G1, G3 y G4 tomaron como referencia el punto anterior mencionando que
“va teniamos 38 sillas del punto anterior, a 42 faltan 4, que seria agregar 2 mesas, se tendrian
18 mds 2 son 20, 20 mesas” (G1), “se agregan dos mesas mds que el problema anterior y
resultan 42 sillas porque por cada mesa se afiaden dos sillas” (G3) y “para 42 nifios serian 20
mesas, el resultado lo encontramos con el anterior ejercicio agregdndole dos mesas, porque
por cada mesa son dos sillas mas” (G4).

Los estudiantes de G2 realizaron la representacion iconica y contaron las sillas
correspondientes:
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Imagen 60: Representacion iconica del término 20 en la secuencia de patrones de la tarea mesas realizada por G2
Sin embargo, surgié un didlogo entre ellos y la docente:

L10. Docente: éiPor qué son 20 mesas?

L11. Estudiante 1: Porque 42 dividido 2 es 21 [realizé la operacion].

L12. Docente: ¢ Qué hiciste con ese 217

L13. Estudiante 1: Es que esa era la cantidad de invitados.

L14. Docente: iPor qué no pusiste 21 acd y 21 acd? [sefald las sillas superiores e
inferiores, respectivamente, sin sefialar las sillas de los extremos].

L14. Estudiante 1: Porque al final siempre tienen que haber dos sillas una al inicio y al
final y, dos sillas hacen una mesa, que es la que se debe restar.

Lo planteado por los estudiantes en L11 y L14 se puede describir como n = (a + 2) —
1 siendo n la cantidad de mesas y a el nimero de sillas que corresponde al nimero de
invitados y a = 2k con k = 2,3,4,5,... Implicitamente, G2 dedujo una expresiéon que
permitié determinar la cantidad de mesas (nUmero correspondiente) para ubicar cierta
cantidad de sillas (término). Por lo tanto, G2 produjo una generalizacién aritmética
sofisticada propuesta por Vergel et al. (2022).

Finalmente, para el item f que solicitaba explicar una regla que relacione el nimero de mesas
y el nimero de sillas, G2 menciond “que en cada fila de mesas en las esquinas quedan de a
tres y en las otras de a dos”:
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Imagen 61: Conclusion y ejemplo del item f de la tarea mesas planteado por G2

Los estudiantes de G1 utilizaron el método que habian encontrado anteriormente para dar
un ejemplo con 50 mesas:

L15. Docente: éCémo le dirfas a una persona cuantas sillas debe ubicar en cualquier
cantidad de mesas?

L16. Estudiante 2: Por ejemplo, si tU necesitas 50 mesas seria que mirara las esquinas y
sumara el total de sillas y [pausa]. Las esquinas que serian un total de 6 y las del medio.
L17. Docente: éCOomo sacamos las del medio?

L18. Estudiante 2: Sumandolas, sumando de dos en dos.

L19. Docente: Entonces éicomo le dirias a esa persona?

L20. Estudiante 2: Ay ya! Seria coger las esquinas, que serian dos mesas vy las otras que
serian 48, multiplicar 48 por 2 y luego sumar las sillas de las esquinas.

La docente intervino con el fin de hacer emerger la materializacion de las variables y el
trabajo con lo indeterminado. Para ello, se tuvo el siguiente didlogo:

L21. Docente: Ese con el ejemplo de 50, ahora icomo le dirias a esa persona si tiene
cualquier cantidad de mesas?

L22. Estudiante 2: A la cantidad de mesas se le quitan dos y la cantidad del centro se
multiplica por dos y se suma ... mejor lo escribo porque me confundo:
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Imagen 62: Conclusion del item f de la tarea mesas planteada por G1

L23. Estudiante 2: Seria asi, del grupo de mesas quitar dos mesas y contar la cantidad de
mesas sobrantes y multiplicarla por 2 y sumarle 6 sillas que equivalen a las 2 mesas que
quitamos.
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Lo planteado en L23 se puede describir como (n — 2) * 2 + 6 siendo n el nimero de mesas
ycon n=1,2,3,4,..

Por otro lado, en G3 surgid el siguiente didlogo:

L24. Estudiante 1: No entendemos a que se refiere con “regla”.

L25. Docente: Digamos si alguien quiere saber cuantas sillas debe ubicar en cualquier
cantidad de mesas équé le dirian?

L26. Estudiante 1: ¢ Multiplicando por dos el nimero de mesas? Porque por cada mesa
serian dos sillas y después se le afiaden dos que serian las dos del final.

L27: Docente: Entonces écémo quedaria?

L28: Estudiante 1: Se multiplica por 2 cada mesa y después se le afiaden dos sillas mas
[lo escribe]:

Imagen 63: Conclusion del item f de la tarea mesas planteada por G3

Lo planteado en L28 se puede describir como n * 2 + 2 siendo n el nUmero de mesas y con
n=1273,4, ..

Por ultimo, en G4 surgio el siguiente didlogo:

L29. Estudiante 1: Es que no entiendo la pregunta.

L30. Docente: i Como hallarias la cantidad de sillas para cualquier cantidad de mesas?
L31. Estudiante 1: Se podria dividir la cantidad de mesas por dos.

L32. Docente: Hagamos el ejemplo con las 18 mesas.

L33. Estudiante 2: No da, porque 18 entre 2 da 9.

L34. Docente: Entonces équé harian?

L35. Estudiante 1: Seria multiplicar, porque si lo multiplicamos sacaria el doble de la
cantidad éno? Y como por cada mesa hay dos sillas...

L36. Docente: Entonces 18 por 2 nos da 36.

L37. Estudiante 1: Pero le agregamos las dos sillas de los extremos que seria 38, ahora si
dio.

L38. Docente: i Como seria con cualquier cantidad de mesas?

L39. Estudiante 1: Poner la cantidad de mesas multiplicado entre dos y agregarle las
ultimas dos sillas [escribe en la hoja].
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Imagen 64: Conclusion del item f de la tarea mesas planteada por G4
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Lo planteado en L39 se puede describir como n * 2 + 2 siendo n el nUmero de mesas y con
n=1273,4,..

De acuerdo con lo anterior y los tres tipos de generalizacién propuestos por Vergel et al.
(2022), los estudiantes de G1, G3 y G4 produjeron una generalizacién algebraica ya que
establecieron una relacién de dependencia e independencia entre las variables, las
materializaron y cobraron sentido, es decir, contemplaron y trabajaron con lo
indeterminado. Ademads, generalizaron la caracteristica en comun, por lo tanto, hubo una
presencia del componente de abduccion analitica (Radford, 2013), lo que permitid que
determinaran el valor de cualquier término de la secuencia, la cual fue expresada en un
lenguaje natural.

6.2. Tarea Juanes:

Inicialmente, la docente entregd a cada grupo la hoja correspondiente y menciond que “para
este caso, no se trabajard con una secuencia figural sino numérica”. Posteriormente, leyd la
situacién y preguntd por la cantidad de seguidores (nimero correspondiente) de cada dia
(término). Luego de un trabajo individual e interno grupal, la docente visitd cada uno de los
equipos de trabajo para indagar como han trabajado con la secuencia y para hacer emerger
una toma de conciencia de la relacién funcional, momento al que Radford (2014) lo
denomina: el intento de constituirse en un trabajo conjunto.

Facilmente, los estudiantes lograron identificar que los términos aumentaban en 2, lo que
permitio responder el item a, que preguntaba por la cantidad de seguidores que Juanes tenia
en el dia 7, estas fueron algunas expresiones de los estudiantes “de 27 a 29 hay dos, se van
sumando de a dos, entonces 36 'y 37, en el dia 6; 38 y 39, en el dia 7” (G1), “van de dos en
dos, entonces dos, cuatro, mds 35 serian 39” (G2), “28 y 29, aumenta de a dos sequidores,
entonces 39 sequidores” (G3) y “va avanzando de a dos sequidores cada dia, entonces serian
39 seguidores” (G4). Es aqui donde se evidencid que los estudiantes identificaron la
comunalidad 42 en la secuencia de patrones.

Ademas, se observaron algunos medios semidticos tales como los sefialamientos y la
coordinacién viso — manual. De acuerdo con lo anterior, se evidencid que los estudiantes
identificaron la caracteristica en comun de manera verbal, escrita y kinestésica en la
secuencia de patrones e incluso un grupo la denomind como el “dato”:

Imagen 65: Conteos manuales de dos en dos realizados por los estudiantes en el andlisis de la secuencia de patrones en
la tarea de Juanes
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En el item b que consistia en determinar la cantidad de seguidores del dia 12, todos los
grupos coincidieron que era 49. Sin embargo, utilizaron un método diferente, dos de los
grupos realizaron una tabla (G2 y G4), otro menciond que “solo se siguen sumando de a dos
personas por dia” (G3) y G1 acudié a la proporcionalidad:

L1. Estudiante: Si el dia 2 es 29 [pausa] entonces serian 49.

L2. Docente: iPor qué serian 497?

L3. Estudiante: Es que es una suma muy sencilla, porque cada dia son dos seguidores
mas, entonces 5 dias equivaldrian a 10 seguidores y al dia 2 se le agregan 10 dias, seria
sumarle 10 mas 10 seguidores, entonces 10 dias equivalen a 20 seguidores.

Por otro lado, en el item c se solicitaba determinar si en algin dia Juanes tuvo 67 seguidores,
para ello, G2, G3 y G4 construyeron una tabla que les permitié afirmar que en el dia 21 se
tendrd dicha cantidad. Mientras que, dos estudiantes de G1 movilizaron varios medios
semioticos, es decir, se produjo un nodo semidtico de objetivacién ya que uno mencionaba
los dias y simultdneamente otro realizaba el conteo con las manos y expresaba el resultado
e incluso cada uno registro el conteo que realizé:
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Imagen 66: Conclusion del item c de la tarea Juanes planteada por el estudiante 1 de G1
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Imagen 67: Conclusion del item c de la tarea Juanes planteada por el estudiante 2 de G1

Para dar respuesta al item d que preguntaba si en algun dia Juanes tendra 105 seguidores,
G2, G3 y G4 continuaron construyendo la tabla hasta encontrar o superar dicha cantidad. Sin
embargo, sus respuestas no coincidian debido a repeticiones o conteos faltantes durante su
realizacion. Por ejemplo, los estudiantes de G2 concluyeron que en el dia 41 se tienen 105
seguidores, pero no tuvieron en cuenta que escribieron que en el dia 22 hay 67 seguidores,
es decir, la misma cantidad que en el dia 21:
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Imagen 68: Tabulacion de la secuencia de patrones de la tarea Juanes realizada por G2

Los estudiantes de G3 completaron la tabla hasta tener 115 seguidores y concluyeron que
en el dia 41 se tienen 105 seguidores. Sin embargo, no se dieron cuenta que no escribieron
el dia 29:
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Imagen 69: Tabulacion de la secuencia de patrones de la tarea Juanes realizada por G3

Las estudiantes de G4 completaron correctamente la tabla hasta llegar a 105 seguidores que
correspondia al dia 40:
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Imagen 70: Tabulacién de la secuencia de patrones de la tarea Juanes realizada por G4

Los estudiantes de G1 nuevamente acudieron a la proporcionalidad ya que mencionaban
que “cada dia son dos sequidores, 5 son 10, 10 equivaldrian a 20 y 20 dias que serian 40 y asi
siguen. Sien el dia 21 son 67, de 67 a 107 son 40 de mds, entonces se deben sumar 20 dias
mds, que seria en el dia 41”. Sin embargo, no percibieron que calcularon el dia en que se
tenian 107 seguidores y no de 105 que seria en el dia 40.

En el item e y f preguntaban si en algin dia Juanes tendrd 54 o 144 seguidores
respectivamente, los grupos mencionaron que:

Tabla 3: Conclusiones de los grupos para los items e y f de la tarea de Juanes

Grupo fteme ftemf
61 “No se puede porque va de impar en “No se puede porque va de impar en
impar” impar”
62 “Seria entre el dia 14 y 15 ya que en “Tendria 114 sequidores entre los dias
esas fechas tendria entre 53 y 55”7 45y 46”7
63 “No porque es par, entonces entre el “No, porque es par entonces entre el
dia 14y 15”7 dia 45 y 46”
“Si, mientras que termina el dia 14 y “Mientras que termina el dia 44 y
G4 . e . ( aew
empieza el dia 15 empieza el dia 45

Por ultimo, en el item g se solicitaba explicarle al manager de Juanes cdmo debia encontrar
la cantidad de seguidores que tuvo en cualquier dia después de su lanzamiento, los
estudiantes mencionaron que “le diria que cada dia Juanes gana 2 seguidores por
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lanzamiento” (G1), “mirando la cantidad de sequidores durante 5 dias y mirando cudnto sube
por dia que son dos sequidores” (G3) y “mientras pasa cada dia le tiene que sumar dos
seqguidores” (G4). De acuerdo con lo anterior y teniendo en cuenta las tres fases de la
generalizacion propuestas por Vergel et al. (2022), los cuatro grupos produjeron una
generalizacion aritmética ya que emplearon la abduccién para pasar de un término a otro
teniendo en cuenta el término anterior.

Al desarrollar el item g los estudiantes de G2 percibieron que si los términos aumentaban en
2 deberia existir una relacién entre la cantidad de seguidores del primer término y el dia
correspondiente, que posiblemente contribuya a encontrar la cantidad de seguidores. Para
identificar dicha hipdtesis se produjo el siguiente diadlogo:

L4. Estudiante 1: Es que, si se estan aumentando de dos en dos, parece una multiplicacion
por dos.

L5. Estudiante 2: Si, es que si se usa la tabla del dos como aumento desde el dia 1 se tiene
el aumento desde el primer dia hasta cada uno. Por ejemplo, 27 mas 2, es 29; 27 mas 4,
es 31; 27 mas 6, es 33; 27 mas 8, es 35 [unid el 27 con cada uno de los seguidores y
escribiod su respectivo aumento]:
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Imagen 71: Representacion del aumento de seguidores desde el primer dia a cada uno de estos en la secuencia de
patrones de la tarea Juanes realizado por G2

L6. Estudiante 2: iSi me hago entender? Es como dos mas dos; luego dos, mas dos y mas
dos; algo asi.
L7. Docente: Escriba eso.
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Imagen 72: Procedimiento para encontrar el aumento desde el primer dia a cada uno de estos en la secuencia de
patrones de la tarea Juanes realizado por G2

De acuerdo con las producciones de los estudiantes, se evidencid que reconocieron las
variables, sin embargo, aun no cobraron sentido ni se materializaron. En este momento la
docente intervino con el fin de hacer que los estudiantes tuvieran un acercamiento con lo
indeterminado. Para ello, surgio el siguiente didlogo:
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L8. Docente: iY eso se cumple para cualquier dia? Por ejemplo, para el dia 3 écémo lo
harian?

L9. Estudiante 1: No, porque 2 mdas 2 mas 2 da seis y es imposible que sea 31, es mucho
mas, entonces se deberia sumar.

L10. Docente: i Cuanto se debe sumar?

L11. Estudiante 2: Pues es que el dia 1 empezd con 27 [pausa] pues sumemos eso.

L12. Estudiante 1: 6 mas 27 [pausa] es 33, nos pasamos porgue debe dar 31.

L13. Estudiante 2: Pues restémosle 2 para que dé.

El proceso que realizaron los estudiantes se puede describircomoT; =2+ 2+ 2+ 27 — 2
con T; = 27. De acuerdo con lo anterior los estudiantes dedujeron una expresién que
permitio determinar el valor de cualquier término teniendo en cuenta un término conocido
menor que no necesariamente es el anterior, es decir, emplearon la abducciéon de manera
proto — analitica; por lo tanto, G2 produjo una generalizaciéon aritmética sofisticada
propuesta por Vergel et al. (2022).

La docente intervino con el fin de hacer emerger la materializacion de las variables. Para ello,
se tuvo el siguiente didlogo:

L14. Docente: Pero éicomo le expresarian eso al manager?

L15. Estudiante 1: Primero debe sumar tres veces dos, luego... [es interrumpido por su
compafiero].

L16. Estudiante 2: Espere, eso es una multiplicacion, seria 3 por 2 [pausa). El dia por dos,
sumabamos 27 y le restdabamos 2 [pausa]. Mire, seria algo asi:

[ 20 rz rea-2]

Imagen 73: Expresion planteada por G2 que permite hallar cualquier término de la secuencia en la tarea de Juanes

L17. Docente: Verifiguemos con el dia 12.
L.18 Estudiante 2: 12 por 2 es 24, mas 27 es 51, menos 2 es 49, si da [realizé la operacion]:
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Imagen 74: Procedimiento para determinar el nimero correspondiente del término 12 de la secuencia de patrones en la
tarea de Juanes realizado por G2

Se observd que en L16 los estudiantes construyeron una expresion multiplicativa que
permitio representar la relacion entre la comunalidad +2 vy el dia, que en este caso fue dia *
2. En este momento, se evidencid que generalizaron la caracteristica en comun, por lo tanto,
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habria una presencia del componente de abduccién analitica (Radford, 2013).
Posteriormente, surgié un nuevo didlogo que permitio analizar la expresion y sofisticarla:

L19. Estudiante 2: Pero ipor qué siempre se le debe restar 2? No me cuadra éide dénde
sale?

L20. Estudiante 1: Es que estd restando, es como quitarle dos seguidores, pero no sé iqué
dia seria?

L21. Estudiante 2: éEl dia cero? Serian 25 seguidores [completé la tabla]:
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Imagen 75: Relacion entre el término cero y su numero correspondiente en la secuencia de patrones de la tarea de Juanes
realizada por G2

L22. Docente: Pero épor qué 25 seguidores?
L23. Estudiante 2: Porque antes de lanzar la cancidn tenia ya fijos 25 seguidores [pausa].
Entonces, no debo sumar 27 sino 25 que era lo que tenia al inicio:
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Imagen 76: Expresion sofisticada para determinar cualquier término de la secuencia de patrones en la tarea de Juanes
planteada por G2

Finalmente, los estudiantes realizaron mas verificaciones:

L24. Estudiante 2: jClaro! Ya todo tiene sentido. Hagamos mas.
L26. Estudiante 2: Cojamos al azar. [Realizo la verificacion con el dia 12, 38 y 7]:
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Imagen 77: Procedimientos realizados por G2 para determinar el nimero correspondiente de los términos 12, 38 y 7 de la
secuencia de patrones en la tarea de Juanes
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L27. Estudiante 1: Pero en la tabla no da 101.

L28. Docente: Revisemos la tabla [pausa]. Mira que en el dia 21 y 22 escribiste la misma
cantidad de seguidores.

L29. Estudiante 1: jAy si! En el dia 22 debe haber 69 seguidores, me equivoqué, entonces
a todos los seguidores hay que sumarle 2 [pausa]. Aqui dice que en el dia 38 hay 99 pero
como fallé serian 101. Si quedd bien.

L30. Estudiante 2: Entonces completemos lo ultimo [completd la respuesta de la

preguntal:
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Imagen 78: Conclusion planteada por G2 para el item g de la tarea de Juanes

De acuerdo con lo anterior y los tres tipos de generalizacion propuestos por Vergel et al.
(2022), los estudiantes de G2 produjeron una generalizacién algebraica ya que establecieron
una relacién de dependencia e independencia entre las variables, las materializaron vy
cobraron sentido, es decir, contemplaron y trabajaron con lo indeterminado. Ademas,
emplearon la abduccion de manera analitica lo que permitié que determinaran el valor de
cualquier término de la secuencia, la cual fue expresada en un lenguaje natural y aritmético
al mencionar que “tiene que multiplicar cada dia entre 2 porque cada dia suma 2 sequidores
y sumarle 25” y al representarla como dia * 2 + 25.

6.3. Tarea RamasI:

Para el desarrollo de esta tarea se contd con la participacion de solamente 3 grupos puesto
gue 2 integrantes de G2 no pudieron asistir por cuestiones personales, por lo tanto, el
estudiante de G2 se unié a G3.

Inicialmente, la docente entregd a cada grupo la hoja correspondiente, leyd la situacion y
preguntd por la cantidad de ramas (niumero correspondiente) de cada mes (término). Luego
de un trabajo individual e interno grupal, la docente visitd cada uno de los equipos de trabajo
para indagar como han trabajado con la secuencia y para hacer emerger una toma de
conciencia de la relacion funcional, momento al que Radford (2014) lo denomina: el intento
de constituirse en un trabajo conjunto.

Facilmente los estudiantes reconocieron que los términos aumentaban en 2, por lo tanto,
rapidamente dieron respuesta al item a, el cual solicitaba determinar la cantidad de ramas
en el mes 7, estas fueron algunas de sus expresiones “se van agregando de dos en dos por
cada mes, entonces tendria 13 ramas” (G1), “en el mes 7 tendria 13 ramas y que cada mes
crece 2 ramas” (G2), “supongo que en esta estdn creciendo de a dos ramas, entonces en el
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mes 7 tendria 13 ramas” (G3). Es aqui donde se evidencid que los estudiantes identificaron
la comunalidad +2 en la secuencia de patrones.

Ademads, durante el desarrollo de este item, los estudiantes articularon varios medios
semidticos de objetivacion mientras se expresaban, por ejemplo, se evidenciaron
sefialamientos con el 1dpiz o con los dedos, algunos deicticos espaciales como “a los lados,
, gestos manuales y conteos con las manos:

|”

arriba, horizontal o vertica

Imagen 79: Conteos manuales, sefialamientos, deicticos espaciales y gestos indexicales realizados por los estudiantes
durante el andlisis de la secuencia de patrones en la tarea de Ramas |

De acuerdo con lo anterior, se evidencid que los estudiantes identificaron la caracteristica
en comun de manera verbal, escrita y kinestésica en la secuencia de patrones. Teniendo en
cuenta las tres fases de la generalizacidon propuestas por Vergel et al. (2022), los tres grupos
produjeron una generalizacién aritmética ya que identificaron la comunalidad en la
secuencia de patrones y emplearon la abduccion para pasar de un término a otro teniendo
en cuenta el anterior.

Por otro lado, los estudiantes de G2 quisieron encontrar de una vez la cantidad de ramas
para cualquier mes, por esta razon, surgié el siguiente didlogo:

L1. Estudiante 1: Cada mes se suman dos ramas.

L2. Estudiante 2: Es como el de Juanes, seria multiplicar el mes por dos.

L3. Estudiante 3: Pero faltaria sumarle uno.

L4. Estudiante 1: Pues miremos si funciona. Siete por dos 14 mas uno da 15. No da.

L5. Estudiante 3: Pues quitele uno.

L6. Docente: éiPor qué se le debe quitar uno?

L7. Estudiante 1: Porque a cada lado crece lo mismo y solo hay una rama fija que es la del
inicio, toca quitarle la pareja [sefiala la rama del mes 1] esa no se duplica.

L8. Estudiante 2: Entonces para encontrar las ramas se tendria que multiplicar el mes por
dos, menos uno.

En L2 se evidencid que los estudiantes crearon una expresion multiplicativa que se puede
describir como 2 * mes y en L7 hay una materializacion y toma de conciencia de las variables
lo que permitid que establecieran una relacion de dependencia e independencia entre ellas,
es decir, contemplaron y trabajaron con lo indeterminado. Ademas, se observd que
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generalizaron la caracteristica en comun, por lo tanto, hubo una presencia del componente
de abduccién analitica (Radford, 2013). También, emplearon la abduccién de manera
analitica lo que permitié que determinaran el valor de cualquier término de la secuencia, la
cual fue expresada en un lenguaje natural (en L8). De acuerdo con lo anterior, G2 produjo
una generalizacién algebraica propuesta por Vergel et al. (2022).

Por otro lado, para dar respuesta al item b, el cual hacia referencia a encontrar la cantidad
de ramas que tenia el arbol en el mes 12, los estudiantes de G2 aplicaron su generalizacion
y concluyeron que “pues 12 por 2 da 24 menos uno da 23, serian 23 ramas”. Mientras que,
en G1 surgio el siguiente didlogo:

L9. Estudiante 1: Si aumenta de a dos, entonces 2 por 12 da 24.

L10. Estudiante 2: Pero todos son impares.

L11. Estudiante 1: Mmm si, probemos con el mes 6, 6 por 2 da 12 y tienen que ser 11,
entonces se le esta quitando una rama.

L12. Estudiante 2: Es la del inicio porque empezd solo con una y de ahi va aumentando
de a dos.

L13. Estudiante 1: Entonces seria 12 por 2 da 24 y quitémosle la pareja de la rama del
inicio, o sea una rama, quedaria 23 ramas.

L14. Docente: Entonces con lo que acaban de hacer écémo podrian hallar la cantidad de
ramas de cualquier mes?

L15. Estudiante 1: Multiplicando por 2 el mes y restandole 1.

En L9 se evidencid que los estudiantes crearon una expresién multiplicativa que se puede
describir como 2 * mes y en L11 a L15 hay una materializacion y toma de conciencia de las
variables lo que permitid que establecieran una relacién de dependencia e independencia
entre ellas, es decir, contemplaron y trabajaron con lo indeterminado. Ademas, se observo
gue generalizaron la caracteristica en comun, por lo tanto, hubo una presencia del
componente de abduccién analitica (Radford, 2013). También, emplearon la abducciéon de
manera analitica lo que permitié que determinaran el valor de cualquier término de la
secuencia, la cual fue expresada en un lenguaje natural (en L15). De acuerdo con lo anterior,
G1 produjo una generalizacién algebraica propuesta por Vergel et al. (2022).

Por otro lado, en G3 sumaron de dos en dos teniendo en cuenta la cantidad de ramas del
mes 7 para poder determinar las del mes 12, expresaron lo siguiente “en el mes 7, tenia 13;
en el 8, serian 15; enel 9, 19; en el 10, 21, enel 11, 23 y en el 12, 25. Serian 25 ramas”. Sin
embargo, no percibieron que 15+ 2 = 17 entonces para el mes 9, el arbol no tendria 19
ramas sino 17. Aunque el procedimiento realizado por G3 se puede describir como Ty, =
134+2+4+2+2+2+ 2conT, =13. De acuerdo con lo anterior G3 dedujo una expresion
gue permitié determinar el valor de cualquier término teniendo en cuenta un término
conocido menor que no necesariamente es el anterior, es decir, emplearon la abduccién de
manera proto — analitica; por lo tanto, produjeron una generalizacion aritmética sofisticada
propuesta por Vergel et al. (2022).
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Para desarrollar el item ¢, que preguntaba si en algin mes el arbol tendria 35 ramas, G1
comentd que “si siempre se le quita la inicial, entonces sumemos una 35 mds 1 es 36 y un
numero multiplicado por 2 que de 36 es [pausa], mmm pues dividdmoslo en dos, daria 18, es
en ese mes”. Se evidencia que G1 acudio a la divisidn y a la suma, operaciones inversas a las
gue utilizaron para encontrar la generalizacion, es decir, en este caso emerge una toma de
conciencia de las variables y una relacién de dependencia e independencia entre ellas, pero
en este caso, el término fue la cantidad de ramas y el nimero correspondiente fue el mes.

En G2 surgio el siguiente didlogo:

L16. Estudiante 1: Pues busquemos un numero cercano a 35 que se multiplique por dos,
mmm seria [pausa] 17, 17 por 2 da 34 [pausa] ah no, porgue se debe restar uno y daria
33.

L17. Estudiante 2: Entonces en el dia 18, 18 por 2 da 36 y menos 1 da 35.

Nuevamente, G3 recurrid a la suma de dos en dos partiendo desde la cantidad de ramas del
mes 12 “en el mes 12, habian 25; enel 13, 27, enel 14, 29, enel 15,31, enel 16, 33; enel 17,
35. Entonces en el mes 17”.

Para dar solucién al item d que preguntaba si en algin mes se tendrian 61 ramas, los grupos
aplicaron el método anterior y mencionaron que “entonces 61 mds 1 da 62 y la mitad de 62
es 31, entonces es en ese mes” (G1), “seria 31, porque 31 por 2 da 62 y menos 1 da 61”7 (G2)
y “quedamos en el mes 17 con 35 ramas, en el 18, tiene 37; en el 19, 39; en el 20, 41; en el
21,43, enel 22,45, enel 23, 47; enel 24, 49; enel 25, 51; enel 26, 53, enel 27, 55, en el 28,
57:enel 29, 59; en el 30, 61 ramas. Entonces en el mes 30”.

En el item e y f preguntaban si en algin mes el arbol podria tener 22 y 40 ramas
respectivamente, los estudiantes comentaron que:

Tabla 4: Conclusiones de los grupos para los items e y f de la tarea Ramas |

Grupo fteme ftemf
Gl “Entreelmes 11y 127 “Entre elmes 20y 217
62 “En algun punto del mes 11 tendra 22 | “En algun punto del mes 20 tendrd 40
ramas” ramas”

“No podria tener 40 ramas porque
pasa lo mismo que el anterior, va de 39
a41”

“No, porque las ramas crecen de dos

G3 en dos y pasa del 21 al 23”

Finalmente, en el jtem g se solicitaba explicarle a un agricultor qué debia hacer para conocer
la cantidad de ramas que se tendran en cualquier mes, los estudiantes mencionaron que
“multiplicando el mes por 2 y restandole 1 serian las ramas” (G1) y “se le diria al agricultor
que, el mes que necesita, lo multiplique por 2 y al resultado le reste 1 para saber cudntas
ramas tendrd el drbol” (G2):
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Imagen 80: Conclusion del item g de la tarea de Ramas | planteada por G1
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Imagen 81: Conclusion del item g de la tarea de Ramas | planteada por G2

Una estudiante de G3 menciond que “yo le diria que debe contar de dos en dos porque eso
es lo que crece cada mes”. En este momento la docente intervino con el fin de hacer que los
estudiantes tuvieran un acercamiento con lo indeterminado:

L18. Docente: Pero digamos, si él quiere hallar la cantidad de ramas para el mes 400 ¢qué
tendria que hacer?

L19. Estudiante 2: Pues si sumamos de a dos en dos, seria multiplicar de dos en dos.
L20. Docente: Realicen la prueba con lo que tienen.

L21. Estudiante 3: Mmm el mes 6, 6 por dos da 12.

L22. Estudiante 1:Y son 11, entonces restémosle 1.

L23. Estudiante 3: Que seria la pareja de la primera rama, la del mes 1.

L24. Estudiante 2: Entonces para el mes 400 tendria que multiplicarlo por 2 y restarle 1.

foo
890 -[7 399,

|
Imagen 82: Procedimiento para determinar el nimero correspondiente del término 400 en la secuencia de patrones de la
tarea de ramas | realizado por G3

L25. Docente: Y épara cualquier mes?
L26. Estudiante 1: El agricultor tiene que contar de dos en dos, tiene que multiplicarlo
por 2 y restarle 1 dependiendo del mes o de las ramas:
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Imagen 83: Conclusion del item g de la tarea de Ramas | planteada por G3
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En L19 se evidencid que los estudiantes crearon una expresion multiplicativa que se puede
describir como 2 * mes. Ademas, se observd que contemplaron y trabajaron con lo
indeterminado y, generalizaron la caracteristica en comun, por lo tanto, hubo una presencia
del componente de abduccién analitica (Radford, 2013). También, emplearon la abduccion
de manera analitica lo que permitié que determinaran el valor de cualquier término de la
secuencia, la cual fue expresada en un lenguaje natural (en L26). De acuerdo con lo anterior,
G3 produjo una generalizacion algebraica propuesta por Vergel et al. (2022).

6.4. Tarea Ramas Il:

Inicialmente, la docente entregd a cada grupo la hoja correspondiente, leyd la situacion y
preguntd por la cantidad de ramas (niumero correspondiente) de cada mes (término). Luego
de un trabajo individual e interno grupal, la docente visitd cada uno de los equipos de trabajo
para indagar cémo han trabajado con la secuencia y para hacer emerger una toma de
conciencia de la relacion funcional, momento al que Radford (2014) lo denomina: el intento
de constituirse en un trabajo conjunto.

Para dar respuesta al item a, el cual solicitaba determinar la cantidad de ramas del arbol en
el mes 6, emergieron los siguientes didlogos:

En G1:

L1. Estudiante 1: Es que en el mes 1, hay 1 rama, en el 2, 3; enel 3, 7; en el 4, son 15
ramasy en el 5, son 31. Es como el doble del anterior.

L2. Estudiante 2: Pero 15 por 2 no da 31, da 30, tendriamos que sumarle una rama.
Entonces, para el mes 6, cogemos las 31 ramas del mes 5 y lo multiplicamos por dos que
daria 62, pero falta sumarle uno que serian 63 ramas.

L3: Estudiante 1: Entonces en el mes 6 tendra 63 ramas sabiendo que el doble de ramas
del anterior mas 1 da las ramas que tendrd en el siguiente mes:
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Imagen 84: Conclusion de G1 para el item a de la tarea ramas Il

En G2:

L4. Estudiante 1: Mire que se estan duplicando las ramas de cada mes, pero teniendo el
anterior, porque mire 3 por 2 da 6, se acerca al 7; 7 por 2 da 14, a 15 falta 1y 15 por 2
da 30 mds una 31.

L5. Estudiante 2: Al parecer si y siempre hay que sumarle 1.
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L6. Estudiante 1: Entonces se multiplica la cantidad de ramitas por 2 y se suma 1 [escribe
la operacion].
L7. Estudiante 2: Para el mes 6, se coge 31 ramas del mes 5 por 2 da 62 y mas 1 da 63.

En G3:

L8. Estudiante 1: Miremos cémo van aumentando en cada mes.

L9. Estudiante 2: Del mes 1 al 2, crecieron 2; del mes 2 al 3, fueron 4; del mes 3 al 4, son
8 y del mes 4 al 5 fueron 16.

L10. Estudiante 1: 2 por 2 da 4, 4 por 2 da 8 y 8 por 2 da 16. Entonces seria multiplicar
por dos el ultimo numero.

L11. Estudiante 1: Entonces seria 16 por 2 da 32. Entonces en el mes 6 tendria 32 ramas.
L12. Docente: Para el mes 5 ¢cémo lo harian?

L13. Estudiante 1: Seria 8 por 2 da 16.

L14. Docente: Pero segun lo que contaron deben ser 31 ramas.

L15. Estudiante 2: Es que por cada rama crecen dos mas en el siguiente mes.

L16. Estudiante 3: Entonces se multiplicaria por 2.

L17. Docente: iQué multiplicarian?

L18. Estudiante 1: Digamos para el mes 4, multiplicariamos 2 por 4, esas cuatro son las
ramas finales del mes 3. Pero faltaria restarle esta [sefial6 la rama del mes 1].

L19. Docente: Verifiquen.

L20. Estudiante 2: 2 por 4 da 8 menos 1 da 7, que son las ramas del mes 3.

L21. Estudiante 1:Y mire, 8 por 2 da 16 menos 1 da 15, que son las ramas del mes 4.
L22. Estudiante 3:Y 16 por 2 es 32 menos 1 da 31 que son las del mes 5.

L23. Estudiante 2: Entonces para el mes 6 seria 31 por 2 [pausa] 64 menos 1 da 63.
Entonces el aumento se multiplica por 2 y se resta 1.

Los estudiantes de G3 no se percataron que 31 * 2 es 62 y no 64.
En G4:

L24. Estudiante 1: Pues miremos como aumenta, contemos las ramas del final.

L25. Estudiante 2: Del mes 1 al 2, solo 2 ramas; del 2 al 3, hay 4 ramas; del 3 al 4, crecieron
8 ramasy del 4 al 5, hay 16 ramas.

L26. Estudiante 2: Es que como que van de dos en dos, pero como que se saltan.

L27. Estudiante 3: No, es que mire, 2 por 2 da 4; 4 por 2 es 8 y 8 por 2 es 16.

L28. Estudiante 1: El crecimiento se concibe multiplicando por la tabla del 2. Entonces
écuantas ramas tendra el arbol en el mes 67

L29. Estudiante 3: Pues 16 por 2 da 32, esas son las que crecen.

L30. Estudiante 1: Son 32 las que completan el arbol.

L31. Estudiante 3:Y 31 mas las 32 del mes 5.

L32. Estudiante 2: Serian 63 en el mes 6.
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De acuerdo con los didlogos que emergieron durante el analisis de la secuencia, se evidencié
queenll,l4,L15y 26 los cuatro grupos reconocieron la comunalidad. Ademas, se observa
gue lo expresado en L3y L6 hace referencia al procedimiento realizado por G1 y G2 para
determinar la cantidad de ramas de cualquier mes teniendo el anterior, es decir, lo
expresado por los estudiantes se puede describir como T,, = 2 * T,,_; + 1 donde n es el
mes. Mientras que, los estudiantes de G3 analizaron cémo aumenta la cantidad de ramas a
partir del mes anterior, lo expresado desde L29 se puede describir como Tg =2 % A — 1
donde Ag hace referencia al aumento de ramas del mes 5, es decir, As = 16.

Por lo tanto, se puede afirmar que los cuatro grupos produjeron una generalizacion
aritmética propuesta por Vergel et al. (2022) ya que emplearon la abduccion para pasar de
un término a otro teniendo en cuenta el término o el aumento del mes anterior. Ademas,
durante el desarrollo de este item y de los didlogos, los estudiantes articularon varios medios
semioticos de objetivacion que permitieron analizar la secuencia, identificar la caracteristica
en comun y describir el aumento de las ramas en cada mes:

Imagen 85: Sefialamientos, conteos manuales y deicticos espaciales utilizados por los estudiantes durante el andlisis de
la secuencia de patrones en la tarea de Ramas Il

Para el item b que solicitaba determinar la cantidad de ramas en el mes 8, cada grupo acudio
a sus métodos “toca mirar cudntas ramas habia en el mes 7. Entonces en el mes 6 habia 63
ramas, por 2, da 126 mds 1 da 127. Ahora, para el mes 8, 127 por 2 da 252 mds 1 da 253”
(G1 no se percatd que 127 = 2 es 254), “miremos primero el mes 7. Del 6 se tenian 63 ramas,
por 2 da 126 mads 1 da 127. Ahora, 127 por 2 da 254 mds 1 da 255” (G2), “entonces 64 por 2
da 128 menos 1 da 127 ramas. Y 128 por 2 da 256 menos 1 da 255”7 (G3) y “bueno ibamos en
el mes 6 que crecieron 32, entonces 32 por 2 [pausa] da 64 y 63 mds 64 da 127. Entonces
para el mes 7 serian 127 ramas, ahora para el mes 8 crecen 64 por 2 da 128 ramas. Luego,
127 mds 128 da 255, eso tendrd en el mes 8” (G4).

Para el item ¢, el cual preguntaba si en algin mes el arbol tendria 127 ramas, todos los grupos
coincidieron que era en el mes 7.

Para el item d que preguntaba si en algin mes el arbol tendria 511 ramas, G1 utilizdé su
método, pero como en la multiplicacion de 127 por 2 tuvieron un error, mencionaron que
“sien el mes 8 hay 253 ramas, en el mes 9 habria 253 por 2 da 516 mds 1, seria 517. Entonces
seria en algun punto del mes 8 y 9”. Mientras que, G2, G3 y G4 aplicaron sus métodos y
coincidieron que en el mes 9 el arbol tendria 511 ramas. Sin embargo, durante el desarrollo
de este item, emergié un didlogo en G3:
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L33. Estudiante 1: Mmm pues es que para el mes 4, podria ser 4 por 4 da 16. Eso es como
4ala?.

L34. Estudiante 2: Falta restarle 1.

L35. Estudiante 3: Seria el mes a la 2 menos 1.

L36. Estudiante 1: Probemos con otro.

L37. Estudiante 2: Para el mes 5, seria 5 ala 2 da 25 menos 1 da 24. No funcioné.

L38. Estudiante 1: Espere, porque lo que esta fijo es el dos porque en cada rama crecen
otras dos. Entonces seria al revés, 2 ala 5 es 32 menos 1 da 31, si da.

L39. Estudiante 2: Bueno miremos para el mes 4, 2 ala 4 es 16 menos 1 da 15, por fin.
L40. Estudiante 1: Entonces para encontrar las ramas seria 2 elevado al mes menos uno.
L41. Estudiante 3: Vamos en el mes 7, ahora para el mes 8 seria 2 a la 8 da [pausa] 256
menos 1 da 255 ramas.

L42. Estudiante 2: Ahora, 2 a la 9 da [pausa], 2 a la 8 era 256 y eso por 2 da 512 menos 1
da 511. Entonces seria en el mes 9.

En [40 se evidencido que los estudiantes establecieron una relacion de dependencia e
independencia entre las variables, las materializaron y cobraron sentido, es decir,
contemplaron y trabajaron con lo indeterminado. Ademas, emplearon la abduccién de
manera analitica lo que permitié que determinaran el valor de cualquier término de la
secuencia, la cual fue expresada en un lenguaje natural al mencionar que “entonces para
encontrar las ramas seria 2 elevado al mes menos uno”. Por lo tanto, G3 produjeron una
generalizacion algebraica propuesta por Vergel et al. (2022).

Para el item e y f preguntaban si en algin mes el arbol podria tener 24 y 32 ramas
respectivamente, los grupos mencionaron que:

Grupo fteme ftem f

Gl “Entre el mes 4y 527 “En el mes 5 y unos cuantos dias”

G2 “No, porque del mes 4 al 5 no tiene 24 “No, porque las ramas que salen por
ramas” mes son impares”

G3 “No por lo que hemos hecho” “No por lo que hemos hecho”

“No porque se salta, estamos en el Y

G4 mes 4F()qughay 15ramasyenelmes5 No, porque le restfmos 1y quedan

hay 31” 31

Finalmente, en el item g que solicitaba explicarle a un agricultor como determinar la cantidad
de ramas en cualquier mes, G1 menciond que “le diria que duplique el niumero de ramas del
mes anterior y le sume 1”7y G3 concluyd que “se pone de base el numero 2 y de exponente el
mes que se necesita y se le resta 1”:
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Imagen 86: Conclusion del item g planteada por G1 de la tarea ramas Il
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Imagen 87: Conclusion del item g planteada por G3 de la tarea ramas Il

Para que los estudiantes de G2 tuvieran un acercamiento con lo indeterminado, se produjo
el siguiente didlogo:

L43. Estudiante 2: Mmm este esta dificil porque siempre necesitamos del anterior.

L44. Estudiante 1: Si, porque ya solo es multiplicar por 2 y sumarle 1.

L45. Docente: ¢Coémo harian para no depender de las ramas del mes anterior al que se
quiere calcular?

L46. Estudiante 1: Hagamos como la de Juanes, miremos el aumento entre cada mes.
L47. Estudiante 2: Del mes 1 que tenia 1 rama al mes 2 que tenia 3 ramas, hay 2 de
aumento. De 3 a 7 ramas, hay 4 de aumento. De 7 a 15 ramas, hay 8 de aumento y de 15
a 31 ramas, hay 16 de aumento.

L48. Estudiante 1: Seria 2, 4, 8 y 16 de aumento.

L49. Estudiante 2: Es como la tabla del 2.

L50. Estudiante 1: No, porque faltaria el 6, el 10, el 12 y el 14. Mas bien son como
multiplicaciones seguidas por dos. Porque 2, 2 por 2 da 4, 2 por 2 por 2 da 8, 2 por 2 por
2 por 2 dal6.

L51. Docente: éY como escribirian todas esas multiplicaciones?

L52. Estudiante 1: Profe ese tema lo vimos, eso se pone el numerito arriba de otro.

L53. Estudiante 2: Son potencias.

L54. Estudiante 1: Esa vaina, el nimero grande seria el dos y el numerito de arriba seria
[pausa] el mes.

En este momento se evidencid que, al analizar el aumento de las ramas entre dos meses
consecutivos, los estudiantes crearon una expresion multiplicativa para el aumento de las
ramas que se puede describir como 2™¢5. Sin embargo, en el siguiente didlogo se dan cuenta
gue estan determinando la cantidad de ramas para cualquier mes:

L55. Estudiante 2: Pero mire que ahi ya no estamos mirando el aumento, sino que sale
es como el numero de ramas.
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L56. Estudiante 1: Es cierto, en el mes 1, seria 2 ala 1 da 2, pero tendriamos que restar 1
para que funcione. En el mes 2, seria2 ala 2 es 4 menos 1 es 3. En el mes 3, seria 2 ala
3 es8 menos 1es 7.Siestd dando. Para el mes 4, seria 2 ala 4 que da 16 menos 1 es 15.
Paraelmes 5, es2alabque es[pausal 32 menos 1 da 31.

L57. Estudiante 2: Claro y eso que se le resta es porque no hay aumento en esta rama
[sefiald la rama del mes 1]. Mmm oiga y asi como la de Juanes, épara el mes cero?

L58. Estudiante 1: Seria 2 a la O [pausa] creo que es uno menos 1 da 0. Todavia no habia

ramas.
3 +c6 (D Es
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Imagen 88: Andlisis de la secuencia de patrones de la tarea ramas Il por parte de G2

L59. Docente: Entonces équé le dirian al agricultor?
L60. Estudiante 1: Que para saber la cantidad de ramas tiene que hacer 2 al mes menos
1, algo asi:

1 : 1! I
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Imagen 89: Expresion planteada por G2 para determinar cualquier término en la secuencia de la tarea ramas Il

L61. Docente: i Qué significa ese signo de interrogacion?
L62. Estudiante 1: Ahi se pone el mes que necesita, es que no sé como escribirlo.

Teniendo en cuenta los tres tipos de generalizacion propuestas por Vergel et al. (2022), los
estudiantes de G2 produjeron una generalizacion algebraica ya que desde L54 se observd un
reconocimiento, una materializacion y un sentido de las variables que permitieron establecer
una relacion funcional de dependencia e independencia. Ademas, al momento de generalizar
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la comunalidad se evidencié la presencia del componente de abduccién analitica (Radford,
2013) lo que permitioé que determinaran el valor de cualquier término de la secuencia, la cual
fue expresada en un lenguaje natural y aritmético al mencionar que “para saber la cantidad
de ramas tiene que hacer 2 al mes menos uno” y representarlo como 27 al mes —1.

Por otro lado, también surgié un didlogo con los estudiantes de G4 para que tuvieran un
acercamiento con lo indeterminado:

L63. Estudiante 1: Entonces yo le diria que tiene que multiplicar por 2 y restarle 1.

L64. Docente: Verifiquen con el mes 5.

L65. Estudiante 3: 2 por 5 da 10 menos 1 es 9. No da.

L66. Estudiante 2: Profe es que depende del crecimiento de las ramas.

L67. Docente: ¢Cémo hallamos el crecimiento?

L68. Estudiante 1: Es que como en cada rama crecen de a 2 cogiamos y multiplicdbamos
de a 2 el crecimiento anterior.

L69. Estudiante 2: Incluso, creo que se le puede restar 1 para saber la cantidad de ramas.
L70. Docente: éCémo asi?

L71. Estudiante 1: Seria multiplicar varias veces dos.

L72. Docente: i Cuantas veces?

L73. Estudiante 2: Depende del mes, porque en el mes 1 hay un sélo dos, pero digamos
en el mes 4 se multiplica 4 veces el 2.

-
ovopo 4
En una finca se planté una semilla para que crecler
de la siguiente manera:

a un 4rbol, el agricultor que la sembré observé su crecimiento durante cinco meses

A

7IXIxZX2

:

Imagen 90: Andlisis de la secuencia de patrones de la tarea ramas Il por parte de G4
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L74. Docente: i Cémo escribirian todo eso?

L75. Estudiante 1: Digamos para el mes 6 seria 2 por 2 por 2 por 2 por 2y por 2 menos 1.
L76. Docente: En matematicas é¢cémo se escribe eso?

L77. Estudiante 3: Dos veces 6.

L78. Docente: Si tu me dices dos veces 6 pienso que es el doble de 6.

L79. Estudiante 1: No, espere, seria 2 a la 6.

L80. Docente: Entonces para hallar la cantidad de ramas del mes 6 ¢como quedaria?
L81. Estudiante 1: Pues seria 2 a la 6 menos 1.

L82. Docente: éiPor qué menos 17

L83. Estudiante 2: Mmm, por la primera rama, es que esa es fija.

L84. Docente: Verifiguemos con otro mes.

L85. Estudiante 1: Por ejemplo, el mes 8 nos tiene que dar 255 ramas.

L86. Estudiante 3: Entonces seria 2 a la 8 menos 1 [realizaron la operacion]:

T anw o
FERErEY H T
;a g o P

XQ X.;{ )Q\AP\IM\ X x%{*: a’l{n? i” :4 Fp mE

Imagen 91: Procedimiento realizado por G4 para determinar el numero correspondiente al término 8 en la secuencia de
patrones de la tarea ramas Il

L87. Docente: Y si quisieran determinar la cantidad de ramas de cualquier mes écomo lo
harian?

L88. Estudiante 3: Ya no seria 6 ni 8 sino el mes.

L89. Estudiante 1: Tendria que poner 2 y elevarlo al mes y restarle 1.

—— S U Y O O B o
,Tcm\ ve  (baen A0 Yl &e Of\bi al Mep ! L
oade 1 %, SNEREN d ERSEERSRED

Imagen 92: Conclusion del item g planteada por G4 de la tarea ramas Il

De acuerdo con lo anterior y con las tres fases de generalizacion propuestas por Vergel et al.
(2022), los estudiantes de G4 produjeron una generalizacién algebraica ya que desde L68 se
evidencié un reconocimiento, una materializacion y un sentido de las variables, lo que les
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permitié establecer una relacién funcional de dependencia e independencia entre ellas.
Ademds, al momento de generalizar la comunalidad se evidencid la presencia del
componente de abduccién analitica (Radford, 2013) lo que facilité la manera de encontrar el
valor de cualquier término de la secuencia, la cual fue expresada en un lenguaje natural al
mencionar que “tendria que poner 2 y elevarlo al mes y restarle 1”.
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7. CONCLUSIONES

En este capitulo presentamos las conclusiones generales después de haber realizado el
anadlisis multimodal de la actividad matematica desarrollada por los estudiantes. Para ello,
este capitulo se estructura en dos partes: la primera hace referencia a la respuesta de la
pregunta de investigacién teniendo en cuenta los objetivos planteados, los fundamentos
tedricos de la Teoria de la Objetivacion, el pensamiento algebraico y el analisis multimodal;
mientras que, en la segunda, se expone una sintesis y algunas observaciones finales
relacionadas con la Educacién Matematica, en especial, con el desarrollo del pensamiento
algebraico.

7.1. Respuesta a la pregunta de investigacion:

El desarrollo de la investigacién fue orientado por la siguiente pregunta ¢qué tipos de
generalizacion producen los estudiantes de grado octavo (12 a 14 afios) de la Institucion
Educativa Distrital CODEMA cuando resuelven tareas sobre secuencias de patrones? Para dar
respuesta a este interrogante, se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos a partir del
andlisis de las producciones de los estudiantes:

En primer lugar, se identificaron los medios semidticos de objetivacién utilizados por los
estudiantes al momento de analizar y trabajar con la secuencia de patrones, de expresarse y
de reconocer la comunalidad. Por lo tanto, durante el abordaje de las tareas se evidencid
gue recurrieron a los sefialamientos, los deicticos espaciales, la coordinacion viso - manual,
la kinestésica y los deslizamientos; lo que les permitio facilmente reconocer la comunalidad
y transitar de una generalizacion aritmética a una aritmética sofisticada o a una algebraica.

Es importante mencionar que en la implementacion de las tareas que involucraban las
secuencias figurales con apoyo tabular (Mesas, Ramas | y Ramas Il), los medios semidticos
de objetivacidn se observaron con mayor frecuencia; sin embargo, en el desarrollo de la tarea
de Juanes (secuencia numérica con apoyo tabular) estos emergieron, pero con poca
intensidad, tal y como lo afirma Vergel (2014).

En segundo lugar, se caracterizo la articulacién de los medios semidticos de objetivacion ya
gue, en la mayoria de las tareas hubo presencia de nodos semidticos (que hacen parte de la
actividad donde se articulan los medios semidticos) puesto que los estudiantes movilizaron
simultanea y sincronicamente varios medios semidticos tales como las acciones linglisticas
— perceptivas — gestuales. Por ejemplo, en la segunda tarea los estudiantes de un mismo
grupo movilizacion dos o mas medios semidticos de manera simultdnea ya que un estudiante
contaba los dias y el otro la cantidad de seguidores por medio de gestos, movimientos,
conteos y palabras.

En tercer lugar, se identificé en las producciones de los estudiantes la presencia del
componente de abduccion analitica ya que, para cada tarea al menos un grupo llegd a
generalizar la caracteristica en comun expresandola en un lenguaje natural o aritmético,
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identificaron, materializaron y hallaron sentido a las variables, trabajaron y nombraron lo
indeterminado. Por ejemplo, en la siguiente tabla se presentan algunas expresiones
mencionadas o escritas por los estudiantes que dan cuenta de una generalizacion algebraica:

Tabla 5: Expresiones utilizadas por los estudiantes que dan cuenta de una generalizacion algebraica

Tarea Expresiones

“Del grupo de mesas quitar dos mesas y contar la cantidad de mesas
sobrantes y multiplicarla por 2 y sumarle 6 sillas que equivalen a las 2
mesas que quitamos” (G1).

Mesas “Se multiplica por 2 cada mesa y después se le afiaden dos sillas mads”
(G3).

“El nimero de mesas se multiplica entre 2 y se le suman dos sillas mds
que son las de las esquinas” (G4).

“Tiene que multiplicar cada dia entre 2 porque cada dia suma 2
sequidores y sumarle 25”7 (G2).

Juanes

dia * 2 + 25 (G2).
“Multiplicando el mes por 2 y restdndole 1 serian las ramas” (G1).

“Se le diria al agricultor que, el mes que necesita, lo multiplique por 2'y
Ramas | al resultado le reste 1 para saber cudntas ramas tendrd el arbol” (G2).

“El agricultor tiene que contar de dos en dos, tiene que multiplicarlo por
2 y restarle 1 dependiendo del mes o de las ramas” (G3).

“Para saber la cantidad de ramas tiene que hacer 2 al mes menos uno”
(G2).

27 al mes —1 (G2).
Ramas I
“Se pone de base el numero 2 y de exponente el mes que se necesita y
se le resta 1”7 (G3).

“Tendria que poner 2 y elevarlo al mes y restarle 1”7 (G4).

Teniendo en cuenta los tres aspectos mencionados anteriormente y el analisis multimodal
realizado a partir de las producciones de los estudiantes, se tuvo las siguientes transiciones
entre las tres fases de generalizacion propuestos por Vergel et al. (2002):

Tabla 6: Transiciones entre los tipos de generalizacion producidas por los estudiantes para el desarrollo de cada tarea

Tarea Transiciones
Mesas G1: Aritmética — Aritmética Sofisticada — Algebraica
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G2: Aritmética = Aritmética Sofisticada

G3: Aritmética — Aritmética Sofisticada — Algebraica
G4: Aritmética — Algebraica

G1: Aritmética

G2: Aritmética — Aritmética Sofisticada — Algebraica
G3: Aritmética

G4: Aritmética

G1: Aritmética — Algebraica

Ramas | G2: Aritmética — Algebraica

G3: Aritmética — Aritmética Sofisticada — Algebraica
G1: Aritmética

G2: Aritmética = Algebraica

G3: Aritmética — Algebraica

G4: Aritmética — Algebraica

Juanes

Ramas Il

De acuerdo con lo anterior, se evidencid que para desarrollar las tareas que involucraban
secuencias figurales con apoyo tabular, la mayoria de los grupos inicialmente transitaron por
las tres fases del proceso de generalizacion (Aritmética — Aritmética Sofisticada —
Algebraica). Sin embargo, a medida que los estudiantes se fueron familiarizando con las
tareas propuestas y con las preguntas planteadas, centraban la atencién en cobmo encontrar
cualquier término de la secuencia sin necesidad de utilizar el término anterior, ni acudir a las
representaciones iconicas o a la construccion de tablas. Por lo tanto, se observd que en las
tareas de Ramas | y Ramas I, los estudiantes utilizaron la caracteristica en comdn para
deducir una expresion que les permitiera determinar cualquier término de la secuencia, es
decir, transitaron de una generalizacién aritmética a una algebraica (Aritmética —
Algebraica).

Por otro lado, en la tarea que involucraba una secuencia numérica con apoyo tabular
(Juanes) se evidencid que la mayoria de los estudiantes identificaron la comunalidad
(apoyandose en tablas o representaciones icénicas) y necesitaron del término anterior para
determinar el siguiente, es decir, produjeron una generalizacion aritmética. No obstante, el
trabajo con G2 fue bastante significativo puesto que reconocieron la comunalidad;
determinaron el aumento de seguidores para cada dia teniendo en cuenta la cantidad de
seguidores del dia 1; construyeron una expresién multiplicativa que permitiera determinar
cualquier término de la secuencia sin recurrir al anterior; analizaron la cantidad de
seguidores para el dia cero; identificaron, materializaron y cobraron sentido las variables;
trabajaron con lo indeterminado; generalizaron la comunalidad y la expresaron en un
lenguaje natural y aritmético como determinar la cantidad de seguidores que el artista
tendrd en cualquier dia a partir del lanzamiento de su cancidn, es decir, los estudiantes
emplearon la abduccién de manera analitica para determinar el valor de cualquier término
de la secuencia.
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Finalmente, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, consideramos que en esta
investigacién se documentaron los tipos de generalizacion que producen los estudiantes de
grado octavo (12 a 14 afos) al resolver tareas sobre secuencias de patrones.

7.2. Sintesis y observaciones finales:

Una de las razones por las que se realizé esta investigacion concierne a la preocupacion de
lo que causaba la transicion del pensamiento numeérico al variacional, ya que los estudiantes
presentaban desinterés por el dlgebra y no habia motivacion para trabajarla debido a que las
sesiones de clase se centraban solamente en procesos algoritmicos haciendo que carezcan
de sentido vy significado. Sin embargo, al terminar la implementacion de las tareas fue
significativo escuchar expresiones como “profe, qué bonito trabajar asi, es mds divertido”,
“épor qué nunca lo habiamos visto asi?”, écudndo volvemos a trabajar mds actividades?, “asi
si nos gustan las matemdticas, sin ver tantos numeros y mds dibujos, porque nos ayudan a
pensar mds”, entre otras. Lo anterior, nos demuestra que esta investigacién posibilitd que
los estudiantes no concibieran las matematicas como un proceso memoristico o mecanico.
Ahora las consideran divertidas, significativas y contextualizadas ya que tuvieron la
oportunidad de argumentar, interpretar, refutar, discutir, analizar y comunicar.

Finalmente, consideramos que esta investigacion aporté elementos didacticos vy
metodoldgicos para la ensefianza y aprendizaje del dlgebra escolar, nos permitio repensar
como potenciar el pensamiento algebraico y tomar conciencia de como los medios
semidticos de objetivacion son fundamentales en el aprendizaje de las matematicas, en
especial, en el desarrollo del pensamiento algebraico.
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