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Introduccion

En la familia de los espacios vectoriales que estan dotados de una estructura métrica,
se encuentran los Espacios de Hilbert llamados asi por el matematico aleman David
Hilbert (1862-1943), el cual introdujo el concepto de un espacio euclideo de dimensién
infinita, cuando llevaba a cabo sus estudios de ecuaciones diferenciales e integrales,
lo cual dio consecuencias directas e importantes en el andlisis funcional moderno. Este
trabajo llevé consigo contribuciones importantes a la fisica matemética. Anos mas tarde,
el matematico polaco Stefan Banach ampli6 este concepto, dando como resultado los
Espacios de Banach. Cuando se estudian los Espacios de Hilbert, se debe recurrir a las
sucesiones, y estas llevan a su vez una relacion directa con las series, en particular este
estudio se enfocard en las series de potencias de la familia E§ con 7, una sucesién de
nimeros reales positivos tal que 8 = 3, = %%1, denotada

1

o0 o0 2
E2=21 f(z) = Zanz" entera: || f|, = (Z |an|2%72> < 00
n=0 n=0

Los cuales se descubrieron cuando se estudiaban los operadores de traslacién actuando
sobre algunos espacios de Hilbert de funciones enteras. Este trabajo de grado es de tipo
reconstructivo en base al articulo ”Hilbert Spaces of Entire Functions and Composition
Operators”de los autores Doan and Khoi [7], quienes estudiaron el espacio H(3)) que
se genera a través de los espacios E3 y F2. Las condiciones necesarias y suficientes para
las propiedades de acotacién y compacidad de los operadores de composicién C, en
?—[(B[‘f) se obtuvieron del estudio de las propiedades de los espacios Ez y F2

En el primer capitulo, se presentaran nociones béasicas que se utilizaran a lo largo del
desarrollo del trabajo, como las definiciones de sucesiones,espacios de Hilbert, funcién
entera y operadores, ademas de algunas propiedades y ejemplos de estas. En el capitulo
2 se introduce el espacio 3, sus propiedades, como se relacionan entre si y algunos
ejemplos de estos, ademads de la relacién entre funciones enteras y el espacio K%. Para el
capitulo 3, se define el espacio de Hilbert de funciones enteras H(/g) y sus particulari-
dades, centrando el estudio en los espacios mencionados anteriormente (E?f, H(BT)) ¥
sus diferentes subclases las cuales se resumiran mediante un diagrama de contencias y
por tltimo en el capitulo 4, se presentaran los operadores de composicion en los espacios
H(ﬁ:) y H(ﬂf‘f, T), definiendo el operador composicién C,,, ademés de las propiedades
como la invarianza, acotacion, compacidad, norma esencial, entre otras, y para finalizar
este capitulo se presenta las nociones de la diferencia compacta de dos operadores de
composicion.



Objetivos

Objetivo General

Estudiar el espacio de Hilbert generado por las funciones enteras propuesto en el articulo
Hilbert Space of Entire Functions and Composition Operators (Minh Luan Doan. Le
Hai Khoi, 2015) con el fin de presentar algunos ejemplos y mostrar algunas propiedades
de dichos espacios de forma teorica.

Objetivos Especificos

1. Estudiar los espacios de Hilbert en particular el espacio %, ademas del concepto
y propiedades de las funciones enteras.

2. Ilustrar las principales propiedades del espacio 6%

3. Analizar por medio del criterio de la raiz la sucesién de coeficientes de series de
potencias de funciones enteras y el espacio E%.



Capitulo 1

Preliminares

Con la finalidad de que el trabajo sea autocontenido, en este capitulo se presentaran
algunos conceptos bésicos que seran utilizados a lo largo de este documento. En la
primera seccion se presentaran las sucesiones en espacios métricos, dando a conocer su
definiciéon y algunas de sus propiedades, ademas se mostrarda también el concepto de
serie, criterios de convergencia, limite superior e inferior y algunos ejemplos de estos
limites, ademas del concepto de series y algunos criterios de convergencia para estas. En
la segunda seccién, se brindan herramientas y conceptos sobre los espacios de Hilbert y
sus propiedades como estructura topoldgica. Para la tercera seccién se busca presentar
las funciones analiticas y las funciones enteras. Por 1ltimo, en la cuarta seccién se
daran todos los conceptos necesarios sobre operadores que actiian sobre los espacios de
Hilbert, esto con el fin de familiarizar al lector con conceptos que se puede encontrar a
lo largo de este trabajo.

1.1. Sucesiones en espacios métricos

En esta primera seccion se daran conceptos basicos del andlisis y topologia matematica.
El lector interesado en profundizar sobre los conceptos que se introducen en esta seccién
puede consultar los textos Royden [10], Bartle and Sherbert [1] y Rudin [11]. En primer
lugar, se recuerda la bien conocida propiedad arquimediana, en la cual se establece que
si a,b € R con a > 0 entonces existe n € N tal que an > b. Ademads, también es
necesario recordar el concepto de métrica y espacio métrico, el cual plantea que si M
es cualquier conjunto no vacio, entonces una funciéon d : M x M — R es llamada una
métrica en M si estd satisface:

(y,x) para todo x,y en M;

u
.
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(x,2) + d(z,y) para todo z,y,z en M.



Si a un espacio se le puede definir una métrica M, se le denominard un espacio métrico.
Una de las propiedades de los espacios métricos mas utilizada es la desigualdad trian-
gular, en el caso del conjunto de los nimeros reales R con la funcion valor absoluto, se
tiene que para a, b cualesquiera ntimeros reales, entonces

lla] = [b]] < |a £ b] < |af + [b].

Existen funciones particulares que asocian los niimeros naturales con cualquier conjunto
y estas son conocidas como sucesiones. Mas precisamente, si J es un conjunto, entonces
una funcién x : N — J se llama sucesion de elementos de J. La imagen del n-ésimo
nimero natural z(n), se denota por z, y tradicionalmente se denota la sucesién x :
N — J por {z,}. Se llamard una sucesién real si J = R o una sucesién compleja si
J = C. En el caso que J sea un espacio métrico, se dice que la sucesién {z,} converge
az € J o tiene limite ', cuando

Ve>0 dNeN: n>N — d(xn,x/><e.

La sucesién {x,} converge a x y se denota por z,, — = o bien lim z, = z, también se
n—oo

suele decir, en este caso que la sucesién {x,} converge fuertemente a x. Si la definiciéon
anterior no se satisface se dird que la sucesion no converge o que es divergente. Se
dird que una sucesién de niimeros reales es divergente a 400 si para todo k € N existe
n € N tal que z,, > k.

Dentro de las propiedades que se usaran para sucesiones de niimeros reales, se encuentra
que una sucesién puede ser mondtona creciente o decreciente, se dird que la sucesion
{z,} es mondtona creciente si para todo n € N se tiene que x, 1 > z, o por el contrario
si T4 < x, se dird monotona decreciente. También es conveniente recordar que una
sucesion de numeros reales o complejos es acotada si existe M > 0 tal que |z,,| < M, la
convergencia de una sucesion da como resultado que esta sea acotada. Se aplicard un
criterio de convergencia para sucesiones monotonas; si una sucesion es acotada y es
monoétona ésta debe converger.

Las sucesiones reales o complejas también respetan las operaciones usuales como lo
son suma, resta, multiplicacion y divisiéon. Ademas, en caso de sucesiones reales, se
pueden comparar y respetan desigualdades, es decir, si + = {x,} e y = {y,} son
sucesiones convergentes de numeros reales y si x, < y, para todo n € N, entonces

lim z, < lim y,. De acd se puede obtener una herramienta muy util para calcular
n—oo n—oo

limites que se conocen como el criterio de emparedado, éste establece que si {z,}, {y,}
v {z,} son sucesiones de nimeros reales tales que z,, < y,, < z, para todo n € N, donde
{z,} v {2zn} son convergentes y ademds que

lim z,, = lim z,,
n—oo n—oo

entonces {y,} es convergente y

lim z, = lim y, = lim z,.
n—o0 n—ro0 n—o0
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Por lo general se tratarda de dejar a {z,} o {z,} como una constante y la otra como
el limite de una sucesién que sea conocido. En el documento se realizarda un énfasis
también en cocientes entre los términos de la sucesion, para ello se requiere recordar el
siguiente teorema, donde dada una sucesién {x,} de niimeros reales positivos tal que

, Tn+1
L= lim

n—oo Jjn

existe. Si L < 1, entonces {z,} converge y lim z,, = 0.
n—oo

Se llamara subsucesion a cualquier conjunto infinito de elementos de una sucesion,
donde los indices crecen sin cota, en particular una sucesiéon es una subsucesion de ella
misma y toda subsubcesion es a su vez una sucesion, de aca se pueden heredar algunas
propiedades como la convergencia y la monotonia, es decir, si x,, es una sucesion y s,
es una subsucesién de estd, se tiene que si x, converge, entonces s, converge o si x,
es monoétona se tiene que s, es monotona. También hay que tener en consideracion
el teorema de Bolzano-Weierstrass el cual dice que toda sucesion acotada de nimeros
reales tiene una subsucesién convergente.

Con base en los estudios realizados se clasificaran las sucesiones con respecto a los limites
superior e inferior, por esto la importancia de definirlos como sigue, sea {a,} una suce-
sién acotada de nimeros reales. El limite superior de {a,} denotado por limsup{a,},
es definido por

limsup{a,} = nlg& (sup {ax|k > n}).

El limite inferior de {a,}, denotado por liminf{a,}, se define por

liminf{a,} = lim (inf {ax|k > n}).
n—oo

En el caso que {a,} no sea acotado superiormente, se define limsup{a, } = +oo. Simi-
larmente, si {a,} no es acotado inferiormente, se define liminf{a,} = —oo. También es
claro que

limsup{a,} = — liminf{—a,}.

Todavia mas, se tienen las siguientes propiedades:

» limsup{a,} =1 € R si y sélo si para cada € > 0, hay infinitos indices n para el
cual a, > | — € y solo hay finitos indices n para el cual a,, > [ + €.

» Una sucesién de nimeros reales {a,} converge a un numero real extendido si y
sélo si liminf{a,} = limsup{a,} = a.

En el caso que {a,} y {b,} sean sucesiones acotadas de niimeros reales tales que a,, < b,
para todo n, entonces
limsup{a, } < liminf{b,}.

Se veran algunos ejemplos a continuaciéon para una mayor comprension sobre el lim sup
y el liminf,



» sea {z,,} = {2}, entonces limsup{z,} = lim [sup{ai|k > n}| =2 y liminf{x,} =
n—o0
lim [inf{ax|k > n}] = 2.
n—0o0

Ssi es par
» sea {z,} = PP
n si es impar,

entonces lim sup{z,, } = lim [sup{ax|k > n}| = co y liminf{z,} = lim [inf{ax|k >
n—oo n—oo
n}] = 0.

» sea {z,} = (—1)", entonces lim sup{z, } = lim [sup{ag|nk > n}] = 1y liminf{x,}
n—o0
lim [inf{ag|k > n}] = —1.
n—o0
= sea {7, } = 7, entonces limsup{z,} = lim [sup{ax|k > n}] =1y liminf{z,} =
n—o0

lim [inf{ax|k > n}] = 1.
n—oo

Los espacios que se estudiaran en el presente trabajo de grado son espacios completos,
para dar esta definicién se requiere introducir la nocién de sucesiones de Cauchy. Se
dice que una sucesién {z,} en un espacio métrico es de Cauchy si se satisface que

Ve >0 3N € N tal que para todos los n,m > N entonces d(z,, T,,) < €.

Toda sucesién convergente es de Cauchy. Se dird que un espacio métrico X es completo
si en X cada sucesion de Cauchy es convergente.

Dada una sucesién {z,} de nimeros reales o complejos, se puede formar otra sucesién
{S,} mediante la expresion

Sh 2:$1+£U2+"‘+-Tn:zxn>
k=1

la cual se conoce como la sucesién de sumas parciales de {z,}. Si esta sucesién {S,}
oo

es convergente se dice que la serie de los z,, es convergente y se escribe E Ty < +00,

n=1
oo
en caso contrario, se dice que la serie E x, es divergente. Es importante notar que si
k=1

una serie es convergente, entonces su término n-ésimo x, tiende a cero, a este hecho
se le conoce como el criterio del término n-ésimo para la convergencia de una serie.
Como en las sucesiones, las series se pueden comparar para asi conocer su convergencia
o divergencia de la siguiente manera, si 0 < x,, < vy, paran > K, para algin K € N, y
si la Yy, converge entonces la Y x,, converge, o por el contrario si Y x, diverge, esto
implica que »_ vy, diverge.



o0
Una serie E x, de nimeros reales o complejos se dice que es absolutamente convergente

k=1
o)

si la serie del valor absoluto de los términos es convergente, es decir, si E |z,| < o0.
k=1
En este caso, se tiene que si una serie de niimeros reales o complejos es absolutamente

convergente, entonces la serie es convergente.
Para poder determinar la convergencia o divergencia de una serie, se hara uso de los
siguientes criterios de convergencia:

» Criterio de la raiz: Sea {z,} una sucesién de numeros reales o complejos. Si
existe r € R, con r < 1y k € N tal que |z,|"/" < r para n > K, entonces la serie
3", es absolutamente convergente. Si existe K € N tal que |z, > 1 para
n > K, entonces la serie Y x, es divergente.

» Criterio de la razén o criterio de D’Alembert: Sea {z,} una sucesién de
nimeros R distintos a cero, si existe 7 € Rcon 0 < r < 1y K € N tal que

Tn+t+1
Tn

< r para n > K, entonces la serie ) x, es absolutamente convergente. Si

existe K € N tal que > 1 paran > K, entonces la serie Y x,, es divergente.

Tnt1
Tn

» Criterio de comparacién: Suponga que {x,} v {y,} son sucesiones reales dis-
tintas de cero y suponga que el siguiente limite existe en R,

Tn

Yn

r:= lim
n—oo

Si r # 0 entonces Y x,, es absolutamente convergente si y sélo si >y, es absolu-
tamente convergente. Si 7 = 0y si Yy, es absolutamente convergente, entonces
> x, es absolutamente convergente.

» Criterio del encaje: Sea > a, y Y ¢, dos series convergentes, si existe N € N
tal que para todo n > N, a, < b, < ¢, entonces » b, también converge.

1.2. Espacios de Hilbert

El motivo principal de esta seccion es dar a conocer los elementos béasicos de espacios
de Hilbert que seran abordados a lo largo de este trabajo, para esto se recuerda que
un espacio vectorial sobre un campo K es una estructura algebraica (X, +;K, +,+;0),
donde (K, +, -) es un campo, (X, +) es un grupo abeliano y la operacién o : X x K — X
satisface las condiciones siguientes: para todos z,y € X, o, € K

ao(x+y) = aox+aoy,
(a+pP)ox = aox+foux,
ao(fox) = (a-f)ow.



Ademsds, si 1 es la unidad del campo K, se cumple: lox = 2. Si AC X con A # 0Dy
satisface las propiedades de espacio vectorial entonces A es llamado subespacio vectorial
de X, otra de las maneras para establecer que A es un subespacio vectorial de X, se
da mostrando que 0 € A y que para todo =,y € Ay «a,5 € K la combinacién lineal
ar + By € A. Para algunos espacios vectoriales se tiene una funcion especial llamada
producto interno, se recordara que un producto interno en X es una funcién de X x X
en el campo escalar K de X; es decir, que a cada par de vectores = e y se le asocia
un escalar, denotado por (z,y), el cual es llamado el producto interno de z e y, de
modo que para cualesquiera vectores x, y, z v escalares a se tiene que se cumplen las
siguientes condiciones:

Un producto interno en X define una norma en X dada por:
[zl = vz, z).

Una norma en un espacio vectorial X sobre el campo K, que puede ser el campo de los
reales R o bien el campo de los complejos C, se define como una funcién no negativa
tal que para todo x € X se tiene que

r = ||zl € R,
que satisface las siguientes condiciones
= Jlaz| = lafllz], € X, a e K.
» 2] =0 <= 2=0.
= lz 4yl < llll + llyll

El par (X, - ||) es llamado un espacio normado. Se debe tener en cuenta que no
toda norma proviene o se define de un producto interno, pero cada norma define de
forma natural una métrica convirtiendo X en un espacio métrico. En particular, para
un espacio X con producto interno, la métrica se da por

d(z,y) = ||z -yl = V{z —y,z —y).

Los espacios métricos completos que tendran mas importancia a lo largo de este trabajo
seran los espacios de Hilbert, se sabe que un espacio de Hilbert satisface que es

11



un espacio vectorial con producto interno y con la métrica proveniente del producto
interno el espacio es completo. Un ejemplo clésico de estos espacios es el espacio R”,
con el producto interno usual. Aquellos espacios vectoriales, normados y completos,
cuya norma no necesariamente proviene de un producto interno son llamados espacios
de Banach. A lo largo de este trabajo se estudiara en profundidad otros espacios de
Hilbert o espacios de Banach, por ejemplo, para p > 1 se define el espacio [P, como el
conjunto de todas las sucesiones de valor real o complejo tales que

o 1/p
2|l = (Z |rn|p> < 0.

n=0

Resulta que el par (7, ]| - ||,) provee, para cada p > 1, ejemplos de espacios de Banach.
En particular, si p = 2, se tiene que (1%, || - ||2) es un espacio de Hilbert donde el producto
interno viene dado por

(@,y) = @n- tn,
n=0

con r ={z,} vy y = {y,} sucesiones reales o complejas. De estos espacios se tienen dos
desigualdades muy importantes, las cuales son:

» Desiguldad de Holder:
Sean x,, y, sucesiones de P, p,q > 1 tal que % + é =1

() 00 1/p ) 1/q
Z |[2ryx| < <Z |$k|p> (Z |yk|q> :
k=1 k=1 k=1

tenga en cuenta que % + % = 1, cuando los valores de p = ¢ = 2 entonces la
desigualdad de Holder recibe el nombre de desigualdad de Cauchy-Schwarz.

= Desigualdad de Minkowski :

Sean x,,, v, sucesiones de /7, sip > 1
0o 1/p oo 1/p 0o 1/p
<Z |zk + yk|p) < (Z |$k|p> + (Z |yk|p> :
k=1 k=1 k=1
El lector interesado en profundizar sobre los conceptos que se emitieron en esta seccion
puede consultar los textos Kreyszig [8] y Conway [4].
1.3. Funciones Analiticas u Holomorfas

En esta seccion se presentaran algunos conceptos de funciones analiticas u holomorfas
que son funciones definidas sobre ciertas regiones del plano complejo el cual tiene es-
tructura topolégica debida a su métrica que proviene del médulo de los complejos y se

12



define de la siguiente manera: dados dos complejos x,y con x = a + bi e y = ¢ + di, la
distancia de x a y, denotado por |z — y|, queda definida por la relacién

v =yl = V(a— )2+ (b—d)?.

Recuerde ademas que una funcién compleja a valor complejo es una funcién f : C — C,
cuyo dominio y rango son subconjuntos de C. En este trabajo de grado se consideran
funciones complejas definidas en subconjuntos abiertos €2 del plano complejo C. Si f
una funciéon compleja definida en €2, z5 € 2 y si

o 1) = 1)

Z—20 z — ZO

existe, entonces se dice que f es diferenciable en 2y, se denotara este limite como f’(zo)
y se llamara la derivada de f en zy. Si f(z0) existe y es continua para todo zy €  se
dice que f es holomorfa o analitica en €2, en el caso donde €2 = C, estas seran llamadas
funciones enteras, como por ejemplo la funcién exponencial compleja es una funcién
entera.

El conjunto de funciones analiticas en €2 se denotard por H(f2). Este conjunto es un
anillo con las operaciones de suma y producto, con ayuda de las reglas de la derivada.
Entre algunas de las propiedades de las funciones analiticas més importantes y que se
utilizaron a lo largo de este trabajo se encuentran:

» Teorema de Cauchy - Goursat ([6]) Sea f(z) una funcién analitica en una
region que contenga al rectangulo R, dado por las desigualdades a < x < b,
¢ <y < d. Entonces

f(2)dz =0,
OR

donde OR es la frontera de R.

» Formula Integral de Cauchy: ([4]) Sea G un subconjunto abierto del plano y
f G — C una funcién analitica. Si v es una curva rectificable cerrada en G tal
que n(y;w) = 0 para todo w en C — G, entonces para a en G — {7}

n(v;ia)f(a) = % Zﬁf&z)a

dz

» Teorema del Médulo Maximo: También conocido como el principio del médulo
méximo, donde se define una region €2, f € H(Q) y D(a;r) C . Entonces

[f(a)] < méx |f(a+re”)].
La igualdad se obtiene si y solo si f es constante en (2.
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Se establece ahora el Teorema de Montel, se dara una demostracién de este resultado
en virtud de la importancia que tiene para el desarrollo de este trabajo. Se recuerda que
una familia F de funciones holomorfas en un dominio G se dice normal si toda sucesion
en J tiene una subsucesién convergente que converge a una funciéon en J. También es
conveniente recordar que una familia de funciones holomorfas en un dominio G se dice
localmente acotada si para cada punto a en G existen constantes M y r > 0 tal que
para todo f € F, |f(z)| < M para |z—a| < r. Con estas notaciones, se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 1.3.1 (MONTEL). Una familia § en H(G) es normal si y sdlo si F es
localmente acotado.

Nota. F C H(FE) es localmente acotado si para cada zy € G existen M > 0y r > 0,
tal que || f(2)]| < M, para todo z € B(zy,r) y para toda f € F.

Demostracion. Suponga F es normal pero que no se cumple que sea acotado localmente;
entonces existe un conjunto compacto K C G tal que

sup{|f(2)| : z € K, f € F} = 0.
Esto es, que existe una sucesién {f,} en F tal que
sup{|fn(2)| : z € K} > n.

Como J es normal, existe una funcién f en H(G) y una subsucesién {f,,} tal que
fn, — [. Pero esto da que

sup{|fn,(2) — f(2)| : 2 € K} =0 cuando k — oo.
Si|f(z)] < M para z en K,
ne < sup{|fn, (2) = f(2)] : 2 € K} + M;
Como la parte derecha converge a M, esto es una contradiccion.

Ahora se supone que F es localmente acotado; el Teorema Ascoli- Arzela puede ser
usado para mostrar que F es normal. Como la condicién (a) del Teorema Ascoli- Arzela
se satisface, se va a mostrar que J es equicontinua en cada punto de . Fijando un
punto a en G y € > 0; de la hipétesis existe un » > 0y M > 0 tal que B(a;7) C G
v |f(2)| £ M para todo z en B(a;r) y para todo f en F. Sea |z — a| < %7‘ y f € F,
entonces usando la férmula integral de Cauchy con v(t) = a + re',0 < t < 27,

) < M| [ w2
@ =16 < o || ey
4N

< —Ja—z|,
,

haciendo 6 < min{3r, -} se sigue que |a — z| < § da |f(a) — f(2)| < € para toda f

en F. Esto muestra el resultado. O
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Por tltimo se abordaran algunas generalidades de las funciones enteras, la funcion entera
f se puede representar por medio de serie de potencia de la forma

f(z) =) anz", (1.1)

donde la sucesién de coeficientes {a,} satisface.

1
lim |a,|» =0,
n—o0

es decir, la serie de potencia que define f tiene radio de convergencia infinito. Es de
interés estudiar el crecimiento de una funcién entera cuando |z| — 0o, segin el principio
del médulo maximo, esta informacién se deduce analizando el crecimiento de la siguiente
funcién

M;(r) = méx |£(2)]

|z|=r

la cual aumenta monétonamente. También es conveniente introducir el orden y el tipo
de una funcién entera a fin de que ellas queden clasificada segin su crecimiento. El
orden p de la funcién entera f definida en (1.1) se define como

i nlogn
p = limsup ————.
n—oo 10g(1/|an|)

En el caso que este valor sea finito, se define el tipo de esa funcién entera f por

1
o = — limsup(ny/|a,|?).

PE  n—oo

Por ejemplo, si fijamos dos valores 0 < p < 0 y 0 < o < oo, entonces la funcién

entera -
eop\"/v
he =3 (5F)

n=1

es de orden p y tipo o. La funcién

fa(z) = Z e
n=0

es de orden cero y la funcion

J(2) = i (10;;71)”2”

n=2

es de orden infinito. El lector interesado en profundizar sobre los conceptos que se
emitieron en esta secciéon puede consultar los textos Derrick et al. [6] y Conway [4].
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1.4. Operadores Continuos

Uno de los objetos mateméaticos mas importantes dentro de este trabajo de grado son
los operadores que actian entre los espacios de Hilbert, es necesario definir qué es y
como actian estos, para ello se le denomina operador a una aplicacién o mapeo sobre
espacios vectoriales en particular espacios normados. Se define que un operador lineal
T si se satisface:

1. El dominio D(T') de T es un espacio vectorial y mientras que el rango R(T) ! es
un espacio vectorial sobre el mismo campo.

2. Para todo x,y € D(T) y escalar «

T(x+y) = Tx+Ty,
T(ar) = ol (x).

Algunas de las propiedades que se utilizaran a lo largo de este trabajo, es que un
operador lineal se dice continuo, cuando la imagen inversa de un conjunto abierto es
abierto y a su vez también se puede definir de la misma forma para conjuntos cerrados,
por otro lado si z,, — x en el dominio entonces T'(x,,) — T(z).

Se dice que un un operador lineal T" entre espacios de Banach X e Y es acotado si existe
una constante finita C' > 0 tal que

[Ty < Clllx
para todo x en el espacio X. A su vez se puede definir la norma del operador como
IT[| = sup {[|T'z|| : [lz|| <1}

De manera equivalente note que para todo x € X el operador T es continuo si existe ¢
tal que ||Tz|| < c||z]|. Se puede ver que la norma del operador T se obtiene a partir de
lo que se menciond anteriormente de tal manera que

| T||
T = =X,
zex\{o} Il7llx

Dentro de los operadores mas usuales se pueden encontrar los siguientes

= Operador identidad: el operador identidad Ix : X — X es definido por Ixx =
para todo x € X. se puede escribir simplemente I en lugar de I'x es decir I(z) = z.

= Operador cero: el operador 0 : X — Y esta definido por 0z = 0 para todo x € X.

1Se denota D(T) el dominio de T,R(T) el tango de T' y N(T') el espacio nulo de 7.
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= Operador diferenciacién: Sea X un espacio normado de todos los polinomios en
J =10, 1] con norma dada por ||z|| = méx |z(t)|, t € J. El operador diferenciacién
T es definido sobre X por T[x(t)] = z'(t) donde la prima denota la diferenciacién
con respecto a t. Este operador es lineal pero en general no es acotado.

» Operador Matricial: una matriz real A = (o) con r filas y n columnas define un
operador 1" : R" — R" por medio de y = Az donde z = y y = n; son vectores
columna con n y r componentes respectivamente, se usa la multiplicacion de
matrices usual y en términos de sus componentes, la ecuacién y = Az se convierte
en

n= Y ks G=1.,7)
K=1

T es lineal pues la multiplicaciéon de matrices es un operador lineal, T" es acotado
ya que la norma en R" da que

r

r [ n 2
| T|* = 277]2 = Z Z@jkfk]
j=1 j=1 Lk=1
1

3 (z) (m)
j=1 [ \k=1 m=1
= !\x\IQZZOé?k-

j=1 k=1

IN

Notese que la doble sumatoria en la ecuacién anterior no depende de z, se puede
escribir la ultima desigualdad como

T n
|Tz||* < ¢*||z||* donde ¢* = Z Za?k.

j=1 k=1
por lo tanto T" es acotado.
Un operador T': H — K, siendo H y K espacios de Banach, se dice que es compacto si
la imagen de toda bola en H tiene clausura compacta en K. T se dice que tiene rango
finito si el rango de T" es de dimension finita. Es conocido que todo operador de rango
finito es compacto y que el limite (con la norma de operador) de operadores compactos
da como resultado otro operador compacto. La norma esencial ||T'||. de un operador
acotado T es la distancia en la norma del operador de T" a los operadores compactos,
en términos de norma del operador, esto es,

|T||, = inf {||T" — K|| : Kes compacto} .
Se puede concluir que la norma esencial de T sera igual a cero si y sélo si T' es compacto.

Se recomienda los textos de Conway [4] y Kreyszig [8] para més propiedades de los
operadores lineales continuos.
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Capitulo 2

. D
Espacio / 3

En esté capitulo se presenta el espacio £, el cual es un espacio de Hilbert que generaliza
el clésico espacio [? de sucesiones. El producto interno de este nuevo espacio posee un
peso = {f,} el cual es una sucesién de nimeros reales positivos. También se dard a
conocer cuando dos espacios de este tipo 621 y 6%2 pueden ser iguales y algunos ejemplos.
El espacio K% fue introducido recientemente por Minh Luan Doan y Le Hai Khoi (2015)
en su articulo titulado ”Hilbert Spaces of Entire Functions and Composition Operators”.

2.1. Una generalizacién del espacio [?

En esta seccién se define el conjunto de sucesiones complejas [%, se establece que es un
espacio vectorial y luego se dota este espacio de un producto interno el cual lo convierte
en un espacio métrico completo.

Definicién 1. Sea = {f,} una sucesién de ntimeros reales positivos, se denota por
E% el conjunto de las sucesiones complejas {a,} que satisfacen

e}

Z ’anPﬁi < o0,

n=0

es decir,
2= {{an} c c/ D anl’B; < oo}.
n=0

Primero se observa que efectivamente es un espacio vectorial, esto con el fin de poder
dar una estructura al espacio EQB.

Proposicion 2.1.1. 626 es un espacio vectorial sobre C.
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Demostracion. Dado que E% es un subconjunto del conjunto de las sucesiones, sélo es
necesario mostrar que es un subespacio vectorial. Se quiere ver que es cerrado con la
suma. En efecto, sean {a,} y {b,} € (3 de las relaciones

0 < lan — byl?
= |an!2+\bn\2—ana—bn%

nbp + bpty < Jan]® + [bn]?.
De lo anterior se tiene que

|an + bn|2 - |an|2 + Ibnl2 + ana_{' bna_n
|an|2 + |bn|2 + |an|2 + |bn|2

<
< 2lan | + 2[b,|*

Ahora multiplicando por 32 y aplicando la sumatoria Z se da que
n=0

o0 o0 o
Slo b < 2( Sl 3 ).
n=0 n=0 n=0

Pero por hipétesis se tiene que {a,} y {b,} € (3, es decir, que

o
Z lan|?B% = M < o0
n=0

y ademds que

o0

> Ibal?82 = N < o,

n=0

de donde

> lan +bal?82 < 2(M + N) < o
n=0

Por tanto se tiene que es cerrado para la suma ya que {a,} + {b,} = {an + b} € (3.

Ahora se quiere ver que es cerrado bajo el producto por escalar. Sea {a,} € E% vy A eC,
se tiene que probar que {\a,} € E%. Para ello observe que

> Panl’8r = D IMPlan*s;
n=0 n=0
= [APYlaals;
n=0
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o0
pero como {a,} € Eg se tiene que Z lan|?B% = M < oo, luego
n=0

> an’82 = APM < oo,
n=0

es decir, {\a,} € (3. Por tanto (3 es un espacio vectorial. O

En lo que sigue de esta seccién, se asumird que la sucesién peso 5 = {3, } se encuentra
fijada. La siguiente proposicién, serd de gran importancia para dotar el espacio vectorial
I3 de un producto interno.

Proposicion 2.1.2. Sea {a,} y {c,} dos sucesiones en el espacio (3, entonces la serie

numérica
o

> anefl

n=0

es convergente en C.

Demostracion. Es suficiente ver que se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es
decir,

o) 00 172 /s 1/2
Z |anllea| 57 < (Z |an|253> (Z |C774|2/872L>

n=0 n=0 n=0

con {an} €13 y {cn} € [3. Se observa que para o, f € R
0<(a=p)=a® =208+
de donde,

O42 BQ
< 42
of S5+

Ahora para {a,} y {¢,} € I3 tales que

dlal =1y Y |8 =1 (2.1)
n=0 n=0
se tiene que
A
2 2

y como cada /32 real positivo, entonces

s <




De aqui que

R N [ DO (ot
dolaals < Y (s 6. (22)
n=0

n=0

~ 12 12 ]‘ G ~ 12 Q2
n=0

3
Il
o

Il
N~ N
(]

—~
—_

~—
-

en virtud de (2.1). Ahora, para sucesiones no nulas, {a,} v {c,} € l% se consideran las
sucesiones {a,} v {¢,} definidas por

~ (07 ~ Cn

n = — 20 &= /2
(zmnmz) (zwz)
n=0 n=0

Entonces,

[ee] o0 a
dlalsr = > - 82
n=0

con lo cual {@,} satisface (2.1). De manera andloga se satisface (2.1) para {¢,}. Por
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tanto, de (2.2) se obtiene

S - || Con|
DONTTa: S S 21 S
n=0

1/2 /
" (Z Ian!2ﬁi> (Z rcn%%)
n=0 n=0

1 1 >
= —— Yol 7 (Z !amcm’@%@)
(zwz) (ZW@%)

1

IN

con lo cual

00 00 1/2 00 1/2
> laneal 82 < (Z |an|252> (Z |cn\253;> ,
n=0 n=0 n=0

esto es, o0 oo 12 /oo 1/2
Y lanlleal8: < (Zmnﬁﬁz) (Dcn\?ﬂi) :

n=0 n=0 n=0
o0
De aqui que Z |an|cn |82 converge pues a = {a,} y ¢ = {c,} son elementos de 3.
n=0

o0

Luego, E anCo3? es una serie de niimeros complejos absolutamente convergente y

n=>0
como (C,|-|) es un espacio de Banach, esta serie debe converger en el sentido usual.
Esto demuestra la proposicién. O

Como consecuencia del hecho anterior se obtiene la siguiente proposicion, la cual mues-
tra que el espacio E% presenta un producto interno.
Proposicion 2.1.3. La relacion

o0

(a,¢) =) antafis, (2.3)

n=0

con a = {an},c={c,} €13, es un producto interno en (3.

o0
Demostracion. Por la proposicion anterior, para a, c € E%, la serie E anCn /32 es conver-
n=0
gente por tal razon, la relacion
(,): E% X E% —C
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o0

dada por (a, c) = Z a,Cn3? es una funcién bien definida. Ademés cumple las siguientes

n=0
propiedades:

No negatividad. Si a € I3, entonces

a) = a2 = Z!an! sy,
n=0

pero como 32 > 0 ya que se define positivo y |a,|? > 0 se tiene |a,|?32 > 0 para todo
n € Ny por tanto (a,a) > 0.

Unicidad del cero. Sia € K% es tal que (a,a) = 0, entonces por definicién se tiene que

oo

Z |an|2ﬁ72t =0

n=0

y como 32 > 0 para todo n € N*, se obtiene a,, = 0 para todo n € N*, lo cual significa
que a es la sucesién nula; es decir, a = 0. Ahora bien, si a, = 0 para todo n € N,
entonces se tiene que

Z\an\ B = Zlor B = 2062—0

Esto muestra que (a,a) = 0 si y sélo si a = 0.

Linealidad por izquierda. Si a = {a,}, b = {b,} y ¢ = {¢,} son sucesiones complejas
en (3 y A, p € C, entonces

[e.9]

(Aa+ pb,c)y = Z(Aan + pb,)e 52

n=0
oo

= Y (NanGy + pb,7) B2
n=0

= Y (M) + (phi )

n=0

= A (@) +p Y (bataB?)
n=0 n=0
= Ma,c)+ p(b,c),

donde se ha usado que todas las series involucradas son convergentes.
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Linealidad conjugado por derecha. Sia = {a,}, b = {b,} y ¢ = {¢,} son sucesiones
complejas en K% y A, p € C, entonces

o0

(a,\b+ pc) = Z an(Aby + pcn) B
n=0
= Z(a’")‘_b” + ainn)Bgz
n=0
= ) (a0} + anpea3y)
n=0
= A (aabaB) + 5 ) (i)
n=0 n=0
= X(‘% b) + pa, c),

donde se ha usado que todas las series numéricas involucradas son convergentes.

Hermiticidad. Si a = {a,} y b = {b,} son sucesiones complejas en (3 entonces

<a7 b> = Zanaﬁi
n=0

o0

= S T

n=0

n=0

= <bu a>a

donde se ha usado, las siguientes propiedades de los conjugados de los nimeros comple-
jos: B, = B, pues el conjugado de un nimero real es el mismo ntmero real. Si z € C,
entonces Z = z; v lo mds importante, la funcién conjugada compleja es continua, es
decir si {z,} es una sucesién de ntimeros complejos tales que z, — z € C, entonces
Zn — Z, esta propiedad se usé en la tercera igualdad, por lo tanto todas las series invo-
lucradas en esta cadena de igualdades son convergentes. Esto muestra la hermiticidad
de la relacion (2.3). Se concluye entonces que la relacién (2.3) es un producto punto o
producto interno para E%. O

Ya que la relacién (2.3) es un producto interno para £3, entonces este espacio es normado
con la norma dada por

o 1/2 ~ 1/2
lalls := v/{a, @) = (Zan%@%) = (ZI%I%) : (2:4)
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Todavia mas, se tiene que (3, || || 3) es un espacio métrico completo tal como se muestra
en el proximo resultado.

Teorema 2.1.1. Para 3 una sucesion de niumeros reales positivos se tiene que el espacio
normado (63,1 - ||s) es completo.

Demostracion. Sea {z,} una sucesién de Cauchy en (€%, -|/5), donde x,, = {s};en con
si' € C para todo ¢ € N. Por definicién de sucesion de Cauchy se tiene que para todo
€ > 0, existe un N € N tal que para todo m,n > N se satisface ||z, — x,||g < €, pero

esto es
1/2

oo
dolst sl <e
i=0

Entonces para cada ¢ € N (fijo), se cumple que |s? — s"[?3? < ¢* siempre que n,m > N.
Pero 32 es un escalar positivo, luego |s? — si"|? < €2/82 para n,m > N, de aqui que
{s?"}nen es una sucesién de Cauchy en C, el cual es un espacio de Banach. Por tal
motivo, existe s; € C tal que |s? — s;] — 0 cuando n — oc.

Se define ahora la sucesion de ntimeros complejos

r = {s;}ien.

Se debe ver que z,, — = cuando n — 00, es decir, se debe mostrar que para todo € > 0
existe Ny € N, para todo m > Nj se tiene que ||z, — ||z < €, esto es,

o
Z |si" — 55?8 < €2
i=0

En efecto, sea € > 0 cualquiera y fije £ € N. Como la sucesién {z,} es de Cauchy en
(62,1 - ||5), existe N € N tal que

k )
Dols—stPBE <Y st st P < €
=0 i=0
siempre que n,m > N. Luego
k
2 92 2
Z’ST_Sm B@ <€,
i=0

siempre que n,m > N. Ahora, como la suma es finita

lim  |s7" = 5787 < ¢,
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para todo m > N, entonces

k
> lim s — 7767 < €,
P n—00

para todo m > N. Como el médulo es continuo, entonces
k

Z s — lim s?|?B87 < €2,

- n—00
=0

para todo m > N. Y ya que s} — s; se tiene que

k

S s s <

=0

para todo m > N. Puesto que se cumple para un k arbitrario, se tiene que
[o@)
> sy — 5?87 < €
i=0
siempre que m > N lo cual muestra que ||x,,—x||3 < € siempre que m > N y asi x,, =
gl B)-
en (€3, - lls)

Por otro lado, se debe mostrar que x € [2, es decir

[e.e]

lzlls =Y Isil* 67 < oo.

=0

En efecto, para € = 1, como z,, — x en (%, existe Ny € N tal que

o0
2N, — g = Z |sNo — 5|22 <e=1
=0

Con un N fijo, y por la desigualdad de Minkowski se tiene que

lells = [l =25, +2w5l8
< e —awlls + llzmlls
< 1+||ZL'N0||5<+OO,
pues zy, € [3 se concluye que ||z < oo, es decir, z € £} O
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2.2. Comparacién de espacios K% y ejemplos

En la siguiente seccién se va a comparar cuando dos espacios E% se encuentran relacio-
nados, es decir, cuando un espacio es igual a otro o si uno esta contenido en el otro.
Ademas se daran algunos ejemplos que ayudan a observar de una manera mas clara
estas relaciones. A continuacién se va a mostrar cuando dos espacios 625 esta contenido
uno en el otro, para esto se daran los siguientes dos teoremas.

Teorema 2.2.1. Sean B = {B1(n)},cn ¥ B2 = {B2(n)},cn dos sucesiones de mimeros

positivos. Si
tfm 220

entonces 5261 C 4%2. Todavia mds, esta inclusion es continua, es decir, existe una cons-
tante L > 0 tal que

—0, (2.5)

lallg, < Llallg,
para toda sucesion a € 5%1.

Demostracion. Se supone que la relacién (2.5) se cumple, entonces para € = 1, existe
k € N tal que, sin >k

‘ Ba(n)
Bi(n)

Luego, |B2(n)| < |B1(n)| siempre que n > k o lo que es lo mismo,

siempre que n > k. Todavia mas, como las sucesiones 51 y B2 son de niimeros positivos,
se puede encontrar constantes positivas m y M tales que f1(n) > m para todo n €
{1,2,--- ,k—1} y B2(n) < M para todon € {1,2,--- ,k — 1}. Por tanto,

—0‘<€:1.

fi(n) — m
para todo n € {1,2,--- ,k — 1}. Luego, se ha demostrado que existe una constante
L > 0 tal que

B2(n) < LBi(n) (2.8)

para todo n € N.

Ahora considere {a, } € £3 , entonces de la relacién (2.8) se tiene que

o0 o0
2 2
lall3, = " lan?B5(n) < L |an*87(n) = L* [lalf}, < oc.
n=1 n=1
Lo cual muestra la inclusién continua de 5251 en 622. O
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Comentario. En general, la inclusion, en el resultado anterior, es estricta. Para ver
esto, considere la sucesién f3; definida por f;(n) = n y la sucesién constante fa(n) = 1,
entonces claramente Bo()
2(n .1
=1

Ii —=0.
nLIElO Bl (TL) n—>nC’>lO n

Se considera ahora la sucesién a = {a,} definida por

o1
" Bin)
Entonces {a,} € (3, ya que
[e’e) [e’e) 1 2
2 92 _ 2
%‘an‘ Bi(n) = % B 3(n)
_ S 1 2
= 2w )
_ - B(n)
- ;5?(”)

I

()
VRS
™|

— [\
SIS
N———
[N}

I
I{NgL !
3M|,_.

@Iﬁﬁ
A
g

Pero {a,} ¢ (3 ya que

S lefBm = 3| g s
_ - Bi(n) ’
N Z(ﬁl(n))

S
I
o

[
NE
il

1

i
=)

Esto muestra que, en este caso, 621 - E%Q.

=

Ahora un par de consecuencias.

Corolario 2.2.1. Sean ) = {f1(n)} y B2 = {B2(n)} dos sucesiones de nimeros posi-
tivos.
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1. Si

lm Ba(n) — too,
n—oo (31(n)
entonces 5%2 esta continuamente contenido en 6%1 y en general, esta inclusion es
estricta.
2. Si existe L > 0 tal que
n
n—oo (31(n)
entonces los espacios (3 y €3, son iguales y las normas || - |lg, y || - ||lg, son

equivalentes.

Demostracion. Sean 1 = {f1(n)} y P2 = {f2(n)} dos sucesiones de niimeros positivos.

o 5a(n)
, 2\n)
om0
entonces 5 ( )
. i\n)
Jim Ba(n)

y el resultado del item (1) sigue del Teorema 2.5 intercambiando los papeles de 31 y [3s.

Se supone ahora que existe L > 0 tal que

. B (n)
Jim B1(n)

Entonces, para € = %L > ( existe Ny € N tal que

Paln) _ L‘ <1
51 (n) 2
para todo n > Ny. Por propiedades del valor absoluto
——L < —L< L
sumando L se tiene que
1 Ba(n) 3

2" < B "2

multiplicando por f1(n) > 0 se cumple

SLA) < faln) < SLA(0)
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para todo n > Np; mientras que para n € {1,2,--- Ny — 1}, argumentando como en
la demostracién del Teorema 2.5, se encuentran constantes positivas m y M tales que

mb(n) < Ba(2) < MBy(n).

Lo cual muestra que existen constantes positivas L; y Lo tales que

LiBi(n) < B2(2) < LyfBi(n)

para todo n € N. Con esta ultima relacién, tal y como se hizo en la demostracion
del Teorema 2.5, se obtiene que los dos espacios son iguales y que las normas son
equivalentes. Esto culmina la demostracién del corolario. O

2.3. Funciones Enteras y relaciéon con el espacio K%

En la presente seccién se identifica el espacio de las funciones enteras y como estas estan
relacionadas con el espacio K% mediante algunas condiciones especiales que debe cumplir
B. Se recuerda, segin el Teorema de Taylor, que una serie de potencias complejas

f(z) = Z anz"

n=0

representa una funcién entera si y solamente si

lim |a,|"/" =0, (2.9)

n—oo

es decir, si el radio de convergencia de esta serie de potencia es infinito. El conjunto
de las sucesiones complejas a = {a,} que definen funciones enteras se denota por E,
es decir, a = {a,} € F siy sélo si la sucesién a satisface la relacién (2.9). Dada una
sucesion 8 = {f,} de nimeros positivos, es natural preguntarse:

¢ Qué relacion tienen E y K% ¢

En el siguiente resultado se establecen las relaciones entre estos dos ultimos conjuntos;
pero antes, es necesario introducir los siguientes parametros:

B, = liminf(B,)""

n—o0

B* = limsup(B,)"".

n—o0

Con esta notacién, se tiene el siguiente resultado.
Teorema 2.3.1. Se cumple alguno de los siguientes casos.

1. E%gEsiyso”loséﬁ*:oo.
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2. E C 13 siy sdlo si * < oo.
3. ENZ#D ylZ\E#0 siy sdlo sif. < f* =00

Demostracion. (1) Se mostrara primero que E% C E'siy sélo si B, = 00. Se supone que
(3 C E, y paran € N, se define

1
a, =
"onB,
entonces
o0 o0 1
lan|ls = Z |an|25721 = Z n2 < 0,
n=0 n=0

con lo cual {a,} € (3.

1/n

Asi {a,} € F y entonces lim |a,|'" = 0 esto implica que
n—oo

1
lim ———— =0,
n—00 nl/nﬁn/”

Luego como nlggo ey 1, se concluye que 71113010 BY" = 400 por tanto B, = +oo.

Reciprocamente, si 3, = oo, entonces * = oo, con lo cual

7 1/n
lim Y™ = 0.
n—o0

Se va mostrar que (3 C E. Sea {a,} € (3, entonces

o0
Z lan|?B2 < 400
n=0

y en particular lim |a,|5, = 0, luego, sea ¢ > 0 cualquiera y tomando € tal que
n—oo

¢ < min{l, e}, existen Ny, Ny € N tales que.
1. (8,)"" > L siempre que n > N;
2. |a,|B, < € siempre que n > No

Para n > N = max{Ny, N2}, se cumple entonces las condiciones anteriores y se puede
ver que |a,| < - por tanto

~1/n

1/n <

|CLTL| (/Bn)l/n

siempre que n > N, como ¢ < 1 entonces |a, |/ < é/7+!1 < ¢ asi

A1
< €n+1

lim |a,|"" =0
n—oo

31



esto es, {a,} € E.

Para ver que la inclusion es propia, se considera a,, = BL con lo cual
n

1
lim |a,|"™ = lim —— =0

y por tanto {a,} € E, pero

00 )
D lan*f =D 1= 00
n=0 n=0

esto muestra que {a,} ¢ (3, y por tanto (3 C E.

(2) Ahora se va a mostrar que £ C E% si y so6lo si f* < oo. Se supone primero que

B* < o0. Sea {a,} € E, entonces, limsup |a,|"™ = 0. Ademds,
n—0o0

2
lim sup(|a,|?2)/" = (limsup(\an\ﬁn)l/"> '

n—oo n—oo
También
0 < limsup(|an,|B)/" < (h’m sup ]anll/”) lim sup ﬁ}/")
n—oo n—oo n—oo
= (h’m sup ]anll/") -
n—oo
Se obtiene

lfm sup(|a,|*8;) " = 0 < 1,

n—oo

oo
Luego, por el criterio de la raiz, la serie Z |a,| B, es convergente. De aca que {a,} € E%.

n=0
Para ver que, en general, la inclusién es propia, considere por ejemplo, a, = % y
Br = %
lim sup Pt = lim sup = lim sup =0
Nn—00 n n—00 (n+ 1)' n—00 (n+ 1)

por otro lado

lim sup 57{/ " < limsup Fnt1
n—oo n—oo n

con lo cual §* = 0. Nétese que {a,} € {3 pues, como

[e.9]

11
lanlls = Z RVRNTE (2.10)

n=1
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entonces, aplicando el criterio de la razon, se obtiene

1
. (n+1DAn+1)2 , nin!?
lim = lim
n—00 1 oo (n + 1)4(n + 1)!2
nin!?
nA
= I
noo (n+ 1)4(n + 1)2
i !
= lim
A T+ i+ 12
= 0<1
con lo cual la serie en (2.10) converge y {a,} € (3. pero
lim |a,|"" = lim L
n—oo " n—00 n2/n

por tanto {a,} ¢ E, asi (3 C E.

Ahora se va a demostrar el reciproco, suponga que E C K% y que

1
£ = limsup G = +o00.

n—oo

Entonces la sucesién {f,,} tiene una subsucesién que diverge a +oo. Luego para m € N
fijo es posible encontrar un subindice n,, € N tal que

Binm > m = B, >m" > 1.

Todavia mas, estos subindices n,, se puede tomar creciente y sin cotas por lo que
{Bn,, }men es una subsucesion creciente de {5, }. Ahora para cada m € N se define la
sucesion {ay }ren de la siguiente manera: Para m = 1, se hace

alzagz...:am——gl

B

y para m > 1, se hace

Ayl = Qg2 = oo = Q) = . <L (2.11)
Nm-+1

Se tiene entonces
= a; > 0 para todo k € N.

» a,, = - paratodom € N.

a lim |ag|* = 0, es decir, {a;} € E.
k—o0
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En efecto, sea € > 0 cualquiera. Existe my € N tal que mio < €. Sea k € N tal que

k > n,,. Existe m > mg tal que
Ny + 1 S k S Nm+1

con lo cual ay = ——— (por definicién). Ademéds como la funcién b* con b € (0,1] es

X Bnm+ 1
decreciente y

v

| =

Nm41

entonces
1 1
bE S b Nm+1 ,

Colocando b = a;, € (0, 1], se obtiene

1 1

S a£m+1 — Nm+1 S <m+ 1)—1

Nm+1

|ak|é - a

< pues m > my

S | — T
o

= €
: , 1
siempre que k > n,,. Por tanto lim |a|* = 0.
k—o0

Esto significa que a = {ax} € E'y como E C {3, entonces a = {ax} € (3. En particular,
lim |a,|B, = 0, pero por la definicién de la sucesién {ax} en (4.13), se tiene
n—0o0
lim |an,|Bn, = lim 1= 1.
k—o0 k—o0
Lo cual es una contradiccién con (4.13). Por tanto, si £ C ng entonces 3% < oo.

(3) Ahora se mostrard que E'\ (3 # 0 y (3 \ E # 0 si y sélo si B, < 8* = oo. Para
mostrar este item, se negara los numerales (1) y (2) de esté teorema, de (1) se tiene que
si:

By <00 <= (3 ¢ E;

pero esta ultima condicion es equivalente a decir que K% \ E # (). Simultdneamente del
numeral (2), se tiene que:

B*=o00 <= E ¢}

lo cual equivale a decir que E \ (3 # ). Por tanto E\ (3 # 0y {3\ E # 0 siy solo si
By < " = 0o. Esto muestra el resultado. O
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Capitulo 3

Espacios de Hilbert de funciones
enteras

En este capitulo se definen los espacios de Hilbert de funciones enteras donde se ha
realizado la investigacion.

En la primera seccién se encontrara el espacio H(fg), para la segunda seccién se pre-
senta una clasificacion para sucesiones de niimeros positivos que se usaran para definir
distintos espacios de Hilbert de funciones enteras tales como los espacios Eﬁ,Eﬁ(T ),
E2(T, 1), H(B,), H(BS), H(BF,T) y H(BE), tratando algunos de estos espacios de una
manera mas profunda y mirando algunas de sus caracteristicas y propiedades principa-
les.

3.1. El espacio H(8g)

Del Teorema 2.3.1 item (3) se observa que la condicién para tener sucesiones de nimeros
complejos {a,} que definan funciones enteras que no pertenecen a E% es que * = oo.
De aqui que, para este tipo de sucesiones (3, se puede definir una clase de funciones
enteras cuyos coeficientes estén en el espacio K%. Mas precisamente, en esta seccién se
introduce la clase que se define a continuacion.

Definicién 2. Sea {,} una sucesién de ntiimeros reales positivos tal que * = co. La
clase H(Pg) se define como el conjunto de las funciones enteras tales que sus coeficientes
estan en el espacio £2; es decir,

H(BE) = {f(z) = Zanz” ca={a,} € Eﬂéé} = {f(z) = Zanz”/Hng < oo}

Claramente, H(fg) es un subespacio del espacio de las funciones enteras. Como conse-
cuencia de los resultados del capitulo anterior, se puede dotar a H(fg) de un producto
interno que lo convierte en un espacio de Hilbert, ya que E% es un espacio de Hilbert.
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De hecho, para f(z) = > 07 janz" y g(z) = >~ byz" funciones en el espacio H(Sg)
es natural definir

(f.9) = anbuf. (3.1)
n=0
Entonces, se tiene el siguiente teorema

Teorema 3.1.1. Si 8 = {f,} es una sucesidn de nimeros positivos, entonces H(Bg)
es un espacio de Hilbert con el producto interno definido en (3.1).

La norma para f(z) = >~ a,z" € H(Bg) claramente viene dada por

. 1/2
1Flls = (Z Iak|25§> : (3:2)
k=0

Por tanto (”H(ﬂE), |-l B) es un espacio de Banach de funciones enteras.

Por comodidad de escritura y notacién de ahora en adelante se va a denotar || f||g por

[nals

3.2. Una clasificacién para sucesiones de nuimeros
positivos

A fin de poder definir otros espacios de Hilbert de funciones enteras donde se pueda
hacer estudios de ciertos operadores lineales, es necesario hacer una clasificacién del
conjunto de las sucesiones de nimeros reales positivos. En virtud de lo anterior, para
cualquier sucesién positiva 5 = {3,}, se define el real extendido

1
3, = liminf —2 Fn

n—oo mlogmn’

y la funcién pg : N — R*, dada por

ps(n) = ”é

Con estas notaciones, se definen las siguientes clases de sucesiones de nimeros reales
positivos, donde obviamente, S denota una sucesion cualquiera de nimeros positivos
que satisface 5* = 4o00.

«» B={3:5,>0}
» C={f:5, < +o0}
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= D= { g BT 4 0 es decir, es decreciente y converge a cero }

» G ={f: us es acotado }
» H={§: 37 =7(8) > 0 tal que pug(n) | 7 es decir, es decreciente y converge a 7} .

Entonces se tiene las siguientes relaciones de las clases de sucesiones previamente defi-
nida:

Proposicién 3.2.1. Las siguientes proposiciones son verdaderas (ver Figura 3.1).
(i) DC A pero C¢ A.

(ii) D\ G#0 y G\ D # (.

(iii) GC BC A, ademds B\ D# 0 y D\ B # 0.

(w) HCANBNCNDNG=CNDNG.
() (CNG\(DNG)#Dy (DNG)\ (CNG)#D.

N
9

Figura 3.1: Clases de sucesiones

Demostracién. (i) D C A pero C € A. Veaque D C A. Sea 8 = {f3,} tal que 3 € D,
esto es, dado € > 0 existe N; € N tal que para todo n > N;

Bn
ﬁnJrl

—O’<e,
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en particular para € = % se tiene que

n— r .
Pt < —, siempre que n > Nj.
Bn 2
Como f = {f,} es una sucesién positiva se tiene que
2671—1 < 6717

siempre que n > Ni. De aca que

2ﬁN1 < /6N1+1
26n41 < Bani+2,

luego

2251\/1 < ﬁN1+27

en general se tiene que

2n7N1 6N1 < Bna

para todo n > N;. Aplicando limite a ambos lados

lim 2”3y < lim 3,
n—oo n—oo

oo = lim g,
n—oo
por tanto [, — oo.
Ahora se toma Ny > Nj tal que 8, > 1 para todo n > N, y para cualquier S > 1
arbitrariamente grande, se toma N3 tal que cuando n > Nj,

% >52>1 (3.3)

Esto es posible pues g € D y de la convergencia de /il — 0.

+1
Sea S > 0 entonces para € = % existe N3 tal que

1 B

— —0

S2 ﬁn+1 ‘
1 Bn

SQ Bn—i—l

ﬁn—H 2
> S
B

Sea N = méx{Ns, N3}, entonces 5 € A porque para n > 2N

n—1
577, _ BN H 5p+1 >1- S2(n—N) _ Sn—i—(n—QN) > Sn’

p=N P
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por lo cual se tiene que B}/n > S luego lim inf B,i/” = 400, por tanto 8 € A asi se ha
n—0o0

mostrado que D C A.
Ahora se mostrara que la inclusion es propia, es decir, D # A, se toma la siguiente
sucesién SV definida por

5(1) _ n", sin es impar,
n n®", sin es par.

Entonces € A, ya que 55}) = 400. Si n es par n = 2k, entonces

1
lim —ﬁék) = lim —<2k)4k
k—00 Béllc)-ﬁ-l k—o0 (2]{3 + 1)2k+1

N (105 5
k—oo (2k 4+ 1)(2k + 1)2k

) 1 (2k)2 \**
= lim
koo 2k +1 \ 2k +1

y (2k;)2k( 2k >2k
= 1m

= +oo(l/e) = +o0.

Si n es impar n = 2k + 1, luego

OB @k
hm 1 = hm _—

=0,

de lo cual ) ¢ D, es decir, D # A, por lo tanto D C A.

Se va a mostrar ahora que C € A. Sea 3, = 1 para todo n, claramente 5, = 0 < 0o, es
decir, § € C, pero 8, =1 < oo con lo cual § ¢ A, esto muestra que C ¢ A.
En conclusién D C A pero C € A.

[(i)) D\G # 0 y G\ D # 0. Se quiere ver que D\ G # 0. Sea la sucesién 5 = v/,
ahora se tiene que 3® € D ya que:

n+1
= lim —
n—oo \ /pl(n + 1)
1
= lim
— O,



pero 6(2) ¢ G, ya que Hpe) no esta acotado puesto que:

2
() = B2,
B
ny/(n —1)!

Vn!

BEE

ast f152) no esta acodado pues lim v/n = co. Luego D\ G # 0.

n—oo
Se quiere ver que G \ D # (), ahora se va a considerar la sucesion 3 tal que

3B = n!, si n es impar,
n 2n!, si n es par.
La sucesiéon 8®) € G ya que, cuando n es par se tiene
3
nﬁv(m—)l
B
n(n —1)!
2n/!

fipe (n) =

N | —

y cuando n es impar se tiene

n 1(21

Hp3) (n) = 3

2n(n —1)!
n!

es decir, g es acotado ya que

(n) = 2, sin es impar,

Hp@ ) = 1, sin es par.

Con lo cual pgs) esta acotado por 2, es decir BB € G.

Ahora para mostrar que 5 ¢ D observe que cuando n es par se cumple

) 2n/!
2
 oal(n+1)
B 2
 on+1
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mientras que si n es impar se obtiene

5,(13) n!
T = s
57(#21 2(n+1)!
n!
- 2nl(n+1)
B 1
o 2(n+1)
De aqui que
1 . .
3) 2(n——|—1)’ S1 N €S 1mpar,
=
/87(1421 2 )
——, si n es par,
(n+1)
pero Bfil no es decreciente pues:
oY1 s 2
3 - ) 3 - 9
G S

(3) (3)
con lo cual, ;% > ﬁ luego B, ¢ D, es decir G\ D # (). Por tanto D\ G # 0 y
3 2

G\D #0.
[(ii)) GC B C A, ademds B\D # 0 y D\ B # 0.

Se va a mostrar que B C A. Sea § € B, entonces 3, = liminf,_, iloi(gﬂ(’;)) > 0, luego
existe ¢ > 0, tal que :Loi(gﬁ(z)) > c. Esto es,
11
llog(Ba) _
n log(n)
1
—lo n) >
—log,,(8n) ¢
log,, (8,/") > ¢
671/ "> nf
lim BY" > lim n® — oo,
n—oo n—oo
es decir § € A, con lo cual B C A.
Por otra parte para mostrar que la contenencia es estricta, se toma 5(4) : 554) = 54) =
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54) =1y B,(fl) = (log(n))™ para n > 3, entonces ﬁ(f) = 400, pero ﬂ,(fl) =0, ya que

1
AW = liminf —22" )

se toma u = log(n) y aplicando L'Hopital

1 1 1
T () R P P (3.4)

u—oo U u—oo 1 u—00 U

entonces B C A.
Para mostrar que G C B, sea § € G, entonces existe S > 0 tal que pg(n) < S para
todo n, luego, como

nﬁn—l
ps(n) =
5(n) 5,
nﬂn—l
S >
Bn
ﬁ _ nﬁn—l > nﬁn—l
" pp(n) S
asi
o —1)5,— !
Bn > nﬁS - > n(n S2)ﬂ 2> > _nsfo.
Ademas, como n! > n™ 2 se tiene

log(3,) . log ("S'ﬁo) _ log(n!By) —log(S™)  log(n!) 4 log(By) — log(S™)

nlog(n) nlog(n) nlog(n) B nlog(n)
_ log(n!) + log (/%) — nlog(S) S log(n™/?) + log(fy) — nlog(9)
nlog(n) - nlog(n)
_ glog(n) +log(By) — nlog(S)
B nlog(n)

% log(n) N log(5) B nlog(S)
nlog(n)  nlog(n) nlog(n)
1,k __ ¢

2 nlog(n) log(n)
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log(B,) 1 log ()

1
De aqui que lim ————= > —, por tanto liminf ————= > — esto es, § € B, es decir,

n—oo nlog(n) =~ 2 n—oo nlog(n) = 2
G CB.

Para ver que la inclusion es propia, considere la sucesion:

n

n", sl n es impar
B0Mm) =4 "y 7 P
n“", si n es par,

, 1
se calculara ahora @(; ).
Cuando n es impar se tiene

P n—ooonlog(n) n—oo 1 log(n)
= 1.

Mientras que cuando n es par,

1 2n
AWM = Ifm M — lim
P n—=oonlog(n) n—oo n log(n)

= 2.

2nlog(n)

Por tanto, ﬁgl) =1delo cual g € B.
Ahora para mostrar que G # B. Se calcula pg(2n + 1)

(2n + 1)2n220)
(2n 4 1)2n+1
2n2(2n)

(2n 4 1)2

47’L2 2n
- (Qn + 1)
el cual no es acotado ya que:

4 2 2n 2 2n
lim n = lim —( n) (2n)2”
n—oo \ 2n + 1 n—00 (Qn + 1)2n

ps(2n +1)

1 2n
= lim (1- 2n)*"
&%( 2n—|—1) (2n)
()
= —(0
e
= 00

de acd que 8 ¢ G. Por tanto G C B.
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Para mostrar que D \ B # (), se tiene que AW € D ya que

0 < log(n) <log(n+1) paran>3
0 < _los(n) <1
~ log(n+1
0 < < log(n )
— \log(n +
0 < log(n 1 ’
— \log(n —|— log log(n)
pero al aplicar el limite
im0 < i (08 L < lm
n—00 n—oo \ log(n+1) ) log(n) ~ n—oo log(n)

—_

1 n
0 < lim (1080 <0,
n—oo \ log(n+1) /) log(n)

por tanto

1 n
lim og(n) ! =0.
n—oo \ log(n+ 1)/ log(n)

Entonces 3 € D, pero ya se mostré que 34 ¢ B por (3.4). Luego D\ B # 0.

Para mostrar que B\ D # (), por la Proposicién 3.2.1 item (ii) se tiene que G\ D # (),
y como G C B entonces B\ D # 0.

En conclusion G € B C A, ademés B\ D # 0 y D\ B # (.

(iv)) HCANBNCNDNG=CnNnDNG.
Sea § € H, como pug(n) es convergente, entonces esta acotada. Por hipdtesis ug(n) |
7 > 0 se tiene que

nBp-1 - (n+1)8,
Bn Bn—o—l

entonces

577,—1 (n + 1)671

Bn nﬁn—&-l
B, B
nBnt1 nBni1
_ b Bn
B 571—}—1 - nﬁn—i—l
B
~ 5n+1
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de lo cual

B _ _mbay  _n(n=D)fas _nln—1n =28y

Botr  (n+1)8,  (n+1)nBoa  (n+1)n(n—1)8,-2

asi
lim 27 < lim bo 0,
n—00 b1 n—00 (n + 1)61
de esto se tiene que lim = 0 entonces § € D.
n—oo n+1
Ahora como n! <n"y pg(n) | 7 para todo n
70n-1 -7 > 0
Bn
nﬁnfl > Tﬁn
nSB,_
Br-1 - 5,
T
para el término pg(n — 1) se cumple que
—1)8,_
(n—1)Bp- > 0
B(n—l)
(n—=1)Bn—2 > Thm-1)
n—1 ﬂn—Z
% > Bm-)

de aca multiplicando por 2

n(n - 1)ﬂn—2 nﬁn—l
T2 c T Fn

asi

-y _ . _ nlfio
T -

B <
Esto implica que

log(f,) _ log(**)
nlog(n) ~ nlog(n)’
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asi

o Joa(Bn) . log("2)
i lim ———
n—oo nlog(n) n—oo mlog(n)
log (™ 5o

< 1 2

i L08(1") + log(f) — log(™)
n—00 nlog(n)

nlog(n) i log(5) K log(7")

n—oo nlog(n) n—oonlog(n) n—oonlog(n)
=1

Y

entonces 3, = 1 < +o0, es decir, 3 € C.

Como f € H, esto es que ug(n) | 7 > 0, es decir, que ug es acotado, luego f € G,
también f € Dy 8 € C, con lo cual 5 € CND NG ahora por la Proposicién 3.2.1
item (iii), se tiene que G C B C A, por tanto ANBNCNDNG =CnNDNG,con lo
ctal HCCNDNG.

Ahora se muestra que la inclusién es propia, sea ) definido por 565) =1, ﬁ,([:’) =n
para n > 0. Mire que 3® € CND N G. En efecto

2n

i 080 g 2nlos(n)
n—oo nlog(n) n—oo nlog(n)
Asi B € C. Observe que
(5) n2n n2n 1
lim = lim ————— = lim
wovmo gO) e (n A TP e (n 1) (04 1)2
n \" 1
= lim
n—oo \ 1+ 1 (n+1)2
1
ademas es decreciente ya que
n2n (TL _ 1)2(n71)
(n+ 1)2(n+1) < n?n
asi B0 € D.
Ahora se tiene que
n ((n — 1)*"=Y)
Hp5) (Tl) = n2n
n(n—1)2"(n —1)72
- n2n

“(uflv(n;1>%‘



Ahora aplicando limite se tiene que

1 2n
lfm g (n) = lfm — (” )
n—oo

Por tanto pg es acotada y B0 e G, pero como is 4 0 entonces 5O ¢ H.
Portanto HC ANBNCNDNG=CNDNG.

N @A DNG) #By DNGA(CNG) #P.
ea
3) _ J nlsinesimpar
B = 2n! si n es par

Por el item (ii), se tiene que 57(13) ¢ D por tanto 57(13) ¢ DNG. 57(13) € G por el item (ii),
ahora
nlog(n)

' n
A3 = lminf M < liminf M = lim inf

=1
P nsoo nlog(n) — nooo nlog(n)  n—oe nlog(n)

asi, f,g) < 00, por tanto 57(13) e C.

Se concluye que BY) € CNGypB¢é¢DNGasi (CNG)\ (DNG) #D.
Se mostrara que (DN G)\ (CNG) # 0. Sea B© = n" entonces

(6) n 2
m 2 = pm (N
n—00 7(331 n—00 (n—|—1 (n+1)

entonces 5 € D. Ahora se cumple que

n(n _ 1)2(n71)
nZn

(n _ 1)2(n—1)
n2n—1

B n—1 2n—2 1
a n n
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aplicando limite se tiene

) ) n—1 2n—2 1
lim pge = lim .=
n—oo n—oo n n
) n—1 2n—2 ) 1
= lim - lim —
n—o00 n n—oo 1,
= 0.

Por tanto pge es acotado y B0 € G, es decir, 3 € DNG.
Por otro lado 3 ¢ C ya que

log(n"" 2]
tim 1080 _ g, 1 los(n)
n—oo 1 log(n) n—oo nlog(n)
= limn
n—oo
= +OO

AsiBeDNGy ¢ CNGesdecir DNG)\(CNG) #0.
Por tanto se cumple que (CNG)\(DNG)#0y (DNG)\ (CNG) # 0. O

3.3. Tipos de espacios de Hilbert de funciones en-
teras

Usando la Proposicién 3.2.1, se pueden definir diferentes tipos de espacios de Hilbert
de funciones enteras. Uno de esos espacios, es el espacio Ez que se define como:

1
oo o0 2
Ez =< f(z) = Zanz" entera: || f||, := (Z |an|277:2> <00 g,

n=0 n=0

donde v = {v,} es una sucesién de numeros reales positivos. Claramente E,% es un
espacio H(fp) con B = {B,} = {7, '} € D. Este espacio de Hilbert EZ? fue introducido
por Chan and Shapiro [3] en el articulo ” The cyclic behaviour of translation operators on
Hilbert spaces of entire functions” en 1991, cuando los autores estudiaban la ciclicidad
de los operadores de traslacién actuando en algunos espacios de Hilbert de funciones
enteras.

Uno de los resultados notables de Chan and Shapiro [3] en su articulo dice que si
% 4 7 para algin 7 > 0, entonces existe f € Eg de orden 1 y tipo ¢ < 7. Ademaés
cualquier operador de traslacion Ty, : f(z) — f(z+b); (b € C) actuando en este espacio
es acotado.

De esta observacion los autores Chacén et al. [2] en el articulo 7 Composition opera-
tors on spaces of entire functions” en el 2007, definieron el operador composicién Cy,
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actuando en los espacios E? con e lTr >0 el cual se denota por EX(T,7)], y se
obtiene el criterio de acotacién y compacidad para estos operadores.
Segtn los valores de f3, se definen varias subclases de H(fg) como (ver Figura 3.2):

H(ﬂp)v si 8 € B;
H(B)), si e BNC;
H(B, T), si p€ CNG;
EX(T), si f e DNG;
EZ(T,7), si 8 € H.

Se estudian los espacios H(8,), H(8]), H(BF, T) y E2(T) en las siguientes secciones.

Figura 3.2: Subclases de H(3g)

3.3.1. Espacio H(f8,) y H(B,)

Una de las caracteristicas principales de una funcién entera es su orden de crecimiento.

o0
Se recuerda que una serie de potencias f(z) = Z a,z" tiene orden finito p si y sélo si
n=0
—nlog(n
p = limsup —g() < 00

n—oo  10g|ay|

se considera las dos propiedades:
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(P;) Toda funcién f € H(fSg) tiene orden finito.
(P,) Existe g € H(Bgr) que tiene un orden no nulo.

Con estas dos propiedades se obtienen los siguientes resultados, para la propiedad (P;)
se tiene que

Teorema 3.3.1. Un espacio de Hilbert H(SBg) tiene la propiedad (Py) si y sélo si este
es inducido por B € B.

Demostracion. Suponga que toda funcién en H(f5g) tiene orden finito, pero 5, = 0,
esto es que existe una subsucesion 3, que cumple que para todo k =1,2,3, ...,

log(Bn,) < l
nglogn,  k

Esto pues 8, = 0 lo que significa que para todo € > 0 existe k tal que para todo n > k

log(6,) _

nlog(n) <

lim inf
n—oo

1
k

esto para cualquier k asi se puede hallar una subsucesién (3, que cumple

1 1
Log(Bnc) < — entonces klog(B,,) < nylogn
nilogng k

o0

entonces se toma f(z) = Z a,z" con (a,) como sigue
n=0

L sin esimpar
Ay = nfn
0 en otro caso.

De esto

o0
2 2
1 = Z|a2k+1| 622k+1
k=0

2

0 N2k+152k+1 2
B SR
B (2k + 1)?

il

0

y como para ng = 2k + 1 se cumple que

lim (8,,)7F = +oc

k—o0
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1
pues 3, = 400 se tiene que toda subsucesion diverge, es decir, (8,,)™ — oo. Ahora
observe que

, 1 , 1
limsup |a,|» = limsup ———
n—00 k—o0 ng Hng
Ny ﬁnk
= limsup —
k—o0 np

ng

= lim — =0
k—o0 e
nk

oo
por tanto como lim |an|% =0y Z lan|?8% < oo entonces f € H(Bg). Pero entonces,
n—oo =0

h,m su —Ng log(nk) 1, —Ng log(nk)
P———F——— = 1lImsup -1 ~
nooo  log(las|) nooo  log(——)

nk,Bnk

= limsup — 7 log(ny)
2P Tog(1) — log(nBny)
= limsup T OB\ TM). log(r)
k—oo log(nkﬁnk)
= limsup M
k—o0 lOg(nkzﬁnk)
= limsup s log ()
koo l0g(nk) + 10g(5y,)
> limsup e log(nkl)
k—oo  log(ny) + i Zg”’“

1§ N
= 1m su

1§ ( k:nk )
= 1m su =00

lo cual es una contradiccion con que f tenga orden finito.

Ahora se supone que § € B, como B C A este induce un espacio H(8g).

Suponga 3, > 0 pero que existe f € H(fg) tal que f(z) = Zanz" no tiene orden
n=0

finito en H (k).

. , —nl
Se puede tomar una subsucesién a,, tal que |a,, | < 1 como p = limsup,,_, . T og(n) _

log(lan])

51



o0 se tiene que

—ny, log(ng)
log(|an,|)
—"log(ny) < log(lay, )
log(n,* ) < log(Ja, )
nE < lam. (3.5)
De la hipétesis 3, > 0

1
tminf 280
n—oo mlog(n)

por tanto, existe ¢ > 0y N € N tal que para todo n > N se cumple que

log (B
nlog(n)
log(8,) > clog(n™)
log(B,) > log(n)
Bn > n. (3.6)

Ahora, por propiedad Arquimediana existe K € N tal que kc > 1 para toda k > K,
entonces, usando (3.5) y (3.6) para los valores ny

"k

| By > "y,
ng
>

cng——*
T,
ng(c—1)
k

1
_ ng, (e=%)
= Ny Ny

> 1

oo

asl Qp, = 00 pero esto contradice que < 400
(> a5 D tradice que | f]| O
n=0

Ahora se puede enunciar y demostrar el siguiente resultado para la propiedad (P,), el
cual es de gran utilidad para este trabajo

Teorema 3.3.2. Un espacio de Hilbert H(Sg) tiene la propiedad (Py) si y sdlo si este
es inducido por € AN C.
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Demostracion. Observe que  induce un espacio H(fg) si y sblo si f € A, ya que
si B € A esto quiere decir que * = +oo lo cual induce un espacio H(5g) segun la
definicion, y ademds si § induce un espacio H(Gg) por definicién 5, = +oo es decir
B e A.

Ahora solo se debe mostrar que H(fg) tiene la propiedad (P,) siy sélo si f € C. Se
supone que [3, = 400, es decir,

de aqui que para n suficientemente grande, 8, > n" y lim £, > lim n" = cc.
n—oo n—oo

Ahora para cualquier (a,) € Eg que induce una serie de potencias f € H(fg), existe
algin N € N tal que |a,|5, < 1 para todo n > N de acd se tiene que

1
log(8,) < log (—) ,
|an‘
es decir

1 - 1
log <_> log(ﬁn)’

|an]

multiplicando por nlog(n) se tiene que

nlog(n) _ nlog(n)
log <|a_1n\) log(.)

: ) nlog(n)
pero como 3, = +o0o entonces se tiene que limsup ———

= 0, por esto
n—oo 10g(6n)

1
lim sup n log(n) < lim sup Lg(n) =0,

n—oo  Jog (ﬁ) n—oo 10g(5n)

de acéd que cualquier f € H(Pg) tiene orden 0 (cero). Por otro lado, se supone que
IOg(ﬁnk)
<c

B, < 400, entonces existe ¢ > 0 y una subsucesién (3,,) con k € N, tal que o 1og(ms) .

Se toma (a,) como

1 s
S B sin = ng
n
0 en otro caso
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entonces

oo 1/2 s 1/2
(Z |an|262> = (Z \ankﬁﬂik)
n=0 k=1

=

£
Il

o

3

x| T

~ 1/2
< <Z ﬁ) < +00,
k=1
por tanto la serie converge y f € H(8g).
De aca que
lim sup A% i gup " 108()
n—oo log(an> k—oo T 1Og(nk5nk )
s M08
k—oo log(nkﬁnk),
pero como
|
Og(ﬁ”k> < ¢
n, log(ny,)
log(Bn,,) < c(nxlog(ng))
log(B,,) + log(nk) < c(nglog(ng)) + log(nyg)
log(Bn,nk) < log(ng)(eng + 1),
es decir
1 - 1
log(ng)(enyg + 1) log(Bn, k)’
luego

lim sup Tk OB\Tk) log (s)

Entonces la serie de potencias inducida
(cero).

i n log(ny,)
im sup
k—oo log(ng)(cng + 1)
lim sup
koo CNy + 1
, N
lim sup —
k—oo CNg
1
->0.
c

por esta sucesion es de orden distinto de 0
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Como consecuencia de los dos teoremas anteriores se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.1. Ezactamente uno de los siguientes casos alternativos pasan en un
espacio de Hilbert H(Bg) inducido por 5.

i) Toda funcion f € H(Bg) tiene orden cero siy solo si B, = +00 es decir § € B\ C.

i) Eriste una funcion f € H(Bg) que no tiene orden finito si y sélo si B, = 0 es

decir B € C'\ B.

iii) Toda f € H(BE) tiene orden finito y existe g € H(SE) que tiene orden positivo si
y solo si 8, € (0,+00) es decir € BN C

Demostracion.

i) Del teorema anterior se tiene que un espacio de Hilbert H(Sg) es inducido por
B € ANC siy solo si tiene la propiedad (P,), es decir, existe g € H(Sg) que
tiene orden distinto de cero. Si se niega esta proposicién se tiene que toda funcion
g € H(BE) tiene orden cero si y sélo si B ¢ A N C, pero H(BE) no tiene la
propiedad (P2) siy sélo si 5 ¢ C, y por el Teorema 3.3.1 se tiene que € B ya
que [ tiene orden finito. Por tanto 5 € B\ C, es decir, 3, = +o0.

ii) Del Teorema 3.3.1 se tiene que un espacio de Hilbert H(fg) tiene la propiedad
(Py), es decir, toda funcién f € H(Pg) tiene orden finito si y sélo si este es
inducido por § € B. Si se niega esta proposicion se tiene que existe una funcion
f € H(BE) con orden infinito si y sélo si el espacio esta inducido por 5 ¢ B,
pero esto significa que cumple la propiedad P(2) y por el Teorema 3.3.2 tiene que
€ ANC, en particular § € C\ B, es decir, 5, = 0.

iii) Del Teorema 3.3.1 y Teorema 3.3.2 se sabe que en un espacio de Hilbert toda
funcién f € H(B¢) tiene orden finito si y sélo si es inducido por 8 € B y que un
espacio de Hilbert H(0¢) existe g € H(Be) con orden distinto de cero si y sélo si
este es inducido por § € A N C. Uniendo estas dos proposiciones se obtiene que
toda funcién f tiene orden finito y existe g que tiene orden positivo si y soélo si
H(Be) es inducido por € ANBNC=BNC.

Es decir, 8, € (0,00). O

Por el colorario anterior se tiene que un espacio H(f,) es un espacio de Hilbert de
funciones enteras de orden finito, mientras un espacio H(f3}) es un espacio H(f3,) que
tiene al menos una funcién de orden positivo. Por lo tanto, H(/3,) es un caso especial de
H(BE), H(B,) es un caso especial de H(53,) y H(BS,T) es un caso especial de H(B]).

Nota. Es claro que cualquier espacio E,%(T, 7) es un espacio H(ﬁ/‘f), y cualquier espacio

F? es un espacio H(S]) con £, = vVa~"n!. Entonces ambos E2(T,7) y F?2 pertenecen a
la misma clase #(/3;). Sin embargo, mientras Ei(T, T) también pertenece a la subclase
H(BS,T), no es cierto para F (como pg(n) = v/an 1 +00).
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3.3.2. Espacios E2( 7)Y H(B;,T)

En el desarrollo de esta seccion se presentaran los espacios Ei(T, 7)y H(B),T), donde se
mencionan sus particularidades, propiedades principales, relaciones entre estos espacios
y los espacios que se trataron anteriormente, también se define al operador derivada, y
ademas se establece propiedades importantes con el operador traslacion Tj, el cual se
define por T, f(z) = f(z+b), siendo f una funcién entera. Se finaliza la seccién con un
diagrama de exclusiones e inclusiones entre los diferentes tipos de espacios.

Nota. Siempre que 3 € A, para toda (a,) € (%, la serie f(z Zanz es abso-

lutamente convergente para todo z € C pero el Teorema 2.3.1. Entonces para todo
w e C

flz4+w) = Zanz—l—w Zan [Z( )zkw”k]
k=0
B () 00 n wel o () Sk 00 ! -
= 2|2 () =2 2
k=0 Ln=k k=0 n=k
<k
= Y g
k!
k=0
Para cada n € N, define h,(z) = ;2" Claramente, h, € H(Bg) y tiene norma
||ha]] = 1 y orden de crecimiento cero. la sucesién (h,) forman una base ortonormal

para H(Bg) y es crucial para el estudio de H(Bg) y sus operadores de composicién .
La clase E2(T) fue presentada por Chan and Shapiro [3] cuando el autor investigaba el
comportamiento ciclico de los operadores de traslacion.

Se ha de destacar que para un espacio Eﬁ(T) cualquier operador T,(b € C) actuando
sobre este es acotado. Con una apropiada modificacion, la condicion § € D puede ser
omitida y los siguientes resultados, los cuales generalizan el resultado correspondiente
en Chan and Shapiro [3], todavia se mantienen.

Proposicién 3.3.1. Sea D el operador derivada actuando en un espacio H(Sg) es decir
D(f)=f', f € H(Br) yb e C\ {0}. Los siguientes resultado son equivalentes:

i) D es acotado en H(Bg).
ii) El operador traslacion Ty, es acotado en H(BE).
iii) La funcion pg es acotada.
Demostracion.

» Se quiere ver que si D es acotado en H(Sg) entonces el operador traslacién T}, es
acotado en H(fSg). Suponga que D es acotado, entonces existe M > 0 tal que

IDCHI < M £,
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pues se tiene ya que || f|| < ooy de la acotacién de D(f). La nota anterior muestra
que

fa+b) =3 "),
k=0
entonces
T(f) =Y 5 D)
k=0
de donde,

|b!k K
|To(f |<Z 1D (f

por la desigualdad triangular

[bl* K Ibl’“ M)
Z P IDE NI = 1111 Z = [ flle

k=0

Se mostrard que si el operador traslacién T, es acotado en H(fg) entonces la

funcién ug es acotada. Suponga que el operador traslacién T, es acotado en H(Sg)

entonces existe M > 0 tal que ||T,(f)|| < M||f||, para todo f € H(Sg). En

particular para f = h,, se tiene que ||Ty(h,)|| < M con h,(z) = ;12" de donde
Ty(ha) = D 57D"(B.'2")

k=0
00

B poon! z
= 2 kl(n —k)! B

k=0

o0 n zn—k
B Zbk(k) 3

n 2
" n> 1
()7

I Ty(h,)|| = Z
> bl <Z) 572;’“ < M?

k=0
k=0

52

es decir

IN

0] 15(n)?
pg(n)? <

Por tanto 5 es acotada.
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» Se nota que si la funcién pg es acotada entonces D es acotado en H(fg). Suponga
que la funcién pg es acotada entonces existe M > 0 tal que pug(n) < M para todo

n > 0, para cualquier f(z Z a,z" € H(BE) se tiene que

[e.9]

IDNIE = Y amne""!

n=0
oo

= Z |ann|* 85

n=1
[eS)

= Z |an|*n B

n=1

pero

2
Bus(n)? = (nh) 2

Bn
Bt

— 2 (21) 2
= 7126(2”_1)

Luego

DI = Zlanl s (n

< WHfH2

)
= Y Mal’B;
n=1

pues pg(n)* < M?y Z|an| Batp(n)? < Z|an| BaM? y como M?||f[]* < oo.
n=1

Por tanto D(f) es acotado.

[l

Cabe destacar que por la Proposicion 3.3.1, se sigue que
[Dllop = sup{ps(n), n € N}, (3.7)
donde la notacién || - ||, denota la norma del operador. Esta norma serd de gran ayuda

para el siguiente capitulo en la secciéon de norma esencial y compacidad. En la siguiente

proposicion se va a establecer como actia el operador derivada en un espacio de Hilbert
de funciones enteras.
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Proposicién 3.3.2. El operador derivada D actuando en un espacio de Hilbert H (k)
es compacto si y sélo si lim pg(n) =0
n—o0

Demostracion. Para mostrar esta proposicién se hace uso del siguiente resultado ”
Un operador lineal L actuando en un espacio de Hilbert H es compacto si sélo si para
todo (z,) que converge a cero débilmente, (L(x,)) converge a cero fuertemente”.

Se mostrard ahora en base a lo anterior la necesidad de la proposicion, es decir que si
el operador derivada es compacto entonces el nh—>I£10 ps(n) = 0.

Suponga que el operador derivado D es compacto en H(Sg). Sea g(z) = anz" €
n=0

H(BE), entonces (Z |bn\252> < 400, por tanto Z 6,282 < 400, de acd se tiene

0 n=0
que lim |b,[*82 = 0 de esto lim |b,|3, = 0, de lo cual
n—00 n—00

n—=

n—oo n—0o0

oo
, ; —-1_n k
lim (h,,g) = lim (B, 2", g by 2")
k=0
y —17 52
= lim B, b,5,
n—oo
esto se tiene ya que los demas términos son cero exceptuando el n-ésimo

lim (h,,g) = lim b,53,
n—oo

n—o0
= 0.

Por lo tanto h,, converge débilmente a cero. La compacidad de D implica que

1 1
n—00 n—00 Bn n—00 Bn
oo 2 1/2 ﬁ
_ Y n o e MPp
- (Sl ) -

= lim pg(n) =0.
n—oo

El lim pg(n) = 0 ya que si el operador derivada actiia sobre una sucesiéon que converge
n—oo

débilmente a cero, su imagen converge fuertemente a cero. Ahora se va a mostrar la su-
ficiencia de la proposicién, es decir, que si lim pg(n) = 0 entonces el operador derivada
n—oQ

D actuando en un espacio de Hilbert H(5g) es compacto.
Suponga que pg(n) — 0 cuando n — oo. Sea (f,,) una sucesién arbitraria en H(0g)

que converge débilmente a cero, donde f,,(z) = Z a;m)z". Como el espacio H(Sg) es

n=0
un espacio completo y normado entonces es un espacio de Banach, asi por el principio
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de acotacién uniforme, entonces existe A > 0 tal que ||f,|| < A. Se demostrard que
D(f) converge fuertemente a cero. Con este fin, para todo € > 0, existe N € N tal que
para n > N, ug(n) < (Av2)~'e. Se tiene que

ID(fa)IIP = [lnal™ "2
= ZnQIQ;m)IQB(Qn—l)
00 2
n (n— 1)
= Z 5 lalm 287
= Zﬂﬁ(n)Qlaﬁm)IQﬁi
n=1

N
= > up(n)’lal™ B + Z ps(n)?|al™|? By
n=1

n=N-+1

IN

N o] 2

2 (m)|2 22 € (m)|2 22
> na(m) P+ Y slalm e
n=1 n=N-+1

o0

N 2
m € m
= Y usnPlafV B+ s Y a6
n=1

n=N+1

N
— § ' 21 ,(m)|2 2 2
g Mﬁ(n> |an ’ ﬁn 2A2Hfm||

Luego, como || f,,||> < A? se obtiene

m €
ID(f)|> < Zﬂﬂ )2[al™ 282 +

5 (3.8)

Por otro lado como f5(n) converge a cero, sea U una cota superior de pg. Como (f,,)
converge débilmente a cero se tiene que

i (fom, hy) = lim a{™g, =0,

m—00 m— 00

para todo n. De acé para todon € {1, 2, ..., N} existe un M, tal que para todo m > M,,,
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’agm)|ﬁn < . Asi para n > k.= M@I{Ml, MQ; ...,MN} se tiene que

€
UvV2N

N N
S usm?lalmpEsr < ST U
n=1

Luego
N 2
> msPaPE S < S+ S =
n=1

Ast, || D(fm)|| < e. Por tanto como (f,,) converge débilmente a cero y D(f,,) converge
fuertemente a cero, entonces D es compacto en H(Sg). [

Como H(B,T) es un espacio H(Bg), con 3 € CN G, como consecuencia de la Propo-
sicién 3.3.1, cualquier operador de traslacion actuando sobre este espacio es invariante
y acotado. Es mas E2(T,7) es un caso especial de H(GF,T).

Se denotard por {H(5g)} el conjunto de todos los espacio de Hilbert H(fSg), y simi-
larmente a esta notacién {H(6,)}, {H(B5)}, {H(BF, T)}, {E2} {EX(T)} y {E(T, 1)}
Note que por las proposiciones anteriores se tiene que (CNG)\(DNG) # Dy (DNG)\
(CNG) #0, las dos clases {EZ(T)} y {H(B,},T)} no estén contenidos uno en el otro.
La siguiente cadena de inclusiones y exclusiones, como corolario de la Proposicién 3.2.1,
resume lo que se discutié en la presente seccion.

Corolario 3.3.2. FEl siguiente diagrama de exclusiones e inclusiones es verdadero

= =

c c c

—=

{#(5,, 1)y < {HB) & {HB)r & {H(Be)}

{EX(T,7)} ¢ {EMy ¢ {E}
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Capitulo 4

Operadores de composicion en

H(By) y H(B,,T)

Sea H(Pg) un espacio de Hilbert inducido por 5 = {8,} y ¢ una funcién entera. Se
define el operador de composiciéon C,, inducido por ¢, actuando sobre H(fSg) como

Co(f) = fop, f € H(Be).

Las propiedades como la invarianza, acotacién, compacidad, rango finito, norma esen-
cial, entre otras, son los temas usuales en el estudio de operadores de composicion, para
el lector interesado en profundizar sobre estos temas, puede consultar el texto Cowen
and MacCluer [5]. A pesar de que los criterios para tales propiedades en el caso maés
general § € A ain son problemas abiertos, por lo tanto han habido estudios para el
caso especifico donde § € H.

Para cualquier espacio Ei(T, 7), es decir, el espacio H(fg) con f € H, el criterio
para la acotacién y compacidad de C, se descubrieron en Chacén et al. [2]. En las
técnicas usadas por estos autores se debe utilizar la hipdtesis ug(n) | 7 > 0. Una
pregunta natural surge ;que tal un caso mas general cuando [ esta en algin conjunto
que contiene a H?

Esté capitulo generaliza los resultados de Chacon et al. [2] sobre los espacios H(3)) (es
decir, 3 € BN C) y H(B,,T) (es decir, € CN G). El enfoque al problema induda-

blemente no considera la existencia de .

4.1. Invarianza y Acotacién

Primero se nota que los conceptos de invarianza y acotacién son distintos. Un operador
lineal L actiia sobre un espacio normado X es invariante si L es un mapeo en si mismo
esto es L(X) C X.Asi mientras la acotacién implica invarianza, el reciproco no siempre
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es cierto. Sin embargo, en el caso de que X es un espacio funcional de Banach, (es decir,
si las operaciones vectoriales son operaciones puntuales, f(z) = g(x) para cada x € X
implica f = g, f(x) = f(y) para cada funcién en el espacio implica z = y, y para cada
r € X, el funcional lineal f — f(x) es continuo) estas dos propiedades (acotacién e
invarianza) son equivalentes, si se desea profundizar sobre estos temas, puede consultar
el texto Cowen and MacCluer [5]. Como cualquier espacio H(fg) es un espacio funcional
de Banach C,, es invariante si y sélo si es acotado en H(0g).

A continuacion se presentard el teorema de Bohr el cual da herramientas que se utili-
zaran a lo largo de esta seccién.

Teorema 4.1.1 (BOHR). Se supone que f(z2),g(2),h(z) son funciones integrables co-
nectadas por la relacion

Se supone ademds que
h(0) = 0. (4.1)

Sea F(r),G(r), H(r) que denotan el mddulo mdzimo de f(z), g(z), h(z) respectivamente
en el circulo |z| < r. Entonces existe un numero ¢ definido entre cero y uno, indepen-
diente de g(z),h(z) yr, y tal que

F(r) > G (CH (%r)) |

Nota. Se puede sustituir % por cualquier fraccién positiva, siempre que ¢ sea reempla-
zada por alguna otra constante adecuada.
Se observa que la desigualdad opuesta.

F(r) < G(H(r))
es una consecuencia inmediata de las definiciones.

Demostracion. (El Teorema de Bohr)
Se supone que p es un nimero dado con 0 < p < 1y w = ¢(z) es cualquier funcién
regular (analitica e inyectiva) para |z| < 1 y que satisface las condiciones

$(0)=0 ;  méx|e(z)| =1 (4.2)
Sea 1, que denota el radio de la mds grande circunferencia |w| = ry cuyos puntos

representa todos los valores que toma ¢(z) en el dominio |z| < 1. Entonces 7, no es
menor que ¢, con C' = ¢(p) es un nimero positivo que sélo depende de p. Para fijar las
ideas se toma p = %, asignando C' (%) = ¢y aplique el teorema a la funcién




que satisface las condiciones de la ecuacién (4.2). Se puede observar que la funcién
w = h(z) recorre el dominio circular |z| < r en una superficie de Riemann extendida
sobre el plano w cuyas diversas capas cubren toda la longitud de un cierto circulo de
centro en w = 0 y de radio R, siendo R no menor que CH(%T).

Se supone que wy es un punto en el circulo |w| = R, tal que
|9(wo)| = G(lwo|) = G(R)
entonces existe al menos un punto zg dentro de |z| < r, tal que
h(zo) = wo.

Se sigue que

|
S o

IA
e

Esto demuestra el teorema. O

Los siguientes resultados claves sobre composicion de funciones enteras se deben a Pélya,
si el lector se encuentra interesado en estos resultados, se puede remitir al texto Pélya
[9], para poder establecer las propiedades de Cy también se requiere el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Sean g y h funciones enteras tales que f = g o h es una funcion entera
de orden finito. Entonces se tiene que se satisface alguno de los siguientes items

(1) h es un polinomio y g es de orden finito, o

(2) h no es un polinomio, pero es una funcién de orden finito, y g es de orden 0.
Demostracion. El caso donde g(z) o h(z) son constantes es inmediato ya que en ambos
o0
€asos Z a,z" se limita al primer término y el orden seria cero, es decir finito.
n=0
Ahora si se considera, si es necesario h(z) —h(0) en lugar de h(z), y g(w+h(0)) en lugar
de g(w), se puede y se debe suponer que (h(0) = 0) como se muestra en la ecuacién
(4.1) es verdadero. Entonces se tiene, adoptando la notacién (f(z) = g(h(z)) se obtiene
que

F(r) > G(cH(2™Y)r) (4.3)

Observe que F(r), G(r) y H(r) son funciones crecientes. Se puede expresar la hipdtesis
de que f(z) es de orden finito por la desigualdad

F(r) < Ae™. (4.4)
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Se asume
h(z) = a1z + ag2® + ... + amz™ + ...,

es decir

h(z) = Zanz”

n=1

y se supone |a,,| > 0. Se tiene que

H(r) = |ap|r™ (4.5)
y en virtud de (4.3), (4.4) y (4.5)

G(clam|27™r™) < G(cH(27'r)) < F(r) < Ae™,

G(clap|27™r) < 4™
Es decir, el orden de ¢g(z) no excede a/m. Si h(z) no es un polinomio, m puede ser
escogido arbitrariamente grande y en este caso el orden de g(z) es cero. En cualquier
caso existe una desigualdad para g(z), andloga a (4.5), que permite afirmar que

G(r) > |by|r" siempre que |b,| > 0,n > 1.
Combinando esto con (4.3) y (4.4), se obtiene
bale" (H2 )" < G(eH(27'r) < F(r) < Ae™,

esto dice que el orden de h(z) no es mas grande que a. El punto principal esté establecido
por el Teorema de Bohr, naturalmente no hay dificultad para encontrar relaciones mas
cercanas entre los 6rdenes de magnitud de F(r), G(r) y H(r). El caso 2 de este lema
es en realidad posible. Sea

g(w)=1+2" w+27 % +27%°% + ..., H(z) = €.
la composicion de estas funciones es
g(h(z)) =1+ 27 e + 274 4 27%% + (4.6)

es la mitad superior de una serie Theta. Los ceros y el orden de magnitud de toda la
serie theta son perfectamente conocidos, se concluye que la funcién (4.6) es de orden 2.
Se puede obtener facilmente informaciéon més precisa por calculo directo. Sea M (r) que
denota el médulo méximo y N(r) el nimero de ceros de la funcién (4.6) en el circulo
|z| < r. Entonces se tiene que

lim 7 2log M(r) = 2 lim r>N(r)

r—00 r—00

1
41og(2)
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El siguiente teorema es un resultado importante para esta seccion, ya que presenta la
relacion entre un operador de composicién acotado y la forma de la funciéon entera de
la cual esta inducido

Teorema 4.1.2. Si un operador de composicion C,, inducido por una funcion entera
¢, es acotado en H(B; ), entonces p(z) = az+b (a,b€C) yla| < 1.

Demostracion. Sea C,, acotado, por el Corolario 3.3.1 item (iii) existe f € H(B,) con
orden creciente positivo, entonces el caso (2) de Lema (4.1.1) no puede ocurrir, por
tanto ¢ debe ser un polinomio. De donde ¢(2) = b,,2™ + b,,_12™ ! + ... + by donde

by, # 0.
Como C, es acotado, existe algin M > 0 tal que para todo n € N

1Co(ha)l < M|[hnll = M

para esté caso

Co(hn)(2) = hnoo(z)
1

= E(w(Z))"

con lo cual

(bp2™ + b1 2™+ b)) < M.

’ 1
Bn
Pues ||h,|| = 1. El coeficiente principal de (b,,2™ + by 12™ 1 + ... + bg)™ es b7, (de los

2™ términos).
Entonces, para todo n € N,

n 2n 32
/BTL B’I’L

(b 2™ + b1 2™ o)

o <M. (47)

se va a mostrar por contradiccion que m < 1.
Se supone que m > 2, (4.7) es equivalente a

|bm|nﬁmn
P M
Bn -
Brmn VM
{ < ., VneN.
Bn |6



Como lim VM =1, (1"/%) esta acotada, por

n—o00 n=1

v M
S:sup{ Tk nEN}.
Para S > 1. Entonces,

an 6m2n 2 Bm3n
f[Pmn g [ Omin e [Pmin g
Bn - an ﬂan

Esto dice que para todo n,k € N.

k k k
Brtn _ H Brmen < Smpiln — Snn:n—: . (48)
p=1 1

n ﬁml’—ln p=

Como lim {/f, = lim ﬁ}/ " = 400 se puede encontrar N lo suficientemente grande tal
n—oo n—oo

que V/[y > S. Fije N y considere {/(y > S como una constante, se puede encontrar
N’ tal que /3, > V/Bn para todo n > N'.

Se escoge k : m*n > N, entonces

i Bmkn > N\/ ﬁN'
De donde

Busn _ BN ‘ b
m—>i—5ﬁ_1>SN(m_l)ZSN -1 como m > 2,

BN BN

lo cual contradice (4.8). Entonces, m = 1 y el enunciado de la ecuacién (4.7) queda
dado para algin M > 0, |b;|" < M para todo n,

%MSM comom =1
by |™ by |™
01" B1n |01 6n:|b1|n§M'
B B

Pero esto ocurre si y sélo si |b1| < 1. De donde, ¢(z) = az + b para algin a € C con
la| < 1. Es decir, como

©(2) = by 2™ 4 bp_12™ 4 L+ b
pero como m = 1, entonces
©0(2) = biz' 4+ bz’ = bz + by

CODb1€C,|b1|§1be€C. ]
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Nota. En la demostracién de la necesidad para la acotacion de operadores de compo-
sicién en E2(T,7) obtenida en Chacén et al. [2], los autores principalmente siguieron la
hipdtesis pg(n) | 7 > 0, es decir § € H, para mostrar que ¢(z) = az + b. Esté resultado
es similar a la demostracion del Teorema 4.1.2, pero este método de demostracién puede
ser aplicado a cualquier espacio H(ﬁ;)

Ejemplo. Recuerde que = ® donde

50 n! si n es impar
2n! si n es par,

en la prueba de la Proposicién 3.2.1. Se tiene 8, < 1, pg(n) < 2y 8 creciente. Esto
es que B € (CNG)\H , entonces f®) es un espacio H(3]) (v ademés un espacio
H(BS,T)), pero no un espacio Eﬁ(T , 7). Mientras que el resultado de Chacén et al.
[2] no puede ser aplicado, el Teorema 4.1.2 se mantiene, es decir, cualquier operador
C, acotado en este espacio H(f3;) puede ser inducido por algin ¢(z) = az + b con
la]| < 1. Se obtiene la necesidad para la acotacién de C, en cualquier espacio H(B]).
Particularmente para el caso ’H(ﬁ;r, T), el reciproco es verdadero.

El siguiente teorema brinda las condiciones que se debe tener para que un operador de
composicion sea acotado

Teorema 4.1.3. Sea C, un operador de composicion inducido por alguna funcion en-
tera ¢ actuando en H(B;,T). Sip(z) =az+b (a,b € C) donde |a| <1, entonces C,
es acotado en H(B;,T).

Demostracion. Se supone primero b = 0, entonces ¢(z) = az, con |a| < 1. Para toda
funcién

f(z)=> anz" € H(BS,T),
n=0

se tiene que si ¢(z) = az y |a] < 1 entonces como f € (H(BEg), luego

oo
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de donde

2

ICo(NIF =

o
g anpa™z"
n=0

oo
= > laula" 5
n=0
o

= > laufa 52

n=0
o9

> lanlB; = I fII* < +o0,

n=0

IN

entonces C,, es acotado.

En el caso ¢(z) = az + b con b # 0, por la Proposicién 3.3.1 item (ii) (el operador
traslacién Ty, es acotado en H(Sg)), y como C,, es acotado, entonces

C<p = Caz o Tb7

por tanto C,, es acotado en H (3, T). ]

4.2. Norma Esencial y Compacidad

En esta seccién se estudia la compacidad de los operadores de composiciéon actuando
en H(f3;) para esto es necesario el siguiete lema:

Lema 4.2.1. Sea X,Y dos espacios de Banach de funciones analiticas en U, un dominio
de C. se supone que

1. Los funcionales evaluacion puntual en'Y soncontinuos.

2. la bola unitaria cerrada en X es un subconjunto compacto de X en la topologia
de convergencia uniforme en conjuntos compactos.

3. T:X =Y es continua cuando X y 'Y tienen la topologia de convergencia uni-
forme de conjuntos compactos.

Entonces, T es un operador compacto si y sdlo si para cada sucesion (f,) acotada en X
tal que f, — 0 uniformemente en conjuntos compactos, se tiene que la sucesion (T f,)
converge a cero en la norma de Y .

Demostracion. Primero se supone que 7' es un operador compacto y sea (f,) una su-
cesion acotada en X tal que f, — 0 uniformemente en conjuntos compactos, cuando
n — oo. Para el resto de esta prueba, se utilizard | - |y para denotar la norma en el

69



espacio Y. Si la conclusién es falsa existe un € > 0 y una subsucesion ny < nz < nz < ...
tal que

T fn;ly > €, paratodo j =1,2,3,... (4.9)

ya que (f,) es una sucesion acotada y 7' es un operador compacto se puede encontrar
otra subsucesion n;, < n;, < ...y f €Y tal que

T fny, — fly =0, (4.10)

cuando k& — oo. Por (1) los funcionales evaluaciones puntuales son continuos, por lo
tanto para cualquier z € U.

luego por (4.10) y (4.11) se tiene,
T fn;, — fly =0 (4.12)

uniformemente en conjuntos compactos, como fn].k — 0 uniformemente en conjuntos
compactos, de (3) se tiene que, T f"jk — 0 uniformemente en conjuntos compactos.
Asi por (4.12) f = 0. luego por (4.10) se tiene que \Tfnjk|y — 0 cuando k£ — oo, que
contradice (4.9). por lo tanto se debe tener

T fn|ly — 0, Cuando n — oc.

Reciprocamente, si es {f,} una sucesién acotada en X. Se mostrara que la sucesién
{T'f.} tiene una subsucesién convergente en norma. Sin pérdida de generalidad {f,}

pertenece a la bola unitaria en X. Por (2) existe una subsucesién n; < ny < ... tal
que f,, — f uniformemente en conjuntos compactos, para algin f € X. Por tanto, por
hipétesis, |T'f,, — T fly — 0, cuando j — oco. Esto finaliza la prueba del Lema. ]

Nota. =) solo usa (1) y (3) <) solo usa (2).
De los resultados anteriores, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1. Si un operador de composicion Cy, inducido por una funcion entera ¢
es compacto en H(B), entonces p(z) = az + b, con |a| < 1.

Demostracion. Como C,, es compacto, por definicién C, es necesariamente acotado.
Ahora por el Teorema 4.1.2 entonces se tiene que ¢(z) = az+b con (a,b € C) y |a| < 1.
Se debe mostrar ahora porque la desigualdad es propia es decir (|a| < 1).

Como (h,,) converge débilmente a 0, entonces



luego C,(hy,) converge fuertemente a 0, ya que

Co(hn) = hy 0 p = M;))” _ (a2 ; b)"

luego
b n
lim €, (hy) — lim 2" g

n—oo n—0o0 /Bn

Nota. A partir de un b se sigue manteniendo la desigualdad entre las dos sucesiones y
converge fuertemente a cero porque |a| < 1, es méds como az + b = b+ az entonces

b+ az)"
Bn

i (Z) bk (az)*

k=0

C@(hn) =

Ahora

2

Bi

(Gt
Bn
(2)2‘b|2(n—k)|a|2k
A

_ n 2|b|2(n—k)|a|2k6_l%
= \k s

WE

IC(h)lI* =

i
o

Bi+ Y 05

k=n+1

)=

Eod

3 |l

[e=]

o

El ultimo término de la sumatoria cuando k = n sera
2 62
n B2

se sigue que

n n 2 52
2n 2(n—k)| |2k Pk
a|" < b a|™ ==
<3 () ek,
k=0
luego como C,(h,) converge fuertemente a 0 entonces

lim [a" < lim [|Cy(h)]?
n—00 n—o0

lfim |a]*® = 0,
n—oo

por tanto |a| < 1. O
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De manera similar, el resultado de acotacion, particularmente para el espacio H(B;“, T),
la necesidad para la compacidad de un operador C,, es también su suficiencia. Esto puede
derivarse del estudio de la norma esencial de estos operadores que se da a continuacion.

Definicién 3. Sea X un espacio de Banach y K(X) el conjunto de todos los operadores
compactos en X. La norma esencial de un operador lineal acotado L en X, denotado
como || L], estd definido como

[L]le = mf{|[L = Kl[op - K € K(X)},

donde ||T||,, denota la norma del operador definida en (3.7). Claramente, L es compacto
si y solo si || L] = 0.

Con esta definicion se puede dar paso al siguiente lema

Lema 4.2.2. Para cada p € N, el operador lineal

K,: f(z)= ianz” - ianz”
n=0 n=0

es compacto en H(fg).

Demostracion. Claramente es compacto pues el rango de K, serd el conjunto de los
polinomios de grado < p, es decir,

Ran(K}) = B[]

que tiene dimensién finita p, por tanto K, tiene rango finito y por el Teorema 4.2.1 es
compacto en H(0g). O

Se define 0 < D, := inf{ug(n),n € N} < D* :=sup{ug(n),n € N} < oo con lo cual se
tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2. Sea C, un operador de composicion acotado en H(ﬁ;’,T) inducido
por p(z) = az +b. Entonces

1Celle ~ lim_|al".
n—00
mds precisamente
Vlal? +[b]D? lim o] < [|Cyle < P lim |af".
n—o00 n—oo

Demostracion. Se nota que ||D||,, = D* por (3.7), también por el Teorema 4.1.2 se
tiene que |a|] < 1, luego

0, silal <1,

inf |a|” = lim |a|* = _
neN n—r00 ]_, S1 |CL| = 1.
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eCota Inferior: Tome e > 0 arbitrario. Considere la sucesion definida por h,(z) = 2—:
que tiene norma ||h,|| = 1y (h,) converge débilmente a 0 por 3.3.2. Por definicién de
norma esencial, existe un operador compacto K tal que para todo n € N,

1Colle = Wi{||Cy = Kllop} > [[Cp = Kllop —

NN e

> (G, = K) ()l = 5 2 Co ()| = 1 ()| = 5,

yaque T: X =Yy [Ty = suppy {IT2],} > [Z,], siempre que [l = 1y luego

por propiedades de norma se tiene la ecuacién anterior. Es més, como (h,) converge

a 0y K es compacto entonces lim ||K(h,)|| = 0, luego, existe un N € N tal que
n—oo

| K(hy)|| < § para todo n > N, por definicién de convergencia, pero esto es equivalente
a —||K(hy)|| > =35, de esto se tiene que para n > N

1(Cp = K)(hn)le = ||C'¢(hn)||—||K(hn)||_§

> Gl -5 - 5
> IC, () — .
Se tiene que
1B = | (”)2|b|2<n—k>|a|%5—'g
2\ B2

1 <& 2
= @Z <Z) |a|2k[b[2(n=k) 32, (4.13)

cuando k =n

1 (n\’ 2n|7.12(n—n) 22  \2| (20 2(0) on
7 \n |a[™[0] &Z@(l) |a[* [0 = |a[™,

cunando k=n—1

o O T I T
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luego

(4.13) > \/Ial2”+|a|2” 1|b|2 =

2 2
) \/|a|2<” ol + a2~ 1>' L

- \/Ha||2(" 0 (1o -+ P )
— (n—1) \/| |2 | |2n253 1
ja] ™™

V0al2 + [b2as(n)?
> o ¢ Jaf2 + [b[2 inf {15 (n)?}

= [a|""V/]al? + [b]D2,

por lo tanto,
1Celle = [ICo(Ra)ll =€ > mf [[Cy(hn)l| e

> inf <|a|(”_1) |a|2+|b|2z>z)—e,

- >N

como no depende de n y es D? el inf{us(n)?}
— P+ PD? faf o) — e,
n>N

por hipétesis inf |a|® = lim |a|" luego
neN n—+00

V|al? +1b|*D2 lim |a|™ —
n—o0
como € es arbitrariamente pequeno, se obtiene la cota inferior
1Cslle = V/lal* + [6]*DZ lim [al"
n—oo

eCota Superior: Por el Lema 4.2.2 cada operador K, es compacto y también K, o C,,
lo es, luego

1Clle < zl;rElI{I [Cy — Kp o Cpllop,
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o0

para cualquier f(z) = Z a,z" € H( :,r, T), por la Nota 3.3.2, se tiene que

e (55 0o

k=p+1 n=~k

< |a|p+1 f: Zki (Z)anbn—k

k=p+1 n==k

(Ce = Kp o Co)(f]

oo o0

m—l—k
[ Zm! Z am—l—kzk
k=p+1
b || o= (m+k)!
+1 k
< ey e R
m=0 k=p+1
b || = (m A+ k)
+1 k
< a0 D e
m=0 k=0
p+1 b m
|al Z D™
m= 0 :

< lalP £l

va que ||[D™(f)| < (|| D]|op)™ entonces, para todo p € N, ||C, — K, 0 C, || < |a[PTLelP".
[

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene:

Corolario 4.2.1. Sea C, un operador de composicion en H(B;},T) inducido por algin
©(z) = az +b. Luego C, es compacto si y solo si|a| < 1.

Demostracion. Suponga que C,, es compacto, por el Teorema 4.2.1 y como ’H(ﬁ;, T)C
H(B)) entonces |a| < 1.
Ahora suponga que |a| < 1, por el Teorema 4.2.2 se tiene que

1Clle ~ lima|™ =0

y de los hechos anteriores se tiene que L es compacto si y sélo si ||L||. = 0. Por tanto
C,, es compacto si y sélo si |a| < 1. O

4.3. Diferencia compacta de dos operadores de com-
posicién en H(3),T).

En esta seccion, se estudiara la compacidad de la diferencia de dos operadores de com-
posicion acotada que actian en H(ﬁj, T).
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Sean C,, y Cy inducidas por p(z) = az + by ¥(2) = cz + d, respectivamente (|a| <
L, ]e] < 1). Ya que el operador de traslacién Ty es acotado en H(B),T) y

C<p - Cz/; = (Caz+b7d - Ccz) © Td7

la diferencia es compacta si y sélo si Cy,1p—g — Ce, es compacta (porque Ty, que es
precisamente C,, 4, no es compacto, por Corolario 4.2.1). Por lo tanto, se puede suponer,
sin pérdida de generalidad, que d = 0. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.1. Sean C, y Cy operadores de composicion acotados en H(ﬁ:,T)
inducidas por p(z) = az +b y (z) = cz respectivamente. Si la diferencia C, — Cy, es
compacta, entonces exactamente uno de los siquientes items se satisfacen:

1. Ambos C, y Cy son compactos (es decir, |a| < 1,|c| < 1);
2. Ambos C, y Cy no son compactos (es decir, la| = |c| =1) ya = c.

Demostracion. Se supone que C, — Cy es compacto. Entonces o ambos C, y Cy son
compactos, o ambos C,, y Cy no son compactos. Para el primer caso, se supone que
alguno de los dos no es compacto, sin perdida de generalidad se toma |a| =1y |c| < 1,
luego como C, — (', es compacta entonces debe ocurrir que

|1Cy — Cylle = lim |a™ — "] =0, (4.14)
n—oo
pero por desigualdad triangular se tiene que

lim [a" —c"| > lim (|a"| — |c"|)
n—oo n—oo
= lim |a"| — lim |¢"|
n—oo n—oo
— 10
= 1,

lo cual es una contradiccién con la ecuacién (4.14), por tanto, ambos C, y Cy son
compactos.

Para el segundo caso, se tiene que |a| = |¢| = 1. Se asume por el contrario que a # c. Se
considera la sucesién (h,,) de la seccién anterior, que converge débilmente a 0, entonces
(Cy — Cy)(hy) converge fuertemente a 0, cuando n — oo, por Lema 4.2.1.
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Ya que

1(Cy = Co)(m)I* = (R 0 ) = (R0 ¥)]?
(az+b)"  (cz)" 2
Bn Bn

_ Bi,% 3 (Z) (a2)" 6" — (c2)

k=0

_ ﬁig (az)" +:§;: (Z) (a2)b"* — (c2)"

2

= |l — e+ (Z) (a2t

82 .
. 2
o i n ny . n . n k kbnfk
= 7 (@™ — ")z +k:0 i a®z
1 n_ n|2p2 « (1)’ 2k 227 12(n—k)
= gl —era 30 (1) st
n k=0

2

n n|2 — n 2k|7,12(n—k) 613
— =Py () lapppe s
k=0 n

Z |an_cn’27
se tiene que
n n
ICo = Cylle ~ Mim Ja" = '] = Tim |(£)" = (£)"] =0 «= lim [1-y"| =0,
n—00 n—o00 a a n—o00

C

Yy = _# 17
a

por lo tanto, para € = % > 0 existe N > 0 tal que |1 —y"| < §, para todon > N.
Entonces,

2e= 1=yl =lylMly =1 =[y""" =y <1 =y + 11—y <e,
(ya que |y| = 1) lo cual es imposible. O
El caso (2) en la Proposicion 4.3.1 conduce al siguiente resultado.

Proposicién 4.3.2. Suponga |a| =1 y b # 0, la diferencia Cy,yp — Cy. es compacta si
y sdlo si lim pg(n) = 0.
n—oo
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Demostracion.
eNecesidad: Se supone que C,,, — Cy, es compacta, como en la prueba de la Propo-
sicién 4.3.1, ya que |a| =1,

n—1
n G
1(Cazss = Cax) (ha) I = Z(k [aP*[oP 5,

= ()
> |a|2n 1) ‘b|2 —(n— 1))ﬁ
o n—

62
Yk

n2|b\2 ﬁn;l

n

- ()
= (1blus(n))*,

ya que (Cuzip — Cqz)(hy) converge fuertemente a 0, lim |b|pg(n) = 0, que da
n—oo

lim p5(n) = 0

n—o0

eSuficiencia: Se supone ahora que p153(n) converge a 0, el operador derivada D es com-
pacto por la Proposicién 3.3.2. Esto es, que para cualquier sucesion (f,,) que converge
débilmente a O |D(fm)]| converge a 0.

Sea fm(z Za "(m € N). De la Nota 3.3.2, ya que |a| = 1, se tiene
[(Cazto — Caz) (f) | = ||Caz+b(fm) — Coz(f) |l
= Z a, Z az +b)" Z a™ (az)"
k=0
= Z al™ Z (Z) (az)"FpF — Z a™ (az)"
n=0 k=0 n=0
_ m) n—kpk (m) n _ (m) n
= Zan Z (k) (az)""b" + Zan (az) Z ay™(az)
n=1 k=1 n=0 n=0
= Z (Z) a™ (az)" "k
n=1 k=1
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Lk ©©

Sy A
2

n!
gk
!;m—k)!“" (a2)

k=1
m)|mk n! (m) n—k
; ! ;(n—k)!a" (a)

n? L m)a g2
= 2T\ X ol P

k=1 n=k
= > Bprra
k=1
o]
< [1D(fn) ||Z SIDI
o]
1D(f) ||Z 1D,
<
ol
e
< -
< IDUI S

donde D* = ||D||op = sup{ps(n),n € N}. En consecuencia, llm |(Cazar — Co)(fin)]| =

0, entonces C,,4, — C,. es compacta. O

Finalmente, como consecuencia de la Proposicion 4.3.1 y la Proposicion 4.3.2, se obtiene
el siguiente criterio acerca de la compacidad de la diferencia de dos operadores de
composicién acotados Cy, y Cy en H(B,, T).

Teorema 4.3.1. Sean C, y Cy dos operadores de composicion acotados en H(ﬁ;,T)
inducido por p(z) = az + b y ¢¥(z) = cz + d respectivamente. La diferencia C, — Cy, es
compacto si y solo si cualquier de las siquientes condiciones se cumple:

1. Ambos C, y Cy son compactos (es decir, |a| < 1,|c| < 1);
a=c, st lim pg(n) =0
2 lal=lc|=1y M ua(n)
a=cb=d, en otro caso
Demostracion. El item 1 se obtiene por el Teorema 4.3.1, {tem (1).

En el item 2 la parte de |a| = |¢| = 1 se obtiene por el Teorema 4.3.1, item (2), la parte
de a = ¢ si lim pg(n) = 0 se tiene de la Proposicién 4.3.2 y finalmente el caso donde
n—oo

a = c¢,b = d sera el caso trivial cuando C, — Cy, = 0. n
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Capitulo 5

Conclusiones

En el anterior trabajo se desgloso en su totalidad el articulo Hilbert Space of Entire
Functions and Composition Operators (Minh Luan Doan. Le Hai Khoi, 2015), se realizo
el desarrollo de este trabajo primero pasando por el espacio ¢4, donde 3 es una sucesién
de peso, cuando la sucesién varia, esta genera un nuevo espacio £%, es por esto que se
realiza el andlisis de las relaciones entre estos espacios cuando se varia la sucesion de
peso.

seguidamente en el trabajo se relacionaron estos espacios con las funciones enteras,
es de ahi donde salen los espacios de Hilbert de funciones enteras, los cuales son espa-
cios 625 que se intersecan con las funciones enteras, se establece también cuando estos
espacios pueden llegar a ser un espacio de Banach.

Un resultado importante en el trabajo es la cadena de inclusiones y exclusiones de
los diferentes tipos de espacios de Hilbert, seguidamente de los operadores de composi-
cion, propiedades de invarianza, acotacién, norma esencial, compacidad y la diferencia
compacta entre dos operadores de composicion.
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