UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

GEOMETRIA DE LA PROYECCION ORTOGONAL DEL
CONJUNTO SINGULAR DEL TORO UMBILICO

MONOGRAFIA DE TRABAJO DE GRADO PARA OPTAR POR EL TITULO DE MATEMATICO
PROYECTO CURRICULAR DE MATEMATICAS

Juan Pablo Chavarro Sanchez
Dirigido por: Prof. Carlos Ochoa C.
Co-Director: Prof. Martin Barajas S.

Bogota DC
Julio de 2021



Pagina 2



Resumen

En esta monografia se estudiara la proyeccion ortogonal de la curva que representa el conjunto singu-
lar de la superficie del toro umbilico, principalmente investigando cuando el kernel de la proyeccion
muestra una curva con singularidades de punto de caspide. Se abordara la construccion de la su-
perficie a partir de las formas cubicas reales ya que estas estan estrechamente relacionadas con la
clasificacion de puntos umbilicos a partir de los cuales se obtiene el toro umbilico para finalmente
hacer un analisis global de las proyecciones y sus singularidades.
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2 FORMAS CUBICAS

1. Introduccion

En la basqueda de las direcciones de proyeccion de la curva regular cerrada descrita por el conjunto
singular del toro o brazalete umbilico en las cuales la curva proyectada presente puntos de caspide
se enfoca esta monografia, por tanto pretendemos primeramente y a modo de motivacién estudiar la
estratificacion del espacio R* de las formas cubicas reales en 2 variables bajo la clasificacion en clases
de equivalencia que forman un espacio proyectivo tridimensional. |3] considera la accion del grupo
lineal de las matrices invertibles para obtener las orbitas y muestra los representante de estas orbitas
bajo dicha accion. Zeeman ademas da lo que como dijimos sera la motivacion de esta monografia,
una descripcion geométrica de dichas orbitas mostrando que ellas forman una rotacion de un deltoide
al que llama el brazalete umbilico

Ademas de esto en la seccion 3 abordaremos algunos aspectos relevantes de la superficie y esto nos
conducira al estudio de la proyeccion ortogonal del conjunto singular del brazalete umbilico y es alli
en la seccion 4 donde se concentra nuestra investigacion par poder caracterizar las curvas proyectadas
que presentan la singularidad de punto de caspide, los resultados de la investigacion nos conducen a
encontrar que estas curvas son una familia de curvas que se aloja en una curva sobre la esfera.

Para las imagenes y los calculos aqui realizados empleamos el software Maple 2021.

2. Formas cubicas

Sea G = GL(2,R) el conjunto de las matrices cuadradas 2 x 2 con determinante distinto de cero, estas
matrices actiian sobre vectores columna por una multiplicacion matricial a izquierda, esta accion a

izquierda de G induce una accion a derecha de G en R* dado f € R*, g € G se define fg por

(fg)v=f(gv) conv = (;C) esto seria tener la matriz

(i g) € GL(2,R)

Definen el estrato que contiene a f para la G-orbita f G. Una orbita es un subconjunto del conjunto de
todas las formas, dos orbitas diferentes son disjuntas, la union de todas las orbitas es una particion
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2 FORMAS CUBICAS

del conjunto de todas las formas. En el caso de GL(2,R) de Las orbitas de las formas cuadraticas
y cubicas estas orbitas son finitas. Las formas cubicas en dos variables con el punto (a,b,c,d) € R*
corresponden a la forma

f =ax®+bx*y + cxy? + dy® (1)

Esta clasificacion o estratificacion antes nombrada la presentamos en el siguiente lema

Lema 1. /3] Hay 5 estratos o clasificaciones en R*, caracterizadas por el tipo de raiz

estrato dimension | forma normal tipo de raiz

H, hiperbolico umbilico 4 x3+ 3 2 complejas, 1 real
E, eliptico umbilico 4 x3— 3xy3 3 reales distintas
P, parabilico umbilico 3 ny 3 reales, 2 iguales
X, excepcional 2 x3 3 reales iguales
O, origen 0 0 indeterminado

Para hallar cuando el polinomio(l) posee raices repetidas es necesario hacer uso del discriminante
igualado a cero que al igualmente lo definiremos como D = P U X U O. Pero esto no ayuda a
comprender la geometria, por eso se tomara el camino de los nimeros complejos.

bc? — 4ac® —4b%d + 18abcd — 27a%d* = 0 (2)

Antes de abordar el tema de los nimeros complejos para entender mejor la geometria, veamos la es-
tratificacion de R*, la cual es suficiente para describir la estratificacion inducida en la esfera unitaria
83 c R*. Se podria identificar S® aun mas antipodalmente y describir la estratificacion inducida en el
espacio proyectivo.

Teorema 1. [3] La estratificacion inducida de S° esta dada en forma de brazalete, con un hipocicloide
triangular que gira % de giro dando un vuelta al rededor del brazalete. Los estratos H, E, P, X se encuentran
con 8> en el exterior, interior, superficie y en el borde de cispide de el brazalete respectivamente.

Ahora bien, tomando el camino de los nimeros complejos y ya que estos tienen una representaciéon
matricial y si tomamos el grupo multiplicativo de los nimeros complejos distintos de cero, este grupo
esta en GL(2,R). Asi pues como

X +iy < pe'®

i0 cos(0) sin(6)
¢ —sin(6) cos(0)
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2 FORMAS CUBICAS

por tanto si tomamos z = x+1y y a = a; +1id;, f = f1 +1f3;, hay una representaciéon en nimeros
complejos para las formas reales en 2 variables. La parte real de la forma cubica compleja (az®+ z%2)
es.

Re(az’ + pz°2) = (ay + 1)x° + (=3a — o)X’y + (=3ay + P1)xy” + (a2 — B2)y°

Realizando el cambio de coordenadas en R* para (a,b,c,d), el cual es posible ya que la matriz (3) es
no singular

1 0 1 O
0 -3 0 1
-3 0 1 0 )
0 1 0 -1
Se tendria que este cambio viene dado por

a 1 0 1 O oy

bl {0 -3 0 1 ||a;

cl [-3 0 1 0]||p

d 0 1 0 -1)\p

obteniendo asi
3 2 2 3
ax” +bx“y +cxy”+dy

[1] Recordando el discriminante (2) es cero cuando el polinomio y su derivada se hacen cero. Ya que
la forma es homogénea cambiando la escala de la variable compleja z por una variable de norma 1,
z = ¢'9, entonces aplicando esto a la parte real de una forma cubica obtendremos

Re(az® + [3’222) = Re(ae? + /Beie)

1 , L L
— —(ae3’9+02e 319+ﬁ619+ﬁ6 16)
se establece la forma

L 3i0 - ,-3i0 , p,i0 , 7,-i0 4
E(ae +ae "V + Be'” +peV)=0 (4)
Multiplicando (4) por €’?, obtenemos %(ae4ie —ae %9 1+ iBe?? —if = 0 cuya derivada
2ie%0 —je7?0 1 ige?? = 0
se anula, entonces con a = 1. Es decir a; =1,a; = 0 y resolviendo para f tenemos que

ﬁ — _26219 + 6_416
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2 FORMAS CUBICAS

Haciendo 20 = (¢ — m) se tiene . '
B = 200 — 7219 0 < ¢ <2m

La anterior ecuacion geométricamente es una curva conocida como el hipocicloide con 3 ctspides o
deltoide (ver figura , en el plano a = 1. Esta curva consiste de los puntos parabolicos umbilicos P y
de las caspides X cuando se tienen dos y tres raices iguales respectivamente.

Figura I: Deltoide

Ademas como el grupo de los nimeros complejos distintos de cero como vimos contiene la rotaciéon
¢'? la cual actia sobre la forma cubica, si tomamos %0 = ¢'%z entonces la accion (fgo)z= Re(ae30z3+
Be'?222) luego (a, B) — (ae3'?, e'?). Esto geométricamente indica que a gira tres veces mientras que
 solo una.

El plano a =1 o el plano v se mueven por el grupo del circulo, esto esto significa que el hipocicloide
gira aplicando un giro 0 < ¢ < 2?” a una caspide mientras que a = 1 se mueve y regresa a si mismo.
El hipocicloide tiene una simetria triple, por lo que el resultado se cierra y forma un toro, que como
vimos ya en teorema 1. los estratos P estan en la superficie de dicho toro y los estratos X en el borde
en cuspide. La superficie parametrizada tiene la forma exponencial

(G’CP) N (€3i9, 26i6+¢ —ei(9_24’)),0 < 9,(P <2
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

3. Toro umbilico y proyeccion ortogonal

La superficie del del toro umbilico es una superficie no regular compacta la cual presenta singularidad
a lo largo de su borde en ctspide ya que no esta bien definido un campo normal a lo largo de dicho
borde, ademas la superficie no tendria su primer forma fundamental bien definida. Es por ello que
nos interesa dicha curva singular sobre la superficie por tanto presentamos la parametrizacion local(b)
con u € [-7, ], v € [-7, 7] y cuya grafica esta dada en la Figura

X(u,v) :(sin(u)(7 + cos(% - 2v)+ ZCOS(% + v)),cos(u)(7 + cos(% — Zv) + 2cos(% + v)),

sin(%—zv)J,zsin(%Jrv)) (5)

Figura 2: Toro umbilico

Como ya hemos dicho debido a la singularidad de su borde en ctspide, calcularemos esta curva sobre
la superficie a partir del normal a la superficie, dicha curva de 3 giros sera el conjunto singular de X
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

el cual basta con hallar cuando se anula
2
X, xX, :(2sin(u)(cos(% - 27/)) + (2cos(u)sin(% + v)+ 25in(u)cos(% + v)+ 14sin(u))
cos(%—2v)—2cos(%+v)(cos(u)sin(%—2v)+2sin(u)cos(%+v)+7sin(u)),
u 2 u , . (u
2cos(u)(cos(§ - Zv)) + (2cos(u)cos(§ + v)— 2sm(u)sm(§ + v)+ 14cos(u))

7
cos(E — 2v)+ ZSin(u)sin(E — 21/)cos(E + v)— Zl(cos(z + v)+ —)cos(E + v)
3 3 3 3 2 3

cos(u),—2 (—sin(% - 2v) + sin(% + v))(7 + cos(% - 2v)+ 2cos(% + v))

El cual se anula cuando v = 0, asi pues al tener que X,, x X, = 0, evaluamos X|,—( y asi obtenemos
nuestro conjunto singular ¥ dado por la curva.

t

a(t) = (sin(t)(7 +3 cos(%)),cos(t)(7 +3 cos(%))ﬁ sin(g)) (6)

Dicho conjunto singular es una curva cerrada sobre la superficie del toro umbilico (ver figura el
cual es el borde de la superficie y esta dado por la curva regular cerrada ( ver figura [3b). descrita por
la ecuacion (6). Esta sera la curva a la cual le aplicaremos la proyeccion ortogonal.

(a) Curva sobre el toro (b) conjunto singular

Figura 3: Superficie y su conjunto singular

Para definir la familia de proyecciones ortogonales [2] en un plano consideraremos el contacto de la
curva a con lineas. Agrupando todas las lineas paralelas y representandolas por su vector unitario de
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

direccion v € $2. Precisamente el vector v € 82 es el kernel de la transformacion de R? en un plano V,
este plano sera ortogonal a v. Este sera T,$2, es decir el espacio tangente a la esfera unitaria $2 en
v. Tomaremos entonces una transformacion como la proyeccion ortogonal de IR® a T, $? paralela a v.
Asi entonces si tomamos un punto u en la curva «a, este sera proyectado aun punto g =u+ Av. Como
q € T,S? entonces (q,v) = 0 y de esto tenemos que A = —(u,v). Si movemos v en S? obtenemos la
familia de proyecciones ortogonales P : R? x $> — T$? dada por

P(u,v) = (v, a(u) = (a(u), v)v) ()

Esta proyeccion ortogonal se puede ilustrar en la figura {4, en la que podemos ver como sobre la hélice
cilindrica actta la proyeccion ortogonal cuyo kernel es el vector en la esfera y se proyecta en un plano
ortogonal a la esfera, obteniendo asi una curva plana en el plano tangente a la esfera en dicho vector.

Figura 4: Proyeccion ortogonal

al proyectar la curva obtenemos una familia de curvas cerradas planas, algunas de estas curvas pla-
nas proyectadas en direccion ortogonal a los planos xy, xz, yz y una direccion oblicua son (ver figura [5).

Algunas de estas curvas como la figura [bd| presentan caspides, a medida que variamos el kernel de
la proyeccion, otras simplemente y como figura figura figura [5d solamente presentan auto
intersecciones, por ello el estudio estara enfocado encontrar aquellas direcciones de proyeccion en las
que como en la figura [5d| obtengamos singularidades de puntos de caspide, para ello aplicamos a (6)
la proyeccion ortogona, tomando un punto v = (a,b,c) € S? obteniendo asi una familia de curvas
dadas por la ecuacion
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

(O) =

(a) Plano XY (b) Plano XZ
Z i> %1
(c) Plano YZ (d) Direcci6on oblicua

Figura 5: Algunas direcciones de proyeccion

P(t):(sin( )(7+3cos( )) ( smtacos( )+3cos(t)bcos(§)+7sin(t)a+7cos(t)b

+3s1n(3) )a cos(t )(7 3cos(3)) (3sm( )acos(§)+3cos(t)bcos(§)+7sin(t)a

+7 cos(t b+3s1n( )c)b 3sm( ) (3sin(t)acos(§)+3cos(t)bcos(§)+7sin(t)a i

+7 cos(t)b + 3sm( )c)c
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

Como se desea saber cuando (8) no es regular es necesario saber cuando P’ = 0 en alguna direccion
(a,b,c) € S?, asi pues veamos

P’ =[cos (¢ (7+3cos(;))—sin(t)sin(é)—(3cos(t)acos(é)—sin(t)asin(%)—3sin(t)
bcos( ) cos ( bsm(;)+7cos(t)a—7sin(t)b+cos(§)c)a,—sin(t)(7+3cos(%))
—cos(t)sm( ) (3cos()acos(é)—sin(t)asin(%)—?)sin(t)bcos(%)—cos(t) (9)
bsin )+7cos a- 7sm()b+cos(§)c))b,cos(§)—(3cos(t)acos(%)—sin(t)
as1n(3) 3 sin (£) beos (£/3) - cos(t)bsin(§)+7cos(t)a—7sin(t)b+cos(§)c)c]

Para hallar la direccion (a,b,¢) procederemos a resolver b en la primer componente de la curva [9)]
tomaremos x y ¥ como el numerador y denominador respectivamente para ayudar la muestra de los
calculos

:(3 Cos(t)cos(é)a2 —sin(l‘)sin(g)a2 +7 cos(t)a’ + cos(%)ac
—3cos(t)cos(§)+sin(t)sin(%)—7cos(t) (10)
Y :a(cos(t)sin(é) +3 cos(é)sin(t) +7 sin(t))

Entonces de tomamos X y ¥ como ya lo habiamos dicho y se expresa la resoluciéon de b como

X 1
. (11)

Evaluando entonces la solucion encontrada de b, en la segunda componente de (J), tomaremos
solo el numerador de esta x, y resolveremos para para c

[SSTEN

a(cos( ))(16 (cos(%))4 +28 (cos(%))3 -14 (cos(%))2 -21 cos(%) + 1) (256 (Cos(g))

o5 o) oo o) ol

£\ 5 t t\\? 5 t
+644(cos(§)) —42a cos(§)+413(cos(§)) -50a —42cos(§)+1

Ahora bien para encontrar soluciones para a se reemplazaran las soluciones ya encontradas para b
y ¢ en (1), (I2) respectivamente y estas las reemplazaremos en la tercera componente de (9), teniendo
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

Tt e ) b))
a5 -z 0] 1o 5] o)
g 2051

1 (el s 2en(s)-

(81 (cos(g))4—864 (cos(g))2 +2500
oo 5 a5 )
sfo 5 o1 )

Con estas 2 soluciones para a procedemos a reemplazarlas en (12) obteniendo asi 2 soluciones para ¢
respectivamente.

(e ) 9200 s)o cn(5 s s 550 {1 cosf5 )
asfeos(5)) sefeo(3)) o) er | eofg)fo eoslg))”
cszco(5 o)1 eos{ )]+ 2 o5 ) 14 en(5) 21 n(5) 1

=([e() 92005 5)(o s 5] 3255 1 con5))
asfeos(5)) refeolg)) o)) ool 5N w0
s2co( 5] o es( )+ 25 )) 14 es(5) -1 s(5)

Ya que obtuvimos soluciones para a y c solo resta reemplazar cada una de ellas en (ll) y asi obtener

[SSTEN
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

<[l ) 325l ) 32530 15
w2 )] sl 21 )1 ) o) <9 el 3
scfg))o o) szl )

()28 en(3) v e 3 -2 s o)

= o))" 42 cos(5 0] (5]~ 2 con{ 5 - 50] 16 os()
a5 ) o5 ) -2 s oo )+ 28 s 3)
“gcos( ) 7)o cos(£)) - a2con(4) 0]
s ) 25 14 ) 21 {215

Ahora bien, para que todas estas cuentas tengan sentido es necesario que estas soluciones estén en
82, por ellos se confirma que

Asi pues como tenemos las componentes del punto (a,b,c) € S? tales que estas anulan P’, entonces
con cada entrada hallada que depende de un parametro t, podemos construir las 2 curvas espaciales
que estan sobre la esfera y;(t) y y,(f). En (I7) se presenta la ecuacion parametrica de una de estas
curvas.
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3 TORO UMBILICO Y PROYECCION ORTOGONAL

y1(t) = (81 (cos(%))4 oot (cos(%))z - 2500) ((9 (cos(g)) +42 cos(§)+ 50)

o el -s2con(5 )] o5 ) 205
aafes(5)) - 2res(5) 1)) ) ((( (5 +a2cos(5) 5
o5 -s2es{5)5] (5 285 -85

o) s <s<t))ﬁzs<cos<—>>2—6cos<g>—7)(9<cos<;>>2
)50 ) e ) o)) 2155 )

2

—21 cos

W[+ W]

<
42 cos
([l ) 325 30)( el ) —1200(3) 50
( (g 2§ o)) 21 )1 ) el
o e 5) - s2en(5) s 5« e 5)) 145
{5

Es claro que como y;(t) = (a1,by,c;) esta es una parte de la curva cobre la esfera, pero como todos
estos son puntos antipodales podemos decir que y1(t) = —y,(t) = (ap,b,,¢), estas curvas sobre la
esfera

P e
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Figura 6: Curva sobre la esfera

Asi pues hemos logrado definir una familia de curvas proyectadas cuyo kernel vive en {y; U y,}, tales
que dicha familia P : R3 x {y; U y,} € 82 — TS?. Ademas de esto en los puntos de auto interseccion
de la curva y dicha proyeccion presenta en la curva P 2 puntos de cuspide.

Los resultados antes mostrados se resumen en el siguiente teorema

Teorema 2. Sea M la superficie del toro umbilico cuyo conjunto singular esta dado como en @, yseav €82
el kernel de la proyeccion P, entonces toda curva proyectada con kernel en {1 Uy,} tiene al menos un punto
de cuspide.

La demostracion de este teorema es una estrategia usada para hallar dichas curvas que generan la
familia de curvas proyectadas que poseen puntos de cuspide, esta estrategia se puede emplear para
hallar estas mismas curvas sobre la esfera que indiquen la direccion de proyeccion de algunas curvas
espaciales cerradas en la cuales la curva proyectada tendra una o mas cuaspides.

4. Conclusiones

El objetivo de esta tesis era hacer un analisis global de las singularidades de la proyeccion ortogonal
de una curva ya que en la literatura esta ampliamente estudiado desde el punto de vista local y semi
local, pero de un analisis global se encuentra muy poca informacion, es por ello que en esta monogra-
fia se caracterizaron y capturaron todas aquellas curvas ) pertenecientes a la familia de proyecciones
ortogonales de [6] que presentasen puntos de caspide y ademas la estrategia que se empleo se puede
aplicar a diversas curvas con el mismo fin.

Invito a la comunidad académica a seguir investigando en este analisis global de proyecciones orto-
gonales ya que hay problemas bastante interesantes que aun no se abordan.
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