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Resumen

El presente trabajo aborda el estudio de la convergencia estadística y su vínculo con las sucesiones
Cesàro-sumables por medio de funciones módulo que satisfacen ciertas condiciones de densidad
natural y propiedades del análisis matemático, como lo son la continuidad, monotonía y subaditividad.
De igual manera, se analiza la relación entre convergencia estadística y la sumabilidad de Cesàro
ampliando la comprensión de procesos de convergencia, proporcionando herramientas conceptuales
y analíticas para el tratamiento de sucesiones que no convergen en el sentido clásico.
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1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

El principio de convergencia estadística o casi convergencia tiene su primera versión realizada por
Zygmund [13] en 1935, el cual expuso ésta como una generalización de la convergencia habitual. Sin
embargo, en su caso general, ni los límites usuales ni los límites estadísticos podrían calcularse bajo
una gran precisión; desde esta imprecisión se han desarrollado varios enfoques matemáticos, tales
como la teoría de conjuntos difusos y lógica difusa, los cuales toman elementos del conjunto de forma
parcial y su grado de pertenencia se mide bajo una función

µA(x) : X→ [0,1]

que, bajo un conjunto universal X, se dice que la función toma el valor 0 si x < A, y 1 si x ∈ A; del
mismo modo, si 0 < µA(x) < 1 entonces x está parcialmente contenido en A.

Posteriormente, la convergencia estadística fue caracterizada por Schoenberg [12], el cual, desde la
teoría de la probabilidad, describe la convergencia de sucesiones de variables aleatorias. En este
contexto, se dice que una sucesión de variables aleatorias Xn converge estadísticamente a una variable
aleatoria X si:

lı́m
n→∞

P (|Xn −X | ≥ ϵ) = 0

para todo ϵ > 0.

En décadas posteriores, este principio de convergencia ha tenido lugar en campos del análisis, tales
como la teoría de la medida, teoría de la aproximación, espacios de Banach, espacios localmente
convexos, teoría de la sumabilidad, teoría ergódica, teoría de números, series trigonométricas, análisis
de Fourier y optimización. [6]

Autores como Connor [5], Fridy [7] y Salat [14] abordaron la convergencia estadística desde la perspec-
tiva de los espacios de sucesiones; lo que se conoce como teoría de la sumabilidad. Esta se encarga
principalmente de extender la noción de series infinitas, sobre todo en aquellas que no convergen en
un sentido tradicional; aquí, la teoría de la sumabilidad otorga valores a estas series divergentes. Esta
teoría presenta igualmente propiedades de convergencia, como lo son los métodos de sumabilidad de
Abel, Cesàro y Borel.

En especial, el método de sumabilidad de Cesàro nos presenta que si la media de las sumas parciales
converge, la serie es sumable en el sentido de Cesàro, es decir, que el límite de la media de sus sumas
parciales existe y es un número real x.
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2 PRELIMINARES

La idea de función módulo fue presentada por primera vez por Nakano [10], éste da una manera
de medir un operador lineal entre espacios de funciones. Al tener las propiedades de monotonía,
triangularidad y homogeneidad, esta función módulo de Nakano se presenta como posible vía para
evaluar propiedades de funciones que son complicadas de evaluar con otras normas.

Décadas más tarde, y tomando en cuenta la caracterización de funciones módulo no acotadas, las
cuales no poseen un límite superior finito; Aizpuru [1], presenta el principio de convergencia no matri-
cial, tal como la convergencia puntual y la convergencia uniforme, que no requieren el uso de matrices
directamente al exponerse. De igual manera, este caracteriza la noción de f-densidad, la cual se rela-
ciona con la distribución F, definida como la razón entre dos varianzas. Recientemente, la noción de
convergencia estadística se ha extendido a la noción de acotación f-estadística por Bhardwaj [3] quien
propone que las sucesiones acotadas son aquellas sucesiones que son acotadas f-estadísticamente para
cada módulo no acotado. Esto es que su módulo está acotado por un número finito con probabilidad 1.

Usando funciones módulo como punto de partida, autores como Maddox [9], Connor [4], Ruckle [11],
Kramber [8] entre otros, han construido espacios de sucesiones con aplicaciones directas a la conver-
gencia estadística y la sumabilidad fuerte de Cesàro, tratadas juntas especialmente por Connor [5].

Este trabajo muestra detalladamente la teoría de convergencia estadística, hasta el punto de asociación
con la sumabilidad de Cesàro y las funciones módulo.

2. Preliminares

En vista que este trabajo trata sobre algunas nociones de convergencias de sucesiones, es pertinente
introducir, a manera de preliminares, algunas notaciones y definiciones.

Definición 1 ([2] Sucesión). Se entiende como sucesión una función F cuyo dominio es el conjunto
de todos los números enteros positivos. El recorrido de F es el conjunto {F(1),F(2),F(3), . . . }, también
notado como {F1,F2,F3, . . . } y el valor Fn se denomina el n-ésimo término de la sucesión.

Definición 2 ([2] Sucesión convergente). Se dice que una sucesión {xn} converge a un término x si
para todo ϵ > 0, existe un entero positivo N tal que n ≥N implica que |xn − x| < ϵ.

Definición 3 ([2] Sucesión de Cauchy). Se dice que una sucesión {xn} es de Cauchy si para todo
ϵ > 0, existe un entero positivo N tal que para todos los números enteros positivos m,n > N se tiene
|xn − xm| < ϵ.
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2 PRELIMINARES

Definición 4 ([2] Límite superior y límite inferior de una sucesión real). Sea {xn} una sucesión de
números reales. Supóngase que existe U ∈R que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo ϵ > 0 existe un entero N tal que n > N implica

xn < U + ϵ

.

2. Dados ϵ > 0 y m > 0, existe un entero n > m tal que

xn > U − ϵ

Entonces U se llama el límite superior de {xn} y se escribe

U = lı́msup
n→∞

xn.

La primera condición implica que el conjunto {x1,x2, . . . } está acotado superiormente. Si ese conjunto
no está acotado superiormente, se define lı́msup

n→∞
xn =∞.

El límite inferior de {xn} se define como sigue:

lı́minf
n→∞

xn = − lı́msup
n→∞

an,

donde an = −xn para n = 1,2, . . . .

Definición 5 ([14] Densidad Natural). Para un conjunto A ⊂N y A(n) = |A∩ {1,2, . . . ,n}|, donde |E|
es la cardinalidad del conjunto E, se definen las cantidades

δ̄ = lı́msup
n→∞

A(n)
n

y δ = lı́minf
n→∞

A(n)
n

.

Estos son llamados la densidad superior e inferior, respectivamente, del conjunto A. Adicionalmente,
si

δ̄(A) = δ(A) = δ(A) = lı́m
n→∞

A(n)
n

,

entonces el número δ(A) se llamará la densidad natural del conjunto A.

Página 5



3 CONVERGENCIA ESTADÍSTICA

Ilustramos esta definición con un ejemplo.

Ejemplo 1. Sea A = {2,4,6,8, . . . } el conjunto de los números pares. Entre los primeros n números
naturales, la cantidad de números pares es la parte entera de n

2 . Entonces, por definición de parte
entera, se tiene

n
2

n
≤ A(n)

n
<

n
2 + 1
n

y por el teorema del emparedado, se puede concluir que

δ(A) = lı́m
n→∞

A(n)
n

=
1
2
.

Luego, la densidad de los números pares es 1
2 . □

✓ En lo que sigue, diremos que una sucesión x = (xk) satisface una propiedad P en casi cualquier
parte si el conjunto de índice k ∈ Z+ tales que xk no cumple P tiene densidad natural 0. Ilustramos
esta noción con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Considérese la sucesión a = (ai) cuyos términos son

ai =

i, cuando i = n2 para todo n = 1,2,3, . . .
0, en otros casos.

Se puede decir que esta sucesión es nula en casi cualquier parte ya que, como vimos anteriormente,
el conjunto

{k ∈Z+ : ak , 0} = {1,4,9,16, . . . }
tiene densidad natural cero. □

3. Convergencia estadística

En esta sección se darán definiciones y propiedades de la convergencia estadística de sucesiones
numéricas. Se define sucesiones estadísticamente de Cauchy y se muestra que, al igual que ocurre en
los números reales, una sucesión es estadísticamente convergente si y sólo si es estadísticamente de
Cauchy. En primer lugar, tenemos el siguiente concepto:

Definición 6. (Sucesión estadísticamente convergente) Una sucesión {xn} de números reales se dice
que es estadísticamente convergente a L ∈R si para cualquier ϵ > 0,

lı́m
n→∞

1
n
|{k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}| = 0.

Es decir, δ ({k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}) = 0. En tal caso, escribimos L = lı́m
stat

xk , entendiendo que k→∞.
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3 CONVERGENCIA ESTADÍSTICA

Claramente si una sucesión x = (xk) converge a L, entonces también converge estadísticamente a L
pues para cada ϵ > 0, el conjunto {k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ} es finito; pero el recíproco NO es cierto tal
como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 (Convergencia estadística no implica convergencia usual). Considérese la sucesión a = (ai)
cuyos términos son

ai =

i, cuando i = n2 para todo n = 1,2,3, . . . ,
0, en otros casos.

Tomando L = 0; los términos distintos de 0 aparecen en las posiciones de los cuadrados perfectos.
Luego, para ϵ > 0 cualquiera se tiene que

|{k ≤ n : |ak −L| ≥ ϵ}| ≤
√
n

pues los valores de k para los cuales ai ≥ ϵ son k = i2 con i2 ≤ n. Usando de nuevo el teorema del
emparedado, obtenemos

lı́m
n→∞

1
n
|{k ≤ n : |ak −L| ≥ ϵ}| ≤ lı́m

n→∞

√
n
n

= lı́m
n→∞

1
√
n

= 0.

Por lo tanto lı́m
stat

ak = L = 0; pero esta sucesión no converge en el sentido usual. □

Relacionado con el concepto anterior, también tenemos:

Definición 7. (Sucesión estadísticamente de Cauchy) Una sucesión x = (xk) se dice que es estadísti-
camente de Cauchy si para cada ϵ > 0, hay un entero positivo N = N (ϵ) tal que

lı́m
n→∞

1
n
|{k ≤ n : |xN − xk | ≥ ϵ}| = 0.

O equivalentemente, para cada ϵ > 0, se cumple que δ ({k ≤ n : |xN − xk | ≥ ϵ}) = 0.

La relación fundamental entre ser estadísticamente de Cauchy y ser estadísticamente convergente es
análoga al sentido usual. Por ello, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1. La sucesión (xn) es estadísticamente convergente si y solo si es estadísticamente de Cauchy.

Demostración. [⇒] Sea (xn) una sucesión estadísticamente convergente a L. Entonces, para cada ϵ > 0
se tiene

δ
({
n : |xn −L| ≥

ϵ
2

})
= 0.
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3 CONVERGENCIA ESTADÍSTICA

Esto significa que |xn −L| < ϵ
2 en casi todo n. Luego, para casi todo n,m, se cumple que

|xn − xm| ≤ |xn −L|+ |xm −L| < ϵ.

Por tanto,
δ ({n : |xn − xm| ≥ ϵ}) = 0

lo que implica que (xn) es estadísticamente de Cauchy.

[⇐] Sea (xn) una sucesión estadísticamente de Cauchy, entonces existe un conjunto K ⊆N de densi-
dad 1 tal que la sucesión restringida (xn)n∈K es de Cauchy en el sentido clásico. Por la completitud
de los números reales, existe L ∈ R tal que (xn) converge a L para n ∈ K . Por lo tanto, (xn) converge
estadísticamente a L.

A continuación se da un ejemplo que muestre la relación entre ser convergente estadísticamente y
estadísticamente de Cauchy.

Ejemplo 4. Considérese la siguiente sucesión a = (ai) tal que

ai =

1, cuando i = n2 para todo n = 1,2,3, . . .
0, en otros casos.

(ai) es estadísticamente convergente a 0: Sea A = {1,4,9,16, . . . } el conjunto de índices donde
ai , 0, es decir, el conjunto de los cuadrados perfectos.
Hasta n, hay aproximadamente

√
n cuadrados perfectos, por lo tanto, la densidad natural de A es

lı́m
n→∞

|A∩ {1,2,3, . . . ,n}|
n

= lı́m
n→∞

√
n
n

= 0.

Esto es, que para n muy grande, los cuadrados perfectos aparecen con menos frecuencia. Luego (ai)
converge estadísticamente a 0.

(ai) es estadísticamente de Cauchy: Tomando N tal que aN = 0, se sigue que

|ak − aN | = |ak − 0| = |ak |

Los índices k donde |ak | > ϵ que tienen densidad natural 0, son los cuadrados perfectos. Por lo tanto,

lı́m
n→∞

1
n
|{k ≤ n : |xN − xk | ≥ ϵ}| = 0.
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4 SUCESIONES ESTADÍSTICAMENTE DENSAS.

✓ Es importante destacar que no todas las propiedades de sucesiones convergentes son verdaderas
para sucesiones estadísticamente convergentes. Por ejemplo, toda subsucesión de una sucesión conver-
gente a L es convergente al mismo valor L. Sin embargo, en la convergencia estadística, esta propiedad
no es verdad tal como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Considérese la sucesión a = (ai) cuyos términos son

ai =

0, si i no es cuadrado perfecto,

1, si i es cuadrado perfecto.

Esta sucesión es estadísticamente convergente. De hecho, lı́m
stat

ak = L = 0.

Ahora se construye una subsucesión que solo contenga el 0 y el 1 alternadamente.

aik =

1, si ik es impar,

0, si ik es par.

De hecho, podemos elegir los índices ik de tal manera que uno sea un cuadrado perfecto, y el siguiente
no lo sea. Por ejemplo, ik = 1,2,4,5,9,10,16,17, · · · . Luego, la subsucesión es (1,0,1,0, . . . ). Ahora,
para ϵ = 1

2 se tiene que ∣∣∣∣∣{k ≤ n :
∣∣∣aik − 0

∣∣∣ ≥ 1
2

}∣∣∣∣∣ =
n
2
.

Por tanto,
1
n
|{k ≤ n : |aik − 0| ≥ 1

2
}| = 1

2
, 0

y esta subsucesión no es estadísticamente convergente a L = 0. □

4. Sucesiones estadísticamente densas.

Ya teniendo la definición de sucesiones estadísticamente convergentes y la densidad natural, podemos
relacionarlas con las siguientes propiedades.

Definición 8. (Conjunto estadísticamente denso) Un subconjunto K ⊆N se dice estadísticamente
denso si δ(K) = 1.

Veamos un ejemplo de este concepto.

Ejemplo 6. El conjunto {i , n2 : i = 1,2,3, . . . ,n = 1,2,3, . . . } es estadísticamente denso, mientras que
el conjunto K = {3i : i = 1,2,3, . . . } no lo es. En efecto, ya vimos que el conjunto U =

{
k = i2 : i ∈Z+

}
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4 SUCESIONES ESTADÍSTICAMENTE DENSAS.

tiene densidad natural nula. En consecuencia, su complemento debe tener densidad 1. Similarmente,
el número de elementos del conjunto {3i : i = 1,2,3, . . . } ∩ {1,2, ...,n} se puede acotar por n

3 y n
3 + 1 y

por esa razón δ(K) = 1
3 . Luego, K no es estadísticamente denso.

También requerimos de la siguiente definición:

Definición 9. Sea B subconjunto de A ⊆Z
+. Se dice que B es estadísticamente denso en A si

lı́m
n→∞

|B∩ {1,2, . . . ,n}|
|A∩ {1,2, . . . ,n}|

= 1.

A continuación establecemos algunas propiedades de los conjuntos estadísticamentes densos:

Teorema 2. (Densidad estadística) Las siguientes propiedades son verdaderas:

1. Un subconjunto estadísticamente denso de un conjunto estadísticamente denso es un conjunto estadís-
ticamente denso.

2. La intersección y la unión de conjuntos estadísticamente densos son conjuntos estadísticamente densos.

Demostración. 1. Sea A un subconjunto estadísticamente denso de Z
+ y sea B ⊆ A. Se definen las

sucesiones

an =
|B∩ {1,2, . . . ,n}|
|A∩ {1,2, . . . ,n}|

y bn =
|A∩ {1,2, . . . ,n}|

n
.

Por hipótesis lı́m
n→∞

an = 1 y lı́m
n→∞

bn = 1. Luego, por la regla del producto de límites de sucesiones, se

tiene que

lı́m
n→∞

|B∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= lı́m
n→∞

an.bn = 1 · 1 = 1

y por lo tanto, B es estadísticamente denso.

2. Ahora supongamos que A y B son estadísticamente densos en Z
+. Vamos a mostrar que A∩B es

también estadísticamente denso. Para esto, se consideran los complementos Ac = N−A y Bc = N−A,
como A y B son estadísticamente densos, se tiene

lı́m
n→∞

|Ac ∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= 0 y lı́m
n→∞

|Bc ∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= 0.

Como (A∩B)c = Ac ∪Bc, entonces para cada n ∈Z+ se cumple que

|(A∩B)c ∩ {1,2, . . . ,n}| = |(Ac ∪Bc)∩ {1,2, . . . ,n}| ≤ |Ac ∩ {1,2, . . . ,n}|+ |Bc ∩ {1,2, . . . ,n}|.
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4 SUCESIONES ESTADÍSTICAMENTE DENSAS.

Dividiendo por n y aplicando límite, se tiene

lı́msup
n→∞

|(A∩B)c ∩ {1,2, . . . ,n}|
n

≤ 0 + 0 = 0.

Luego, como la densidad natural de (A∩B)c es cero, entonces

lı́m
n→∞

|(A∩B)∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= 1

y esto significa que A∩B es estadísticamente denso.

Ahora vamos a mostrar que A∪B es también estadísticamente denso. Para todo n se cumple

|(A∪B)∩ {1,2, . . . ,n}| ≥ |A∩ {1,2, . . . ,n}|.

Dividiendo por n y aplicando límites, se tiene

lı́minf
n→∞

|(A∪B)∩ {1,2, . . . ,n}|
n

≥ lı́m
n→∞

|A∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= 1.

La única posibilidad es que

lı́m
n→∞

|(A∪B)∩ {1,2, . . . ,n}|
n

= 1.

Luego A∪B es estadísticamente denso y el teorema está demostrado.

Ahora trasladamos esta noción de densidad al contexto de sucesiones y subsucesiones:

Definición 10 (Subsucesiones estadísticamente densa). Una subsucesión h de una sucesión l es lla-
mada estadísticamente densa en l si el conjunto de todos los índices de elementos de h es estadis-
ticamente denso.

Con el anterior teorema y esta definición, se da el siguiente resultado importante dirigido a subsuce-
siones estadísticamente convergentes.

Teorema 3. (Densidad estadística en subsucesiones) Sea l una sucesión de números complejos. Las siguientes
proposiciones son verdaderas:

1. Una subsucesión estadísticamente densa de una subsucesión estadísticamente densa en l, también es
estadísticamente densa en l.

2. La intersección y unión de dos subsucesiones estadísticamente densas son subsucesiones estadísticamente
densas.
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4 SUCESIONES ESTADÍSTICAMENTE DENSAS.

Demostración. 1. Sean (xn) una sucesión y
(
xnk

)
una subsucesión cuyos índices A = {nk : k ∈N} tienen

densidad 1, y adicionalmente, sea (xnkj ) otra subsucesión con índices B = {nkj : j ∈ N} estadística-
mente densa en relación a A, entonces, por el teorema anterior, B tiene densidad 1. Esto significa que

la sucesión
(
xnkj

)
es estadísticamente densa en la sucesión original.

2. Del mismo modo, si (xn) es una sucesión, y A,B ⊂N son los conjuntos de índices de dos subsuce-
siones con δ(A) = δ(B) = 1, entonces las subsucesiones correspondientes a A∩B y A∪B también son
estadísticamente densas en la sucesión original.

Ahora podemos dar la caracterización de la convergencia estadística en términos de subsucesiones:

Teorema 4. Una sucesión l es estadísticamente convergente si y solo si cualquier subsucesión estadísticamente
densa de l es estadísticamente convergente.

Demostración. Supongamos que la sucesión l = (ai) es estadísticamente convergente y sea h = {bk;k =
1,2,3, . . . } una subsucesión estadísticamente densa de l. Debemos mostrar que h también es estadís-
ticamente convergente.

Supongamos que h diverge estadísticamente. Entonces, para cualquier número real L, hay algún ϵ > 0
tal que

lı́minf
n→∞

1
n
|Hn,ϵ(L)| = d > 0

para algún d ∈ (0,1), donde
Hn,ϵ(L) = {k ≤ n; |bk −L| > ϵ}.

Como h es una subsucesión de l, se tiene que Ĥn,ϵ(L) ⊇Hn,ϵ(L) donde

Ĥn,ϵ(L) = {i ≤ n; |ai −L| > ϵ}.

Consecuentemente,

lı́minf
n→∞

1
n
|Ĥn,ϵ(L)| ≥ d > 0,

lo cual implica que δ({i; |ai −L| > ϵ}) , 0. Por lo tanto, l es también estadísticamente divergente.

El recíproco es trivialmente cierto ya que l es una subsucesión estadísticamente densa de sí misma.

Como consecuencia inmediata del resultado anterior se tiene:

Corolario 1. Una subsucesión estadísticamente densa de una sucesión estadísticamente convergente es esta-
dísticamente convergente al mismo valor.
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5 SUCESIONES DE PROMEDIOS PARCIALES Y VARIANZAS PARCIALES

5. Sucesiones de promedios parciales y varianzas parciales

Ahora vamos a relacionar el límite estadístico con el límite de los promedios. Con este fin, para cada
sucesión l = {ai ; i = 1,2,3, . . . } de números reales, es posible corresponder una nueva sucesión de sus
promedios parciales µ(l) = {µn : n = 1,2,3, . . . } mediante la expresión

µn =
1
n

n∑
i=1

ai . (1)

Con esta notación, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5. Si a = (ai) es una sucesión acotada estadísticamente convergente a L, entonces

L = lı́m
stat

ak = lı́m
n→∞

µn.

Demostración. Por hipótesis L = lı́m
stat

ak . Entonces, para cada ϵ > 0, se tiene que

lı́m
n→∞

1
n
|{i ≤ n : |ai −L| ≥ ϵ}| = 0.

Ahora, a = (ai) es una sucesión acotada y por esa razón, existe m > 0 tal que |ai | < m para todo
i ∈N. Esto último implica que , existe un número K > 0 tal que |ai −L| < K para todo i ∈N. A saber,
|ai −L| ≤ |ai |+ |L| ≤m+ |L| = K . Tomando el conjunto

Hn,ϵ(L) = {i ≤ n : |ai −L| ≥ ϵ}

ahora, denotando
∣∣∣Hn,ϵ

∣∣∣ como un, se tiene el siguiente sistema de desigualdades

∣∣∣µn −L∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

ai −L

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
n

n∑
i=1

|ai −L|

≤ 1
n

(Kun + (n−un)ϵ) ≤ 1
n

(Kun +nϵ) = ϵ+K
(un
n

)
.

Luego, para un n lo suficientemente grande, se tiene la desigualdad
∣∣∣µn −L∣∣∣ < ϵ + Kϵ. Por lo tanto,

L = lı́m
n→∞

µn que era lo que se quería demostrar.

Es natural preguntarse si el recíproco del resultado anterior es cierto. En el siguiente ejemplo, vemos
que la convergencia de los promedios parciales de una sucesión no implica la convergencia estadística
de esta sucesión.

Ejemplo 7. Consideramos la sucesión l = {ai ; i = 1,2,3, . . . } cuyos términos son ai = (−1)i
√
i. Esta

sucesión es estadísticamente divergente a pesar de que lı́m
n→∞

µn = 0.
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A continuación vemos la relación entre la convergencia estadística y la convergencia de las desviacio-
nes estándar parciales. Con este fin, sea a = (ai) una sucesión de números reales, se define la sucesión
de desviaciones estándar σ = (σn) mediante la expresión

σn =

√√
1
n

n∑
i=1

(ai −µn)2,

donde µn es el promedio parcial definido en (1). Como es usual, las varianzas parciales de (ak) es la
sucesión σ2 =

(
σ2
n

)
. Con estas notaciones, entonces se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6. Si a = (ai) es una sucesión acotada que converge estadísticamente a a L, entonces lı́m
n→∞

σn = 0.

Demostración. En primer lugar, vemos que existe m > 0 tal que |ai | ≤ m para cada i ∈ Z+ ya que
por hipótesis esta sucesión es acotada. Se mostrará que lı́m

n→∞
σ2
n = 0. En efecto, por definición de los

promedios parciales tenemos que

σ2
n =

1
n

n∑
i=1

(ai −µn)2 =
1
n

n∑
i=1

a2
i −µ

2
n.

De aquí que,

lı́m
n→∞

σ2
n = lı́m

n→∞

1
n

n∑
i=1

a2
i − lı́m

n→∞
µ2
n.

Ahora, como a = (ai) es una sucesión acotada, podemos encontrar K > 0 tal que |a2
i − L

2| < K para
todo i ∈N. Adicionalmente, como antes, consideramos el conjunto Hn,ϵ(L) = {i ≤ n, i ∈N; |ai−L| ≥ ϵ}
y denotando

∣∣∣Hn,ϵ(L)
∣∣∣ como un, y usando la hipótesis de que |ai | < m para todo i ∈N, se tienen las

siguientes desigualdades:

σ2
n =

∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

a2
i −µ

2
n

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

(a2
i −L

2)− (µ2
n −L2)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1
n

n∑
i=1

∣∣∣a2
i −L

2
∣∣∣+

∣∣∣µ2
n −L2

∣∣∣ < K
n

n∑
i=1

|ai −L|+
∣∣∣µ2

n −L2
∣∣∣

<
K
n

(un + (n−un)ϵ) +
∣∣∣µ2

n −L2
∣∣∣ < K

n
(un +nϵ) +

∣∣∣µ2
n −L2

∣∣∣ = K
(un
n

)
+ ϵK +

∣∣∣µ2
n −L2

∣∣∣ ,
donde hemos usados que

∣∣∣a2
i −L

2
∣∣∣ = |ai −L| |ai +L| ≤ K |ai −L| en la segunda desigualdad. Ahora, por

el teorema anterior, se tiene L = lı́m
n→∞

µn, lo cual garantiza que lı́m
n→∞

µ2
n = L2, y teniendo en cuenta que
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lı́m
n→∞

un
n = 0, se concluye que

lı́m
n→∞

σ2
n ≤ Kϵ

y el resultado sigue por la arbitrariedad del ϵ > 0.

Una consecuencia inmediata de la demostración anterior es referente a la sucesión de las varianzas
parciales.

Corolario 2. Si a = (ai) es una sucesión acotada que converge estadísticamente a a L, entonces lı́m
n→∞

σ2
n = 0.

Ahora vemos un resultado en la cual la convergencia de los promedios parciales implica la conver-
gencia estadística.

Teorema 7. Sea a = (ai) una sucesión de números reales. Si su sucesión de promedios parciales µ = (µn)
converge a L y ai ≤ lı́m

n→∞
µn (o ai ≥ lı́m

n→∞
µn) para todo i = 1,2,3, . . . , entonces a = (ai) converge estadística-

mente a L.

Demostración. Se asume que L = lı́m
n→∞

µn y que ai ≤ L para cada i ∈Z+ y sea ϵ > 0 cualquiera.

Como antes, se considera el conjunto Hn,ϵ(L) = {i ≤ n, i ∈N; |ai − L| ≥ ϵ} y se denota
∣∣∣Hn,ϵ(L)

∣∣∣ como
un. Entonces se tiene

∣∣∣L−µn∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣L− 1
n

n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

(L− ai)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1
n

n∑
i=1

(L− ai) ≥
1
n

∑
i∈Hn,ϵ(L)

(L− ai) ≥
(un
n

)
ϵ.

consecuentemente,

lı́msup
n→∞

un
n
≤ 1

ϵ
lı́m

∣∣∣L−µn∣∣∣ = 0

lo cual significa que a = (ai) converge estadísticamente a L. Es decir, lı́m
stat

ak = L. El caso que ai ≥ L

para toda i = 1,2,3, . . . es similar.

Finalmente caracterizamos la convergencia estadística en términos de las convergencias de las suce-
siones de promedios parciales y de desviaciones estándar parciales.

Teorema 8. La sucesión de números reales a = (ai) converge estadísticamente a L si y sólo si su sucesión de
promedios parciales µ = (µn) converge a L y su sucesión de desviaciones estándar σ = (σn) converge a 0.
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Demostración. Ya hemos establecidos que si a = (ai) converge estadísticamente a L, entonces su suce-
sión de promedios parciales µ = (µn) converge a L y su sucesión de desviación estándar σ = (σn) con-
verge a 0; así que solamente debemos establecer el recíproco. Supongamos entonces que L = lı́m

n→∞
µn,

que lı́m
n→∞

σn = 0 y sea ϵ > 0 cualquiera.

Por definición de límite, para 0 < λ < ϵ, existe N tal queλ > |L−µn| para cada n ≥N . Entonces, para
tales n ≥N se tiene que

σ2
n =

1
n

n∑
i=1

(ai −µn)2 ≥ 1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

(ai −µn)2 =
1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

((ai −L) + (L−un))2

>
1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

((ai −L)±λ)2 =
1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

(
(ai −L)2 ± 2λ(ai −L) +λ2

)
=

1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

(ai −µn)2 ± 2λ
1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

(ai −L) +λ2,

donde hemos escrito (ai −µn) = (ai −L)+(L−µn), se toma +λ o −λ de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Si ai − L ≥ 0 y L − µn ≥ 0, entonces (ai − L) + (L − µn) ≥ (ai − L) > (ai − L) −λ, en este caso se
toma −λ;

2. Si ai − L ≥ 0 y L− µn ≤ 0, entonces (ai − L) + (L−µn) ≥ (ai − L)− |L−µn| > (ai − L)−λ, en este
caso se toma −λ;

3. Si ai−L ≤ 0 y L−µn ≥ 0, entonces |(ai−L)+(L−µn)| = |(L−ai)−(L−µn)| > |(L−ai)−λ| = |(ai−L)+λ|,
en este caso se toma +λ;

4. Si ai−L ≤ 0 y L−µn ≤ 0, entonces |(ai−L)+(L−µn)| ≥ |L−ai | > |(ai−L)+λ|, y como ai−L < −ϵ,
en este caso se toma +λ;

En esta expresión, es posible tomar la sucesión {λk : k = 1,2,3, . . . } tal que la sucesión λ2
k converge a

0, esto porque la sucesión µ = (µn) converge a L cuando n→∞.

La suma

2λ
1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

(ai −L)

también converge a 0 cuando n→∞ porque λk converge a 0 y

1
n

n∑
i=1

(ai −L) <
1
n

n∑
i=1

(|ai |+ |a|) ≤m+ |a|.
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Al mismo tiempo, σ = (σn) también converge a 0. Esto es,

lı́m
n→∞

1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

(ai −µn)2 = 0.

Finalmente, se tiene que

ϵ lı́m
n→∞

1
n
|{i ≤ n : |ai −L| ≥ ϵ}| ≤ lı́m

n→∞

1
n

∑
i:|ai−L|≥ϵ

|ai −µn|2 = 0

lo cual significa que L = lı́m
stat

ak . Esto culmina la demostración del teorema.

6. Sucesiones Cesàro sumables

A continuación, se dará la definición de la función módulo, la cual nos ayudará a generalizar los
conceptos de densidad y de sucesiones estadísticamente convergentes.

Definición 11 (Función módulo). Una función creciente y continua f : [0,+∞)→ [0,+∞) se denomina
función módulo (o simplemente módulo) si escumple las siguientes propiedades:

1. f (h) = 0 si y solo si h = 0;

2. f (h1 + h2) ≤ f (h1) + f (h2) para todo h1,h2 ∈ [0,+∞).

Es importante destacar que existen funciones módulo acotadas y no acotadas. Por ejemplo, la función

f (h) =
h

h+ 1
define un módulo acotada; mientras que la función f (h) = log(h + 1) es un módulo

no acotado. En el siguiente enunciado, se presentan otras propiedades importantes de las funciones
módulo.

Lema 1 (Propiedades de las funciones módulos). Sea f : [0,∞)→ [0,∞) una función módulo.

1. Para cada n ∈Z+, el conjunto de los enteros positivos, se cumple que f (nh) ≤ nf (h).

2. El límite lı́m
h→∞

f (h)
h existe. De hecho,

lı́m
h→∞

f (h)
h

= ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
h

.
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Demostración. La primera propiedad es consecuencia de aplicar inducción a la segunda condición
de la definición de la función módulo. Así que mostraremos el ítem 2. Tomando el resultado de la
primera propiedad para todo t > 0, para n ≥ 1 y dividiendo por nt se obtiene

f (nt)
nt
≤
f (t)
t

.

Por tanto, para cada t > 0 se tiene que ı́nfh>0
f (h)
h ≤

f (t)
t . Tomando el ínfimo sobre t, se da

ı́nf
h>0

f (h)
h
≤ ı́nf

n≥1

f (n)
n

.

Ahora, para un h > 0 arbitrario, se escribe h = nt + r con n = ⌊h/t⌋ y0 ≤ r < t. Ahora, usando
subaditividad

f (h) ≤ f (nt + r) ≤ f (nt) + f (r) ≤ nf (t) + f (r).

Dividiendo por h = nt + r se obtiene

f (h)
h
≤

nf (t)
nt + r

+
f (r)
nt + r

=
f (t)
t

.
nt

nt + r
+

f (r)
nt + r

.

Ahora, para t fijo, cuando h→∞, se tiene que n→∞ y por tanto nt
nt+r → 1 y f (r)

nt+r → 0. De aquí se
sigue que

lı́msup
h→∞

f (h)
h
≤
f (t)
t

y tomando el ínfimo sobre t, se obtiene

lı́msup
h→∞

f (h)
h
≤ ı́nf

t>o

f (t)
t

.

Por otro lado, se cumple que por definición de ínfimo

ı́nf
t>o

f (t)
t
≤
f (h)
h

y por tanto

ı́nf
t>o

f (t)
t
≤ lı́minf

h→∞

f (h)
h

Luego,

lı́msup
h→∞

f (h)
h
≤ ı́nf

t>o

f (t)
t
≤ lı́minf

h→∞

f (h)
h

.
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De aquí se deduce que lı́minf = lı́msup, por tanto, el límite existe y vale

lı́m
h→∞

f (h)
h

= ı́nf
t∈(0,∞)

f (t)
t

.

Esto culmina la demostración del teorema.

También se recurre a la siguiente definición que asocia las funciones módulo con la densidad natural.

Definición 12. (f −densidad de un conjunto) Sea f una función módulo. La f −densidad de un sub-
conjunto U ⊆N se define como

δf (U ) = lı́m
n→∞

1
f (n)

f (|{k ≤ n : k ∈U }|) ,

siempre que el límite de la derecha exista.

✓ Claramente, cuando f es la función identidad, se recupera la definición de densidad de un conjunto
dado previamente. Proveemos otro ejemplo:

Ejemplo 8. Consideremos el conjunto de los números pares U = {2,4,6,8, . . . } y la función módulo

f (x) =
√
x. Como dijimos anteriormente, |U ∩ {1,2, . . . ,n}| es la parte entera de

n
2
. Así que, usando el

hecho que f es creciente, se tiene√
n
2√
n
≤
f (|{k ≤ n : k ∈U }|)

f (n)
≤

√
n
2 + 1
√
n

.

Luego, por el teorema del emparedado, en este caso, se puede concluir que δf (U ) =

√
2

2
.

Con la noción de f −densidad, es inmediato definir sucesiones f −estadísticamente convergentes.

Definición 13 (Sucesiones f -estadísticamente convergente). Sea f una función módulo no acotada.
Entonces la sucesión x = (xk) es f −estadísticamente convergente a L si para cada ϵ > 0

lı́m
n→∞

1
f (n)

f (|{k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}|) = 0.

En tal caso, escribimos L = lı́m
f −stat

xk y decimos que L es el límite f −estadístico de (xk).
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✓ Es claro que cuando f es la función identidad, la convergencia f −estadística coincide con la
convergencia estadística estudiada previamente. Además tenemos la siguiente propiedad:

Lema 2 (Unicidad del límite f −estadístico). Sea f una función módulo no acotada. Si x = (xk) es una
sucesión que converge f −estadísticamente a L, entonces su límite f −estadístico es único.

Demostración. Se ha de mostrar que si (xk) converge f −estadísticamente a L y a M, entonces L = M .

Supongamos que xk
f −st
−−−−→ L y xk

f −st
−−−−→M con L ,M . Se define ρ = |L−M | > 0 y se toma ϵ = ρ/2 > 0.

Se consideran los siguientes conjuntos de índices

A = {k ∈N : |xk −L| ≥ ϵ},

y
B = {k ∈N : |xk −M | ≥ ϵ}.

Por definición se tiene que δf (A) = δf (B) = 0.

Como para cualquier k ∈N no puede cumplirse al tiempo que |xk − L| < ϵ y |xk −M | < ϵ ya que por
desigualdad triangular

|L−M | ≤ |L− xk |+ |xk −M | < ϵ+ ϵ = ρ.

Lo cual no puede suceder, luego, o sucede que |xk −L| ≥ ϵ, o |xk −M | ≥ ϵ. Es decir,

A∪B = N.

Para n ∈N se puede definir
an = |A∩ {1,2, . . . ,n}|

y
bn = |B∩ {1,2, . . . ,n}|

Entonces como (A∪B)∩ {1,2, . . . ,n} = {1,2, . . . ,n} que tiene n elementos, se cumple

an + bn ≥ |(A∪B)∪ {1,2, . . . ,n} = {1,2, . . . ,n}| = n

Ahora, por la monotonía y subaditividad de f , se tiene

f (n) ≤ f (an + bn) ≤ f (an) + f (bn).

Para n suficientemente grande, f (n) es no acotada y creciente, por lo cual, podemos dividir entre ella

1 ≤
f (an)
f (n)

+
f (bn)
f (n)

.

Aplicando el límite cuando n→∞ y usando que δf (A) = lı́m
n→∞

f (an)
f (n) = 0 y análogamente δf (B) = 0, se

llega a la contradicción
1 ≤ 0 + 0 = 0.

Por lo tanto L ,M es falsa y L debe ser igual a M, es decir, el límite f −estadístico es único.

Página 20



6 SUCESIONES CESÀRO SUMABLES

Ahora se introduce otra clase de sucesiones que se relacionan con las funciones módulos.

Definición 14 (Funciones f −Cesàro sumables). Sea f una función módulo. Se dice que la sucesión
(xk) es f −Césaro sumable fuertemente a L si

lı́m
n→∞

1
n

n∑
k=1

f (|xk −L|) = 0.

La clase de todas las sucesiones f −Césaro sumables fuertemente se denota por ωf .

✓ La definición anterior no requiere que la función módulo f sea no acotada. A continuación damos
un resultado que relacionan clases de funciones Cesàro sumables:

Teorema 9. Sea f y g funciones módulo. Si

sup
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

<∞

entonces wg ⊂ wf .

Demostración. Se asume que

p = sup
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

<∞

Entonces, por definición de supremo, para todo h ∈ [0,∞) se tiene que f (h) ≤ pg(h) . Ahora, sea
x = (xk) una sucesión que es g−Césaro sumable fuertemente a L, se puede escribir

1
n

n∑
k=1

f (|xk −L|) ≤
1
n

n∑
k=1

pg (|xk −L|) .

Aplicando los límites de ambos lados cuando n→∞, y usando el hecho que x ∈ wg , se obtiene que
x ∈ wf y esto demuestra el resultado.

A continuación damos un ejemplo que muestra que en general la contención en el teorema anterior
puede ser estricta.

Ejemplo 9. Consideramos las funciones módulos definidas por f (h) =
h

h+ 1
y g(h) = h. Claramente,

sup
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

= 1 <∞
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y por el teorema anterior ya sabemos que wg ⊆ wf . Vamos a ver que en este caso, la contención es
propia. Con este fin, consideramos la sucesión x = (xk) definida por

xk =

k si k = n3 para n ∈N,

0 si k , n3.

Entonces, usando el hecho de que f (0) = 0, se tiene

1
n

n∑
k=1

f (|xk |) =
1
n

n∑
k=1/k=m3

f (xk) +
1
n

n∑
k=1/k,m3

f (0)

=
1
n

n∑
k=1/k=m3

k
1 + k

<
1
n

n∑
k=1/k=m3

1 ≤
3
√
n
n

Como
3√n
n → 0 cuando n→∞, se tiene que x ∈ wf . Sin embargo, también tenemos

1
n

n∑
k=1

g(|xk |) =
1
n

n∑
k=1

g(xk) =
1
n

n∑
k=1/k=m3

k +
1
n

n∑
k=1/k,m3

g(0)

=
1
n

(
13 + 23 + 33 + · · ·+ i3

)
=

1
n

(
i(i + 1)

2

)2

≥ 1
n

(
( 3
√
n− 1)( 3

√
n)

2

)2

,

donde en la tercera igualdad usamos que i = máx
{
k ∈N : k3 ≤ n

}
; es decir, i es la parte entera de

3
√
n. Ahora, como

lı́m
n→∞

1
n

(
( 3
√
n− 1)( 3

√
n)

2

)2

=∞,

podemos concluir que x < wg . Por lo tanto x ∈ wf −wg y la contenencia es estricta. □

Como consecuencia inmediata del resultado anterior tenemos:

Corolario 3. Sean f y g funciones módulo.

1. Si ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

> 0, entonces wf ⊆ wg .

2. Si 0 < ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

≤ sup
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

<∞, entonces wf = wg .
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3. Si ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
h

> 0, entonces wf = w. Es decir, Cesàro sumables fuertemente en el sentido ordinario.

Demostración. Es suficiente establecer el primer item. En efecto, si

q = ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

> 0,

entonces

sup
h∈(0,∞)

g(h)
f (h)

≤ 1
q

= p <∞

y el resultado sigue del teorema anterior.

Ahora es el turno de estudiar la relación que existe entre la convergencia f −estadísticas y sucesiones
fuertemente Cesàro sumables. El primer resultado que presentamos es el siguiente:

Teorema 10. Sean f y g funciones módulo tales que

ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

> 0

y supongamos además que

lı́m
h→∞

g(h)
h

> 0.

Entonces cada sucesión f −Césaro sumable fuertemente es g−estadísticamente convergente, esto es, wf ⊂ Sg

Demostración. Supongamos que

β = ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
g(h)

> 0

Entonces, por definición de ínfimo, para cada h > 0, se tiene que βg(h) ≤ f (h). Ahora, si x = (xk)
es cualquier sucesión f −Césaro sumable fuertemente a L y ϵ > 0 es cualquiera, entonces se puede
escribir

1
n

n∑
k=1

f (|xk −L|) ≥ β
1
n

n∑
k=1

g(|xk −L|) ≥ β
1
n

n∑
k:|xk−L|≥ϵ

g(|xk −L|)

≥ β
1
n
|{k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}|g(ϵ)

≥ β
1
n
g(|{k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}|)

g(ϵ)
g(1)

=
g(|{k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}|)

g(n)
g(n)
n

g(ϵ)
g(1)

β.
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Luego, tomando límites a ambos lados cuando n→∞, usando el hecho que x ∈ wf y la hipótesis que

lı́m
h→∞

g(h)
h > 0 podemos concluir que

lı́m
n→∞

g(|{k ≤ n : |xk −L| ≥ ϵ}|)
g(n)

= 0

lo cual significa que x ∈ Sg y esto demuestra el teorema.

Veamos un ejemplo que muestre que la conclusión del teorema anterior puede ser una inclusión pro-
pia.

Ejemplo 10. Consideramos las funciones módulos f y g definidas por f (h) = g(h) = h y considera-

mos la sucesión x = (xk) del ejemplo anterior. Entonces, claramente se tiene que ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
h

> 0 y

lı́m
h→∞

g(h)
h

> 0 y también

1
g(n)

g(|{k ≤ n : |xk − 0|}|) ≤
g( 3
√
n)

g(n)
.

Luego, tomando los límites de ambos lados cuando n→∞, se obtiene que x ∈ Sg ; pero sin embargo,
x < wf . Esto culmina el ejemplo. □

Como consecuencias inmediatas e importantes del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4. Supónganse que f es una función módulo no acotada.

1. Si lı́m
h→∞

f (h)
h > 0, entonces cada sucesión f −Césaro sumable fuertemente es f −estadísticamente conver-

gente.

2. Si ı́nf
h∈(0,∞)

f (h)
h > 0, entonces cada sucesión f −Césaro sumable fuertemente es estadísticamente conver-

gente.

3. Una sucesión Césaro sumable fuertemente es estadísticamente convergente.

En el siguiente resultado se relacionan las sucesiones acotadas f −estadísticamente convergentes con
las sucesiones Cesàro fuertemente sumables.

Teorema 11. Supóngase f ,g funciones módulo no acotadas. Entonces, cada sucesión f −estadísticamente
convergente acotada es una sucesión g−Cesàro sumable fuertemente, es decir, l∞ ∩ Sf ⊂ wg .

Página 24



6 SUCESIONES CESÀRO SUMABLES

Demostración. Se asume que f y g son funciones módulo no acotadas. Cómo Sf ⊂ S por corolario 4,
y como l∞ ∩ S ⊂ w por teorema 9, se tiene que l∞ ∩ Sf ⊂ l∞ ∩ S ⊂ w, esto es, l∞ ∩ Sf ⊂ w. De otro
modo, como w ⊂ wg para cualquier módulo g por el teorema anterior, para el caso α = 1, se sigue
que l∞ ∩ Sf ⊂ wg .

Es necesario un ejemplo para entender que en este último resultado, la contención puede ser estricta.

Ejemplo 11. Considérese la sucesión x = (xk) como

xk =

k si k = n2 para n ∈N
0 si k , n2

y tomando las funciones módulo g(h) = f (h) = log(h+ 1). Entonces, usando la igualdad g(0) = 0, se
tiene que

1
n

n∑
k=1

g(|xk − 0|) =
1
n

n∑
k=1

g(xk) =
1
n

∑
k:k=n2

g(1) =
1
n

n∑
k=1/k,n2

g(0)

=
1
n

∑
k:k=n2

log(2) ≤
√
n
n

log(2)→ 0

cuando n→∞ y así que x ∈ wg . Además,

lı́m
n→∞

1
f (n)

f (|{k ≤ n : |xk | ≥ ϵ}) ≥ lı́m
n→∞

1
f (n)

f (
√
n− 1) = lı́m

n→∞

log(
√
n)

log(n+ 1)
=

1
2
, 0

Esto es, x < Sf . Esto significa que la inclusión l∞ ∩ Sf ⊂ wg es estricta. □

Como consecuencia inmediata del estudio realizado a través de estas secciones se puede escribir:

Corolario 5. Si f es cualquier función módulo no acotada, entonces se tiene:

1. l∞ ∩ Sf ⊂ wf

2. l∞ ∩ Sf ⊂ w

3. l∞ ∩ S ⊂ wf
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7. Conclusiones

En el transcurso de este estudio se tiene las siguientes conclusiones:

1. La convergencia estadística constituye una extensión natural de la convergencia clásica, ya que
permite caracterizar el comportamiento límite de sucesiones que presentan irregularidades loca-
les o fluctuaciones finitas. Se demostró que toda sucesión convergente en el sentido ordinario es
necesariamente estadísticamente convergente, lo cual evidencia que la convergencia estadística
amplía el marco tradicional sin contradecirlo.

2. La relación entre convergencia estadística y sumabilidad de Cesàro muestra una profunda co-
nexión estructural, en tanto ambas nociones describen formas de convergencia promedio. Se
estableció que si una sucesión es estadísticamente convergente, la sucesión de sus promedios
parciales también converge y su desviación estándar tiende a cero, lo que permite interpretar la
convergencia estadística como una generalización teórica de la convergencia de Cesàro.

3. El estudio de la densidad natural, las funciones módulo y la f-densidad permitió formular un
marco unificado para el análisis de convergencia generalizada. Dichas herramientas facilitan
la caracterización de conjuntos estadísticamente densos y de subsucesiones estadísticamente
convergentes, contribuyendo al desarrollo de criterios más flexibles para estudiar el comporta-
miento límite de sucesiones en contextos donde los métodos clásicos resultan insuficientes.
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