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Resumen

El presente trabajo aborda el estudio de la convergencia estadistica y su vinculo con las sucesiones
Cesaro-sumables por medio de funciones modulo que satisfacen ciertas condiciones de densidad
natural y propiedades del analisis matematico, como lo son la continuidad, monotonia y subaditividad.
De igual manera, se analiza la relacién entre convergencia estadistica y la sumabilidad de Cesaro
ampliando la comprension de procesos de convergencia, proporcionando herramientas conceptuales
y analiticas para el tratamiento de sucesiones que no convergen en el sentido clasico.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

El principio de convergencia estadistica o casi convergencia tiene su primera version realizada por
Zygmund [13] en 1935, el cual expuso ésta como una generalizaciéon de la convergencia habitual. Sin
embargo, en su caso general, ni los limites usuales ni los limites estadisticos podrian calcularse bajo
una gran precision; desde esta imprecision se han desarrollado varios enfoques matematicos, tales
como la teoria de conjuntos difusos y logica difusa, los cuales toman elementos del conjunto de forma
parcial y su grado de pertenencia se mide bajo una funcion

pa(x): X —[0,1]

que, bajo un conjunto universal X, se dice que la funcion toma el valor 0 si x € A, y 1 si x € A; del
mismo modo, si 0 < p4(x) <1 entonces x esta parcialmente contenido en A.

Posteriormente, la convergencia estadistica fue caracterizada por Schoenberg [12], el cual, desde la
teoria de la probabilidad, describe la convergencia de sucesiones de variables aleatorias. En este
contexto, se dice que una sucesion de variables aleatorias X,, converge estadisticamente a una variable
aleatoria X si:

lim P(|1X,-X|>¢€)=0

n—-oo

para todo € > 0.

En décadas posteriores, este principio de convergencia ha tenido lugar en campos del analisis, tales
como la teoria de la medida, teoria de la aproximacion, espacios de Banach, espacios localmente
convexos, teoria de la sumabilidad, teoria ergodica, teoria de ntimeros, series trigonométricas, analisis
de Fourier y optimizacion. [0]

Autores como Connor [5], Fridy |7] y Salat [14] abordaron la convergencia estadistica desde la perspec-
tiva de los espacios de sucesiones; lo que se conoce como teoria de la sumabilidad. Esta se encarga
principalmente de extender la nocion de series infinitas, sobre todo en aquellas que no convergen en
un sentido tradicional; aqui, la teoria de la sumabilidad otorga valores a estas series divergentes. Esta
teoria presenta igualmente propiedades de convergencia, como lo son los métodos de sumabilidad de
Abel, Cesaro y Borel.

En especial, el método de sumabilidad de Cesaro nos presenta que si la media de las sumas parciales
converge, la serie es sumable en el sentido de Cesaro, es decir, que el limite de la media de sus sumas
parciales existe y es un nimero real x.
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2 PRELIMINARES

La idea de funcion modulo fue presentada por primera vez por Nakano [10], éste da una manera
de medir un operador lineal entre espacios de funciones. Al tener las propiedades de monotonia,
triangularidad y homogeneidad, esta funcion modulo de Nakano se presenta como posible via para
evaluar propiedades de funciones que son complicadas de evaluar con otras normas.

Décadas mas tarde, y tomando en cuenta la caracterizacion de funciones modulo no acotadas, las
cuales no poseen un limite superior finito; Aizpuru [l], presenta el principio de convergencia no matri-
cial, tal como la convergencia puntual y la convergencia uniforme, que no requieren el uso de matrices
directamente al exponerse. De igual manera, este caracteriza la nocion de f-densidad, la cual se rela-
ciona con la distribucion F, definida como la razon entre dos varianzas. Recientemente, la nocion de
convergencia estadistica se ha extendido a la nocion de acotacion f-estadistica por Bhardwaj [3] quien
propone que las sucesiones acotadas son aquellas sucesiones que son acotadas f-estadisticamente para
cada modulo no acotado. Esto es que su modulo esta acotado por un niimero finito con probabilidad 1.

Usando funciones modulo como punto de partida, autores como Maddox [9], Connor [4], Ruckle [11],
Kramber [8] entre otros, han construido espacios de sucesiones con aplicaciones directas a la conver-
gencia estadistica y la sumabilidad fuerte de Cesaro, tratadas juntas especialmente por Connor [5].

Este trabajo muestra detalladamente la teoria de convergencia estadistica, hasta el punto de asociacion
con la sumabilidad de Cesaro y las funciones modulo.

2. Preliminares

En vista que este trabajo trata sobre algunas nociones de convergencias de sucesiones, es pertinente
introducir, a manera de preliminares, algunas notaciones y definiciones.

Definiciéon 1 (|2] Sucesion). Se entiende como sucesién una funciéon F cuyo dominio es el conjunto
de todos los nameros enteros positivos. El recorrido de F es el conjunto {F(1),F(2),F(3),...}, también
notado como {Fy, F;, F3,...} y el valor F,, se denomina el n-ésimo término de la sucesion.

Definicién 2 (2] Sucesion convergente). Se dice que una sucesion {x,} converge a un término x si
para todo € > 0, existe un entero positivo N tal que n > N implica que |x, — x| < €.

Definiciéon 3 (J2] Sucesion de Cauchy). Se dice que una sucesion {x,} es de Cauchy si para todo
€ > 0, existe un entero positivo N tal que para todos los nimeros enteros positivos 1,1 > N se tiene
|x, — x,,| < €.
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2 PRELIMINARES

Definicion 4 (2] Limite superior y limite inferior de una sucesion real). Sea {x,} una sucesion de
nameros reales. Supongase que existe U € R que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo € > 0 existe un entero N tal que n > N implica

x,<U+e

2. Dados € >0y m > 0, existe un entero n > m tal que

x,>U-—¢€

Entonces U se llama el limite superior de {x,} y se escribe

U =limsupx,,.
n—-00

La primera condicion implica que el conjunto {x,x,,...} esta acotado superiormente. Si ese conjunto

no esta acotado superiormente, se define limsupx,, = oco.
n—-o0

El limite inferior de {x,} se define como sigue:

liminfx, = -limsupa,,

n—00 n—00

donde a, = —x, paran=1,2,....

Definicion 5 (|14] Densidad Natural). Para un conjunto A C IN y A(n) = [AN{1,2,...,n}|, donde |E]
es la cardinalidad del conjunto E, se definen las cantidades
- A(n) A(n)

) ( e
6:1 é:l f .
meup ==y 2=liminf=

Estos son llamados la densidad superior e inferior, respectivamente, del conjunto A. Adicionalmente,
si

5(A) = 5(A) = 8(A) = lim 2,

- n—oco Mn

entonces el namero 0(A) se llamara la densidad natural del conjunto A.
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3 CONVERGENCIA ESTADISTICA

Ilustramos esta definicion con un ejemplo.

Ejemplo 1. Sea A ={2,4,6,8,...} el conjunto de los nameros pares. Entre los primeros # nameros
naturales, la cantidad de naimeros pares es la parte entera de 7. Entonces, por definicion de parte
entera, se tiene

4 Al 3+1
n

< <
n n
y por el teorema del emparedado, se puede concluir que
A(n) 1
o(A) =1 = —.
( ) n1—>nolo n 2
Luego, la densidad de los nimeros pares es % ]

v En lo que sigue, diremos que una sucesion x = (xj) satisface una propiedad P en casi cualquier
parte si el conjunto de indice k € Z, tales que x; no cumple P tiene densidad natural 0. Ilustramos
esta nocion con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Considérese la sucesion a = (a;) cuyos términos son

i, cuando i = n? paratodon=1,2,3,...

0, en otros casos.

Se puede decir que esta sucesion es nula en casi cualquier parte ya que, como vimos anteriormente,
el conjunto

lkeZ, :a,+#0}={1,4,9,16,...}

tiene densidad natural cero. O

3. Convergencia estadistica

En esta seccion se daran definiciones y propiedades de la convergencia estadistica de sucesiones
numeéricas. Se define sucesiones estadisticamente de Cauchy y se muestra que, al igual que ocurre en
los nimeros reales, una sucesion es estadisticamente convergente si y solo si es estadisticamente de
Cauchy. En primer lugar, tenemos el siguiente concepto:

Definicién 6. (Sucesion estadisticamente convergente) Una sucesion {x,,} de nameros reales se dice
que es estadisticamente convergente a L € IR si para cualquier € > 0,

1
lim —{k<n:|x,—L|>€}|=0.

n—oo 1

Es decir, 6 ({k <n:|xy —L| > €}) = 0. En tal caso, escribimos L = lltn'tl Xk, entendiendo que k — oo.
sta
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3 CONVERGENCIA ESTADISTICA

Claramente si una sucesiéon x = (xj) converge a L, entonces también converge estadisticamente a L
pues para cada € > 0, el conjunto {k <n:|x; —L|> €} es finito; pero el reciproco NO es cierto tal
como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 (Convergencia estadistica no implica convergencia usual). Considérese la sucesion a = (a;)

cuyos términos son
i, cuando i = n? paratodon=1,2,3,...,

a; =
0, en otros casos.

Tomando L = 0; los términos distintos de 0 aparecen en las posiciones de los cuadrados perfectos.
Luego, para € > 0 cualquiera se tiene que

Hk<n:lag—L|>e)l|<Vn

pues los valores de k para los cuales a; > € son k = i? con i? < n. Usando de nuevo el teorema del
emparedado, obtenemos

1 n 1
lim —|{k<n:|ay—L|>€}| < lim £ = lim —=0.
n—oco # n—oco 1 ”‘*OO‘VGE
Por lo tanto lima, = L = 0; pero esta sucesion no converge en el sentido usual. O

stat

Relacionado con el concepto anterior, también tenemos:

Definicion 7. (Sucesion estadisticamente de Cauchy) Una sucesion x = (x;) se dice que es estadisti-
camente de Cauchy si para cada € > 0, hay un entero positivo N = N(e) tal que

1
lim —[{k <n:|xy—x¢|>€}|=0.

n—oo 1

O equivalentemente, para cada € > 0, se cumple que 0 ({k <n:|xy — x| > €}) = 0.

La relacion fundamental entre ser estadisticamente de Cauchy y ser estadisticamente convergente es
analoga al sentido usual. Por ello, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1. La sucesion (x,,) es estadisticamente convergente si y solo si es estadisticamente de Cauchy.

Demostracion. [=] Sea (x,,) una sucesion estadisticamente convergente a L. Entonces, para cada € > 0

6({n:|xn—L|2%}):0.

se tiene
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3 CONVERGENCIA ESTADISTICA

Esto significa que |x,, — L| < 5 en casi todo n. Luego, para casi todo 1,m, se cumple que
|x,, — x| < |x, — L| + |x,,, — L| < €.
Por tanto,
o({n:|x,—x,|>€})=0

lo que implica que (x,,) es estadisticamente de Cauchy.

[<] Sea (x,,) una sucesion estadisticamente de Cauchy, entonces existe un conjunto K C IN de densi-
dad 1 tal que la sucesion restringida (x,),cx es de Cauchy en el sentido clasico. Por la completitud
de los nameros reales, existe L € R tal que (x,,) converge a L para n € K. Por lo tanto, (x,) converge
estadisticamente a L. ]

A continuacion se da un ejemplo que muestre la relacion entre ser convergente estadisticamente y
estadisticamente de Cauchy.

Ejemplo 4. Considérese la siguiente sucesion a = (a;) tal que

1, cuando i =n? paratodon=1,2,3,...
a; =
0, en otros casos.

(a;) es estadisticamente convergente a 0: Sea A = {1,4,9,16,...} el conjunto de indices donde
a; =0, es decir, el conjunto de los cuadrados perfectos.
Hasta 7, hay aproximadamente /1 cuadrados perfectos, por lo tanto, la densidad natural de A es

AN{1,2,3,...,
tim AOL23 ol e, N

n—o00 n n—oco n

Esto es, que para n muy grande, los cuadrados perfectos aparecen con menos frecuencia. Luego (a;)
converge estadisticamente a 0.

(a;) es estadisticamente de Cauchy: Tomando N tal que ay = 0, se sigue que
|ax —an| = lax — O] = ay|

Los indices k donde |aj| > € que tienen densidad natural 0, son los cuadrados perfectos. Por lo tanto,

1
lim —[{k <n:|xy—x¢|>€}|=0.

n—oo 11

Pagina 8



4 SUCESIONES ESTADISTICAMENTE DENSAS.

v Es importante destacar que no todas las propiedades de sucesiones convergentes son verdaderas
para sucesiones estadisticamente convergentes. Por ejemplo, toda subsucesion de una sucesion conver-
gente a L es convergente al mismo valor L. Sin embargo, en la convergencia estadistica, esta propiedad
no es verdad tal como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Considérese la sucesion a = (a;) cuyos términos son

0, sii no es cuadrado perfecto,
a; = .
1, sii es cuadrado perfecto.

Esta sucesion es estadisticamente convergente. De hecho, lima;, =L = 0.
stat

Ahora se construye una subsucesion que solo contenga el 0 y el 1 alternadamente.

1, sii; es impar,
k p
aj, = .
k 0, siig es par.

De hecho, podemos elegir los indices i; de tal manera que uno sea un cuadrado perfecto, y el siguiente
no lo sea. Por ejemplo, i, =1,2,4,5,9,10,16,17,---. Luego, la subsucesion es (1,0,1,0,...). Ahora,
para € = % se tiene que
‘{kﬁn:|aik—0| Zl}'zE
2 2
Por tanto,

1 1 1
El{kﬁn:laik—()lZEH:EiO

y esta subsucesion no es estadisticamente convergente a L = 0. O

4. Sucesiones estadisticamente densas.

Ya teniendo la definicion de sucesiones estadisticamente convergentes y la densidad natural, podemos
relacionarlas con las siguientes propiedades.

Definicion 8. (Conjunto estadisticamente denso) Un subconjunto K C IN se dice estadisticamente
denso si 0(K) = 1.

Veamos un ejemplo de este concepto.

Ejemplo 6. El conjunto {i # n?:i=1,2,3,....n=1,2, 3,...} es estadisticamente denso, mientras que
el conjunto K ={3i:i=1,2,3,...} no lo es. En efecto, ya vimos que el conjunto U = {k =i’:i€ Z+}

Pagina 9



4 SUCESIONES ESTADISTICAMENTE DENSAS.

tiene densidad natural nula. En consecuencia, su complemento debe tener densidad 1. Similarmente,
el nimero de elementos del conjunto {3i:i=1,2,3,...}N{1,2,...,n} se puede acotar por % y %+ ly
por esa razon o(K) = % Luego, K no es estadisticamente denso.

También requerimos de la siguiente definicion:
Definicién 9. Sea B subconjunto de A C Z*. Se dice que B es estadisticamente denso en A si

Bnil1,2,...,
B2, )

- 1.
n—w |[AN{L,2,..., 1)

A continuacion establecemos algunas propiedades de los conjuntos estadisticamentes densos:

Teorema 2. (Densidad estadistica) Las siguientes propiedades son verdaderas:

1. Un subconjunto estadisticamente denso de un conjunto estadisticamente denso es un conjunto estadis-
ticamente denso.

2. La interseccion y la union de conjuntos estadisticamente densos son conjuntos estadisticamente densos.

Demostracion. 1. Sea A un subconjunto estadisticamente denso de Z* y sea B C A. Se definen las
sucesiones

CBN{1,2,...,n) CJAN{L2,..,n)

a, = b, =
"TlAn(L2..n " n
Por hipotesis lim a, =1 y lim b, = 1. Luego, por la regla del producto de limites de sucesiones, se
n—o0 n—-oo

tiene que

Bni{1,2,...,
lirn| ni n”:liman.bnzl-l:l

n—o00 n n—o00

y por lo tanto, B es estadisticamente denso.

2. Ahora supongamos que A y B son estadisticamente densos en Z*. Vamos a mostrar que AN B es
también estadisticamente denso. Para esto, se consideran los complementos A“=IN—-Ay B  =IN-A,
como A y B son estadisticamente densos, se tiene

=0.

A°N{L,2,..., B‘n{L,2,...,
i A2l B0 L2,

n—oo n n—oo n

Como (A N B)° = A°U Bf, entonces para cada n € Z" se cumple que

(ANBEN{1,2,..., 10} = (A°UB)N{1,2,...,n}| <JA° N (L, 2,...,n)| +|B N 1{1,2,...,n)|
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4 SUCESIONES ESTADISTICAMENTE DENSAS.

Dividiendo por 7 y aplicando limite, se tiene

C
HmﬂmKAﬂB)ﬂHJPwnH

Hsco n

<0+0=0.

Luego, como la densidad natural de (A N B)¢ es cero, entonces

Hn}KAfwB)m{Lz,.an

n—00 n

=1

y esto significa que A N B es estadisticamente denso.

Ahora vamos a mostrar que A U B es también estadisticamente denso. Para todo 7 se cumple
(AUB)N{1,2,...,n}| >|AN{1,2,...,n}|.
Dividiendo por 7 y aplicando limites, se tiene

(AUBN(L2.nll o JAN(L2,...n)

liminf > i =1
n—co n n—00 n
La tunica posibilidad es que
AUB)N{1,2,...,n
L MAUBN(L2
n—o00 n
Luego A U B es estadisticamente denso y el teorema esta demostrado. ]

Ahora trasladamos esta nocion de densidad al contexto de sucesiones y subsucesiones:

Definicion 10 (Subsucesiones estadisticamente densa). Una subsucesion /1 de una sucesion [ es lla-
mada estadisticamente densa en [ si el conjunto de todos los indices de elementos de / es estadis-
ticamente denso.

Con el anterior teorema y esta definicion, se da el siguiente resultado importante dirigido a subsuce-
siones estadisticamente convergentes.

Teorema 3. (Densidad estadistica en subsucesiones) Sea | una sucesion de nimeros complejos. Las siguientes
proposiciones son verdaderas:

1. Una subsucesion estadisticamente densa de una subsucesion estadisticamente densa en 1, también es
estadisticamente densa en l.

2. La interseccion y union de dos subsucesiones estadisticamente densas son subsucesiones estadisticamente
densas.
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4 SUCESIONES ESTADISTICAMENTE DENSAS.

Demostracion. 1. Sean (x,,) una sucesion y (xnk) una subsucesion cuyos indices A = {ny : k € IN} tienen
densidad 1, y adicionalmente, sea (x,, ) otra subsucesion con indices B = {”kj : j € IN} estadistica-
j

mente densa en relaciéon a A, entonces, por el teorema anterior, B tiene densidad 1. Esto significa que

la sucesion (xnk‘) es estadisticamente densa en la sucesion original.
j

2. Del mismo modo, si (x,,) es una sucesion, y A, B C IN son los conjuntos de indices de dos subsuce-
siones con 9(A) = 6(B) = 1, entonces las subsucesiones correspondientes a AN By AU B también son
estadisticamente densas en la sucesion original. [

Ahora podemos dar la caracterizacion de la convergencia estadistica en términos de subsucesiones:

Teorema 4. Una sucesion | es estadisticamente convergente si y solo si cualquier subsucesion estadisticamente
densa de | es estadisticamente convergente.

Demostracion. Supongamos que la sucesion [ = (a;) es estadisticamente convergente y sea h = {by;k =
1,2,3,...} una subsucesion estadisticamente densa de I. Debemos mostrar que h también es estadis-
ticamente convergente.

Supongamos que h diverge estadisticamente. Entonces, para cualquier namero real L, hay algin € > 0
tal que

1
liminf—|H, (L) =d >0
n—oo N
para algan d € (0,1), donde
Hye(L) = (K < 1o~ 1] > ).

Como h es una subsucesion de [, se tiene que I:In,e(L) D H, (L) donde

A

H, (L) ={i <n;la; - L| > €}.
Consecuentemente,

1, .~
liminf—|H, (L) >d >0,
n

n—-oo

lo cual implica que 6({i;|a; — L| > €}) # 0. Por lo tanto, [ es también estadisticamente divergente.

El reciproco es trivialmente cierto ya que / es una subsucesion estadisticamente densa de si misma. [

Como consecuencia inmediata del resultado anterior se tiene:

Corolario 1. Una subsucesion estadisticamente densa de una sucesion estadisticamente convergente es esta-
disticamente convergente al mismo valor.
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5 SUCESIONES DE PROMEDIOS PARCIALES Y VARIANZAS PARCIALES

5. Sucesiones de promedios parciales y varianzas parciales

Ahora vamos a relacionar el limite estadistico con el limite de los promedios. Con este fin, para cada
sucesion | = {a;;i =1,2,3,...} de nameros reales, es posible corresponder una nueva sucesion de sus
promedios parciales p(l) = {p,,: n=1,2,3,...} mediante la expresion

n

=) 0

i=1
Con esta notacion, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5. Sia = (a;) es una sucesion acotada estadisticamente convergente a L, entonces

L=lima;, = lim u,,.
stat k n—>oo'un

Demostracion. Por hipotesis L = litrrtl ai. Entonces, para cada € > 0, se tiene que
sta
.
lim —[{i<n:|a;-L|>€}|=0.
n—oo 11

Ahora, a = (a;) es una sucesion acotada y por esa razon, existe m > 0 tal que |a;| < m para todo
i € IN. Esto altimo implica que , existe un namero K > 0 tal que |a; —L| < K para todo i € IN. A saber,
la; — L| <la;|+|L| < m+|L| = K. Tomando el conjunto

H,(L)={i<n:|a;—L|>¢€}
ahora, denotando |Hn!€| como U, se tiene el siguiente sistema de desigualdades
1 v 1y
—Zﬂi—L S—Zlai—L|
n £ n £
i=1 i=1

1 1 u
< (Ku, +(n— < —(Ku, +ne) = +K(—”).
(Kt + (1= 4,)€) < — (Kuty + ne) = e + K (2

|ﬂn_L| =

Luego, para un 7 lo suficientemente grande, se tiene la desigualdad ' Py — L| < €+ Ke. Por lo tanto,
L = lim p,, que era lo que se queria demostrar. 0
n—oo

Es natural preguntarse si el reciproco del resultado anterior es cierto. En el siguiente ejemplo, vemos
que la convergencia de los promedios parciales de una sucesion no implica la convergencia estadistica
de esta sucesion.

Ejemplo 7. Consideramos la sucesion | = {a;;1 = 1,2,3,...} cuyos términos son a; = (-1)"Vi. Esta
sucesion es estadisticamente divergente a pesar de que lim p, = 0.
n—00
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5 SUCESIONES DE PROMEDIOS PARCIALES Y VARIANZAS PARCIALES

A continuacién vemos la relacion entre la convergencia estadistica y la convergencia de las desviacio-
nes estandar parciales. Con este fin, sea a = (a;) una sucesion de nameros reales, se define la sucesion
de desviaciones estandar ¢ = (0,,) mediante la expresion

n

1
Oy = ;Z(ai _//‘n)zf

i=1
donde p, es el promedio parcial definido en . Como es usual, las varianzas parciales de (ay) es la
sucesion o2 = (an). Con estas notaciones, entonces se tiene el siguiente resultado:
Teorema 6. Sia = (a;) es una sucesion acotada que converge estadisticamente a a L, entonces 1im o, = 0.
n—00

Demostracion. En primer lugar, vemos que existe m > 0 tal que |a;| < m para cada i € Z, ya que

por hipotesis esta sucesion es acotada. Se mostrara que lim o2 = 0. En efecto, por definicion de los
n—-oo

promedios parciales tenemos que

n n

1 1
oy = - Z(ai — )’ = - Zaiz ~ Mo

De aqui que,

1
lim 02 = lim — aiz — lim 2.
n—o00 n—oo 1 n—o00

i=1
Ahora, como a = (a;) es una sucesion acotada, podemos encontrar K > 0 tal que |ai2 ~L?| < K para
todo 7 € IN. Adicionalmente, como antes, consideramos el conjunto H,, (L) = {i <n,i € N;|a;—L| > €}
y denotando |Hn'e(L)| como u,, y usando la hipotesis de que |a;| < m para todo i € N, se tienen las
siguientes desigualdades:

n n

1 1
2 § 2 2 E 2 [2 2 [2
1= 1=

1 - 2_ 12 2 2K . o 2_12
<= |e2-r?+ =17 < =) lai- L+ |3 - 1
i=1 i=1

K K
<—(un+(n—un)e)+|;4ﬁ—L2|<—(un+ne)+|yﬁ—L2|:K(ﬂ)+eK+|Iu%—L2
n n n

’

donde hemos usados que |a1-2 - L2| =l|a; —L||a; + L| £ K|a; — L| en la segunda desigualdad. Ahora, por

el teorema anterior, se tiene L = 1im p,,, lo cual garantiza que lim y% =12 y teniendo en cuenta que
n—00 n—00
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5 SUCESIONES DE PROMEDIOS PARCIALES Y VARIANZAS PARCIALES

7 u
lim =% =0, se concluye que
n—-oo

lim o < Ke

n—-o0

y el resultado sigue por la arbitrariedad del € > 0. [

Una consecuencia inmediata de la demostracion anterior es referente a la sucesion de las varianzas
parciales.

Corolario 2. Sia = (a;) es una sucesion acotada que converge estadisticamente a a L, entonces lim o = 0.
n—-oo

Ahora vemos un resultado en la cual la convergencia de los promedios parciales implica la conver-
gencia estadistica.

Teorema 7. Sea a = (a;) una sucesion de niimeros reales. Si su sucesion de promedios parciales p = (u,,)
converge a L ya; < lim p, (0o a; > im p,,) para todoi =1,2,3,..., entonces a = (a;) converge estadistica-
n—oo n—oo

mente a L.

Demostracion. Se asume que L = lim p,, y que a; < L para cada i € Z, y sea € > 0 cualquiera.
n—o0

Como antes, se considera el conjunto H,, (L) = {i < n,i € N;|a; — L| > €} y se denota |Hn’€(L)| como
u,. Entonces se tiene

IL—

[l
h
|
|-
2
[
|
=
|
D

[l
| =
=
|
N&
\Y
|-
=
|
N&
v
—_——
X
S —
m

consecuentemente,

lo cual significa que a = (a;) converge estadisticamente a L. Es decir, htrrtl ar = L. El caso que a; > L
sta

paratodai=1,2,3,... es similar. O]

Finalmente caracterizamos la convergencia estadistica en términos de las convergencias de las suce-
siones de promedios parciales y de desviaciones estandar parciales.

Teorema 8. La sucesion de nimeros reales a = (a;) converge estadisticamente a L si y solo si su sucesion de
promedios parciales y = (u,) converge a L y su sucesion de desviaciones estdndar o = (0,,) converge a 0.
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5 SUCESIONES DE PROMEDIOS PARCIALES Y VARIANZAS PARCIALES

Demostracion. Ya hemos establecidos que si a = (a;) converge estadisticamente a L, entonces su suce-

sion de promedios parciales p = (p,,) converge a L y su sucesion de desviacién estandar o = (0;) con-

verge a 0; asi que solamente debemos establecer el reciproco. Supongamos entonces que L = lim p,,,
n—-oo

que lim 0, = 0 y sea € > 0 cualquiera.
n—-oo

Por definicién de limite, para 0 < A <€, existe N tal quel > |L — p,,| para cada n > N. Entonces, para
tales n > N se tiene que

o~3=%;<ai—un>zz% Y @l = Y (@-D)+(L-w,)

izla;—L|>e izla;—L|>e
1 21 2 2
>~ ) (@-DEA’=— ) (-1 £2Ma-1)+ 1)
ila;—L|>e itla;j—L|>e
1 1
= Y (=) 220 Y (a-D)+ A2
itla;j—L|>e itla;j—L|>e

donde hemos escrito (a; —p,) = (a;—L)+(L—py,), se toma +A o —A de acuerdo a las siguientes reglas:
1. Sia;—L>0yL—-pu, >0, entonces (a; —L)+(L—p,) > (a;—L)>(a; —L)— A, en este caso se
toma —A;

2.8ia;-L>0yL-pu, <0, entonces (a; —L)+(L—pu,)>(a;—L)—|L—p,| > (a; —L)— A, en este
caso se toma —A;

3. Sia;~L <0y L—p, >0, entonces |(a;—L)+(L—pt,)| = |(L=a;)~(L—pty)| > |(L=a;)=A| = |(a;=L)+Al,
en este caso se toma +1;

4. Sia;—L<0yL—-p, <0, entonces |(a;—L)+(L—pu,)| > |L—a;| >|(a;—L)+ Al, y como a;—L < —e,
en este caso se toma +1;

En esta expresion, es posible tomar la sucesion {1 : k =1,2,3,...} tal que la sucesion /\,% converge a
0, esto porque la sucesion p = (p,,) converge a L cuando n — oo.

2/\% Z ((11’ —L)

izla;—L|>e

La suma

también converge a 0 cuando 1 — oo porque Ay converge a 0 y

n

1 v 1
=) @=0)<=) (ail+la) <m+al
i=1

i=1
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

Al mismo tiempo, 0 = (0,,) también converge a 0. Esto es,

lim 1 Z (a; —;4,,)2 =0.

n—oo 1
izla;—L|>e

Finalmente, se tiene que

A , 1
ehm—{zSn:lai—LIZe}lsnhm— Z |a; — pul* =0

n—oo 1 —o0 N
izla;—L|>e
lo cual significa que L = limay. Esto culmina la demostracion del teorema. ]
stat

6. Sucesiones Cesaro sumables

A continuacion, se dara la definiciéon de la funcion modulo, la cual nos ayudara a generalizar los
conceptos de densidad y de sucesiones estadisticamente convergentes.

Definicion 11 (Funcion modulo). Una funcion creciente y continua f : [0,+00) — [0, +c0) se denomina
funcion médulo (o simplemente mdodulo) si escumple las siguientes propiedades:

1. f(h)=0siysolosih=0;

2. f(hl + hz) < f(hl) + f(hz) para todo I’l],hz € [O,+OO).

Es importante destacar que existen funciones modulo acotadas y no acotadas. Por ejemplo, la funcién

f(h) = 1 define un modulo acotada; mientras que la funcion f(h) = log(h + 1) es un modulo

no acotado. En el siguiente enunciado, se presentan otras propiedades importantes de las funciones
modulo.

Lema 1 (Propiedades de las funciones modulos). Sea f : [0,00) — [0, 00) una funcion médulo.

1. Para cada n € Z,, el conjunto de los enteros positivos, se cumple que f (nh) < nf (h).

2. El limite 1im £ existe. De hecho,

h—o0 h
. fh)y . f(h
l’}grolo h _hel(lg)l,foo) h -’
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

Demostracion. La primera propiedad es consecuencia de aplicar induccion a la segunda condicion
de la definicion de la funcion modulo. Asi que mostraremos el item 2. Tomando el resultado de la
primera propiedad para todo t > 0, para n > 1 y dividiendo por nt se obtiene

fut) _ £
nt ~ ot
Por tanto, para cada t > 0 se tiene que infj- @ < @ Tomando el infimo sobre t, se da
h
inf M < inf M
h>0 n>l 1

Ahora, para un h > 0 arbitrario, se escribe h = nt +r con n = |h/t] y0 < r < t. Ahora, usando
subaditividad

fh) < flnt+r)< f(nt)+ £(r) < nf(t)+ f(r).

Dividiendo por h = nt + r se obtiene

fln) nf(t)  f(r) _fH) nt  f(r)

h ~nt+r nt+r t nt+r nt+r

f(r)

Ahora, para t fijo, cuando h — oo, se tiene que 17 — oo y por tanto #ﬁr — 1y ;75 — 0. De aqui se
sigue que
h t
limsup f—( ) < Q
h—oo

y tomando el infimo sobre t, se obtiene

k.
y por tanto
inf f6) <lim infM
t>o0 t h—o0 h
Luego,
limsup (5) Sinff(t) SliminfM.
h—sc0 t>0 t h—o0
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

De aqui se deduce que liminf = limsup, por tanto, el limite existe y vale

limM— inf M

h—o0 te(0,00) ¢

Esto culmina la demostracion del teorema. OJ

También se recurre a la siguiente definicion que asocia las funciones moédulo con la densidad natural.

Definicion 12. (f —densidad de un conjunto) Sea f una funcién médulo. La f—densidad de un sub-
conjunto U C N se define como

5¢(U) = lim L flk<n:keny),

n—o0 (n)

siempre que el limite de la derecha exista.

v Claramente, cuando f es la funcion identidad, se recupera la definicion de densidad de un conjunto
dado previamente. Proveemos otro ejemplo:

Ejemplo 8. Consideremos el conjunto de los nimeros pares U = {2,4,6,8,...} y la funcion modulo
n

f(x) = v/x. Como dijimos anteriormente, |U N{1,2,...,1}| es la parte entera de 5 Asi que, usando el

hecho que f es creciente, se tiene

5 _fUtk<n:keU)) 3+1

Vi f(n) ~ n

Luego, por el teorema del emparedado, en este caso, se puede concluir que 67(U) = —-.

Con la nocion de f—densidad, es inmediato definir sucesiones f—estadisticamente convergentes.

Definicién 13 (Sucesiones f-estadisticamente convergente). Sea f una funciéon modulo no acotada.
Entonces la sucesion x = (x;) es f—estadisticamente convergente a L si para cada € > 0

Jim o f (k<= L1 el = 0,

En tal caso, escribimos L = flim Xk y decimos que L es el limite f—estadistico de (x).
—stat
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

v Es claro que cuando f es la funcion identidad, la convergencia f—estadistica coincide con la
convergencia estadistica estudiada previamente. Ademas tenemos la siguiente propiedad:

Lema 2 (Unicidad del limite f—estadistico). Sea f una funcion modulo no acotada. Si x = (xi) es una
sucesion que converge f —estadisticamente a L, entonces su limite f —estadistico es énico.

Demostracion. Se ha de mostrar que si (xx) converge f—estadisticamente a L y a M, entonces L = M.

—st st
Supongamos que xj f—s> Ly xi f—5>M con L # M. Se define p=|L—-M|> 0y se toma € = p/2 > 0.

Se consideran los siguientes conjuntos de indices
A={keN:|x,—L|>¢€},
y
B={keIN:|x; —M|>e€}
Por definicion se tiene que 07(A) = 6¢(B) = 0.

Como para cualquier k € IN no puede cumplirse al tiempo que |x; —L| < € y |xx — M| < € ya que por
desigualdad triangular
IL-M|<|L—-x¢|+[xx—M|<e+e=p.

Lo cual no puede suceder, luego, o sucede que |x; — L| > €, o |x; — M| > €. Es decir,

AUB=N.

Para n € IN se puede definir
a,=1An{1,2,...,n}

y
b, =|BN{1,2,...,n)]

Entonces como (AUB)N{1,2,...,n} ={1,2,...,n} que tiene n elementos, se cumple
a,+b,>|(AUB)U{1,2,...,n} ={1,2,...,n}|=n
Ahora, por la monotonia y subaditividad de f , se tiene
f(n) < flay+by) < flay)+ f(by).

Para n suficientemente grande, f (1) es no acotada y creciente, por lo cual, podemos dividir entre ella

flan)  f(b)
YT Ty
fla,)

Aplicando el limite cuando 7 — co y usando que 65(A) = lim ) = 0 y analogamente 05(B) = 0, se
n—o0

llega a la contradiccion

1<0+0=0.

Por lo tanto L # M es falsa y L debe ser igual a M, es decir, el limite f—estadistico es anico. [
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

Ahora se introduce otra clase de sucesiones que se relacionan con las funciones modulos.

Definicién 14 (Funciones f—Cesaro sumables). Sea f una funciéon modulo. Se dice que la sucesion
(xx) es f—Césaro sumable fuertemente a L si

,}Ersoan oLl =

La clase de todas las sucesiones f—Césaro sumables fuertemente se denota por w £

v’ La definicion anterior no requiere que la funcion modulo f sea no acotada. A continuaciéon damos
un resultado que relacionan clases de funciones Cesaro sumables:

Teorema 9. Sea f y g funciones modulo. Si

f(h)
sup —F— <o
he(0,00) 8(H)

entonces wg C wf.

Demostracion. Se asume que

f(h)

p= sup —— <oo
he(0,00) &(H)

Entonces, por definicion de supremo, para todo h € [0,00) se tiene que f(h) < pg(h) . Ahora, sea
X = (xx) una sucesion que es g—Césaro sumable fuertemente a L, se puede escribir

—Zf (e~ LI) < Zpg (I — LI).

Aplicando los limites de ambos lados cuando 7 — oo, y usando el hecho que x € w,, se obtiene que
X € wy y esto demuestra el resultado. ]

A continuacion damos un ejemplo que muestra que en general la contencion en el teorema anterior
puede ser estricta.

Ejemplo 9. Consideramos las funciones modulos definidas por f(h) = TR g(h) = h. Claramente,

f(h)

sup ——=1<o00
he(0,00) &(1)
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

y por el teorema anterior ya sabemos que w, C wy. Vamos a ver que en este caso, la contencion es
propia. Con este fin, consideramos la sucesion x = (x;) definida por

k sik=n’paranelN,
Xk = . 3
0 sik=n”.

Entonces, usando el hecho de que f(0) =0, se tiene

%gmxkn Y el Y fo

k 1/k=m3 k 1/k=m3
1 < k 1 & n
TN AR
n 1+k n n
k=1/k=m3 k=1/k=m3

In

Como —~- — 0 cuando 1 — oo, se tiene que x € wy. Sin embargo, también tenemos

n

—ngl ngk Ly kel Y w0

k:l/k:m3 k=1/k=m?3
1
:—(13+23+33+---+i3)
n
_1((z+1) (e/‘ 1)( ef)
_n ’

n 2 2

donde en la tercera igualdad usamos que i = méx {k eN:k3< n}; es decir, i es la parte entera de
+/n. Ahora, como

i L (Q/_lé/_)_oo’

podemos concluir que x € w,. Por lo tanto x € wy — w, y la contenencia es estricta. O
Como consecuencia inmediata del resultado anterior tenemos:

Corolario 3. Sean f y g funciones médulo.

7 8i inf M > 0, entonces wr C we.
he(0,00) g(h)

(h) f(h)

. f(
2. 85i0< inf — up —~ < oo, entonces Wy = Wy
hettoo) UA) ~ ooy () =
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6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

h
3. Si , inf % > 0, entonces wy = w. Es decir, Cesdro sumables fuertemente en el sentido ordinario.
€(0,00)

Demostracion. Es suficiente establecer el primer item. En efecto, si

inf —>0,
1= 1000 g(h)
entonces n 1
4
sup —F—~<—=p<o
he(0,00) f(h) ~ q
y el resultado sigue del teorema anterior. ]

Ahora es el turno de estudiar la relacion que existe entre la convergencia f —estadisticas y sucesiones
fuertemente Cesaro sumables. El primer resultado que presentamos es el siguiente:

Teorema 10. Sean f y g funciones modulo tales que

.o f(h)
inf —>0
he(0,00) g(h)

y supongamos ademds que

lim M > 0.

h—oco

Entonces cada sucesion f—Césaro sumable fuertemente es g—estadisticamente convergente, esto es, wy C Sq

Demostracién. Supongamos que
= inf fh) >0
he(0,00) 8(h)
Entonces, por definicion de infimo, para cada h > 0, se tiene que pg(h) < f(h). Ahora, si x = (xy)
es cualquier sucesion f—Césaro sumable fuertemente a L y € > 0 es cualquiera, entonces se puede
escribir
n

IS flu-tzpnY slu-hzp Y el
k=1 k=1

kilxp—L|>e

> ik < b~ LI e)lgle)

g(1)
gk <n:|xx - L| > €}]) g(n) g(e)ﬁ
g(n) nog(l)™

Pagina 23



6 SUCESIONES CESARO SUMABLES

Luego, tomando limites a ambos lados cuando 1 — oo, usando el hecho que x € wy y la hipotesis que

g(h)

lim S > 0 podemos concluir que
h—o0

stk by L))
n—o0 g(n)

lo cual significa que x € Sg y esto demuestra el teorema. ]

Veamos un ejemplo que muestre que la conclusiéon del teorema anterior puede ser una inclusion pro-

pia.

Ejemplo 10. Consideramos las funciones modulos f y g definidas por f(h) = g(h) = h y considera-
f(h)

mos la sucesion x = (xi) del ejemplo anterior. Entonces, claramente se tiene que ; inf — >0y
€(0,00)
h
lim &) > 0 y también
h—oo h

L g(¥n)
——8&(lk=n:lx-0f)) < :
gm®

Luego, tomando los limites de ambos lados cuando 1 — oo, se obtiene que x € S¢; pero sin embargo,

x € wy. Esto culmina el ejemplo. O

Como consecuencias inmediatas e importantes del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4. Supinganse que f es una funcion modulo no acotada.

1. h L. . iy
1 8 lim # > 0, entonces cada sucesion f—Césaro sumable fuertemente es f —estadisticamente conver-

h—o00
gente.
2. Si inf # > 0, entonces cada sucesion f—Césaro sumable fuertemente es estadisticamente conver-
he(0,00)
Zente.

3. Una sucesion Césaro sumable fuertemente es estadisticamente convergente.

En el siguiente resultado se relacionan las sucesiones acotadas f—estadisticamente convergentes con
las sucesiones Cesaro fuertemente sumables.

Teorema 11. Supongase f,g funciones médulo no acotadas. Entonces, cada sucesion f—estadisticamente
convergente acotada es una sucesion g—Cesdro sumable fuertemente, es decir, .o N Sy C wy.
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Demostracién. Se asume que f y g son funciones moédulo no acotadas. Como Sy C S por corolario 4,
y como [, NS C w por teorema 9, se tiene que [, NSy Cl, NS Cw, esto es, [, NSy Cw. De otro
modo, como w C w, para cualquier modulo g por el teorema anterior, para el caso a =1, se sigue
que [, NSy Cwy. ]

Es necesario un ejemplo para entender que en este Gltimo resultado, la contencion puede ser estricta.

Ejemplo 11. Considérese la sucesion x = (x;) como

|k sik=n?paraneN
10 sik=n?

y tomando las funciones modulo g(h) = f(h) = log(h + 1). Entonces, usando la igualdad g(0) = 0, se
tiene que

LY alu-0)=1) g=1 Y gm=1 Y g0
k=1 k=1 k:k=n? k=1/k=n?
_ lk.kZz log(2) < \/TElogQ) -0

cuando 7 — oo y asi que x € w,. Ademas,

1 L 080V 1
nl—l;lgof_f <n: |Xk| >€}) > llm f—f \/_ ]. n—)mlog(11—+U E =0

Esto es, x € Sy. Esto significa que la inclusion [, NS¢ C wy es estricta. O
Como consecuencia inmediata del estudio realizado a través de estas secciones se puede escribir:

Corolario 5. Si f es cualquier funcion modulo no acotada, entonces se tiene:
11,0 Sf Cwy
2. 1 ,N Sf Cw

3. looﬂSijt
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7. Conclusiones

En el transcurso de este estudio se tiene las siguientes conclusiones:

1. La convergencia estadistica constituye una extension natural de la convergencia clasica, ya que
permite caracterizar el comportamiento limite de sucesiones que presentan irregularidades loca-
les o fluctuaciones finitas. Se demostré que toda sucesion convergente en el sentido ordinario es
necesariamente estadisticamente convergente, lo cual evidencia que la convergencia estadistica
amplia el marco tradicional sin contradecirlo.

2. La relacion entre convergencia estadistica y sumabilidad de Cesaro muestra una profunda co-
nexion estructural, en tanto ambas nociones describen formas de convergencia promedio. Se
establecid que si una sucesion es estadisticamente convergente, la sucesion de sus promedios
parciales también converge y su desviacion estandar tiende a cero, lo que permite interpretar la
convergencia estadistica como una generalizacion teorica de la convergencia de Cesaro.

3. El estudio de la densidad natural, las funciones modulo y la f-densidad permiti6 formular un
marco unificado para el analisis de convergencia generalizada. Dichas herramientas facilitan
la caracterizacion de conjuntos estadisticamente densos y de subsucesiones estadisticamente
convergentes, contribuyendo al desarrollo de criterios mas flexibles para estudiar el comporta-
miento limite de sucesiones en contextos donde los métodos clasicos resultan insuficientes.
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