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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio de algunas nociones categoricas para los espacios topologicos, en-
fatizando en los conceptos de: funtores, limites, colimites, pullbacks y pushouts. Ademas, se muestran
ejemplos particulares en donde se estudian los espacios topologicos desde una perspectiva categorica
apoyados en herramientas algebraicas.
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2 NOCIONES ALGEBRAICAS Y TOPOLOGICAS

1. Introduccion

La teoria de categorias es el estudio general de las estructuras en matematicas; esta permite analizar,
describir y relacionar las diversas areas por medio de un lenguaje unificado. Riehl menciona en su
libro “Category theory in context” |13, pg. x| que la teoria de categorias proporciona un lenguaje inter-
disciplinario disefiado para delinear fenomenos generales obteniendo transparencia de ideas de un
area de estudio a otra, por ende, encuentra nuevas conexiones entre distintas areas de las matemati-
cas, dando solucion a diferentes problemas matematicos. Es el caso de Samuel Eilenberg y Saunders
Mac Lane quienes en la decada de los 40 estudiaron la relacién existente entre la geometria y el
algebral8|, surgiendo asi un articulo en 1945 con el nombre ‘A general theory of natural equivalences”
[4]. Posteriormente, Lane en 1971 publicaria “Categories for the working mathematician” |9]. Hoy dia,
la teoria de categorias ha tomado fuerza en las matematicas y en otras areas de estudio como la
informatica y la fisica.|2][6].

Dada la fuerza que ha tomado la teoria de categorias en los altimos afios, surge el interes de estu-
diarla particularmente en la topologia, cuyo fruto se ejemplificara en esta monografia. Se usara el
lenguaje que brinda la teoria de categorias en el estudio de relaciones estructurales de los espacios
topologicos, para después encontrar analogias que existen entre estas relaciones topologicas y las que
se encuentran en el algebra.

Esta monografia ilustrara en la secciéon 2 las nociones topologicas y algebraicas que serviran para
contextualizar al lector con los objetivos de este trabajo. Seguido en la seccion 3 se nombraran los
conceptos categoricos, mostrando algunos ejemplos aplicados a la topologia y el algebra, los cuales
son una parte fundamental del objetivo de esta monografia. En la seccion 4 se presentaran ejemplos
particulares a nivel topologico desde una perspectiva categorica.

2. Nociones algebraicas y topologicas

Las nociones algebraicas y topologicas que se daran a continuacion serviran como ilustraciéon a nivel
categorico en el desarrollo de esta monografia. Por ejemplo, un anillo R muestra las interacciones entre
el algebra y la topologia, ya que los cerrados de un cierto conjunto de ideales primos de R definen una
topologia y esta relacion es funtorial como se vera mas adelante. Estas ideas se encontraran también
en el grupo fundamental y la acciéon de un grupo sobre un conjunto.

Definicion 1. [5, §816] Sean G un grupo y X un conjunto. Una accién de G sobre X es una aplicacion
o: Gx X — X, denotada por e(g,x) = g ex, para cada g € G y cada x € X. Esta aplicaciéon cumple
las siguientes propiedades:

1. eex =x, para todo x € X, donde ¢ es el elemento neutro de G,
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2 NOCIONES ALGEBRAICAS Y TOPOLOGICAS

2. g1e(gr0x)=(g19,) ®x para cada x € X y cada g1,9, € G.
Bajo estas condiciones, X se llama G —conjunto.
Para X un conjunto no vacio, Sym(X) se entendera como el conjunto de todas las biyecciones de X
en si mismo, es decir, el grupo simétrico de X. (|3} §l1]).
Teorema 1. /3, §7] Sea G un grupo y X un conjunto. Cada accion de G sobre X define un homomorfismo
de G en Sym(X) y cada homomorfismo de G en Sym(X) define una accién de G sobre X.

Demostracion: Primero se mostrard que cada accion de G sobre X define un homomorfismo de
grupo @: G — Sym(X). Dado a € G un elemento fijjo, se define @(a): X — X por, @(a)(x) =aex,
para cada x € X. Observe que esta aplicacion es biyectiva: si ¢(a)(x) = @(a)(y),

aex=agey
ale(aex)=a"'e(aey)
(a'a)ex=(a"'a)ey
cex=cey

X =y

luego @(a) es inyectiva. De otra parte, si y € X, entonces,
@(a)(a™! °y) —ae(aley)= (aa_l)oy —cey=7Y

asi @(a) es sobreyectiva, luego @(a) € Sym(X). Se verifica que ¢: G — Sym(X) es un homomorfismo,
ya que si se toma x € X y a,b € G se tiene que:

p(ab)(x) =abex=ae(bex)=qp(a)bex)=p(a)p(b)(x)) = (¢a)op(b))(x),
por lo tanto, @(ab) = ¢(a) o @(b).
Ahora se mostrara que todo homomorfismo h: G — Sym(X) define una accion de G sobre X. Dado
ae€ Gy xeX sedefine aex =h(a)(x). Para probar este hecho es necesario probar dos condiciones:
1. eex =h(e)(x)=id(x)=x, para todo x € X.
2. (ab)ex = h(ab)(x) = [h(a)oh(b)](x) = h(a)(h(b)(x)) = ae(bex), para cada a,b € G y cada x € X.

Definicion 2. [10, §2] Sean R un anillo conmutativo con unidad sin divisores de cero, y A un ideal de
R, el cual se denota A < R. Sea Spec(R) el conjunto de todos los ideales primos de R, con excepcion
de R, ya que no se cuenta como ideal primo en si mismo, pero (0) si es primo. Se define el conjunto

V(A) ={I e Spec(R)|I 2 A}.
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2 NOCIONES ALGEBRAICAS Y TOPOLOGICAS

Teorema 2. [10, §2] La coleccion de subconjuntos Z = {V(A) | A < R} define una topologia por cerrados
sobre Spec(R), llamada topologia de Zariski.

Demostracion:

l. V(R) =0, luego 0 € Z.y V((0)) = Spec(R), por lo tanto Spec(R) € Z.

2. Sea p={V(Ay)laef € Z.

ITe ﬂ V(A,) & (Yae])(I e V(Aa))

< (Yag)I 2 A4)

Por lo tanto,
ﬂ V(Aa) = V(ZAa)
ae] ae]

3. Sean V(A),V(B) € Z.

IeV(A)UV(B)«<1€V(A) o 1€V(B)
—~ID>2A o IDB
—I2ANB
—IeV(ANB)

Por lo tanto

V(A)UV(B)C V(ANB).

De otra parte, [ e V(ANB) <12 ANB.
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2 NOCIONES ALGEBRAICAS Y TOPOLOGICAS

Suponga que I 2 A y I 2 B. Entonces, existe x € Ay v € B tal que x,7 € I. Luego A y B son
ideales de R, xy € Ay xy € B, es decir, xy € AN B. puesto que ANB C I, tenemos que xy €[ y
como [ es primo, x €I o y €1, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, I 2 A o I 2 B, luego

IeV(A)UV(B).

Definicién 3. [I1, §9] Sea I = [0,1]. Dos caminos f, f’: I — X se dicen homotopicos si existe una
aplicacion continua F: I x I — X, tal que, F(s,0) = f(s), F(s,1) = f'(s), F(0,t) =xq y F(1,t) = x;.

para cada s € [ y cada t € I. La aplicacion F recibe el nombre de homotopia de caminos entre f y

f

t R

X0

AN e

Figura 1: Homotopia de caminos [11, §9]

Observe que la aplicacion F(s,0) = f(s) significa que se empieza un proceso de desformacion continua
para cada valor de t hasta obtener F(s,1) = f’(s), donde los puntos extremos X, y x; permanecen
fijos durante la desformacion.

Lema 1. /7], §9] La relacion de homotopia de caminos es de equivalencia,

Si f es un camino, su clase de equivalencia se denota por [f].

Definicién 4. |11, §9] Si f es un camino en X de xj a X1, y ¢ es un camino en X de x; a x,, se define
el producto f +g de f y g, como el camino h dado por las ecuaciones

f(2s) para se[0,1/2]
h(s) =
g(2s—1) para se[l/2,1].
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

Figura 2: Producto de homotopia de caminos [11, §9].

Observe que el camino g empieza donde termina el camino f. Para cada camino existe una homotopia
de caminos F,G: I xI — X, asi se puede definir

F(2s,t) para se[0,1/2]
H(s,t) =
G(2s-1,t) para se€[1/2,1].

Dado que F(1,t) = x; = G(0,t) para todo t, la aplicacion H esta bien definida y es continua por el
lema del pegamiento, por tanto es la homotopia requerida para los caminos f*gy f’+g’ [I1, §9] Dicho
de otra manera, f hace su recorrido el doble de rapido en [0,1/2], al igual que g en [1/2,1]. Asi la
ecuacion [f]*[g] =[f * g] cobra sentido.

Este producto cumple las propiedades: asociativa, neutro a izquierda y derecha ademas del inverso.
El conjunto de las clases de homotopia de caminos en un espacio topologico X con esta operacion
no es un grupo, porque el producto de dos clases de homotopia de caminos no esta siempre definido,
ya que no existe una restriccion para aquellos caminos que empiezan y acaban en el mismo punto.
Si se considera un punto x; en X que nos sirva como punto base para restringir aquellos caminos,
entonces, el conjunto de clases de homotopia de caminos con el producto es un grupo y es llamado
grupo fundamental del espacio topologico X [L1, §9].

3. Teoria de categorias

En esta seccion se desarrollara los conceptos categoricos que se pretenden plasmar a nivel topologico,
los cuales podemos ver su desarrollo en la seccion 4. Con el fin de contextualizar al lector con las

Pagina 6



3 TEORIA DE CATEGORIAS

relaciones categoricas entre la topologia y el algebra, se exponen las definiciones seguidas de ejemplos,
los cuales serviran posteriormente en este estudio.

Definicion 5. [13| §1] Una categoria C consiste de una coleccion de objetos X, Y, Z... y una coleccion
de morfismos f, g, h... tal que:

1. A cada morfismo le corresponde dos objetos, un dominio y un codominio; la notacion f: X — Y
significa que f es un morfismo con dominio X y codominio Y.

2. A cada objeto le corresponde un morfismo 1y: X — X llamado morfismo identidad.

3. A cada par de morfismos f: X > Yy ¢: Y — Z, le corresponde un morfismo (go f): X — Z,
que representa la composicion en C.

Los morfismos estan sujetos a los siguientes axiomas:

1. Para cualquier morfismo f: X — Y se satisface: foly=f =1yof.
2. Parala tripla de morfismos f: X - Y, ¢: Y > Zyh: Z — W, se satisface: ho(gof) = (hog)of.

Ejemplo 1. [13, §1] Un grupo G define una categoria BG con un solo objeto. Cada elemento de G
representa un morfismo distinto, la composicion otorgada por la operacion del grupo y el morfismo
identidad esta dado por la identidad del grupo. Por ejemplo, para Zs es la categoria asociada BZs,
se muestra en la figura 3.

[1]

0] C(}Q 2]

ODB]

[4]

Figura 3: BZs[13,§1].

Ejemplo 2. [13| §1] Un Poset (P,<) se considera una categoria. Los elementos de P son los objetos,
ademas existe un tnico morfismo f: x — y si x € y para x,y en P. La reflexibidad implica el morfismo
identidad y la transitividad la composicion.
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

Figura 4: Poset, categoria del conjunto parcialmente ordenado [13, §l].

Definicion 6. |1, §1] Para cualquier categoria C, la categoria dual C°P es la categoria opuesta donde
cada morfismo f: X — Y de C se invierte de tal forma que f°P: Y — X es un morfismo de C°P y
la composicion f o g: X — Z en C se invierte de tal forma que (f 0 g)°P: Z — X, para cada par de
morfismos f: X > Yy g: Y — Z enC. Asi, C y C° tienen los mismos objetos y morfismos, excepto
por la direccion.

Ejemplo 3. Dada la categoria Poset en el ejemplo 2, se puede verificar la categoria Poset®P la cual se
tienen, los mismos morfismos excepto por la direccion.

lop

Figura 5: Poset®P[13§1].

Definicién 7. |13, §1] Un isomorfismo en una categoria C es un morfismo f: X — Y, para el cual
existe un morfismo g: Y — X tal que gof =15y f og=1y. Los objetos X y Y se dicen isomorfos
y se denota por X = Y. Ademas un morfismo cuyo dominio y codominio son iguales se llama endo-
morfismo y un endomorfismo que sea un isomorfismo se llama automorfismo. Se puede evidenciar
en la categoria BG del ejemplo 1, todo morfismo es un automorfismo.

En teoria de categorias la forma de relacionar dos categorias es por medio de un funtor.

Definicioén 8. |13, §1] Un funtor F: C — D entre categorias consta de los siguientes datos:

1. Un objeto F(c) € D, para cada objeto c € C.
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

2. Un morfismo F(f): F(c) = F(c’) en D, para cada morfismo f: ¢ — ¢’ en C.
Estas asignaciones deben satisfacer las siguientes propiedades:

1. Para cualquier par de morfismos f,g € C componibles, se tiene que: F(g)o F(f) =F(go f).

2. Para cada objeto c € C se tiene que: F(1.) = 1g(y).

Bajo las condiciones de la definicion 8 el funtor F se llama covariante. Si existe un morfismo
F(f): F(¢’) — F(c) en D, para cada morfismo f: ¢ — ¢’ en C, entonces el funtor se llama con-
travariante.

Ejemplo 4. Si G es un grupo que actiia sobre un conjunto X, entonces es posible definir un funtor
F: BG — Set.

Como G actta sobre X, existe un homomorfismo de grupo ¢: G — Sym(X) (1). teniendo en cuenta
@, el funtor F se puede definir como sigue:

1. F(e) =X, donde X € Set.

2. Si g: e — e, entonces F(g) = F(g)

Se compruba que: F(e) = ¢(e) = id, = 1f(,). Ademas, sean g;: ® —> e y ¢»: @ — e morfismos en BG,
entonces,

F(g2) 0 F(g1) = 9(82) o 9(g1) = 9(8281) = F(£281)-

Un funtor define un diagrama, el cual es necesario para los conceptos de limite y colimite, como sigue.

Definiciéon 9. [, §3] Un diagrama en una categoria A es un funtor D: 7 — A con codominio A, el
dominio Z, representa la categoria indexada y es llamada esquema del diagrama.

Ejemplo 5. Un diagrama D envia objetos en objetos y morfismos en morfismos de la categoria Z a
la categoria A. Generalmente se le llama diagrama a la imagen del funtor, por tanto, se referira de
esa manera en este trabajo. La siguiente figura muestra distintos diagramas los cuales se usaran a lo
largo de la monografia.
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

Esquema del diagrama en Z | Funtor | Diagrama en A
° ° D, A B
e o---0 L.l X, XX,
o— o L— X—>Y
° D, B
o —> j. A N &L:
o— o D, C—=A
l ]£
e e L. XY

Figura 6: Diagramas.

Sea D: 7 — A Un diagrama.

Definicion 10. [I, §3] Una fuente para un diagrama D es un par (4, f;)icop(z) que consiste de un
objeto A y una familia de morfismos (f;: A — D;)icop(7)- A es el dominio de la fuente y la familia
(Di)icon(z) s el codominio de la fuente. La fuente se dice natural siempre que para cada morfismo
d:i— jenZ secumpla que D(d)o f; = f;.

BN

fj

A)
EJ
=

L

Figura 7: Fuente natural.

Definicion 11. [1, §3] Un limite de D es una fuente natural (/;: L — D;);cop(z) para D con la propiedad
universal de que cada fuente natural (f;: A — D;)icop(z) para D tenga una factorizacion unica, es
decir, para cada fuente existe un tinico morfismo f: A — L tal que f; =1;0 f con i € 0b(Z).

Ejemplo 6. Sea X un conjunto no vacio, y 9(X) es la coleccion de todos los subconjuntos de X.
Observe que con la relacion de orden dada por la inclusion @(X) se puede ver como un Poset (ver
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

ejemplo 2). Considere el dlagrama D 7 — Poset como (A B) como en la ﬁgura 6. Un limite para
fa

D es la fuente natural A <— ANB —> B, tal que para la fuente natural A <— C ELN B existe un tnico
morfismo ¢: C > AN B tal que i;0¢ = f, y i, 0 = f, este hecho se muestra en la figura 8.

C
I
)
ANB

fa fb

ip

Figura 8: Limite.

En este caso hay que tener en cuenta que todas las aplicaciones son inclusiones.
Para comprobar este hecho, basta con ver que el diagrama de la figura 8 conmuta y que ¢ es Gnica.
Observe que C C Ay CN B, por lo tanto, C C AN B. La unicidad de 1 esta dada por la forma como

se define los morfismos en Poset.

Deﬁnicién 12. |1, §3] Sea A i) C & Bun diagrama. Un limite para este diagrama es una fuente

natural A & P i) B, tal que para la fuente natural A & P L B existe un anico morfismo ¢: P — P
tal que goth =gy foth = f, es decir el diagrama de la figura 9 conmuta.

Figura 9: Pullback.
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

La fuente A & P i) B es llamada pullback de A L c&B y f es llamada un pullback de f a lo
largo de g.

Definicion 13. |1} §2] Sea f,g: A =3 B un diagrama. Un morfismo e: E — A es llamado igualador de
f v g siempre que cumpla las siguientes condiciones:

l. foe=goe

2. Para cualquier morfismo e¢’: E’ — A con f oe’ = go ¢/, existe un anico morfismo e: E’ — E tal
que ¢’ =eoce.

El

|

! 7’

2l €

|

-~ f

E——F—>A__{B
g

Figura 10: Igualador

Definici6n 14. [, §3] Un sumidero para un diagrama D es un par (f;, A);cop(z) que consiste de un
objeto A el cual es el codominio del sumidero y una familia de morfismos (f;: D; — A)icop(z)- La
familia (D;);c,p(z) es llamado dominio del sumidero. Un sumidero se dice que es natural para D si
para cada morfismo d: i — j de Z se cumple que: f; o D(d) = f;, es decir, la figura 11 conmuta.

o

Figura 11: Sumidero natural.
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3 TEORIA DE CATEGORIAS

Definicién 15. [l, §3] Un colimite del diagrama D es un sumidero natural (¢;: D; — K);¢,p(7) para
D con la propiedad universal de que para cada sumidero natural (g;: D; — A);cop(7) existe un anico
morfismo f: K — A, tal que f oc; = g; con i € 0b(Z).

Ejemplo 7. Considere el diagrama (A B) de la figura 6, en Poset. Un colimite para este diagrama
' fa

i, [}
es un sumidero natural A —> AU B <~ B, tal que para el sumidero natural A — C <~ B existe un
tnico morfismo §: AUB — C tal que oi, = f,ynoi,=f,.

C
o8
|

AUB

A B

Figura 12: Colimite.

Para comprobar que lo anterior es cierto basta con ver que el diagrama de la figura 12 conmuta y que
1 es tnica. Observe que si A C C y B C C, entonces AU B C C. La unicidad de # esta dada por la
forma en que se definen los morfismos en Poset.

Definicion 16. |1, §3] Sea B EclhAum diagrama, un colimite para este diagrama es una sumidero

natural A i P < B, tal que para el sumidero natural A i P < B existe un tinico morfismo n:P— p
tal que o f = f y Hog =g, es decir la figura 13 conmuta.

El sumidero B i) P & A es llamado pushout de B Ec i) Ay ? es llamado pushout de f a lo largo

de g.
Definicion 17. |1, §2] Sea f,g: A =2 B morfismos. Un morfismo c¢: B — C es llamado coigualador de
f y g siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

l.cof=cog

2. Para cualquier morfismo ¢’: B— C’ con ¢’ o f = ¢’ o g, existe un tinico morfismo ¢: C — C’ tal
que ¢’ =Coc.
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4 TEORIA DE CATEGORIAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

f
A IBp—
8

Q=570

Figura 14: Coigualador.

4. Teoria de categorias en espacios topologicos

En esta seccion se desarrollara la segunda parte del objetivo de esta monografia, el cual es plasmar
los conceptos categoricos desarrollados en la seccion 3, a través de ejemplos topologicos.

4.1 Categorias

Ejemplo 8. [I, §1] La categoria Top de los espacios topologicos, tiene como objetos los espacios
topologicos y aplicaciones continuas como morfismos.

Ejemplo 9. |13, §4] La categoria Haus de los espacios topologicos de hausdorff, tiene como objetos
los espacios T, y los morfismos son aplicaciones continuas.

Ejemplo 10. La categoria TopGroup tiene como objetos los grupos topologicos y los morfismos son
homomorfismos continuos de grupos.
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4 TEORIA DE CATEGORIAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS

Ejemplo 11. La categoria HTop, de homotopias de caminos de un espacio topologico, tiene como
objetos los puntos del espacio y los morfismos son clases de homotopia de caminos entre los puntos.

Ejemplo 12. Dado un espacio topologico X se puede definir una categoria Open,, de la siguiente
forma: los objetos de Open, son los abiertos U de X, ademas existe un tnico morfismo de U en V
siempre que U C V.

Dado que las categorias se relacionan por medio de funtores, en esta subseccion se quiere mostrar la
relacion que existe entre las categorias ya nombradas.

4.2. Funtores

Ejemplo 13. Para cada categoria de los ejemplos anteriore, se tiene el funtor identidad.

Ejemplo 14. [13, §1] El funtor olvido es un término general que se usa para cualquier funtor que se
olvide de la estructura, donde el codominio es la categoria de los conjuntos, en particular el funtor
U : Top — Set, envia un espacio topologico a su conjunto y una funcion continua a la correspondiente
funcion entre conjuntos.

Ejemplo 15. [13] §1] El funtor O: Top — Poset, que lleva un espacio X a su Poset O(X) de subcon-
juntos abiertos es contravariante en la categoria de los espacios: Una funcion continua f: X — Y es
enviada a una funcion O(f) =: O(Y) — O(X), donde O(f) = f~'. Que lleva un subconjunto abierto
U CY a su preimagen f~1(U), que es abierto en X.

Ejemplo 16. [13, §1] Hay un funtor contravariante Spec: CRing — Top que envia un anillo conmu-
tativo al espacio Spec(R), de ideales primos de R con la topologia de Zariski visto en el Teorema

2.

Ejemplo 17. |13, §1] El funtor que envia un espacio topologico a su grupo fundamental y las aplica-
ciones continuas se envian a homomorfismos de grupos.

Ejemplo 18. [12] Dado un espacio topologico (X, T) es posible construir un espacio de Kolmogorov, es
decir, un espacio Tj. Esta construccion es funtorial: se define la relacion de equivalencia «~ en X por:
a-be (YU et,ae U o beU). Considere el conjunto cociente X/ ~ con la topologia inducida
por 7. Este cociente se notara como KQ(X). Se define el funtor K: Top — Top, en objetos como
K(X) = KQ(X). Para cualquier funcién continua f: X — Y, el cociente de Kolmogorov induce una
funcioén continua canénica KQ(f): KQ(X) — KQ(Y), la cual define el funtor K en morfismos como

K(f)=KQ(f).

En la siguiente seccion se vera como se comportan los limites y colimites en las categoria Top y

Open,.
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4.3. Limites

Ejemplo 19. Considere el diagrama X; X;---X,,. Un limite para este diagrama es una fuente natural
(1;: L — Xj)ieob(1), con la propiedad de que para cada fuente natural (g;: A — X;)cop(r) existe un
tnico morfismo : A — L, tal que 1; 0 ¢ = g; para cada i € ob(I).

n n
Se mostrara que L = [] X;, donde : A — [] X;, se debe por 1; = (g1(a),£>(a),...,g(g,))-
i=1 i=1

Para ver este hecho debemos mostrar que 77; 0 ¢ = g; y que 1 sea tnica ademas de continua.
L Sea a € A, (11; 0 p)(a) = 11;((a)) = 11(g1(a), §2(4), ., 8u()) = gi(a) para i € 0bj(I).

2. Supongamos ¢: A — []7_, X;, se debe mostrar que ¢ = 1.
Sea a € A, P(a) = (81(a), &2(a), -, gn(a)) = (1 (P(a), T2 (P(a)), ..., (P (a)) = P(a).

n
3. ¢ es continua, tomando la topologia producto sobre [] X;. Este hecho se puede ver en la figura

i=1
15.

gi i=1 Xl

Figura 15: Producto. Limite en Top.

Ejemplo 20. Sea D: 7 — Top.

TC
Un limite para el diagrama X SzdL Y, es una fuente natural X Zp Y, donde P = {(x,p) €
X xY |s(x) =t(y)}, con la topologia del subespacio sobre X x Y. Tal que para la fuente natural
x A & A
X & P2 ¥ existe un anico morfismo p: P> Ptalque myop =g, ymyoh =g,

I
La fuente X <= P — Y es un pullback del diagrama y 7, es pullback de s a lo lartgo de t. Esta
interaccion se puede observar en la figura 16.
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Figura 16: Pullback en Top.

Ejemplo 21. Un igualador f,g: X 2 Y en la categoria Top es la inclusion i: E C X E tiene la
topologia del subespacio. Como se muestra en la figura 17.

N

|

ol

Figura 17: igualador en Top.

Ejemplo 22. Sea D: 7 — Open, donde la categoria 7 tiene 2 objetos. Un limite para D es una

fuente natural A <= (AN B) KR B, tal que para la fuente natural A E W 2 B existe un anico
morfismo p: W — ANB, tal que ij,0p =g, yipop = g,. Como W C Ay W C B, entonces W C ANB
y ¥ es la inclusion.

Ejemplo 23. Considere D: 7 — Open,, un diagrama ASC <t—B. Un limite para este diagrama es
la fuente natural A il ANB LN B, tal que para la fuente natural A & p LN B existe un morfismo

: P—ANB, tal que pyotp =g, yppoth = gy- Como se observa en la figura 18.

Como P C A y P C B, entonces P C AN B, con lo cual Y es la inclusion de P en AN B. Por lo tanto,
AN B con la inclusion es un pullback.
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~

@)

Figura 18: Pullback en Open, .

Ejemplo 24. Un igualador f,g: U 3 Y en la categoria Open, es la identidad id,,: U — U, la cual
hace que la figura 19 sea conmutativa.

=

(]
"

3
c

|

Figura 19: Igualador en Open, .

Hay definiciones duales a las anteriores, las cuales se mostraran a continuacion.

4.4. Colimites

Ejemplo 25. Considere el diagrama D: 7 — Top, donde la categoria Z tiene n objetos. Un colimite
de D es un sumidero natural ¢;: X; — [ [, X;, definido como c;(x) = x para x € X;, con la pro-
piedad universal de que para cada sumidero natural (g;: X; — A);cop(z), existe un anico morfismo
n: (LI7L, X;) — A tal que 57oc; = g; para cada i € 0b(Z). Como se muestra en la figura 20.
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Ejemplo 26.

Figura 20: Colimite en Top.

Lema 2. [7, §7] Los pushouts existen en Top y estdn dados por la figura 21. Donde ” —

w»

X — X[[Y/~

Figura 21: Sumidero en Top.

)

" es la relacion de

equivalencia mas fina en X | Y tal que s(a) « t(a) para todoa e A y X|]Y/ « esta dotada de la topologia

cociente con respecto a’

Demostracion: Para esto se debe construir a 77 en la figura 22 y mostrar que es tnica.

El coproducto, f [[f,: XY — D envia puntos equivalentes de X|[Y al mismo punto en D, por

lo tanto, desciende a una funcion continua 77: (X[[Y/ «) — D, por la propiedad universal de la
topologia cociente, entonces 7 existe. Por otro lado 1 factoriza f]]f, a través de (X]]Y/ -), asi 17

es Unica.
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Figura 22: Coproducto. Pushout en Top.

Ejemplo 27. |7, §1] Sea f,g: X = Y un diagram, en Top el coigualador de f y g es la aplicacion
g: Y — Q donde Q = Y/ - para la relacion de equivalencia mas fina en Q, con f(x) - (x) para todo
x € X, Q esta dotado de la topologia cociente.

- q
X : Y—)Y/:
h :ﬁ
|
3
Z

Figura 23: Coigualador de Top.

Ejemplo 28. Sea D: 7 — Open,, donde la categoria 7 tiene 2 objetos. Un colimite para D es

una fuente natural A - (AUB) & B, tal que para la fuente natural A 2, W & B existe un anico
morfismo #: AUB — W definido como AUB C W, tal que yoi, =g,y yoi, = gp. La figura 24
ilustra este colimite.
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Figura 24: Colimite en Open,,.

Ejemplo 29. Considere D: 7 — Open,, dado por el diagrama A & C - B. Un colimite para este

P 12 . 8a o~ &
diagrama es un sumidero natural A = AU B —> B, tal que para el sumidero natural A = P &~ B,
existe un Gnico morfismo 77: AU B — P, tal que la figura 25 conmuta. es decir, A C P C P, entonces

C———B
tl
A Pa

Figura 25: Pushout en Open,,.

ACPyBCPCDP, entonces BC P por tanto es un pushaut.

Ejemplo 30. Un coigualador f,g: A =3 V en la categoria Open, es la identidad idy: V — V la

cual hace que el siguiente diagrama conmute.
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f .
A?Vld—v>v

I
|
e I
|

3]

|
3
w
Figura 26: Coigualador en Open, .

5. Conclusiones

La teoria de categorias se usa ampliamente en la topologia contemporanea. Estas proporcionan un
lenguaje preciso y abstracto para definir y construir objetos topologicos, por ejemplo los coproductos y
productos en la categoria Top del ejemplo 8, ademas de las intersecciones y las uniones en la categoria
Open, del ejemplo 12. De otra parte, el estudio de los funtores proporciona un analisis sintético que se
utiliza para relacionar diferentes estructuras matematicas, como por ejemplo el funtor contravariante
Spec del ejemplo 16 que lleva un anillo conmutativo a un espacio topologico con la topologia de
Zarisky, o el funtor del ejemplo 17 que lleva un espacio topologico a su grupo fundamental. En el
primer caso, el funtor esta relacionando una estructura algebraica con una estructura topologica, en
el segundo caso, al contrario. Por lo tanto la teoria de categorias es una herramienta usada en la
resolucion de problemas actuales en diferentes areas como la fisica, la informatica, las matematicas,
entre otras; gracias a su aplicacion ofrece un espacio de comunicacion interdisciplinaria que permite
una amplia investigacion con 6ptimos resultados.
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