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1.1. Metodoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2. Objetivo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Introducción

Desde el inicio de los tiempos la humanidad ha tenido que enfrentarse con

distintos problemas y en su proceso de resolución han surgido diversos modelos,

por ejemplo una ecuación diferencial1, se entiende por ecuación diferencial cual-

quier ecuación en la que interviene una variable dependiente y sus derivadas con

respecto a una o más variables independientes. La historia de las ecuaciones di-

ferenciales comenzaron en el siglo XV II cuando Sir. Isaac Newton, Leibniz y la

familia Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferenciales sencillas de prime-

ro y segundo orden, muchas leyes de la naturaleza, en f́ısica, qúımica, bioloǵıa o

astronomı́a que encuentran su expresión más natural en el lenguaje de las ecuacio-

nes diferenciales. Por ejemplo en 1822 Fourier publicó su trabajo de transferencia

de calor en Théorie analytique de la chaleur2, en la que basó su razonamiento en

la ley del enfriamiento de Newton, esto es, que la transferencia de calor entre dos

moléculas adyacentes es proporcional a diferencias extremadamente pequeñas de

sus temperaturas. En este libro Fourier expone la ecuación del calor para la di-

fusión conductiva del calor. Esta ecuación en derivadas parciales es actualmente

objeto de estudio en la f́ısica matemática.

Después se planteron métodos para solucionar ecuaciones diferenciales pero al

pasar el tiempo se dieron cuenta que es más fácil determinar la existencia y uni-

cidad de una función solución, otra forma es usar métodos numéricos, un ejemplo

de estos es el método de Galekin que fue creado por Boris Grigorievich Galerkin

el publicó su método de elementos finitos en 1915 cuando estaba en Europa, este

método se caracteriza por colocar algunas restricciones al espacio de funciones

1Newton, Isaac (1736) [1671]. Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum (The Method
of Fluxions and Infinite Series)

2 Fourier, Jean-Baptiste Joseph (1822). Théorie analytique de la chaleur. Paŕıs: Firmin Didot
Père et Fils.
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Introducción 7

y caracteriza el espacio con un número finito de funciones bases lo que propor-

ciona una potente solución numérica a estas ecuaciones diferenciales, ahora se

va ha combinar con las Wavelets, estas han generado un gran interés por parte

de los investigadores teóricos y aplicados en las últimas décadas. Meyer, Mallat,

Daubechies y muchos otros dieron los conceptos para comprender las wavelets,

para mas información ver [5]. Desde entonces, el número de aplicaciones donde

se han utilizado las wavelets se ha disparado. En áreas como el análisis de series

de tiempo, la teoŕıa de aproximación y las soluciones numéricas de ecuaciones

diferenciales, las wavelets son reconocidas como armas poderosas y no solo como

herramientas.

El método de wavelet-Galerkin es una mejora con respecto al método estándar

de Galerkin al usar una base funcional ortogonal. Las traslaciones de una wavelet

para todas sus dilataciones forman una base ortonormal incondicional de L2(R)

y las traslaciones de una función de escala para todas las dilataciones forman un

sistema ortonormal incondicional para Vj ⊂ L2(R), que es una gran mejora sobre

una base polinómica estándar o una base trigonométrica que no necesariamente

tienen que ser incondicionales. En muchos casos, las wavelets también proporcio-

nan una mejor base de los espacios de aproximación que otras bases en el siguiente

sentido. En primer lugar, las representaciones de los operadores diferenciales son

casi diagonales con el sistema wavelet, que mejora el acondicionamiento de las

ecuaciones algebraicas discretas. En segundo lugar, las representaciones wavelet

son efectivas en los procedimientos de adaptación, de modo que se puede reducir

la complejidad de los cálculos. Además, la solución tiene una cierta singularidad,

su representación wavelet puede capturar automáticamente la singularidad. En

este trabajo se explica y aplica el método de wavelet-Galerkin a algunos tipos

especiales de ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville y como gúıa se sigue

principalmente los textos [6] y [7].

Estado del Arte

Niels Henrik Abel: 5 de agosto de 1802 − 6 de abril de 1829. Era un ma-

temático noruego que hizo contribuciones pioneras en una variedad de campos,

entre cuyos resultados está el hecho que las ecuaciones polinomiales de grado

cinco o mayor no pueden ser resueltas por formulas algebraicas (recuérdese que

para las ecuaciones cuadráticas śı existe una fórmula, la que se aprende en la en-
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señanza media). Esta pregunta era uno de los problemas abiertos pendientes de

su época, y hab́ıa estado sin resolver durante 250 años. También fue un innova-

dor en el campo de las funciones eĺıpticas y descubridor de las funciones abelianas.

Walther Ritz: 22 de febrero de 1878 − 7 de julio de 1909. Fue un f́ısico teórico

suizo. Es más famoso por su trabajo con Johannes Rydberg en el principio de

combinación de Rydberg-Ritz. Ritz también es conocido por el método varia-

cional que lleva su nombre, el método de Ritz que son parte de inspiración del

método de Galerkin.

Boris Grigorievich Galerkin: El método de Galerkin fue creado por Boris

Grigorievich Galerkin publicó su método de elementos finitos en 1915 cuando

estaba en Europa este método se caracteriza por poner algunas restricciones al

espacio de funciones y caracteriza el espacio con un número finito de funciones

bases que proporciona una potente solución numérica a estas ecuaciones diferen-

ciales.

Petrov, Georgii Ivanovich: Nació el 18 de mayo de 1912, en Pinega, en lo que

ahora es Arkhangelsk Oblast. Cient́ıfico soviético en el campo de la mecánica.

Petrov trabajó en varios institutos de investigación después de graduarse de la

Universidad Estatal de Moscú y propuso el método de Petrov − Galerkin.

Henry E Fettis: Nació alrededor de 1916 en estados unidos, propuso una forma

numérica de la solución a la ecuación de Abel utilizando la regla de cuadratura

de Gauss−Jacobi.

Jean Céa: Nació en 1932 por inmigrantes españoles en Argelia, el lemma de

Céa es un lema en la disertación de matemáticas, es una herramienta importante

para probar estimaciones de error para el método de elementos finitos aplicado a

ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas.

Jean Morlet: Nació el 13 de enero de 1931 - 27 de abril de 2007, fue un geof́ısico

francés que fue pionero en el campo del análisis wavelet alrededor del año 1975.

Inventó el término wavelet para describir las funciones que estaba utilizando. En

1981, Morlet trabajó con Alex Grossman para desarrollar lo que ahora se conoce
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como la transformada de wavelet.

Stéphane Georges Mallat: Hizo algunas contribuciones fundamentales al desa-

rrollo de la teoŕıa wavelet a finales de los años ochenta y principios de los noventa.

También ha trabajado en matemáticas aplicadas, procesamiento de señales, śınte-

sis de música y segmentación de imágenes. Espećıficamente, colaboró con Yves

Meyer para desarrollar la construcción del análisis multirresolución (MRA) pa-

ra wavelets compactas, lo que hizo práctica la implementación de wavelets para

aplicaciones de ingenieŕıa al demostrar la equivalencia de bases wavelet y filtros

de espejo conjugados utilizados en bancos de filtros multirate discretos en proce-

samiento de la señal.

Yves F. Meyer: Francia; Nació el 19 de julio 1939. Es un matemático francés,

se encuentra entre los progenitores de la teoŕıa de wavelet, propuso el wavelet de

Meyer y fue premiado en el 2017 por el premio Abel.

Baronesa Ingrid Daubechies: Nació el 17 de agosto de 1954. Es f́ısica y ma-

temática belga. Entre 2004 y 2011 fue la profesora de William R. Kenan, Jr. en

los departamentos de matemáticas y matemáticas aplicadas en la Universidad de

Princeton. Enseñó en Princeton durante 16 años. En enero de 2011 se mudó a

la Universidad de Duke como profesora de matemáticas, fue la primera mujer

en ser presidenta de la Unión Matemática Internacional (2011-2014) y es mejor

conocida por su trabajo con wavelets en compresión de imágenes.



Caṕıtulo 1

Objetivos

1.1. Metodoloǵıa

En este trabajo se utilizará el método deductivo, ya que a partir del método

de Wavelet−Galerkin para ecuaciones diferenciales, se analizarán los problemas

para la solución en un espacio determinado y se tratará de establecer condiciones

necesarias o suficientes, sobre las condiciones iniciales con una ecuación diferencial

más general. En esta metodoloǵıa también tenemos las siguientes caracteŕısticas.

Estudio y reconstrucción del caṕıtulo 6 del libro [6], aśı como del articulo [7].

Analizar y dar resultados sobre el método de Wavelet-Galerkin para ecua-

ciones diferenciales.

Estructurar y redactar.

1.2. Objetivo General

Hacer un estudio de aproximación a la solución de cierta clase de ecuación

diferencial usando las wavelets en conjunción con el método de Galerkin y apli-

caciones de este.
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1.3. Objetivos espećıficos

1. Reconstruir el método de Galerkin de manera detallada.

2. Definir las Wavelets, dar la relación entre las Wavelets y el método de

Galerkin.

3. Establecer las diferencias entre el método de Wavelet-Galerkin con otros

métodos.

4. Ilustrar con algunos ejemplos las aplicaciones de cierta clase de ecuaciones

diferenciales que se resuelven usando el método de Wavelet-Galerkin.



Caṕıtulo 2

Conceptos Básicos

2.1. Espacio de Hilbert y algunas propiedades

En esta sección se presentarán los conceptos más importantes de la teoŕıa

wavelet y algunos ejemplos para entenderlos.

Definición 2.1.1 (Espacio de Banach). Sea X un espacio lineal normado. Si X

es completo con la métrica d definida desde la norma, dada por d(x, y) = ‖x−y‖,
llamamos X un espacio de Banach.

Ejemplo 2.1.1 (`∞). Sea `∞ = `∞(N) el conjunto de todas las sucesiones

al = {a(l)
j }∞j=1 de números complejos tal que para todo j = 1, 2, · · · tenemos

alj ≤ ca Donde ca es un numero real que puede depender de a pero no depende de

j. Más puntual se tiene

`∞ = {{a(l)
j }∞1 : sup

j∈N
|a(l)
j | <∞}

Se define la métrica

d(al, bs) = sup
j∈N
|a(l)
j − b

(s)
j |

Donde bs = {b(s)
j }∞j=1 ∈ `∞. Se probará que es completo. Sea {an} una sucesión

de Cauchy en `∞, donde an = (a
(n)
1 , a

(n)
2 , · · · ), entonces para cada ε > 0 existe un

N ∈ N tal que para m,n > N

d(am, an) = sup
j∈N
|a(m)
j − a(n)

j | < ε

12
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En particular fijando j

|a(m)
j − a(n)

j | < ε (2.1)

Es decir, para cada j fijo la sucesión (a
(1)
j , a

(2)
j , · · · ) es una sucesión de Cauchy

de números C, por ser C completo esta sucesión a
(m)
j → aj cuando j →∞, usando

estos limites a1, a2, · · · , se define a = (a1, a2, · · · ). Falta demostrar que a ∈ `∞ y

am → a. Haciendo que n→∞ en 2.1 tenemos

|a(m)
j − aj| < ε (2.2)

Entonces

|aj| ≤ |aj − a(m)
j |+ |a

(m)
j | < ε+ cm

Aśı que {aj}∞j=1 ∈ `∞. De nuevo por 2.1

d(am, a) = sup
j∈N
|a(m)
j − aj| < ε

Por lo tanto aj → a. Finalmente `∞ es completo.

Definición 2.1.2 (Espacio de Hilbert ). Un espacio de Hilbert H es un espacio

vectorial sobre C con un producto interno tal que H es completo con la métrica

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√
〈x− y, x− y〉.

Se define el espacio :

L2([0, 1]) =

{
f : [0, 1]→ C :

∫ 1

0

|f(θ)|2 dθ <∞
}
.

Nota: Donde se usa la integral de Lebesgue y no la integral de Riemann, re-

cuérdese que f y g son equivalentes si f, g son iguales excepto en un conjunto de

medida cero, es decir f = g en casi toda parte. El espacio L2([0, 1]) es un espacio

vectorial y mejor aún es un espacio de Hilbert con el producto interno definido

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt.

Utilizando la desigualdad de los números complejos |zw| ≤ |z|2+|w|2
2

se compro-
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bará que 〈· , · 〉 esta bien definido. Sea f, g ∈ L2([0, 1]) entonces

∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣f(t)g(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

(
|f(t)|2 + |g(t)|2

2

)
dt <∞

Ahora se verificará que es un producto interno. Sea f, g, h ∈ L2([0, 1]) y α ∈ C.

(Aditividad.)

〈f + g, h〉 =

∫ 1

0

(f(t)+g(t))h(t)dt =

∫ 1

0

f(t)h(t)dt+

∫ 1

0

g(t)h(t)dt = 〈f, h〉+〈g, h〉 .

(Homogeneidad.)

〈αf, g〉 =

∫ 1

0

αf(t)g(t)dt = α

∫ 1

0

f(t)g(t)dt = α 〈f, g〉 .

(Simetŕıa conjugado.)

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt =

∫ 1

0

f(t)g(t) = 〈g, f〉.

(Positividad.) Ya que |f(t)|2 ≥ 0 tenemos que

〈f, f〉 =

∫ 1

0

f(t)f(t)dt =

∫ 1

0

|f(t)|2dt ≥ 0.

Por un resultado en medida ver (Natanson [8], p. 138) se tiene que

〈f, f〉 =

∫ 1

0

f(t)f(t)dt =

∫ 1

0

|f(t)|2dt = 0⇔ f = 0 a.e .

Definición 2.1.3. Para f ∈ L1(R) y ξ ∈ R, se define

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−iξxdx. (2.3)

Se llama f̂ a la transformada de Fourier de f ; la aplicaciónˆes la transformada

de Fourier.

Para g ∈ L1(R) y x ∈ R, defina ǧ como la transformada inversa de Fourier de g,
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por

ǧ(x) =
1

2π

∫
R
g(ξ)eiξxdξ.

La aplicaciónˇes la transformada inversa de Fourier.

Definición 2.1.4 (Transformada de Fourier en L2(R)). Suponga que f ∈ L2(R).

Sea {fn}∞n=1 una sucesión tal que fn, f̂n ∈ L1(R) para todo n, y tal que fn converge

a f en L2 cuando n→∞. Defina f̂ , la transformada de Fourier de f , siendo el

ĺımite en L2 de la sucesión {f̂n}∞n=1.

Definamos f̌ , la transformada de Fourier inversa de f , como el ĺımite en L2 de

la sucesión {f̌n}∞n=1.

Nota: Para f ∈ L2(R), se define f̂ por medio de una sucesión {fn}∞n=1 de fun-

ciones suficientemente buenas (es decir, tal que fn, f̂n ∈ L1(R) para todo n) que

converge a f en L2(R), y haciendo f̂ el L2 limite de f̂n cuando n → ∞, sin

embargo, se puede ver que para cualquier sucesión de funciones, buenas o no,

que convergen en L2 a f , su transformada de Fourier converge a f̂ , en efecto si

{fn}∞n=1 ∈ L2(R) y tal que fn → f en L2(R) entonces por la fórmula de Plancherel

‖f̂n − f̂‖ =
√

2π‖fn − f‖ → 0 cuando n→∞

Aśı f̂n → f̂ en L2(R) cuando n→∞. Por tanto si se toma una sucesión {fn}∞n=1

de funciones en L1(R)∩L2(R) tal que fn → f en L2(R). Entonces f̂n es definido

puntualmente por 2.3 y f̂ es el L2 limite de f̂n cuando n → ∞. Un ejemplo de

tal sucesión {fn}∞n=1 es

fn(χ) =


f(χ) si |χ| ≤ n

0 si |χ| > n

Obsérvese que

f̂n(χ) =

∫
R
fn(χ)e−iχξdχ =

∫ n

−n
f(χ)e−iχξdχ.

Aśı para f ∈ L2(R),

f̂(ξ) = ĺım
n→∞

∫ n

−n
f(χ)e−iχξdχ
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Donde el limite es en el sentido de L2.

Ejemplo 2.1.2. Hallar la transformada de Fourier en L2(R) de la función χ[−π,π](x).

Comprobemos que χ[−π,π] ∈ L2(R), en realidad∫
R

∣∣χ[−π,π](x)
∣∣2 dx =

∫ π

−π
12dx = 2π <∞.

Ahora utilizando lo anterior,

χ̂[−π,π](ξ) = ĺım
n→∞

∫ n

−n
χ[−π,π](x)e−ixξdx

= ĺım
n→∞

∫ n

−n
e−ixξdx con n ≤ π .

= ĺım
n→∞

einξ

iξ
− e−inξ

iξ

=2
sin(πξ)

ξ
.

Definición 2.1.5 (Conjunto ortonormal completo). Suponga que H es un es-

pacio de Hilbert y {aj}j∈Z es un conjunto de elementos de H . Entonces {aj}j∈Z
es un conjunto ortonormal completo o sistema ortonormal completo si {aj}j∈Z es

un conjunto ortonormal con la propiedad que el único elemento w ∈ H tal que

〈w, aj〉=0 para todo j ∈ Z es w = 0.

Teorema 2.1.1. Suponga que H es un espacio de Hilbert y {aj}j∈Z es un con-

junto ortonormal en H , entonces {aj}j∈Z es un conjunto ortonormal completo

si y sólo si

f =
∑

j∈Z 〈f, aj〉 aj , para todo f ∈H

2.2. Wavelet en L2 (R)

Definición 2.2.1. Para ϕ, ψ ∈ L2 (R) y j, k ∈ Z, definase ϕj,k, ψj,k ∈ L2 (R) por

ϕj,k (x) = 2j/2ϕ
(
2jx− k

)
ψj,k (x) = 2j/2ψ

(
2jx− k

)
(2.4)

Nótese la conveniencia del escalar 2j/2 en las definiciones de ϕj,k y ψj,k que

producen que estas sean invariantes en la norma de L2 para todos los j, k, es

decir:
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‖ψj,k(x)‖2 =

∫
R

∣∣2j/2ψ (2jx− k)∣∣2 dx
=

∫
R
|ψ (y)|2 dy = ‖ψ‖2 .

Otra forma es

ψj,k (x) = 2j/2ψ
(
2j
(
x− 2−jk

))
. (2.5)

Obsérvese que la ecuación 2.5 produce una dilatación, y una traslación. En efecto

si j > 0, la gráfica de la función ψ (2jx) se obtiene a partir de la contracción de

la gráfica de la función ψ a lo largo del eje x por un factor de 2j (para j < 0, la

gráfica se expande en la dirección x ). Por ejemplo, supóngase que ψ tiene soporte

compacto1, y sea r > 0 el número más pequeño tal que ψ (x) = 0 para todo x tal

que |x| > r. Entonces ψ (2jx) tiene soporte compacto, ya que dentro del intervalo[−r
2j
, r

2j

]
se tiene ψ (2jx) = 0 siempre que |2jx| > r, que es, cuando |x| > r

2j
.

La gráfica de ψ (2jx− k) = ψ (2j (x− 2−jk)) se obtiene por traslación de la

ψ (2jx) por 2−jk a lo largo del eje x (a la derecha si k > 0, a la izquierda si

k < 0 ). Por tanto, si ψ tiene soporte compacto en el intervalo [−r, r], entonces

ψ (2jx− k) tiene soporte dentro de [2−jk − 2−jr, 2−jk + 2−jr]. Finalmente, por la

ecuación 2.5, la gráfica de ψj,k es obtenida de la gráfica de ψ (2jx− k) multipli-

cando por 2j/2, que escala la gráfica en la dirección y por este factor. Similarmente

se tiene para ϕj,k .

A grandes rasgos, las funciones ϕ y ψ que se consideran están centradas cerca de

0 y se concentran en una escala comparable a 1 (lo que significa que la mayor

parte de la masa de la función se encuentra dentro de un intervalo que rodea

el origen de la longitud alrededor de n, donde n es un número entero positivo

razonablemente pequeño). Entonces ϕj,k y ψj,k se centran cerca del punto 2−jk

en una escala comparable a 2−j.

Definición 2.2.2 (Wavelet en L2 (R)). Un sistema Wavelet para L2 (R) es un

conjunto ortonormal completo en L2 (R) de la forma

{ψj,k}j,k∈Z

Para algún ψ ∈ L2 (R). Las funciones ψj,k son llamadas Wavelets. La función ψ

1La adherencia del conjunto de las preimagenes de la función donde la función no es nula es
compacto
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es llamada la madre Wavelet.

De lo anterior surgen varias preguntas por ejemplo, ¿Como se garantiza la

existencia de un sistema wavelet ?, ¿Que ventajas tiene un sistema wavelet con

respecto a otros (Sistema de Fourier)?, para garantizar la existencia del sistema

wavelet uno de los caminos es primero definir el análisis de multiresolución (MRA)

después se comprobará que todo MRA produce un sistema wavelet pero no todos

los sistemas wavelet provienen de un (MRA), algunos ejemplos de wavelet que

provienen de un MRA son Haar Wavelet, Shannon Wavelet ..., por otro lado si

{ψj,k}j,k∈Z es un sistema de wavelet, entonces por ser un sistema se tiene que cada

f ∈ L2 (R) puede ser escrito en la forma

f =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k.

Conocida como identidad de wavelet2, la aplicación que env́ıa f a la sucesión de

coeficientes {〈f, ψj,k〉}j,k∈Z se llama la transformada de wavelet (discreta).

Definición 2.2.3 (MRA). Un análisis de multiresolución (MRA) con función

de escala o padre wavelet ϕ es una sucesión {Vj}j∈Z de subespacios de L2(R) que

tiene las siguientes propiedades:

I. (Monotonicidad) Vj ⊆ Vj+1 para todo j ∈ Z

II. (Existencia de la función de escala) Existe una función ϕ ∈ V0 tal que el

conjunto {ϕ0,k}k∈Z es ortonormal y

V0 =

{∑
k∈Z

z(k)ϕ0,k : z = (z(k))k∈Z ∈ `2(Z)

}
(2.6)

III. (Propiedad de la Dilatación) Para cada j, f(x) ∈ V0 si y sólo si f(2jx) ∈ Vj

IV. (Propiedad de intersección)
⋂
j∈Z Vj = {0}

V. (Densidad)
⋃
j∈Z Vj es denso en L2(R)

Otra forma de ver la propiedad V es, para cualquier f ∈ L2(R) existe una sucesión

{fn}∞n=1 con cada fn ∈
⋃
j∈Z Vj tal que ‖fn − f‖ → 0 cuando n→∞

2Prof. S.Yu. Slavyanov, St Petersburg State Univercity
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Nótese que la propiedad de dilatación (III) dice que Vj consiste de las dila-

taciones por 2j de los elementos de V0 esto quiere decir que para j ∈ Z

Vj =

{∑
k∈Z

z(k)ϕj,k : z = (z(k))k∈Z ∈ `2(Z)

}
(2.7)

Además ϕ ∈ V0 ⊆ V1 , por la ecuación 2.7 tenemos

ϕ(x) =
∑
k∈Z

u(k)ϕ1,k(x) =
∑
k∈Z

u(k)
√

2ϕ(2x− k) (2.8)

La ecuación 2.8 es conocida como la ecuación de escala y la sucesión u = (u(k))k∈Z

en 2.8 es conocida como la sucesión de escala, la propiedad (V ) puede ser omitida

si se cumple las siguientes condiciones.

Lema 2.2.1. Suponga que ϕ ∈ L2(R) y es tal que ϕ̂ es acotada, ϕ̂ es continua

en 0, y ϕ̂(0) = 1. También, suponga que para cada j ∈ Z, {ϕj,k}k∈Z es un conjunto

ortonormal. Defina {Vj}j∈Z por la ecuación 2.7 entonces⋃
j∈Z

Vj es denso en L2(R).

Demostración: Ver ([6], p. 417).

Existe una importante relación entre el sistema wavelet y el MRA, que es el

siguiente.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Mallat). Suponga que {Vj}k∈Z es un MRA con una

función de escala ϕ y sucesión de escala u = (u(k))k∈Z
3 ∈ `1. Se define v(k)4

como

v(k) = (−1)k−1u(1− k) para todo k ∈ Z (2.9)

y ψ por la ecuación

ψ(k) =
∑
k∈Z

v(k)ϕ1,k(x) =
∑
k∈Z

v(k)
√

2ϕ(2x− k) (2.10)

Entonces {ψj,k}j,k∈Z es un sistema wavelet en L2(R).

3 Un resultado que no es dif́ıcil de probar es, todo MRA con sucesión de escala u entonces
{R2ku}k∈Z es un conjunto ortonormal en `2(Z).Donde R2ku(j) = u(j − 2k).

4 Esta definición de v que depende de u es por que {R2kv}k∈Z ∪ {R2ku}k∈Z forman un
sistema ortogonal completo en `2(Z) ver (Michael W. Frazier, 1999, p.314).
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Demostración

Se probará que {ψ0,k}k∈Z es un conjunto ortonormal, reemplazando x por x − k
en 2.10 tenemos

ψ(x− k) =
∑
l∈Z

u(l)
√

2ϕ(2x− 2k − l) =
∑
m∈Z

u(m− 2k)
√

2ϕ(2x−m)

esto es

ψ0,k =
∑
m∈Z

u(m− 2k)ϕ1,m. (2.11)

Sustituyendo 2.11 y 2.10 se tiene

〈ψ, ψ0,k〉 =
∑
j∈Z

v(j)
∑
m∈Z

v(m− 2k) 〈ϕ1,j, ϕ1,m〉

=
∑
j∈Z

v(j)v(j − 2k)

= 〈v,R2kv〉

= 〈u,R2ku〉

=

{
1 si k = 0

0 si k 6= 0

Donde R2kv(j)5= v(j − 2k), haciendo un cambio de variables, para k, l ∈ Z se

tiene 〈ψ0,k, ψ0,l〉 = 〈ψ, ψ0,l−k〉, aśı {ψ0,k}k∈Z es un conjunto ortonormal y haciendo

un cambio de variable también {ψj,k}k∈Z. Se define

Wj =

{∑
k∈Z

z(k)ϕj,k : z = (z(k))k∈Z ∈ `2(Z)

}
(2.12)

Algunas observaciones de 2.12.

(a) La propiedad (III) de MRA se cumple para Wj. Efectivamente si f ∈ W0

entonces f(2jx) =
∑

k∈Z
z(k)

2j/2
2j/2ϕ0,k(2

jx) aśı f(2jx) ∈ Wj, rećıprocamente si

f(2jx) ∈ Wj, haciendo x = y
2j

tenemos f(y) =
∑

k∈Z r(k)ϕ0,k(y) aśı f ∈ W0.

(b) Vj+1 = Vj
⊕

Wj. En efecto si f ∈ Vj+1 ⇒ f( x
2j

) ∈ V1 de donde

f
( x

2j

)
= f1(x) + f2(x) con f1 ∈ V0 y f2 ∈ W0

5Sea u, v ∈ `1(Z) y B = {R2kv}k∈Z ∪ {R2ku}k∈Z, Si B es un conjunto ortonormal completo
en `2(Z) se llama a B un sistema wavelet de primer grado para `2(Z)
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Lo anterior se tiene por que V1 = V0

⊕
W0 ver libro (Michael W. Frazier, 1999,

p.389), usando la observación (a) tenemos f(x) ∈ Vj
⊕

Wj .Rećıprocamente

si f(x) ∈ Vj
⊕

Wj entonces usando de nuevo (a) y V1 = V0

⊕
W0, tenemos

f( x
2j

) ∈ V1 ⇒ f(x) ∈ Vj+1.

Se mostrará que

B = {ψj,k}j,k∈Z

es un conjunto ortonormal en L2(R). Solo falta mostrar que ψj,k es ortogonal a ψl,m

cuando j 6= l, supóngase que j > l. Entonces ψl,m ∈ Wl ⊆ Vl+1 ⊆ Vl+2 ⊆ . . . ⊆ Vj

pero ψj,k ∈ Wj y Wj es ortogonal a Vj por lo tanto ψj,k es ortogonal a ψl,m de

aqúı B es ortonormal.

Se culminará probando que el conjunto B es un sistema ortonormal comple-

to, supóngase que f ∈ L2(R) y es ortogonal a cada elemento de B, es decir

〈f, ψj,k〉 = 0 para todo j, k ∈ Z lo que implica que f⊥Wj para j ∈ Z, sea Pj(f)

la proyección de f en Vj definida como:

Pj(f) =
∑
k∈Z

〈f, ϕj,k〉ϕj,k. (2.13)

Por definición Pj(f) ∈ Vj. Del mismo modo f−Pj(f)⊥Vj, ya que para l ≤ j−1 se

tiene Wl ⊆ Vl+1 ⊆ . . . ⊆ Vj y aśı f −Pj(f) es ortogonal a Wl para cada l ≤ j− 1,

y como f⊥Wj por la linealidad Pj(f)⊥Wl para todo l ≤ j − 1 esto implica que

Pj(f) = 0 6 para todo j ∈ Z, ya que Pj(f) = 0 es la mejor aproximación a f en

Vj, esto quiere decir que

‖f‖ = ‖f − Pj(f)‖ ≤ ‖f − h‖ (2.14)

Usando la propiedad V de la definición de MRA, existe una sucesión {fn}n∈Z
tal que fn ∈

⋃
j∈Z Vj para todo n ∈ Z y ‖f − fn‖ → 0 cuando n → ∞. Por la

ecuación 2.14 se debe tener que ‖f‖ = 0 y aśı f = 0. Esto prueba la completez

de B.

El teorema anterior afirma que dada una función de escala ϕ para un MRA, le

corresponde una sucesión de escala u ∈ `2(Z) con la propiedad que las traslacio-

nes pares de números enteros de u son ortonormales en `2(Z), ahora la sucesión u

6Para probar esto se procede por el argumento de inducción demostrando que si existe un
j ∈ Z tal que Pj(f) ∈ Vj y Pj(f)⊥Wl para todo l ≤ j − 1 entonces Pj(f) ∈

⋂
j∈Z Vj = {0}, por

ejemplo para j = 2 si P2(f) ∈ V2 y P2(f)⊥W2 ⇒ P2(f) = v1 + w1 con w1 ∈ W1 y v1 ∈ V1 ya
que ‖w1‖2 = 〈w1, w1〉 = 〈v1 + w1, w1〉 = 〈P2(f), w1〉 = 0⇒ w1 = 0⇒ P2(f) ∈ V1.
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tiene un compañero v (2.9), tal que u y v generan el primer grado de sistema wa-

velet para `2(Z). De la misma manera que a ϕ le corresponde un u se define un ψ

correspondiente a un v. Esto produce una partición ortogonal de V1 = V0

⊕
W1,

por la dilatación tenemos Vj+1 = Vj
⊕

Wj en cada grado. Tomando la unión

del sistema ortonormal {ψj,k}k∈Z para los espacios de complemento ortogonal Wj

produce un sistema wavelet para L2(R). Resumiendo lo anterior en lo siguiente.

L2(R) `2(Z)

MRA : ϕ
ϕ=
∑
k∈Z u(k)ϕ1,k // u : {R2ku}k∈Z es ortonormal en `2(Z)

v(k)=(−1)k−1u(1−k)

��
ψ v : {R2ku}k∈Z ∪ {R2kv}k∈Z

ψ=
∑
k∈Z v(k)ϕ1,koo

Madre Wavelet es un conjunto ortonormal completo en `2(Z)

A continuación se mostrarán ejemplos que pueden ayudar.

Ejemplo 2.2.1 (Haar MRA). Para cada j, k ∈ Z , sea

Ij,k = [2−jk, 2−j(k + 1))

un intervalo de la forma Ij,k se llama intervalo diádico. Para j ∈ Z sea

Vj =
{
f ∈ L2(R) : Para todo k ∈ Z, f es constante en Ij,k

}
.

Probaremos que Vj ⊆ Vj+1. Sea f ∈ Vj entonces f es constante en Ij,k para todo

k ∈ Z, de donde. Si k es par Ij+1,k ⊆ Ij,k/2 por propiedades de un intervalo diádico

y aśı f es constante en Ij+1,k/2. Si k es impar por propiedades de un intervalo

diádico Ij+1,k ⊆ Ij,(k−1)/2 para todo k ∈ Z entonces f es contante en Ij+1,k para

todo k ∈ Z. Se define

ϕ(x) =

{
1 si 0 ≤ x < 1

0 si x < 0 o 1 ≤ x
(2.15)

Entonces {ϕ0,k}k∈Z es ortonormal ya que los soportes de diferentes ϕ0,k no se
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superponen y
∫ k+1

k
1dx = 1, además para todo f ∈ V0 es decir para todo k ∈ Z, f

es constante en I0,k y este puede ser escrito como

f =
∑
k∈Z

ckϕ0,k

Donde ck es el valor de la función f en el intervalo [k, k+1), es más ‖
∑

k∈Z ckϕ0,k‖2 =∑
k∈Z ‖ckϕ0,k‖2 =

∑
k∈Z c

2
k = ‖f‖2 <∞, rećıprocamente si f =

∑
k∈Z z(k)ϕ0,k en-

tonces f toma el valor constante z(k) en [k, k + 1) y aśı se mantiene la ecuación

2.6. Probaremos la propiedad (III) del MRA como sigue

f ∈ V0 ⇔ f(x) = cte en I0,k (2.16)

⇔ f(2jx) = cte en Ij,k (2.17)

⇔ f(2jx) = cte ∈ Vj (2.18)

Para probar la propiedad (IV ) suponga que f ∈
⋂
j∈Z Vj entonces f es constante

en [0, 2j) y [−2j, 0) para todo j ∈ Z entonces f es constante en [0,∞) y (−∞, 0)

y como f ∈ L2(R) se debe tener que f = 0, y aśı
⋂
j∈Z Vj = {0}. Se probará la

propiedad (V ) con el Lema 2.2.1 en consiguiente

ϕ̂(ξ) =

∫
R
ϕ(x)e−iξxdx =

∫ 1

0

e−iξxdx = e−i
ξ
2
sen( ξ

2
)

ξ
2

Para ξ 6= 0 y ϕ̂(0) = 1, por lo tanto |ϕ̂(ξ)| es acotado por 1 y continuo en 0. Por

el Lema 2.2.1 se tiene la propiedad (V) del MRA.

Por lo anterior ya se tiene un ejemplo de un MRA, ahora se producirá un sistema

wavelet en L2(R) con este, la clave esta en encontrar los coeficientes u(k), k ∈ Z
en la ecuación de escala 2.8, por que

〈ϕ, ϕ1,k〉 = 〈
∑
l∈Z

u(l)ϕ1,l, ϕ1,k〉 =
∑
l∈Z

u(l)〈ϕ1,l, ϕ1,k〉 = u(k)

Nótese que

ϕ1,k(x) =

{ √
2 si k

2
≤ x < k+1

2

0 si x < k
2
o k+1

2
≤ x

(2.19)
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Ahora calculando u(k), k ∈ Z,

u(0) = 〈ϕ, ϕ1,0〉 =

∫ 1
2

0

√
2dx =

1√
2

u(1) = 〈ϕ, ϕ1,1〉 =

∫ 1

1
2

√
2dx =

1√
2

u(j) = 〈ϕ, ϕ1,j〉 =

∫ j+1
2

j
2

0 ·
√

2dx = 0 j ∈ Z− {0, 1}

Usando lo anterior en la ecuación de escala 2.8 se obtiene

ϕ(x) =
∑
k∈Z

u(k)
√

2ϕ(2x− k) = ϕ(2x) + ϕ(2x− 1).

Por la formula 2.9 se halla a v(k) resultando aśı v(0) = −1√
2
, v(1) = 1√

2
, y v(j) = 0

para j ∈ Z− {0, 1}. Aśı por la ecuación 2.10, la madre wavelet es

ψ(x) = −ψ(2x) + ψ(2x− 1) =


−1 si 0 ≤ x < 1

2

1 si 1
2
≤ x < 1

0 si x < 0 o 1 ≤ x

(2.20)

entonces

ψj,k(x) =


−2j/2 si k

2j
≤ x < k

2j
+ 1

2j+1

2j/2 si k
2j

+ 1
2j+1 ≤ x < k+1

2j

0 si x < k
2j
o k+1

2j
≤ x

(2.21)

Se va a comprobar que el conjunto {ψj,k}j,k es ortonormal.

Primero se fija j y se supone que k 6= k′ ⇒ Ij,k 6= Ij,k′ ∧ Ij,k ∩ Ij,k′ = ∅

〈ϕj,k, ϕj,k′〉 =

∫ 2−j(k+1)

2−jk

ψj,k · 0dx+

∫ 2−j(k′+1)

2−jk′
ψj,k′ · 0dx = 0

Ahora fijemos k, si j 6= j′ ⇒ Ij,k 6= Ij′,k ∧ Ij,k ∩ Ij′,k = ∅,

〈ϕj,k, ϕj′,k〉 =

∫ 2−j(k+1)

2−jk

ψj,k · 0dx+

∫ 2−j
′
(k+1)

2−j′k

ψj,k′ · 0dx = 0
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De nuevo fijemos k, si j 6= j′ ⇒ Ij,k 6= Ij′,k ∧ Ij,k ∩ Ij′,k 6= ∅ ⇒ Ij,k ⊂ Ij′,k,

〈ϕj,k, ϕj′,k〉 =

∫ 2−jk+2−(j+1)

2−jk

(−2
j
2 ) · 2

j′
2 dx+

∫ 2−j(k+1)

2−jk+2−(j+1)

2
j
2 · 2

j′
2 dx = 0

Por último si j = j′ y k = k′ entonces

〈ϕj,k, ϕj′,k〉 =

∫ 2−jk+2−(j+1)

2−jk

(−2
j
2 ) · (−2

j
2 )dx+

∫ 2−j(k+1)

2−jk+2−(j+1)

2
j
2 · 2

j
2dx =

1

2
+

1

2
= 1

Por lo tanto el conjunto {ψj,k}j,k es ortonormal y por el teorema de Mallat es

completo, a continuación se ve sus respectivas gráficas.

(a) Función escala (b) Madre Wavelet (c) Definición 2.2.1

Otro ejemplo de Wavelet es

Ejemplo 2.2.2 (Shannon Wavelet). Para j ∈ Z, sea

Vj = {f ∈ L2(R) : supp f̂ ⊆ [−2jπ, 2jπ]}.

Se probará que {Vj}j∈Z es un MRA, pero antes se verificará que cada Vj es un

subespacio de L2(R). Por definición Vj ⊆ L2(R) para todo j ∈ Z.

Si f, g ∈ Vj entonces supp f̂ ⊆ [−2jπ, 2jπ] y supp ĝ ⊆ [−2jπ, 2jπ] y por propie-

dades supp (f̂ + ĝ) ⊆ supp f̂ ∪ supp ĝ ⊆ [−2jπ, 2jπ].

Por otra parte si f ∈ Vj y α ∈ C entonces supp αf̂ ⊆ [−2jπ, 2jπ].

I. Si f ∈ Vj entonces supp f̂ ⊆ [−2jπ, 2jπ] ⊆ [−2j+1π, 2j+1π] por lo tanto

f ∈ Vj+1.

II. Se define

χ[−π,π](ξ) =

{
1 si 0 ≤ ξ ≤ π

0 si |ξ| > π
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Sea

ϕ(x) = (χ[−π,π])̌ (x) =
sen(πx)

πx
.

Como las funciones senc(x) son ortonormales entonces

〈ϕ0,k, ϕ0,l〉 =

∫
R

sen(πx− πk)

πx− πk
sen(πx− πl)
πx− πl

=

{
1 si k = l

0 si k 6= l

Si f ∈ V0 entonces se puede expandir f̂ en series de Fourier sobre [−π, π)

f̂ =
∑
k∈Z

a(k)e−ixξχ[−π,π](ξ),

Para algún (a(k))k∈Z ∈ `2(Z). Nótese que

(ϕ0,k )̂ (ξ) = e−ixξχ[−π,π](ξ)

Por la inversión de Fourier se debe tener

f(x) = (f̂ )̌ (x) =
∑
k∈Z

a(k)(e−ixξχ[−π,π])̌ (x) =
∑
k∈Z

a(k)((ϕ0,k )̂ )̌ (x) =
∑
k∈Z

a(k)ϕ(x−k).

Ahora si f(x) =
∑

k∈Z a(k)ϕ(x− k) con (a(k))k∈Z ∈ `2(Z) entonces

f̂(ξ) =
∑
k∈Z

a(k)(ϕ0,k )̂ (x) =
∑
k∈Z

a(k)e−ixξχ[−π,π](ξ)

De lo anterior supp f̂ ⊆ [−π, π] y aśı f ∈ V0.

III. Sea f ∈ V0, haciendo un cambio de variable tenemos

f̂(2jξ) =

∫
R
e−ix2jξf(x)dx =

∫
R
e−iuξf

( u
2j

) 1

2j
du = f̂2j(ξ) =

1

2j
f̂

(
ξ

2j

)
(2.22)

Por lo tanto supp f̂2j ⊆ [−2jπ, 2jπ]. El reciproco se hace utilizando otra vez

2.22 y aśı se tiene la propiedad de dilatación.

IV. Sea f ∈
⋂
j∈Z Vj, se tiene suppf̂ ⊆ [−2jπ, 2jπ] parar todo j ∈ Z en particular

cuando j → −∞ se tiene supp f̂ ⊆ [0, 0] aśı f = 0 a.e.
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V. Sea f ∈ L2(R) y fn tal que

f̂n(ξ) =

{
f̂(ξ) si −2nπ ≤ ξ ≤ 2nπ

0 en otro caso

Como
∫
R |f(x)|2dx <∞ que es

∫
R |f(x)|2dx = ĺımn→∞

∑n
k=−n

∫ k+1

k
|f(x)|2dx

como esta suma converge ĺımk→∞
∫ k+1

k
|f(x)|2dx = 0, usando lo anterior

ĺım
n→∞
‖f̂n − f̂‖2 = ĺım

n→∞

∫
R
|f̂n − f̂ |2 = ĺım

n→∞

∫ ∞
2nπ

|f̂ |2 + ĺım
n→∞

∫ −2nπ

−∞
|f̂ |2

= ĺım
n→∞

(

∫ 2n+1π

2nπ

|f̂ |2 +

∫ 2n+2π

2n+1π

|f̂ |2 + · · · )

+ ĺım
n→∞

(· · ·+
∫ −2n+1π

−2n+2π

|f̂ |2 +

∫ −2nπ

−2n+1π

|f̂ |2)

=0

Finalmente {Vj}j∈Z es un MRA, el siguiente paso es ver las wavelets producidas

por este MRA, pero antes se utilizará lo siguiente

ϕ̂1,k(ξ) =

∫
R
e−ixξ

√
2ϕ(2x− k)

=
√

2

∫
R
e−iζξ/2e−ikξ/2ϕ(ζ)

dζ

2

=
1√
2
e−ikξ/2ϕ̂

(
ξ

2

)
.

Asumiendo que se puede cambiar limite con integral y aplicando la transformada

de Fourier a la ecuación 2.8 se tiene

ϕ̂(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

u(k)e−ikξ/2ϕ̂

(
ξ

2

)
= m0

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
. (2.23)

Donde

m0(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

u(k)e−ikξ (2.24)

Por un argumento similar al anterior con la ecuación 2.10

ψ̂(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

v(k)e−ikξ/2ϕ̂

(
ξ

2

)
. (2.25)
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Ahora definiendo

m1(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

v(k)e−ikξ. (2.26)

entonces

ψ̂(ξ) = m1

(
ξ

2

)
ϕ̂

(
ξ

2

)
. (2.27)

Observe que m1 es 2π- periódica y que m1(ξ) = 1√
2
v̂(−ξ) donde v̂ es la trans-

formada de Fourier en `2(Z) por la relación entre u y v se tiene

m1(ξ) = e−iξm0(ξ + π). (2.28)

Continuando por la ecuación 2.23

m0(
ξ

2
) =

χ[−π,π](ξ)

χ[−π,π](ξ/2)
= χ[−π,π](ξ)

Luego m0(ξ) = χ[−π
2
,π
2

](ξ). Se hallará m1(ξ) por la ecuación 2.28

m1(ξ) = e−iξχ[−π,π](ξ + π) =


e−iξ si −3π

2
≤ ξ ≤ −π

2

e−iξ si π
2
≤ ξ ≤ 3π

2

0 en otro caso

(2.29)

Ya que ϕ̂( ξ
2
) = χ[−2π,2π](ξ) y usando la ecuación 2.27 se obtiene

ψ̂(ξ) = e−iξ/2χ{ξ:π≤|ξ|≤2π}(ξ)

Por lo tanto

ψ(x) =
1

2π

∫
R
ψ̂(ξ)eixξdξ

=
1

2π

∫ −π
−2π

e−iξ/2eixξdξ +
1

2π

∫ 2π

π

e−iξ/2eixξdξ

=
1

2πi(x− 1
2
)

(
e−iπ(x− 1

2
) − e−i2π(x− 1

2
) + ei2π(x− 1

2
) − eiπ(x− 1

2
)
)

=
1

π(x− 1
2
)

(
sen2π

(
x− 1

2

)
− senπ

(
x− 1

2

))
.

Que son llamadas las Wavelets de Shanon en R. Cuyas respectivas gráficas están

en la Figura 2.2.
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Ejemplo 2.2.3 (Daubechies Wavelet). Las wavelets de Daubechies son funciones

con soporte compacto, por lo cual son muy utilizadas en las soluciones de las

ecuaciones diferenciales. En 1988, Ingrid Daubechies definió la función de escala

como

ϕ(x) =
N−1∑
k=0

akϕ(2x− k), (2.30)

Donde N denota el género del Wavelet de Daubechies. La función generada con

esos coeficientes tendrán suppϕ = [0, N − 1] y N
2
− 1 momentos de desaparición

de wavelets. Algunas veces la función de escala está definida como

ϕ(x) =
√

2
N−1∑
k=0

ckϕ(2x− k), (2.31)

Donde ak =
√

2ck, con la propiedad que
∑N−1

k=0 ck =
√

2. En el articulo [14]

ya están calculados los coeficientes de Daubechies para N = 4, 6, 8, 10, 12, en la

siguiente tabla se muestran algunos coeficientes

k N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14 N=16

0 0.4830 0.3327 0.2304 0.1601 0.1115 0.0779 0.0544

1 0.8365 0.8069 0.7148 0.6038 0.4946 0.3965 0.3129

2 0.2241 0.4599 0.6309 0.7243 0.7511 0.7291 0.6756

3 -0.1294 -0.1350 -0.0280 0.1384 0.3153 0.4698 0.5854

4 -0.0854 -0.1870 -0.2423 -0.2263 -0.1439 -0.0158

5 0.0352 0.0308 -0.0322 -0.1298 -0.2240 -0.2840

6 0.0329 0.0776 0.0975 0.0713 0.0005

7 -0.0106 -0.0062 0.0275 0.0806 0.1287

8 -0.0126 -0.0316 -0.0380 -0.0174

9 0.0033 0.0006 -0.0166 -0.0441

10 0.0048 0.0126 0.0140

11 -0.0011 0.0004 0.0087

12 -0.0018 -0.0049

13 0.0004 -0.0004

14 0.0007

15 -0.0001
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El wavelet asociado es dado por

ψ(x) =
1∑

k=2−N

(−1)ka1−kϕ(2x− k). (2.32)

En la Figura 2.3 se muestran las gráficas de la función escala y wavelet en algunos

casos de la familia de Daubechies hechas en MATLAB.

(a) Función escala (b) Madre Wavelet (c) Definición 2.2.1

Figura 2.2: Wavelet de Shanon

Figura 2.3: Familia Daubechies
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Desarrollo

3.1. Operadores

Definición 3.1.1 (Operador Lineal). Dados los espacios vectoriales arbitrarios

(complejos) V1 y V2, un mapeo T : V1 → V2 es lineal si

T (αv + βw) = αT (v) + βT (w), ∀ α, β ∈ C, v,w ∈ V1. (3.1)

En el contexto de un espacio vectorial normado, es costumbre usar la palabra

Operador en vez de mapeo. Se denotará la acción de un operador lineal T sobre un

vector v como Tv o T (v). Muchos espacios vectoriales normados son de dimensión

infinita, un ejemplo es el siguiente

Ejemplo 3.1.1 (Operador Diferenciación). Considere el espacio vectorial

C1

[
0,

1

2

]
:=

{
f : C

[
0,

1

2

]
→ C : fes diferenciable y f ′es continua.

}
Entonces C1

[
0, 1

2

]
es un subespacio de C

[
0, 1

2

]
mejor aún son espacios vectoriales

normados con la norma del supremo, y considere el siguiente mapeo.

D : C1

[
0,

1

2

]
→ C

[
0,

1

2

]
, (Df)(x) = f ′(x), x ∈

[
0,

1

2

]
.

31
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Entonces D es un operador lineal, en efecto si α, β ∈ C y f, g ∈ C1[0, 1
2
] entonces

D(αf + βg)(x) =(αf + βg)′(x)

=(αf)′(x) + (βg)′(x)

=αf ′(x) + βg′(x)

=α(Df)(x) + β(Dg)(x), x ∈
[
0,

1

2

]

Nota: El operador D es utilizado también en las ecuaciones diferenciales ya

que las ecuaciones diferenciales lineales son de la forma

Ly = f

Donde el operador diferencial L es una operador lineal, y es una función descono-

cida y f una función dada con el mismo dominio de y, La condición de linealidad

en L descarta operaciones tales como tomar el cuadrado de la derivada de y; pero

permite tomar mayores derivadas de y, por composición de operadores lineales

que son a su vez lineales. Un operador diferencial lineal, que involucra la n−ésima

derivada, Ln es considerado de la forma

Ln[y(t)] = (Dn + A1(t)Dn−1 + · · ·+ An−1(t)D + An(t))[y].

Donde Dky = dky
dx

= y(k). El uso de operadores en ecuaciones diferenciales es

común y de uso conveniente para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias

y parciales por ejemplo considérese la clase de ecuación diferencial ordinaria,

conocida como ecuación de Sturm−Liouville de la forma

L (u(t)) = − d

dt

(
a(t)

du

dt

)
+ b(t)u(t) = f(t), Para 0 ≤ t ≤ 1 (3.2)

Con las condiciones de Dirichlet.

u(0) = u(1) = 0 (3.3)

Donde a, b y f son funciones de valor real y queremos encontrar u. Se asume que

f y b son funciones continuas, a ∈ C1 [0, 1] y tiene derivada acotada. Definimos

C2
0([0, 1]) = {u ∈ C2([0, 1]) : u(0) = u(1) = 0}
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Ya que C2
0([0, 1]) no es completo, trabajaremos sobre su espacio completado que

es el espacio de Sobolev H1
0 , mismo al mencionado en el libro de Brezis ([3], p.

202) para mas propiedades de los espacios de Sobolev ver [11]. La norma en H1
0

es inducida por el siguiente producto interno.

〈f, g〉0 = 〈L(f), g〉 =

∫ 1

0

[(−af ′)′(t) + bf(t)]g(t)dt.

Donde el operador L se define como

L : H1
0 ([0, 1]) // L2([0, 1])

u // L(u(t)) = f(t)

Observe que L puede ser un operador diferencial de coeficiente variable ya que

a(t), b(t) no son necesariamente constante además se supone que el operador es

uniformemente eĺıptico esto es, existen constantes finitas C1, C2, C3 tal que

0 < C1 ≤ a(t) ≤ C2 ∧ 0 ≤ b(t) ≤ C3 con t ∈ [0, 1] (3.4)

por la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una única función u

que satisface la ecuación diferencial y las condiciones de frontera. Se verificará que

L es un operador lineal.

Sea u, v ∈ H1
0 ([0, 1]), α ∈ C y t ∈ [0, 1], entonces

L[(u+ v)(t)] =− d

dt

(
a(t)

d(u+ v)

dt

)
+ b(t)(u+ v)(t)

=− d

dt

(
a(t)

du

dt
+ a(t)

dv

dt

)
+ b(t)u(t) + b(t)v(t)

=− d

dt

(
a(t)

du

dt

)
+ b(t)u(t)− d

dt

(
a(t)

dv

dt

)
+ b(t)v(t)

= Lu(t) + Lv(t)
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También

L[(αu)(t)] =− d

dt

(
a(t)

d(αu)

dt

)
+ b(t)(αu)(t)

=− d

dt

(
α · a(t)

du

dt

)
+ α · b(t)u(t)

=− α · d
dt

(
a(t)

du

dt

)
+ α · b(t)u(t)

= αLu(t)

Se comprobará que 〈·, ·〉0 es un producto interno. Usaremos la linealidad del ope-

rador L e integración por partes.

* (Aditividad.)

〈f+g, h〉0 = 〈L(f+g), h〉 = 〈L(f)+L(g), h〉 = 〈L(f), h〉+〈L(g), h〉 = 〈f, h〉0+〈g, h〉0

* (Homogeneidad.)

〈αf, g〉0 = 〈L(αf), g〉 = 〈αL(f), g〉 = α〈L(f), g〉 = α〈f, g〉0

* (Simetŕıa conjugado.)

〈f, g〉0 = 〈L(f), g〉 =

∫ 1

0

[(−af ′)′(t) + bf(t)]g(t)dt

=

∫ 1

0

(−af ′)′(t)g(t) +

∫ 1

0

bg(t)f(t)dt

=

∫ 1

0

ag′(t)f ′(t) +

∫ 1

0

bg(t)f(t)dt

=

∫ 1

0

(−ag′(t))′f(t) +

∫ 1

0

bg(t)f(t)dt

=

∫ 1

0

[(−ag′(t))′ + bg(t)]f(t)dt

=〈L(g), f〉 = 〈g, f〉0.

Donde se ha utilizado integración por partes dos veces y las condiciones 3.3.
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* Positividad

〈f, f〉0 = 〈L(f), f〉 =

∫ 1

0

[(−af ′)′(t) + bf(t)]f(t)dt =

∫ 1

0

(a+ b)(t)|f(t)|2 ≥ 0

En lo anterior se ha utilizado integración por partes y las condiciones 3.4. De

igual manera se tiene que f = 0 ya que el peso (a+ b)(t) siempre es positivo.

Otro operador importante pero no se verificará es el siguiente,

Definición 3.1.2. Sea A una matriz de n×n. Se define ‖A‖, llamado el operador

norma, o tan solo norma de A por

‖A‖ = sup
‖Az‖
‖z‖

.

Donde el supremo es tomado sobre todos los vectores diferentes de cero en Cn.

Definición 3.1.3 (Condición de Número). Sea A una matriz invertible de n×n.

Se define C#(A), la condición de número de A, por

C#(A) = ‖A‖‖A−1‖.

Si A no es invertible entonces C#(A) = +∞.

Nótese que

1 = ‖I‖ = ‖AA−1‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖ = C#(A).

Ahora entre más cerca este C#(A) de 1, la matriz A será mas estable.

3.2. Método de Galerkin

Supóngase que {vj}∞j=1 es un sistema ortonormal completo para L2([0, 1]), y

que cada vj ∈ C2[0, 1], satisface.

vj(0) = vj(1) = 0

Se selecciona un conjunto finito Λ = {1, 2, 3, · · · , n − 1, n} de indices j y se

considera el subespacio.

S = span {vj : j ∈ Λ}
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Notesé que una aproximación a la solución u de nuestra ecuación diferencial es

de la forma.

us =
∑
k∈Λ

xkvk =
n∑
k=1

xkvk ∈ S (3.5)

Donde los xk son escalares complejos. El criterio para determinar los coeficientes

xk es que uk debe comportarse como la verdadera solución u en el subespacio S,

es decir, que

〈Lus, vj〉 = 〈f, vj〉 para todo j = 1, 2, · · · , n (3.6)

Por linealidad, se sigue que para todo g ∈ S.

〈Lus, g〉 =

〈
Lus,

n∑
k=1

ykvk

〉

=
n∑
k=1

yk 〈Lus, vk〉

=
n∑
k=1

yk 〈f, vk〉

=

〈
f,

n∑
k=1

ykvk

〉
= 〈f, g〉 (3.7)

Observe que la solución aproximada us satisface automáticamente las condiciones

de frontera us(0) = us(1) = 0. Por la escogencia de los vj con sus condiciones de

frontera resulta que us determinado por la ecuación 3.5 es la mejor aproximación

en S a u, con respecto a la norma de H1
0 , no con la norma de L2. Si se sustituye

la ecuación 3.5 en la ecuación 3.6 se obtiene.〈
L

(
n∑
k=1

xkvk

)
, vj

〉
= 〈f, vj〉

para todo j = 1, 2, · · · , n− 1, n o lo que es lo mismo.〈
L

(
n∑
k=1

xkvk

)
, vj

〉
=

n∑
k=1

〈Lvk, vj〉xk = 〈f, vj〉 para j = 1, · · · , n (3.8)
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Si x denota el vector (xk)
n
k=1 y sea (yk)

n
k=1, donde yk = 〈f, vk〉, se tiene

〈Lv1, v1〉x1 + 〈Lv2, v1〉x2 + · · ·+ 〈Lvn−1, v1〉xn−1 + 〈Lvn, v1〉xn = 〈f, v1〉 = y1

〈Lv1, v2〉x1 + 〈Lv2, v2〉x2 + · · ·+ 〈Lvn−1, v2〉xn−1 + 〈Lvn, v2〉xn = 〈f, v2〉 = y2

: : : : : : : : :

〈Lv1, vn〉x1 + 〈Lv2, vn〉x2 + · · ·+ 〈Lvn−1, vn〉xn−1 + 〈Lvn, vn〉xn = 〈f, vn〉 = yn

O en forma matricial
〈Lv1, v1〉 〈Lv2, v1〉 · · · 〈Lvn, v1〉
〈Lv1, v2〉 〈Lv2, v2〉 · · · 〈Lvn, v2〉

:
. . . · · · :

〈Lv1, vn〉 〈Lv2, vn〉 · · · 〈Lvn, vn〉




x1

x2

:

xn

 =


y1

y2

:

yn


Sea A la matriz cuyas columnas y filas están indexadas por {1, 2, 3, · · · , n}, lo

que significa que, A = [aj,k]j,k∈{1,2,··· ,n}, donde

aj,k = 〈Lvk, vj〉

Aśı, la ecuación 3.8 es un sistema lineal de ecuaciones.

n∑
k=1

aj,kxk = yj para todo j = 1, 2, · · · , n

Que se puede ver como

Ax = y (3.9)

En el método de Galerkin, para cada subconjunto Λ se obtiene una aproximación

us ∈ S para u, al resolver el sistema lineal 3.9 para x y usando estas componentes

para determinar us como combinación lineal de vk se espera que cuando se incre-

mente el conjunto Λ la aproximación us converge a la solución u. A continuación

se probará que us es en verdad la función más cerca de S a u en H1
0 , en efecto este

problema se reduce a probar que PS(u) = us, puesto que ‖u− PS(u)‖ ≤ ‖u− s‖
para todo s ∈ S.

Ya que us ∈ S y PS(u) ∈ S entonces us−Ps(u) ∈ S por ser S un espacio vectorial.
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Ahora se mostrará que us − PS(u) ∈ S⊥ pues de hecho.

〈us − PS(u), s〉0 =〈L(us − PS(u)), s〉

=〈L(us), s〉 − 〈L(PS(u)), s〉

=
n∑
k=1

y〈L(us), vk〉 −
n∑
k=1

y〈L(PS(u)), vk〉

=
n∑
k=1

y〈f, vk〉 −
n∑
k=1

y〈f, vk〉 = 0

Por tanto us−PS(u) ∈ S∩S⊥ = {0} y aśı us = PS(u). La principal preocupación

es la naturaleza del sistema lineal 3.9 que resulta de la elección de una base

de wavelet para el método de Galerkin como opuesto a alguna otra base, por

ejemplo, alguna base de Fourier. Por propósitos numéricos, hay dos propiedades

que convienen a la Matriz A en el sistema lineal 3.9. En primer lugar, se quiere

que A tenga una condición de número pequeña, de esta forma tener estabilidad

de la solución bajo pequeñas perturbaciones de los datos. En segundo lugar, para

realizar cálculos con A rápidamente, se eligen matrices de dispersión, es decir,

matrices A que tienen una gran cantidad de entradas nulas o casi nulas. El mejor

caso es cuando A es diagonal, y el segundo mejor caso es cuando la matriz A es de

dispersión, puede verse que este no es el único método para aproximar soluciones

a ecuaciones diferenciales, para más información véase [10].

3.3. Método de wavelet-Galerkin

En este texto todav́ıa no se ha discutido las Wavelets en el intervalo [0, 1].

Por lo que se asumirá los siguientes hechos. Existe una manera de modificar el

sistema Wavelet de L2(R) para obtener un sistema ortonormal completo.

{ψj,k}(j,k) ∈ Γ

Para L2 ([0, 1]). El conjunto Γ es un subconjunto de Z × Z ahora se extrae de

igual forma una base similar y con la mismas condiciones. Para cada (j, k) ∈ Λ,

ψj,k es C2[0, 1] y satisface las condiciones de frontera.

ψj,k (0) = ψj,k (1) = 0
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El sistema wavelet {ψj,k}(j,k) ∈ Γ también satisface el siguiente estimador clave:

existen constantes C4, C5 > 0 tal que para todas las funciones g de la forma

g =
∑
j,k

cj,kψj,k (3.10)

Donde esta suma es finita, se tiene

C4

∑
j,k

22j|cj,k|2 ≤
∫ 1

0

|g′(t)|2 ≤ C5

∑
j,k

22j|cj,k|2 (3.11)

Un estimador de esta forma es llamado norma equivalente; es decir
∑

j,k 22j|cj,k|2 y∫ 1

0
|g′(t)|2dt son equivalentes, una idea intuitiva de probar 3.11 es ver que |ψj,k| se

comporta de manera similar y en la misma escala que |ψ′j,k|. La notación utilizada

para aplicar el método de Galerkin con las wavelet es algo confusa debido al hecho

de que las wavelets están indexadas por dos enteros. Por lo tanto, para las wavelets

se escribe la ecuación 3.5 como

us =
∑

(j,k)∈Λ

xj,kψj,k

De donde ∑
(j,k)∈Λ

〈Lψj,k, ψl,m〉xj,k = 〈f, ψl,m〉

Para todo (l,m) ∈ Λ, y algún conjunto finito de indices Λ. Se puede considerar

esto como una ecuación matricial Ax = y, donde los vectores x = (xj,k)(j,k)∈Λ e

y = (yj,k)(j,k)∈Λ, y la matriz

A = [al,m;j,k](l,m),(j,k)∈Λ

Definida por

al,m;j,k = 〈Lψj,k, ψl,m〉

Tiene sus filas indexada por las parejas (l,m) ∈ Λ y sus columnas indexada por

las parejas (j, k) ∈ Λ, ya que Λ puede ser reindexado para tener la forma usual,

pero no existe una indexación natural, y la indexación wavelet tradicional es útil.

Lo más conveniente es que A sea dispersa y que tenga una condición de número

pequeña, esta no necesariamente tiene una condición de número pequeña pero
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se puede reemplazar el sistema Ax = y por un sistema equivalente Mz = v,

donde la matriz M tiene las propiedades deseadas. Sea la nueva matriz diagonal

D = [dl,m;j,k](l,m),(j,k)∈Λ como

dl,m;j,k =

{
2j si (l,m) = (j, k)

0 si (l,m) 6= (j, k)
(3.12)

También defina M = [ml,m;j,k](l,m),(j,k)∈Λ por

M = D−1AD−1 (3.13)

O en forma componente

ml,m;j,k = 2−j−lal,m;j,k = 2−j−l 〈Lψj,k, ψl,m〉 (3.14)

Por tanto el sistema Ax = y es equivalente a

D−1AD−1Dx = D−1y.

De igual manera haciendo z = Dx y v = D−1y, el sistema es equivalente a

Mz = v (3.15)

La norma equivalente 3.11 tiene una consecuencia sobre el sistema 3.15, este

será bien condicionado, como se demostrará después pero antes se necesita del

siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sea L el operador de Sturm-Liouville uniformemente eĺıptico ( el

operador de la ecuación 3.2 con las condiciones 3.4) suponga que g ∈ L2(R)

además es de C2[0, 1] y satisface g(0) = g(1) = 0. Entonces

C1

∫ 1

0

|g′(t)|2dt ≤ 〈Lg, g〉 ≤ (C2 + C1)

∫ 1

0

|g′(t)|2dt (3.16)

Demostración: Ver ([6], p.476).

Teorema 3.3.1. Sea L el operador de Sturm-Liouville uniformemente eĺıptico

(es decir el operador de la ecuación 3.2 con las condiciones 3.4) sea {ψj,k}(j,k)∈Γ

un sistema ortonormal completo para L2([0, 1]) tal que, cada ψj,k ∈ C2 y satisface
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ψj,k(0) = ψj,k(1) = 0 , y tal que la norma equivalente 3.11 se mantiene. Sea Λ un

subconjunto finito de Γ. Sea M la matriz 3.13, entonces la condición de número

de M satisface

C#(M) ≤ (C2 + C3)C5

C1C4

. (3.17)

Para cualquier conjunto finito Λ, Donde C1, C2 y C3 son las constantes de 3.4 y

C4, C5 son las constantes de 3.11.

Demostración: Sea z = (zj,k)(j,k)∈Λ cualquier vector con ‖z‖ = 1. Para D

como en la ecuación 3.12, sea w = D−1z, que es, w = (wj,k)(j,k)∈Λ, donde

wj,k = 2−jzj,k.

Defina

g =
∑

(j,k)∈Λ

wj,kψj,k.

Entonces por 3.14

〈Mz, z〉 =
∑

(l,m)∈Λ

(Mz)l,mzl,m

=
∑

(l,m)∈Λ

∑
(j,k)∈Λ

〈Lψj,k, ψl,m〉2−jzj,k2−lzl,m

=

〈
L

 ∑
(j,k)∈Λ

wj,kψj,k

 ,
∑

(l,m)∈Λ

wl,mψl.m

〉
= 〈Lg, g〉

Ya que 2−jzj,k = wj,k y 2−lzl,m = wl,m. Aplicando el lema y la ecuación 3.11 se

tiene

〈Mz, z〉 = 〈Lg, g〉 ≤ (C2 + C3)

∫ 1

0

|g′(t)|2dt ≤ (C2 + C3)C3

∑
(j,k)∈Λ

22j|wj,k|2.

y

〈Mz, z〉 = 〈Lg, g〉 ≥ C1

∫ 1

0

|g′(t)|2dt ≥ C1C4

∑
(j,k)∈Λ

22j|wj,k|2.

Sin embargo ∑
(j,k)∈Λ

22j|wj,k|2 =
∑

(j,k)∈Λ

|zj,k|2 = ‖z‖ = 1.
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Aśı para cualquier z con ‖z‖ = 1 ,

C1C4 ≤ 〈Mz, z〉 ≤ (C2 + C3)C5.

Ahora si λ es un autovalor de M , se puede normalizar el autovector asociado z

para obtener

〈Mz, z〉 = 〈λz, z〉 = λ〈z, z〉 = λ‖z‖ = λ.

Por lo tanto todo autovalor λ de M satisface

C1C4 ≤ λ ≤ (C2 + C3)C5. (3.18)

Ahora se probará que M es una matriz hermitiana, en efecto

ml,m;j,k =2−j−l〈Lψj,k, ψl,m〉 = 2−j−l
∫ 1

0

Lψj,kψl,mdt

=2−j−l
(∫ 1

0

− d

dt
(a(t)

dψj,k
dt

)ψl,m +

∫ 1

0

b(t)ψj,kψl,mdt

)
=2−j−l

(∫ 1

0

− d

dt
(a(t)

dψl,m
dt

)ψj,k +

∫ 1

0

b(t)ψj,kψl,mdt

)
=2−j−l

(∫ 1

0

− d

dt
(a(t)

dψl,m
dt

)ψj,k +

∫ 1

0

b(t)ψj,kψl,mdt

)
=2−j−l〈ψj,k, Lψl,m〉 = 2−j−l〈Lψl,m, ψj,k〉 = mj,k;l,m.

Ya que M es hermitiana también es una matriz normal, esto implica que

C#(A) =
λmax
λmin

Entonces por 3.18

C1C4 ≤ λmax ≤ (C2 + C3)C5 y 1
λmin
≤ 1

C1C4

Y aśı se tiene 3.17.

3.4. Ejemplo de motivación

Considere la ecuación:

u′′(t)− u(t) = t− 1, 0 ≤ t ≤ 1. (3.19)
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Con las condiciones de Dirihlet u(0) = u(1) = 0.

Que es la ecuación de un oscilador armónico con forzamiento (t− 1).

Figura 3.1: p1

Cabe aclarar que una forma de solucionar esta ecuación es resolverla por los

métodos clásicos, para observar este caso consulte ([2], p. 52). La solución exacta

de esta ecuación es

u(t) = − 1

1− e2
et +

e2

1− e2
e−t − t+ 1.

3.4.1. Solución por diferencias finitas

Considere el problema 3.19 y llámese f(t) = t − 1, se utilizará el método de

diferencias finitas propuesto en el libro ([4], p. 628),

u(0) = u(1) = 0

Suponga ahora que se tiene n puntos de discretización del intervalo [0, 1], aśı que

ui = u(i∆x)

fi = f(i∆z)

Donde

i = 0, 1, 2, 3, ..., n− 1

y

∆x =
1

n

La aproximación de diferencia finita a u′′ es entonces

(u′′)i =
1

∆x
(
ui+1 − ui

∆x
− ui − ui−1

∆x
) =

ui+1 − 2ui + ui−1

(∆x)2
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Y aśı la forma discreta de la ecuación 3.19 es

ui+1 + (−2−∆x)ui + ui−1 = fi(∆x)2 ; i = 0, 1, 2, ..., n− 1

o

ui+1 + rui + ui−1 = fi(∆x)2 ; i = 0, 1, 2, ..., n− 1

Donde

r = −2−∆x.

Observe que U−1 = un−1 y u0 = un este sistema de ecuaciones puede ser escrito

en forma matricial como:

r 1 0 0 0 · · · 0 1

1 r 1 0 0 · · · 0 0

0 1 r 1 0 · · · 0 0

0 0 1 r 1 · · · 0 0

: : : : :
. . . : :

0 0 0 0 0 · · · r 1

1 0 0 0 0 · · · 1 r





u0

u1

u2

:

un−2

un−1


=



f0

f1

f2

:

fn−2

fn−1


o

CU = F.

Nótese que C es una matriz circulante, Ahora haciendo n = 10, se tiene que

∆x = 0, 1 y el siguiente sistema



2, 1 1 0 0 0 · · · 0 1

1 2, 1 1 0 0 · · · 0 0

0 1 2, 1 1 0 · · · 0 0

0 0 1 2, 1 1 · · · 0 0

: : : : :
. . . : :

0 0 0 0 0 · · · 2, 1 1

1 0 0 0 0 · · · 1 2, 1





u0

u1

u2

:

u8

u9


=



−1

−0, 9

−0, 8

−0, 7

−0, 6

:

−0, 2

−0, 1


De donde se obtiene el vector

U = 0,01
(
−0,9728 0,3384 −0,6378 0,2010 −0,4842 0,2160 −0,4693 0,3695 −0,6067 0,7045

)T
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En la siguiente tabla se aborda la comparación de resultados.

t u0 u Error Absoluto

0 -0.009728 0 0.009728

0.1 0.003384 0.0265183 0.0231343

0.2 -0.006378 0.0442945 0.0506725

0.3 0.002010 0.0545074 0.0524974

0.4 -0.004842 0.0582599 0.0631019

0.5 0.002160 0.0565906 0.0544306

0.6 -0.004693 0.0504834 0.0551764

0.7 0.003695 0.0408782 0.03718320

0.8 -0.006067 0.0286795 0.0347465

0.9 0.007045 0.0147663 0.0077213

1 0 0 0

3.4.2. Solución por Wavelet-Galerkin.

Sea la solución u(t) de la ecuación 3.19, ahora esta se va aproximar por su

función expansión del j-ésimo nivel de escala sobre el intervalo (0, 1) que es la

siguiente

uj(t) =
2j∑

k=1−L

ckϕj,k(t), k ∈ Z (3.20)

Donde ϕ es la función de escala del MRA y ck son coeficientes desconocidos

que deben ser determinados, la ecuación 3.20 tiene su explicación por Latto en

[1], nótese que entre más grande sea el entero j, más precisión tiene uj(t), los

ĺımites del soporte de la ecuación 3.20 son 1−L
2j

y L−1+2j

2j
posteriormente, los ĺımites

originales 0 y 1 ahora se cambian a ĺımites ficticios, es decir, los ĺımites en ambos

lados de 0 y 1 se ampĺıan en una cantidad L−1
2j

sin afectar la solución dentro de

[0, 1], por lo que la solución afectada está también en los intervalos
[

1−L
2j
, 0
]

y[
1, L−1+2j

2j

]
.

En este ejemplo no se utilizará las wavelets de Daubechies por razones que se
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argumentarán después. Se trabajará con la función de escala

ϕ(t) =



1
6
(2 + t)3 si t ∈ [−2,−1]

1
6
(4− 6t2 − 3t3) si t ∈ [−1, 0]

1
6
(4− 6t2 + 3t3) si t ∈ [0, 1]

1
6
(2− t)3 si t ∈ [1, 2]

0 si t /∈ [−2, 2]

(3.21)

Cuya gráfica es la Figura 3.2. El principal objetivo es la aplicación de este método

a ecuaciones diferenciales no homogéneas, y por lo tanto, se usa la función ϕ dada

por 3.21. Esta función satisface la siguiente ecuación de dilatación

ϕ(t) =
1

8
ϕ(2t+ 2) +

1

2
ϕ(2t+ 1) +

3

4
ϕ(2t) +

1

2
ϕ(2t− 1) +

1

8
ϕ(2t− 2).

Figura 3.2: Función escala

Aśı que L = 5. Tomamos j = 0 en 3.20, lo que resulta

u0(t) =
1∑

k=−4

ckϕ(t− k), t ∈ [0, 1]. (3.22)

Sustituyendo 3.22 en 3.19 se llega a

d2

dt2

1∑
k=−4

ckϕ(t− k)−
1∑

k=−4

ckϕ(t− k) = t− 1 (3.23)
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Ahora tomando el producto interno con ϕ(t − n), n ∈ {−4,−3,−2,−1, 0, 1} se

tiene

1∑
k=−4

ck

∫ L−1+2j

2j

1−L
2j

ϕ′′(t−k)ϕ(t−n)dt−
1∑

k=−4

ck

∫ L−1+2j

2j

1−L
2j

ϕ(t−k)ϕ(t−n)dt =

∫ L−1+2j

2j

1−L
2j

(t−1)ϕ(t−n)dt.

O de otra forma más resumida

1∑
k=−4

ckΩn−k −
1∑

k=−4

ckan,k = bn n ∈ {−4,−3,−2,−1, 0, 1} (3.24)

Donde

Ωn−k =

∫ 5

−4

ϕ′′(t− k)ϕ(t− n)dt, (3.25)

an,k =

∫ 5

−4

ϕ(t− k)ϕ(t− n)dt, (3.26)

bn =

∫ 5

−4

(t− 1)ϕ(t− n)dt, (3.27)

El que problema puede surgir de la fórmula 3.27 para los coeficientes bn es si

f(t) en 3.2 es un polinomio, ya que la wavelet ψ tiene (L
2
− 1) momentos de

desaparición, se llama momentos de desaparición a la definición dada por ( [12],

p. 450) que en pocas palabras ψ tiene n momentos de desaparición si∫ ∞
−∞

tkψ(t)dt = 0 para 0 ≤ k < n

Entonces, es mejor trabajar con la función de escala ϕ ∈ L2(R) con soporte

compacto de un MRA pues si esto ocurre siempre se va a tener∫ ∞
−∞

ϕ(t)dt 6= 0.

Que es mucho más adecuado. Ahora usando las condiciones de frontera de Diri-

chlet se tienen las siguientes dos ecuaciones

u0(0) =
1∑

k=−4

ckϕ(−k) = 0

=c−4ϕ(4) + c−3ϕ(3) + c−2ϕ(2) + c−1ϕ(1) + c0ϕ(0) + c1ϕ(−1) = 0
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y

u0(1) =
1∑

k=−4

ckϕ(1− k) = 0

=c−4ϕ(5) + c−3ϕ(4) + c−2ϕ(3) + c−1ϕ(2) + c0ϕ(1) + c1ϕ(0) = 0

Estas últimas dos ecuaciones dan información de los coeficientes ck, aśı que estarán

en la primera y última fila, y aśı se tiene la siguiente ecuación matricial.

AX = Y

Donde

A =



ϕ(4) ϕ(3) ϕ(2) ϕ(1) ϕ(0) ϕ(−1)

Ω1 − a−3,−4 Ω0 − a−3,−3 Ω−1 − a−3,−2 Ω−2 − a−3,−1 Ω−3 − a−3,0 Ω−4 − a−3,1

Ω2 − a−2,−4 Ω1 − a−2,−3 Ω0 − a−2,−2 Ω−1 − a−2,−1 Ω−2 − a−2,0 Ω−3 − a−2,1

Ω3 − a−1,−4 Ω2 − a−1,−3 Ω1 − a−1,−2 Ω0 − a−1,−1 Ω−1 − a−1,0 Ω−2 − a−1,1

Ω4 − a0,−4 Ω3 − a0,−3 Ω2 − a0,−2 Ω1 − a0,−1 Ω0 − a0,0 Ω−1 − a0,1

ϕ(5) ϕ(4) ϕ(3) ϕ(2) ϕ(1) ϕ(0)


Y

X =



c−4

c−3

c−2

c−1

c0

c1


, Y =



0

b−3

b−2

b−1

b0

0


Se usarán las fórmulas 3.25, 3.26 y 3.27 para producir los elementos de la matriz

A y Y con los programas Geogebra y MATLAB 2017. Entonces primero se crea

la función de escala en Geogebra en este caso se llamará f

f(x) = Si(x < −2, 0,−2 ≤ x ≤ −1, 1/6(2 + x)3,−1 ≤ x ≤ 0, 1/6(4 − 6x2 −
3x3), 0 ≤ x ≤ 1, 1/6(4− 6x2 + 3x3), 1 ≤ x ≤ 2, 1/6(2− x)3, 2 < x, 0)

Se hallan también sus derivadas y se abre la hoja de cálculo donde se calcula

3.25 en cada celda
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1 Derivada ( f )

2 Derivada ( f ’ )

3 f ( 4 )

4 f ( 3 )

5 f ( 2 )

6 f ( 1 )

7 f ( 0 )

8 f (−1)

9=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+4)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

10=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+3)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

11=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+2)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

12=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+1)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

13=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x ) ∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

14=I n t e g r a l ( f ’ ’ (x−1)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

15=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+4)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

16=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+3)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

17=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+2)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

18=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+1)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

19=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x ) ∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

20=I n t e g r a l ( f ’ ’ (x−1)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

21=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+4)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

22=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+3)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

23=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+2)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

24=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+1)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

25=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x ) ∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

26=I n t e g r a l ( f ’ ’ (x−1)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

27=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+4)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

28=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+3)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

29=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+2)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

30=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x+1)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

31=I n t e g r a l ( f ’ ’ ( x ) ∗ f ( x ) ,−4 ,5)

32=I n t e g r a l ( f ’ ’ (x−1)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

33. . .

34f ( 0 )

Resultando aśı la Figura 3.3.

Ahora se van a calcular los elementos de 3.26 con el siguiente código

1=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗ f ( x+4) ,−4 ,5)

2=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

3=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

4=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

5=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗ f ( x ) ,−4 ,5)
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Figura 3.3

6=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗ f (x−1) ,−4 ,5)

7=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗ f ( x+4) ,−4 ,5)

8=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

9=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

10=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

11=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

12=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗ f (x−1) ,−4 ,5)

13=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗ f ( x+4) ,−4 ,5)

14=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

15=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

16=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

17=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗ f ( x ) ,−4 ,5)

18=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗ f (x−1) ,−4 ,5)

19=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x+4) ,−4 ,5)

20=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

21=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x+2) ,−4 ,5)

22=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x+1) ,−4 ,5)

23=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x ) ,−4 ,5)

24=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f (x−1) ,−4 ,5)

25=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

26=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗ f ( x+3) ,−4 ,5)

27 . . .

28=I n t e g r a l ( f (x−1)∗ f (x−1) ,−4 ,5)

Finalmente se calculan los coeficientes de la ecuación 3.27, como sigue

1=I n t e g r a l ( f ( x+3)∗(x−1) ,−4 ,5)

2=I n t e g r a l ( f ( x+2)∗(x−1) ,−4 ,5)

3=I n t e g r a l ( f ( x+1)∗(x−1) ,−4 ,5)

4=I n t e g r a l ( f ( x ) ∗(x−1) ,−4 ,5)

Cuyos cálculos están en la Figura 3.4
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Figura 3.4

O de forma matricial como

A =



0 0 0 0,1666667 0,666667 0,1666667

−0,0273809 −1,1759682 −0,1113095 0,17619047 0,008134 0

0,17619047 −0,1113095 −1,146031744 −0,1113095 0,17619047 0,0081349

0,0081349 0,17619047 −0,1113095 −1,1460317 −0,1113095 0,17619047

0 0,0081349 0,17619047 −0,1113095 −1,1460317 −0,1113095

0 0 0 0 0,1666667 0,6666667



X =


c1

c2

:

c6



Y =



0

−3,7833333

−3

−2

−1

0


Usando el algoritmo de eliminación Gaussiana o en MATLAB 2017 con el

siguiente código

1 format long

2 A=[0 0 0 0.16667 0.66667 0 . 166 67 ; −0.02738 −1.17937 −0.11131

0.17619 0.00813 0 ; 0 .17619 −0.11131 −1.14603 −0.11131 0.17619

0 . 0081 3 ; 0 .00813 0.17619 −0.11131 −1.14603 −0.11131 0 . 17 619 ; 0

0 .00813 0.17619 −0.11131 −1.14603 −0.11131; 0 0 0 0 0.16667

0 . 6666 7 ]

3 Y=[0; −3.78333; −3; −2; −1; 0 ]

4 X=inv (A) ∗Y
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se obtiene

X =
(
−71,23999514182 6,22316688108 −9,38294499120 3,22441857600 −0,859859570933 0,214968117190

)T

Ahora solo es reemplazar los anteriores coeficientes ck en la solución aproximada

u0(t) =
1∑

k=−4

ckϕ(t− k), t ∈ [0, 1] (3.28)

En la siguiente tabla se comparan los resultados

t u0 u Error Absoluto

0 0 0 0

0.1 0.0276352 0.0265183 0.00111691

0.2 0.0453501 0.0442945 0.00105559

0.3 0.0545619 0.0545074 0.0000544741

0.4 0.0566876 0.0582599 0.00157229

0.5 0.0531447 0.0565906 0.0034459

0.6 0.0453501 0.0504834 0.00513329

0.7 0.0347212 0.0408782 0.00615698

0.8 0.0226751 0.0286795 0.00600449

0.9 0.0106289 0.0147663 0.00413736

1 0 0 0

La Figura 3.5 muestra mejor la diferencia con la solución anaĺıtica. No se uti-

lizó los wavelets de Daubechies ya que no hay fórmulas explicitas (closed form)

para las wavelets de Daubechies y las funciones de escala. Los elementos de la

matriz Y no se pueden calcular. Por lo tanto, el método wavelet-Galerkin basa-

do en las funciones de escala de Daubechies se puede aplicar solo a ecuaciones

diferenciales homogéneas cuando f(t) = 0 en 3.2. En ese caso el vector que lla-

maremos Y es una matriz nula y an,k = δn,k ya que la escala de las funciones

ϕj,k j, k ∈ Z son ortonormales.

Ejemplo 3.4.1 (Ecuación de Van Der Pol). Considere la ecuación

u′′(t) + µ(t2 − 1)u′(t) = −t, 0 ≤ t ≤ 1, µ ∈ R (3.29)
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Figura 3.5

Con las condiciones de Dirichlet

u(0) = u(1) = 0 (3.30)

El oscilador de Van der Pol fue propuesto originalmente por el ingeniero eléctrico

y f́ısico holandés Balthasar van der Pol mientras trabajaba en Philips. Van der

Pol encontró oscilaciones estables, que llamó oscilaciones de relajación y ahora

se conocen como ciclos ĺımite, en circuitos eléctricos que emplean tubos de vaćıo.

La ecuación de Van der Pol tiene una larga historia de uso en las ciencias f́ısicas

y biológicas. La ecuación también se ha utilizado en sismoloǵıa para modelar las

dos placas en una falla geológica, para mas información ver M. Tsatsos en [13].

Supóngase que la solución aproximada es la ecuación 3.22. Ahora reemplazando

la ecuación 3.22 en 3.29 se tiene

d2

dt2

1∑
k=−4

ckϕ(t−k)+µ(t2−1)
d

dt

1∑
k=−4

ckϕ(t−k) = −t 0 ≤ t < 1, µ ∈ R (3.31)

En nuestro caso µ = 0,05 para algunos otros resultados ver [7]. Tomando el
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producto interno con ϕ(t− n), n ∈ {−4,−3,−2,−1, 0, 1} se obtiene

1∑
k=−4

ckΩn−k +
1∑

k=−4

ckdn,k = bn (3.32)

con n ∈ {−4,−3,−2,−1, 0, 1}, donde

Ωn−k =

∫ 5

−4

ϕ′′(t− k)ϕ(t− n)dt, (3.33)

dn,k =

∫ 5

−4

µ(t2 − 1)ϕ′(t− k)ϕ(t− n)dt, (3.34)

bn =

∫ 5

−4

f(t)ϕ(t− n)dt. (3.35)

Se consigue la siguiente ecuación matricial

AC = B (3.36)

Donde

A =



ϕ(4) ϕ(3) ϕ(2) ϕ(1) ϕ(0) ϕ(−1)

Ω1 − d−3,−4 Ω0 − d−3,−3 Ω−1 − d−3,−2 Ω−2 − d−3,−1 Ω−3 − d−3,0 Ω−4 − d−3,1

Ω2 − d−2,−4 Ω1 − d−2,−3 Ω0 − d−2,−2 Ω−1 − d−2,−1 Ω−2 − d−2,0 Ω−3 − d−2,1

Ω3 − d−1,−4 Ω2 − d−1,−3 Ω1 − d−1,−2 Ω0 − d−1,−1 Ω−1 − d−1,0 Ω−2 − d−1,1

Ω4 − d0,−4 Ω3 − d0,−3 Ω2 − d0,−2 Ω1 − d0,−1 Ω0 − d0,0 Ω−1 − d0,1

ϕ(5) ϕ(4) ϕ(3) ϕ(2) ϕ(1) ϕ(0)


y

C =



c−4

c−3

c−2

c−1

c0

c1


, B =



0

b−3

b−2

b−1

b0

0


Usando las ecuaciones 3.33, 3.35 y el código de Geogebra como el anterior ejem-
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plo. Se obtiene los coeficientes de la matriz T y B respectivamente

T =



0 0 0 1
6

2
3

1
6

1
8
− 16553µ

5040
−2

3
+ 1359µ

1120
1
8

+ 8203µ
3360

1
5

+ 61µ
210

1
120

+ µ
480

0
1
5
− 353µ

630
1
8
− 1411µ

1120
−2

3
+ 302µ

315
1
8

+ 8507µ
10080

1
5

+ µ
30

1
120
− µ

1120
1

120
− 23µ

3360
1
5
− 41µ

210
1
8
− 1361µ

10080
−2

3
+ 151µ

315
1
8
− 7µ

96
1
5
− 43µ

630

0 1
120
− µ

672
1
5

+ µ
70

1
8

+ 1039µ
3360

−2
3

1
8
− 1039µ

3360

0 0 0 0 1
6

2
3



B =
(

0 2,825 2 1 0 0
)T

.

Utilizando el algoritmo de eliminación gaussiana o MATLAB con el siguiente

código

1 format l ong

2 T=[0 0 0 1/6 2/3 1/6 ; 1/8−16553/5040∗0.05 −2/3+1359/1120∗0.05
1/8+8203/3360∗0.05 1/5+61/210∗0.05 1/120+0.05/480 0 ;

1/5−353/630∗0.05 1/8−1411/1120∗0.05 −2/3+302/315∗0.05
1/8+8507/10080∗0.05 1/5+0.05/30 1/120−0.05/1120 ;

1/120−23/3360∗0.05 1/5−41/210∗0.05 1/8−1361/10080∗0.05
−2/3+151/315∗0.05 1/8−7/96∗0.05 1/5−43/630∗0.05; 0

1/120−0.05/672 1/5+0.05/70 1/8+1039/3360∗0.05 −2/3
1/8−1039/3360∗0.05; 0 0 0 0 1/6 2/3]

3 B=[0; 113/40; 2 ; 1 ; 0 ; 0 ]

4 V=inv (T) ∗B

se encuentran los coeficientes ck obteniendo aśı

c−4 = 28,5271675 c−3 = −5,74253713 c−2 = 3,7253043

c−1 = −2,1511673 c0 = 0,5736446 c1 = −0,14341115

Luego es reemplazar y aśı obtener la solución aproximada

u0(t) =
1∑

k=−4

ckϕ(t− k), t ∈ [0, 1], t ∈ (0, 1).
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Comparación de resultados: Las soluciones wavelet tienen

una precisión mucho mejor, pero toman demasiado tiempo y es un poco más

lento que la solución de diferencias finitas debido a la necesidad de transformar

las muestras del espacio f́ısico en espacio wavelet y viceversa. Esta sobrecarga

se hace menos significativa a medida que aumenta el tamaño de la muestra.

Más importante aún, hay una variación insignificante en el tiempo de cálculo a

medida que aumenta el soporte de wavelet. Por lo tanto, la solución de wavelet

es favorable.
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Conclusiones

Las wavelets tienen la capacidad de proporcionar una descripción multinivel de

la solución y esta es una de las razones que se diferencia del sistema de Fourier. La

propiedad multirresolución de las wavelets junto con su propiedad de localización,

sugiere que se puede obtener una descripción aproximada inicial de la solución

con poco esfuerzo computacional y luego refinar sucesivamente la solución en las

regiones de interés con un mı́nimo esfuerzo adicional. En los conceptos básicos

se vieron las ventajas de las wavelets e indican la mejor forma de obtenerlas

ya que es dif́ıcil encontrar estas funciones especiales pero gracias a Mallat es

suficiente encontrar un MRA, el método de wavelet-Galerkin tiene gran ventaja

en la condición de número con respecto al de diferencias finitas en efecto se

demostró que la condición de número de wavelet-Galerkin es acotada mientras

que la de diferencias finitas es N2 lo cual no conviene cuando la matriz es muy

grande.

Las soluciones obtenidas con las wavelets de coeficientes de Daubechies se han

comparado con la solución de diferencias finitas, y la solución de wavelet se ha

aproximado más a la solución anaĺıtica que la solución de diferencias finitas.

Aunque las soluciones wavelet requieren un esfuerzo computacional ligeramente

mayor que la solución de diferencias finitas (véase Qian y Weiss [9] ) las ganancias

en la precisión con las wavelets de orden superior, superan con creces el aumento

de precisión, además las wavelets tienen la capacidad de representar soluciones

a diferentes niveles de resolución, lo que las hace particularmente útiles para

desarrollar soluciones jerárquicas a problemas.
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