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Introduccion

Desde el inicio de los tiempos la humanidad ha tenido que enfrentarse con
distintos problemas y en su proceso de resolucion han surgido diversos modelos,
por ejemplo una ecuacién diferencial®, se entiende por ecuacién diferencial cual-
quier ecuacion en la que interviene una variable dependiente y sus derivadas con
respecto a una o mas variables independientes. La historia de las ecuaciones di-
ferenciales comenzaron en el siglo XV I cuando Sir. Isaac Newton, Leibniz y la
familia Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferenciales sencillas de prime-
ro y segundo orden, muchas leyes de la naturaleza, en fisica, quimica, biologia o
astronomia que encuentran su expresion mas natural en el lenguaje de las ecuacio-
nes diferenciales. Por ejemplo en 1822 Fourier publicé su trabajo de transferencia
de calor en Théorie analytique de la chaleur?, en la que basé su razonamiento en
la ley del enfriamiento de Newton, esto es, que la transferencia de calor entre dos
moléculas adyacentes es proporcional a diferencias extremadamente pequenas de
sus temperaturas. En este libro Fourier expone la ecuacién del calor para la di-
fusion conductiva del calor. Esta ecuacion en derivadas parciales es actualmente

objeto de estudio en la fisica matematica.

Después se planteron métodos para solucionar ecuaciones diferenciales pero al
pasar el tiempo se dieron cuenta que es mas facil determinar la existencia y uni-
cidad de una funcién solucion, otra forma es usar métodos numéricos, un ejemplo
de estos es el método de Galekin que fue creado por Boris Grigorievich Galerkin
el publicé su método de elementos finitos en 1915 cuando estaba en Europa, este

método se caracteriza por colocar algunas restricciones al espacio de funciones

'Newton, Isaac (1736) [1671]. Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum (The Method
of Fluxions and Infinite Series)

2 Fourier, Jean-Baptiste Joseph (1822). Théorie analytique de la chaleur. Paris: Firmin Didot
Pere et Fils.
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y caracteriza el espacio con un numero finito de funciones bases lo que propor-
ciona una potente solucién numérica a estas ecuaciones diferenciales, ahora se
va ha combinar con las Wavelets, estas han generado un gran interés por parte
de los investigadores tedricos y aplicados en las ultimas décadas. Meyer, Mallat,
Daubechies y muchos otros dieron los conceptos para comprender las wavelets,
para mas informacién ver [5]. Desde entonces, el nimero de aplicaciones donde
se han utilizado las wavelets se ha disparado. En dreas como el analisis de series
de tiempo, la teoria de aproximacion y las soluciones numéricas de ecuaciones
diferenciales, las wavelets son reconocidas como armas poderosas y no solo como
herramientas.

El método de wavelet-Galerkin es una mejora con respecto al método estandar
de Galerkin al usar una base funcional ortogonal. Las traslaciones de una wavelet
para todas sus dilataciones forman una base ortonormal incondicional de L?(R)
y las traslaciones de una funcion de escala para todas las dilataciones forman un
sistema ortonormal incondicional para V; C L*(R), que es una gran mejora sobre
una base polinémica estandar o una base trigonométrica que no necesariamente
tienen que ser incondicionales. En muchos casos, las wavelets también proporcio-
nan una mejor base de los espacios de aproximacion que otras bases en el siguiente
sentido. En primer lugar, las representaciones de los operadores diferenciales son
casi diagonales con el sistema wavelet, que mejora el acondicionamiento de las
ecuaciones algebraicas discretas. En segundo lugar, las representaciones wavelet
son efectivas en los procedimientos de adaptacion, de modo que se puede reducir
la complejidad de los cdlculos. Ademas, la solucién tiene una cierta singularidad,
su representacion wavelet puede capturar automaticamente la singularidad. En
este trabajo se explica y aplica el método de wavelet-Galerkin a algunos tipos
especiales de ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville y como guia se sigue

principalmente los textos [6] y [7].

Estado del Arte

Niels Henrik Abel: 5 de agosto de 1802 — 6 de abril de 1829. Era un ma-
tematico noruego que hizo contribuciones pioneras en una variedad de campos,
entre cuyos resultados estd el hecho que las ecuaciones polinomiales de grado
cinco o mayor no pueden ser resueltas por formulas algebraicas (recuérdese que

para las ecuaciones cuadraticas si existe una férmula, la que se aprende en la en-
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senanza media). Esta pregunta era uno de los problemas abiertos pendientes de
su época, y habia estado sin resolver durante 250 anos. También fue un innova-

dor en el campo de las funciones elipticas y descubridor de las funciones abelianas.

Walther Ritz: 22 de febrero de 1878 — 7 de julio de 1909. Fue un fisico tedrico
suizo. Es més famoso por su trabajo con Johannes Rydberg en el principio de
combinacion de Rydberg-Ritz. Ritz también es conocido por el método varia-
cional que lleva su nombre, el método de Ritz que son parte de inspiracién del

método de Galerkin.

Boris Grigorievich Galerkin: FEl método de Galerkin fue creado por Boris
Grigorievich Galerkin publicé su método de elementos finitos en 1915 cuando
estaba en Europa este método se caracteriza por poner algunas restricciones al
espacio de funciones y caracteriza el espacio con un nimero finito de funciones
bases que proporciona una potente solucién numérica a estas ecuaciones diferen-

ciales.

Petrov, Georgii Ivanovich: Naci6 el 18 de mayo de 1912, en Pinega, en lo que
ahora es Arkhangelsk Oblast. Cientifico soviético en el campo de la mecénica.
Petrov trabajo en varios institutos de investigacién después de graduarse de la

Universidad Estatal de Moscu y propuso el método de Petrov — Galerkin.

Henry E Fettis: Nacié alrededor de 1916 en estados unidos, propuso una forma
numérica de la solucién a la ecuacion de Abel utilizando la regla de cuadratura

de Gauss—Jacobi.

Jean Céa: Nacié en 1932 por inmigrantes espanoles en Argelia, el lemma de
Céa es un lema en la disertacion de matemdticas, es una herramienta importante
para probar estimaciones de error para el método de elementos finitos aplicado a

ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

Jean Morlet: Naci6 el 13 de enero de 1931 - 27 de abril de 2007, fue un geofisico
francés que fue pionero en el campo del analisis wavelet alrededor del afio 1975.
Invent6 el término wavelet para describir las funciones que estaba utilizando. En

1981, Morlet trabajé con Alex Grossman para desarrollar lo que ahora se conoce
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como la transformada de wavelet.

Stéphane Georges Mallat: Hizo algunas contribuciones fundamentales al desa-
rrollo de la teoria wavelet a finales de los anos ochenta y principios de los noventa.
También ha trabajado en matemaéticas aplicadas, procesamiento de senales, sinte-
sis de musica y segmentacién de imagenes. Especificamente, colabord con Yves
Meyer para desarrollar la construccién del andlisis multirresolucién (MRA) pa-
ra wavelets compactas, lo que hizo practica la implementacién de wavelets para
aplicaciones de ingenieria al demostrar la equivalencia de bases wavelet y filtros
de espejo conjugados utilizados en bancos de filtros multirate discretos en proce-

samiento de la senal.

Yves F. Meyer: Francia; Nacid el 19 de julio 1939. Es un matemético francés,
se encuentra entre los progenitores de la teoria de wavelet, propuso el wavelet de

Meyer y fue premiado en el 2017 por el premio Abel.

Baronesa Ingrid Daubechies: Nacio6 el 17 de agosto de 1954. Es fisica y ma-
tematica belga. Entre 2004 y 2011 fue la profesora de William R. Kenan, Jr. en
los departamentos de matematicas y matematicas aplicadas en la Universidad de
Princeton. Ensené en Princeton durante 16 anos. En enero de 2011 se mudo a
la Universidad de Duke como profesora de matematicas, fue la primera mujer
en ser presidenta de la Unién Matematica Internacional (2011-2014) y es mejor

conocida por su trabajo con wavelets en compresién de iméagenes.



Capitulo 1

Objetivos

1.1. Metodologia

En este trabajo se utilizard el método deductivo, ya que a partir del método
de Wavelet—Galerkin para ecuaciones diferenciales, se analizaran los problemas
para la solucién en un espacio determinado y se tratara de establecer condiciones
necesarias o suficientes, sobre las condiciones iniciales con una ecuacion diferencial

mas general. En esta metodologia también tenemos las siguientes caracteristicas.

» Estudio y reconstruccion del capitulo 6 del libro [6], asi como del articulo [7].

= Analizar y dar resultados sobre el método de Wavelet-Galerkin para ecua-

ciones diferenciales.

» Estructurar y redactar.

1.2. Objetivo General

Hacer un estudio de aproximacién a la solucién de cierta clase de ecuacion
diferencial usando las wavelets en conjuncién con el método de Galerkin y apli-

caciones de este.

10
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1.3. Objetivos especificos

1. Reconstruir el método de Galerkin de manera detallada.

2. Definir las Wavelets, dar la relaciéon entre las Wavelets y el método de
Galerkin.

3. Establecer las diferencias entre el método de Wavelet-Galerkin con otros

métodos.

4. Tlustrar con algunos ejemplos las aplicaciones de cierta clase de ecuaciones

diferenciales que se resuelven usando el método de Wavelet-Galerkin.



Capitulo 2

Conceptos Basicos

2.1. Espacio de Hilbert y algunas propiedades

En esta seccién se presentaran los conceptos mas importantes de la teoria

wavelet y algunos ejemplos para entenderlos.

Definicién 2.1.1 (Espacio de Banach). Sea X un espacio lineal normado. St X
es completo con la métrica d definida desde la norma, dada por d(z,y) = ||z —vy||,

llamamos X un espacio de Banach.

Ejemplo 2.1.1 (). Sea (> = (*°(N) el conjunto de todas las sucesiones
ap = {ay) 321 de mimeros complejos tal que para todo j = 1,2,--- tenemos
aé» < ¢, Donde ¢, es un numero real que puede depender de a pero no depende de

j. Mas puntual se tiene
00 D\ oo l
0 = {{a"} : sup o] < oo}
jEN

Se define la métrica
d(a;,bs) = sup |a§-l) — b§-s)|
JEN
Donde by = {b§-s)};-";1 € (. Se probard que es completo. Sea {a,} una sucesion
de Cauchy en £>°, donde a, = (aﬁ"), agn), .-+, entonces para cada € > 0 existe un

N € N tal que para m,n > N

d(ap,, a,) = sup |a§m) - agn)| <€
jeN

12
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En particular fijando j
™ — a{”| < e (2.1)

Es decir, para cada j fijo la sucesion (a§l), a§-2), -+ ) es una sucesion de Cauchy

de nimeros C, por ser C completo esta sucesion a§m) — a; cuando j — oo, usando

estos limites ay,aq,- -+, se define a = (ay,aq, -+ ). Falta demostrar que a € (> y

Q. — a. Haciendo que n — oo en 2.1 tenemos

|a§-m) —aj| <e (2.2)

Entonces
jaj| < Jaj — a§™| + [af™| < e+ e

Ast que {a;}52, € £°. De nuevo por 2.1
d(a;,,a) = sup |a§m) —aj| <e
jeN

Por lo tanto a; — a. Finalmente > es completo.

Definicién 2.1.2 (Espacio de Hilbert ). Un espacio de Hilbert 5€ es un espacio

vectorial sobre C con un producto interno tal que F€ es completo con la métrica
d(z,y) = ||z —yll = V{z —y,2 —y).

Se define el espacio :

o) ={s:0a-c: [ r@f <o)

Nota: Donde se usa la integral de Lebesgue y no la integral de Riemann, re-
cuérdese que f y g son equivalentes si f, g son iguales excepto en un conjunto de
medida cero, es decir f = g en casi toda parte. El espacio L*([0,1]) es un espacio

vectorial y mejor ain es un espacio de Hilbert con el producto interno definido
1 —
() = [ st
0

Utilizando la desigualdad de los ntimeros complejos |zw| < M se compro-
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bard que (-,-) esta bien definido. Sea f, g € L?([0,1]) entonces

dt‘ /‘f dt‘ /<|f(t)’2;‘ﬁ|2)dt<oo

Ahora se verificard que es un producto interno. Sea f,g,h € L?([0,1]) y a € C.

« (Aditividad.)

(r+om= | (090Dt = / F R+ / ORI = (. 149, h)

» (Homogeneidad.)

(af,g) = /0 of (gDt = /0 g0t = o (f,g).

» (Simetria conjugado.)

/ F(O)gdt = f Wg(z»:W-

» (Positividad.) Ya que |f(¢)|*> > 0 tenemos que
q q

1) = /f /|f \Pdt > 0.

Por un resultado en medida ver (Natanson [8], p. 138) se tiene que

/f /\f Wdt =0 f=0 ae .

Definicién 2.1.3. Para f € L'(R) y £ € R, se define

= /]Rf(:r)e_igxdx. (2.3)

Se llama f a la transformada de Fourier de f; la aplicacion” es la transformada

de Fourier.

Para g € L'(R) y z € R, defina § como la transformada inversa de Fourier de g,
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por
g(x) = — T de.
9(x) 7T/Rg(f) 3

La aplicacion™ es la transformada inversa de Fourier.

Definicién 2.1.4 (Transformada de Fourier en L*(R)). Suponga que f € L*(R).
Sea { f}o° | una sucesion tal que f,, fo € LY(R) para todo n, y tal que f, converge
a f en L? cuando n — oco. Defina f, la transformada de Fourier de f, siendo el
limite en L2 de la sucesion {f,},.

Definamos f, la transformada de Fourier inversa de f, como el limite en L? de

la sucesion {fn}22,.

Nota: Para f € L*(R), se define f por medio de una sucesién {fn}e, de fun-
ciones suficientemente buenas (es decir, tal que f,, fo € LY(R) para todo n) que
converge a f en L*(R), y haciendo f el L? limite de fn cuando n — oo, sin
embargo, se puede ver que para cualquier sucesion de funciones, buenas o no,
que convergen en L? a f, su transformada de Fourier converge a f , en efecto si
{fa}2, € L*(R) y tal que f,, — f en L*(R) entonces por la férmula de Plancherel

an_f”:\/QWan—f”—)O cuando m — 0o

Asf f, — f en L*(R) cuando n — co. Por tanto si se toma una sucesion { f, }2°,
de funciones en L'(R) N L2(R) tal que f, — f en L2(R). Entonces f, es definido
puntualmente por 2.3 y f es el L? limite de fn cuando n — oo. Un ejemplo de

tal sucesion { f,}22; es
o) st Ixl<n

0 st |x|>n

Obsérvese que

Fa) = [ falx)e ™dx = /_ Fx)e ™ dx.
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Donde el limite es en el sentido de L2

Ejemplo 2.1.2. Hallar la transformada de Fourier en L*(R) de la funcion x(—x » ().
Comprobemos que X[—xx € L*(R), en realidad

/ ’X[—w,w}(I)de = / 1%dr = 27 < oo.
R -

Ahora utilizando lo anterior,

)%[—71’,7‘('] (f) —nlir{olo X[—W,W]<x>e mgdx
= lim e ®dr conn<m
n—oo

Definicién 2.1.5 (Conjunto ortonormal completo). Suponga que F es un es-
pacio de Hilbert y {a;};cz es un conjunto de elementos de . Entonces {a;}jez
es un conjunto ortonormal completo o sistema ortonormal completo si{a;};cz es
un conjunto ortonormal con la propiedad que el unico elemento w € F€ tal que

(w, a;)=0 para todo j € Z es w = 0.

Teorema 2.1.1. Suponga que € es un espacio de Hilbert y {aj}jeZ es un con-
junto ortonormal en F€, entonces {aj}jGZ es un conjunto ortonormal completo

sty solo si

f=>cz{fa5)a; , paratodo f € A

2.2. Wavelet en L*(R)
Definicién 2.2.1. Para p,¢ € L*(R) y j, k € Z, definase 01, ¥jx € L* (R) por
win () =20 (22 — k) Yix (x) = 2072 (22 — k) (2.4)

Nétese la conveniencia del escalar 27/2 en las definiciones de ©ik Y Yk que
producen que estas sean invariantes en la norma de L? para todos los j,k, es

decir:
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lsaa)l? = [ 220 (o = )] da
~ [ty =1l
R

Otra forma es
Vin (x) =212 (27 (z — 277k)). (2.5)

Obsérvese que la ecuacion 2.5 produce una dilatacién, y una traslacién. En efecto
si j > 0, la grafica de la funcién ¢ (27x) se obtiene a partir de la contraccién de
la gréfica de la funcién v a lo largo del eje z por un factor de 2/ (para j < 0, la
grafica se expande en la direccion x ). Por ejemplo, supéngase que 1 tiene soporte
compacto!, y sea r > 0 el ntimero més pequefio tal que ¢ (z) = 0 para todo x tal
que |z| > r. Entonces 1 (2/x) tiene soporte compacto, ya que dentro del intervalo
[5F, £ ] se tiene ¢ (27z) = 0 siempre que [2/z| > r, que es, cuando |z| > £.

La gréfica de ¢ (22 — k) = 9 (27 (x — 277k)) se obtiene por traslacién de la
¥ (27x) por 277k a lo largo del eje x (a la derecha si k > 0, a la izquierda si
k < 0 ). Por tanto, si ¢ tiene soporte compacto en el intervalo [—r,r|, entonces
¥ (272 — k) tiene soporte dentro de [277k — 277y, 277k + 277r]. Finalmente, por la
ecuacion 2.5, la gréfica de 1, es obtenida de la grafica de ¢ (272 — k) multipli-
cando por 2//2, que escala la gréfica en la direccién y por este factor. Similarmente
se tiene para @; .

A grandes rasgos, las funciones ¢ y 1 que se consideran estan centradas cerca de
0 y se concentran en una escala comparable a 1 (lo que significa que la mayor
parte de la masa de la funcién se encuentra dentro de un intervalo que rodea
el origen de la longitud alrededor de n, donde n es un ntimero entero positivo
razonablemente pequernio). Entonces ;. y ;) se centran cerca del punto 277k

en una escala comparable a 277.

Definicién 2.2.2 (Wavelet en L?(R)). Un sistema Wavelet para L? (R) es un

congunto ortonormal completo en L? (R) de la forma

{wj,k}j,kez

Para algin ¢ € L? (R). Las funciones v, son llamadas Wavelets. La funcidn 1

'La adherencia del conjunto de las preimagenes de la funcién donde la funcién no es nula es
compacto
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es llamada la madre Wavelet.

De lo anterior surgen varias preguntas por ejemplo, ;Como se garantiza la
existencia de un sistema wavelet 7, ;Que ventajas tiene un sistema wavelet con
respecto a otros (Sistema de Fourier)?, para garantizar la existencia del sistema
wavelet uno de los caminos es primero definir el andlisis de multiresolucién (MRA)
después se comprobara que todo MRA produce un sistema wavelet pero no todos
los sistemas wavelet provienen de un (MRA), algunos ejemplos de wavelet que
provienen de un MRA son Haar Wavelet, Shannon Wavelet ..., por otro lado si
{%}k}j,kez es un sistema de wavelet, entonces por ser un sistema se tiene que cada

f € L? (R) puede ser escrito en la forma

F=Y (F i) Vi

JET kel

Conocida como identidad de wavelet?, la aplicacién que envia f a la sucesién de

coeficientes {(f, k) }jrez se llama la transformada de wavelet (discreta).

Definicién 2.2.3 (MRA). Un andlisis de multiresolucion (MRA) con funcion
de escala o padre wavelet ¢ es una sucesion {V;}jez de subespacios de L*(R) que

tiene las siguientes propiedades:
I. (Monotonicidad) V; C Vi para todo j € Z

II. (Ezistencia de la funcion de escala) Eziste una funcion ¢ € Vy tal que el

congunto {@o}rez es ortonormal y

Vo = {Z 2(k)por : 2= (2(k))kez € 62(2)} (2.6)

kEZ

III1. (Propiedad de la Dilatacion) Para cada j, f(x) € Vy si y sdlo si f(27x) € V;

IV. (Propiedad de interseccion) ()., V; = {0}

JEZ
V. (Densidad) \J;c;, V es denso en L*(R)

Otra forma de ver la propiedad V es, para cualquier f € L*(R) existe una sucesion

{fu}nls con cada fn € U;jep Vi tal que || f,, — f|| = 0 cuando n — oo

2Prof. S.Yu. Slavyanov, St Petersburg State Univercity
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Nétese que la propiedad de dilatacion (/11) dice que V; consiste de las dila-

taciones por 27 de los elementos de V} esto quiere decir que para j € Z

Vi = {Zz%m 2= (a(W)ken € e?<z>} (27)

keZ

Ademas ¢ € Vi C V; |, por la ecuacién 2.7 tenemos

p(z) =Y ulk)pri(@) = > ulk)V2p(2z — k) (2.8)

kez kez
La ecuacion 2.8 es conocida como la ecuacion de escala y la sucesion u = (u(k))xez

en 2.8 es conocida como la sucesién de escala, la propiedad (V') puede ser omitida

si se cumple las siguientes condiciones.

Lema 2.2.1. Suponga que ¢ € L*(R) y es tal que ¢ es acotada, ¢ es continua
en 0, y $(0) = 1. También, suponga que para cada j € Z,{©; i }kez €s un conjunto

ortonormal. Defina {V;};ez por la ecuacion 2.7 entonces
U V; es denso en L*(R).
JEZ

Demostracién: Ver ([6], p. 417).
Existe una importante relacién entre el sistema wavelet y el MRA, que es el

siguiente.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Mallat). Suponga que {V;}rez es un MRA con una
funcidn de escala ¢ y sucesion de escala u = (u(k))rez® € ('. Se define v(k)*
como

v(k) = (=1)*'u(l — k) para todo k€ Z (2.9)

y Y por la ecuacion

Zv Yorx(z Zv (K)V2¢p(2x — k) (2.10)

keZ keZ

Entonces {1} rez es un sistema wavelet en L*(R).

3 Un resultado que no es dificil de probar es, todo MRA con sucesién de escala u entonces
{Roru}rez es un conjunto ortonormal en ¢?(Z).Donde Ropu(j) = u(j — 2k).

4 Esta definicién de v que depende de u es por que {Rorv}rez U {Roku}rez forman un
sistema ortogonal completo en ¢2(Z) ver (Michael W. Frazier, 1999, p.314).
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Demostraciéon
Se probara que {to}rez €s un conjunto ortonormal, reemplazando x por x — k

en 2.10 tenemos

(r—k) = Z w()V2p (21 — 2k — 1) = Z u(m — 2k)V2p(22 — m)

leZ meZ

esto es

Yo = Z u(m — 2k) o1 m. (2.11)

meZ

Sustituyendo 2.11 y 2.10 se tiene

(W, ok = Y _0(i) > v(m —2k) (@1, Prm)

JEZ meZ

= v(j)o(j — 2k)

JEZ
= (v, Royv)
- <u7 R2ku>

)1 si k=0
10 si k#0
Donde Rgv(j)°= v(j — 2k), haciendo un cambio de variables, para k,l € Z se

tiene (Yo, Vo) = (¥, Yo1—k), asi {¥o }rez €s un conjunto ortonormal y haciendo

un cambio de variable también {1, }rez. Se define
W, - {Zzwmk 2 = (k) ez € e?<z>} (2.12)
ke

Algunas observaciones de 2.12.

(a) La propiedad (/1) de MRA se cumple para W;. Efectivamente si f € W)

entonces f(2/z) =Y, %Qj/zgpo,k(?aj) asi f(27z) € W;, reciprocamente si

f(27z) € W, haciendo x = % tenemos f(y) = Y .o r(k)pox(y) asi f € W.

(b) Viy =V; @ W;. En efecto si f € Vj11 = f(55) € Vi de donde

7 (5:) = Fi@) + falw) con i € Voy fo € Wo

5Sea u,v € (1(Z) y B = {Ropv}rez U {Raxu}rez, Si B es un conjunto ortonormal completo
en (%(Z) se llama a B un sistema wavelet de primer grado para ¢2(Z)
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Lo anterior se tiene por que V; = Vo @ W) ver libro (Michael W. Frazier, 1999,
p.389), usando la observacion (a) tenemos f(x) € V; @ W; .Reciprocamente
si f(z) € V; @ W, entonces usando de nuevo (a) y Vi = V, @ Wy, tenemos
(&) eVi= f(z) € Vi

Se mostrara que
B =A{vjr}jkez

es un conjunto ortonormal en L*(R). Solo falta mostrar que ; . es ortogonal a 1 ,,
cuando j # [, supéngase que j > [. Entonces ¢y, € W; C V41 CViio C ... CV;
pero ¥, € W; y W; es ortogonal a V; por lo tanto v, es ortogonal a 1, de
aqui B es ortonormal.

Se culminara probando que el conjunto B es un sistema ortonormal comple-
to, supéngase que f € L*(R) y es ortogonal a cada elemento de B, es decir
(f,¥jr) = 0 para todo j, k € Z lo que implica que f LW, para j € Z, sea P;(f)

la proyeccién de f en V; definida como:

Pi(f) =Y _{f. i) @ik (2.13)

kez
Por definicion P;(f) € V;. Del mismo modo f— P;(f)LV;, yaque paral < j—1se
tiene W, C Vigy C ... CV, yasi f— Pj(f) es ortogonal a W, para cada l < j—1,
y como fL1W; por la linealidad P;(f)LW; para todo [ < j — 1 esto implica que
P;(f) =09 para todo j € Z, ya que P;(f) = 0 es la mejor aproximacién a f en

Vj, esto quiere decir que

LA =11 = (O < (1 = Al (2.14)

Usando la propiedad V' de la definicion de MRA, existe una sucesiéon {f, }nez
tal que f, € U;c, V; para todon € Z y ||f — ful = 0 cuando n — oco. Por la
ecuacién 2.14 se debe tener que ||f|| = 0 y asi f = 0. Esto prueba la completez
de B. O
El teorema anterior afirma que dada una funciéon de escala ¢ para un MRA, le
corresponde una sucesiéon de escala u € ¢2(Z) con la propiedad que las traslacio-

nes pares de nimeros enteros de u son ortonormales en ¢?(Z), ahora la sucesién u

6Para probar esto se procede por el argumento de induccién demostrando que si existe un
J € Z tal que P;(f) € V; y Pj(f)LW, para todo I < j — 1 entonces P;(f) € ;e V; = {0}, por
ejemplo para j = 2 si Po(f) € Vay Po(f)LWa = Po(f) = v1 +wy con wy € Wy y v € Vj ya
que ||U)1||2 = <UJ1,U)1> = <1]1 + wl,w1> = <P2(f),w1> =0=>w; =0= Pg(f) e V.
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tiene un companero v (2.9), tal que u y v generan el primer grado de sistema wa-
velet para (%(Z). De la misma manera que a ¢ le corresponde un u se define un v
correspondiente a un v. Esto produce una particién ortogonal de Vi = Vi @ Wh,
por la dilatacién tenemos V;1; = V; @ W; en cada grado. Tomando la unién
del sistema ortonormal {9; ; }xez para los espacios de complemento ortogonal W;

produce un sistema wavelet para L*(R). Resumiendo lo anterior en lo siguiente.
L2(R) *(Z)

@ZZkez u(k)%,k

MRA: ¢ u : { Ropu}rez es ortonormal en (?(Z)

v(k)=(=1)F~1u(1=F)

=3 pen v(k)e1,
(0 ber - v { Roputrez U { Rokv brer

Madre Wavelet es un conjunto ortonormal completo en £%(Z)

A continuacién se mostraran ejemplos que pueden ayudar.

Ejemplo 2.2.1 (Haar MRA). Para cada j, k € Z , sea
Lix=[27k277(k+1))
un intervalo de la forma I;; se llama intervalo diddico. Para j € Z sea
V; ={f € L*(R) : Para todo k € Z, f es constante en I;;} .

Probaremos que V; C Viiq. Sea f € V; entonces f es constante en I;j, para todo
k € Z, de donde. Si k es par Ij 11 C I;x/2 por propiedades de un intervalo diddico
y asi f es constante en Ij /0. S1 k es impar por propiedades de un intervalo
diddico Ij11x C Ij(k—1)/2 para todo k € Z entonces f es contante en Ij 1y para
todo k € Z. Se define

1 st 0<z<l1
T) = - 2.15
o) {O st t<00l1<x ( )

Entonces {@otrez €s ortonormal ya que los soportes de diferentes o no se
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superponen y f:ﬂ ldx = 1, ademds para todo f € V4 es decir para todo k € Z, f

es constante en Iy, y este puede ser escrito como

F=Y" o

keZ

Donde cy, es el valor de la funcion f en el intervalo [k, k+1), es mds || Yoy cepokll® =
ket lenporll® = > kez & = [IfII* < oo, reciprocamente si f = > ez #(k)poy en-
tonces f toma el valor constante z(k) en [k, k+1) y asi se mantiene la ecuacion
2.6. Probaremos la propiedad (I11) del MRA como sigue

feVoe f(x)=cte en Iy (2.16)
& f(2x) = cte en I (2.17)
& f(2x) = cte €V (2.18)

Para probar la propiedad (IV') suponga que f € ﬂjez V; entonces f es constante
en [0,27) y [—27,0) para todo j € Z entonces f es constante en [0,00) y (—o0,0)
y como [ € L*(R) se debe tener que f =0, y asi ();., V; = {0}. Se probard la

propiedad (V') con el Lema 2.2.1 en consiguiente

jez

¢ sen(g)

1
¢(&) I/go(x)elfxdx:/ eiErdy = 1520
R 0 s

Para £ #0 y ¢(0) = 1, por lo tanto |p(€)| es acotado por 1 y continuo en 0. Por
el Lema 2.2.1 se tiene la propiedad (V) del MRA.

Por lo anterior ya se tiene un ejemplo de un MRA, ahora se producird un sistema
wavelet en L?(R) con este, la clave esta en encontrar los coeficientes u(k), k € Z

en la ecuacion de escala 2.8, por que

(@, o1k) = O ulprr, orr) = Y ull){prs, orx) = u(k)

I€Z </

o1(x) = { V2 s

Notese que

k
2 (2.19)
0 st x <
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Ahora calculando u(k), k € Z,

u(0) = {, p10) /\/—dx—
u(1) = (@, p1,1) /\/_CM—

Jj+1

u<j>=<so,sol,j>=/2 0V =0 jez— {01}

%I

2

&I

NS

Usando lo anterior en la ecuacidon de escala 2.8 se obtiene

o(x) = Zu(/{)\@@@x — k) =¢2z) + (22 — 1).

kEZ

Por la formula 2.9 se halla a v(k) resultando asiv(0) = \_/—%, v(l) = ﬂ, yo(j)=0
para j € Z —{0,1}. Asi por la ecuacion 2.10, la madre wavelet es

-1 s 0§:c<%
P(z) =—p(2z)+y(2z—1)=q 1 s L<z<l (2.20)
0 st x<0o0l<zx

entonces
—21/2 i 2J§x< -+ o
Uin(z) =8 27 siog o+ Qm <a< bl (2.21)
0 si r< 2ol <y

Se va a comprobar que el conjunto {1}k es ortonormal.

Primero se fija j y se supone que k # kK = Lix # Ly N LixgNLiy=10

279 (k+1) 279 (k'+1)

<§0j,k, <,0j,k’> = / ¢j,k - 0dx + / ¢j,k’ -0dx =0
2=ik 2—3Jk!

Ahora fijemos k, sij #j = Ly # Ly N LpNILig=0,

271 (k1) (h1)
@ik P k) = / V;1 - 0da +/ Wip - 0de =0
2

—ik 2-3'k
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De nuevo fijemos k, si j# 5 = L #Ipx N LipgNLg#0= I C Ly,

27 k42— U+ 277 (k+1)

(Pie> Qi k) = / (—2%) . Q%d:n +/ 2% . Q%da: =0
2-7k 2-Jk+2—(+1)
Por dltimo si j = j' y k =k’ entonces
2k270Y i 27 (k1) i 1 1
(ik> Pyt k) = / (—22) - (—22)dz +/ 27 .28dy =~ 4+ - =1
2-ik 27 k42— (+1) 2 2

Por lo tanto el conjunto {1}k es ortonormal y por el teorema de Mallat es

completo, a continuacion se ve sus respectivas graficas.

j=-1

(x) Yoy

(a) Funcién escala (b) Madre Wavelet (c) Definicién 2.2.1

Otro ejemplo de Wavelet es

Ejemplo 2.2.2 (Shannon Wavelet). Para j € Z, sea
Vi = {f € *(R) : supp f C [2'm, 2]},

Se probard que {V;};ez es un MRA, pero antes se verificard que cada V; es un
subespacio de L*(R). Por definicion V; C L*(R) para todo j € Z.

Si f,g € V; entonces supp f C [=29m,297] y supp § C [~2/m, 20| y por propie-
dades supp (f + §) C supp f U supp § C [—2in, 2/7].

Por otra parte si f € V; y o € C entonces supp af C[-27,2ix].

I. Si f €V, entonces supp f C [=2x,2x] C [=20t %, 202 7] por lo tanto
f € Vi

II. Se define

1 st 0<&EL<Tm

0 si [¢]>7

X|—m,n] (g) = {
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Sea
sen(mx)

e(@) = (Xj=rm) (z) = X

Como las funciones senc(x) son ortonormales entonces

sen(mx — wk) sen(mx — i) 1 si k=1
(Pok, o) = = )
r Tr—Tk mr — 7l 0 si k#I1

Si f € Vi entonces se puede expandirf en series de Fourier sobre [—m, )

~

f=2_ak)e xrrm(€),

keZ

Para algin (a(k))rez € (*(Z). Nétese que

(Po) (&) = €™ X(mm(€)

Por la inversion de Fourier se debe tener

f(z) = () (@) =) a(k)(e ™ Xnm) () = Y alk)(ponr)) (@) = Y a(k)p(e—Fk).

keZ kEZ kEZ

Ahora si f(x) =3, a(k)p(x — k) con (a(k))rez € (*(Z) entonces

F(&) = ak)(wor) (@) = Y alk)e ™ X nx(6)

kEZ keZ

De lo anterior supp f C [—m,7] y asi f € V.

III. Sea f € Vi, haciendo un cambio de variable tenemos

Fie) = [ e epaan = [ s () gu=Fu©) = 57 (5)
(2.22)

Por lo tanto supp f2j C [-27,2/7]. El reciproco se hace utilizando otra vez

2.22 y asi se tiene la propiedad de dilatacion.

IV. Sea f € ﬂjez V;, se tiene suppf C (=277, 297| parar todo j € Z en particular
cuando j — —oc se tiene supp f C [0,0] as? f =0 a.e.
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V. Sea f € L*(R) y f. tal que

0 en otro caso

A {f@ si —rm<g<on

Como [, |f(x)|*dx < oo que es [, |f(x)]Pde = limy oo > pe :H |f(z)]2dx

como esta suma converge 1imy_,~ fkkH |f(x)]?dx = 0, usando lo anterior

R . . R oo —2" R
limen—fH2:h’m/\fn—ﬂ?: h'm/ ]f\Z—l—h’m/ ]f\Q

2n+1 2n+2

=1fm</ |f|2+/ P
n=o0 Jong on+lg
—ontlgy -2
+ lim <---+/ |f|2+/ /%)
n—00 —on+2 —on+lg

=0

Finalmente {V;},cz es un MRA, el siguiente paso es ver las wavelets producidas

por este MRA, pero antes se utilizard lo siguiente

bua(e) = [ e 5VEp(20 k)
R
2 /R ein/Qe““f/zgo(g)%

1 )
F(§)

Asumiendo que se puede cambiar limite con integral y aplicando la transformada

de Fourier a la ecuacion 2.8 se tiene

- T m(o(l) e

keZ

Donde
mo(§) = Z e (2.24)

keZ

Por un argumento similar al anterior con la ecuacion 2.10

=% Z )e~HREI2 <g> . (2.25)

kEZ
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Ahora definiendo
my (&) = 1 > o(k)e e, (2.26)

entonces

g) | (2.27)

Observe que my es 2m- periddica y que mq(§) = \%@(—f) donde ¥ es la trans-

formada de Fourier en (*(Z) por la relacion entre u y v se tiene
my(€) = e “mg(€ + 7). (2.28)

Continuando por la ecuacion 2.253

me (§) X[—m,n] (f)

2 = (e~ XA

Luego mo(§) = x(-=,=1(£). Se hallard m:(§) por la ecuacidn 2.28

e’ si -Z<e< -3
my(§) = e X rm(E+7) =3 e si Tog<i o (2.29)
0 en otro caso

Ya que $(5) = X[-2r27(€) y usando la ecuacion 2.27 se obtiene

~

$(6) = e X (emse<ony (€)

Por lo tanto

_ L e
wle) == [ DOt
1 — 2

= 6—15/261$§d£ 4+ — / 6_7'£/26w£d£
n

:27T —2m 2 ™

=

)

1 . 1 . 1 ) 1 .
—im(z—3) —i2n(z—3) 2m(z—3) im(x—
- e 2/ — e 2 + e 2/ — e
27(7;<x - %) (

ot o (- 2) e 1)

Que son llamadas las Wavelets de Shanon en R. Cuyas respectivas grdficas estdn

en la Figura 2.2.
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Ejemplo 2.2.3 (Daubechies Wavelet). Las wavelets de Daubechies son funciones
con soporte compacto, por lo cual son muy utilizadas en las soluciones de las
ecuaciones diferenciales. En 1988, Ingrid Daubechies definio la funcion de escala

como

o(x) = arp(2x — k), (2.30)

Donde N denota el género del Wavelet de Daubechies. La funcion generada con
esos coeficientes tendrdan suppy = [0, N — 1] y % — 1 momentos de desaparicion

de wavelets. Algunas veces la funcion de escala estd definida como

o(r) = VB cxp(2n — ), 231)

Donde a;, = \/2¢y, con la propiedad que ijv:f(} cr = V2. En el articulo [14]
ya estan calculados los coeficientes de Daubechies para N = 4,6,8,10,12, en la

siguiente tabla se muestran algunos coeficientes

k| N=/ =6 =8 | N=10 | N=12 | N=1/ | N=16
0 | 0.4830 | 0.8527 | 0.2304 | 0.1601 | 0.1115 | 0.0779 | 0.0544
1| 0.8365 | 0.8069 | 0.7148 | 0.6038 | 0.4946 | 0.3965 | 0.3129
2 | 0.2241 | 0.4599 | 0.6309 | 0.7243 | 0.7511 | 0.7291 | 0.6756
3 | -0.1294 | -0.1350 | -0.0280 | 0.1384 | 0.3153 | 0.4698 | 0.5854
J ~0.0854 | -0.1870 | -0.2423 | -0.2263 | -0.1439 | -0.0158
5 0.0352 | 0.0308 | -0.0322 | -0.1298 | -0.2240 | -0.2840
6 0.0329 | 0.0776 | 0.0975 | 0.0713 | 0.0005
7 ~0.0106 | -0.0062 | 0.0275 | 0.0806 | 0.1287
8 -0.0126 | -0.0816 | -0.0380 | -0.0174
9 0.0033 | 0.0006 | -0.0166 | -0.0441
10 0.0048 | 0.0126 | 0.0140
11 -0.0011 | 0.0004 | 0.0087
12 -0.0018 | -0.0049
13 0.0004 | -0.000
14 0.0007
15 -0.0001
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El wavelet asociado es dado por
1
Y(@) = Y (-Dfarpp(2z — k). (2.32)
k=2—N

En la Figura 2.3 se muestran las grdficas de la funcion escala y wavelet en algunos
casos de la familia de Daubechies hechas en MATLAB.

VRV

(a) Funcién escala

(b) Madre Wavelet

(c) Definicién 2.2.1
Figura 2.2: Wavelet de Shanon

db4 Funcion de escala db4 Wavelet
1.5 2
1 i &
\ 1 ! \
0.5 \ \
Y e | i P
: | . T 7 . . -
ot '\ T § S/ \
el T \‘\_ /‘ S
05 i £ i ;
0 1 B 3 4 5 6 T o 1 2 3 4 5 6
db6 Funcién de escala db6 Wavelet
15 . ) - 2 :
1 i 1 Pl
05 i N NSNS N S
/ '\\ — L W
0F vl B ) W
N
N
0.5 -2
0 2 4 =] 8 10 12 1} 2 4 L] 8 10
db12 Funcion de escala db12 Wavelet
1 1
N h
ok l i
/i 0.5 [
0.5 i S | |
ar 0 G VAT Al n=
by Sk | 1
a s (. T | ‘I | ‘ i
o ¥ i 4
\ ]
05 Y -1
0 5 10 15 20 25 1] 5 10 15 20

Figura 2.3: Familia Daubechies
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Desarrollo

3.1. Operadores

Definicién 3.1.1 (Operador Lineal). Dados los espacios vectoriales arbitrarios

(complejos) Vi y Va, un mapeo T : Vi — V4 es lineal si

T(av+ pw) = ol (v)+ T (w), VYV a,feC, vwel. (3.1)

En el contexto de un espacio vectorial normado, es costumbre usar la palabra
Operador en vez de mapeo. Se denotard la accién de un operador lineal 7" sobre un
vector v como T'v o T'(v). Muchos espacios vectoriales normados son de dimensién

infinita, un ejemplo es el siguiente

Ejemplo 3.1.1 (Operador Diferenciacién). Considere el espacio vectorial

ct [O, %] = {f :C lO, %] — C : fes diferenciable y f'es contz’nua.}

Entonces C* [07 %} es un subespacio de C' [0, %

normados con la norma del supremo, y considere el siguiente mapeo.

] mejor aun son espacios vectoriales

D:C! {oﬂ - C {o, %} . (D))= f(x), z € {0, %} .

31
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Entonces D es un operador lineal, en efecto si o, 3 € C y f, g € C*[0, %] entonces

D(af + Bg)(z) =(af + Bg) ()

=(af)(x) + (Bg) (x)
=af'(z)+ B4 (x)
=a(Df)(x) + B(Dg)(x), =€ {0’ ﬂ

Nota: El operador D es utilizado también en las ecuaciones diferenciales ya

que las ecuaciones diferenciales lineales son de la forma

Ly=f

Donde el operador diferencial L es una operador lineal, y es una funcién descono-
cida y f una funcién dada con el mismo dominio de ¥, La condicién de linealidad
en L descarta operaciones tales como tomar el cuadrado de la derivada de y; pero
permite tomar mayores derivadas de y, por composicién de operadores lineales
que son a su vez lineales. Un operador diferencial lineal, que involucra la n—ésima

derivada, L, es considerado de la forma

Lo[y(t)] = (D" + Ai(t)D" " + - + Ayt (1D + An(1))[y]-

Donde DFy = % = y®) . El uso de operadores en ecuaciones diferenciales es
comun y de uso conveniente para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales por ejemplo considérese la clase de ecuacién diferencial ordinaria,

conocida como ecuacion de Sturm— Liouville de la forma

L(u(t)) = —% (a(t)%) +b(t)u(t) = f(t), Para 0<t<1 (3.2)

Con las condiciones de Dirichlet.
u(0) =u(1l) =0 (3.3)

Donde a,b y f son funciones de valor real y queremos encontrar u. Se asume que

f v b son funciones continuas, a € C* [0, 1] y tiene derivada acotada. Definimos

Co([0,1]) = {u € C*([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}
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Ya que C2([0,1]) no es completo, trabajaremos sobre su espacio completado que
es el espacio de Sobolev H}, mismo al mencionado en el libro de Brezis ([3], p.
202) para mas propiedades de los espacios de Sobolev ver [11]. La norma en H}

es inducida por el siguiente producto interno.

(Fogho = (L) 9) = [ [=ar YO +br@laliar
Donde el operador L se define como

L:H}0,1]) ————  L*([0,1])

Observe que L puede ser un operador diferencial de coeficiente variable ya que
a(t),b(t) no son necesariamente constante ademds se supone que el operador es

uniformemente eliptico esto es, existen constantes finitas Cy, Cy, C3 tal que
0<Ci<a(t)<Cy AN 0<b(t)<Cs con telo1] (3.4)

por la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una tnica funcién u
que satisface la ecuacién diferencial y las condiciones de frontera. Se verificara que
L es un operador lineal.

Sea u,v € Hy([0,1]), a € Cy t € [0,1], entonces

Lt v)(t)] = - (a(t)m) b)Yt 0) (1)

Cdt dt
_ % (a(t)% + a(t)%) + b(t)ult) + b(t)o(?)

— % (a(t)‘c%‘) +b(t)u(t) — % <a(t)%) +b(t)v(t)

= Lu(t) + Lo(t)
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También

Se comprobara que (-, -)¢ es un producto interno. Usaremos la linealidad del ope-

rador L e integracién por partes.
* (Aditividad.)

(f+g,h)o = (L(f+9), h) = (L(f)+L(g), h) = (L(f), h)+(L(g), h) = (f, h)o+(g, h)o

* (Homogeneidad.)

{af, 900 = (L(af), g) = (aL(f),g) = a({L([), 9) = a{f, g)o

* (Simetria conjugado.)

Donde se ha utilizado integraciéon por partes dos veces y las condiciones 3.3.
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* Positividad

{(f; o= (L(f), ) :/0 [(—af’)’(t)+bf(t)]f(t)dt=/0 (a+b)OIfFOF =0

En lo anterior se ha utilizado integraciéon por partes y las condiciones 3.4. De
igual manera se tiene que f = 0 ya que el peso (a + b)(t) siempre es positivo.

Otro operador importante pero no se verificara es el siguiente,

Definicién 3.1.2. Sea A una matriz de nxn. Se define ||A||, llamado el operador

norma, o tan solo norma de A por

Az
1] = sup 1220
El

Donde el supremo es tomado sobre todos los vectores diferentes de cero en C™.

Definicién 3.1.3 (Condicién de Nimero). Sea A una matriz invertible de n x n.

Se define Cx(A), la condicion de nimero de A, por
Cyu(A) = [[A[I[IAT].
Si A no es invertible entonces Cy(A) = +00.

Notese que
L= 1] = [AAT] < JJANATH] = Cy(A).

Ahora entre més cerca este Cy(A) de 1, la matriz A serd mas estable.

3.2. Método de Galerkin

Supdngase que {vj};il es un sistema ortonormal completo para L%([0,1]), y

que cada v; € C?[0, 1], satisface.

Se selecciona un conjunto finito A = {1,2,3,--- ,n — 1,n} de indices j y se
considera el subespacio.
S = span{v; : j € A}
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Notesé que una aproximacion a la solucion u de nuestra ecuacién diferencial es

Zxkvk = Zxkvk es (3.5)

keA

de la forma.

Donde los x; son escalares complejos. El criterio para determinar los coeficientes
x es que uy, debe comportarse como la verdadera solucién u en el subespacio S,

es decir, que
(Lus,vj) = (f,v;) para todo j=1,2,---,n (3.6)

Por linealidad, se sigue que para todo g € S.

<Lusvg Lusa Zykvk>

n

Uk (Lug, vg)

e
Il
—

I
M:

y_<f’ Uk>

)
:

—_

I
/\W

—~

=/, (3.7)

Observe que la solucion aproximada u, satisface automaticamente las condiciones
de frontera u4(0) = us(1) = 0. Por la escogencia de los v; con sus condiciones de
frontera resulta que ug determinado por la ecuacion 3.5 es la mejor aproximacion
en S a u, con respecto a la norma de Hg, no con la norma de L?. Si se sustituye

la ecuacién 3.5 en la ecuacién 3.6 se obtiene.

<L (Z :ckvk> ,vj> = (f,v;)

para todo j =1,2,--- ;n—1,n o lo que es lo mismo.

<L (Z xkvk> ,vj> = Z (Lvg,vj) xp, = (f,v;) para j=1,---,n (3.8)

k=1



Capitulo 3. Desarrollo 37

Si x denota el vector (zx)}_; v sea (yx)r_;, donde yx = (f,vx), se tiene

<L01, Ul> T+ <LU2,U1> o+ -+ (Lvp_1,01) Tpo1 + (Lvn,U1> Ty = <f7 Ul> =
(Lvy,va) x1 4 (Lva, v9) o + - -+ + (Lvy_1,v2) Tpo1 + (Lvy, va9) T,y = (f, v2) = 2

(Lvy,vp) 21 4 (L, vy) o + - - + (Lvp_1,Un) Ty + (L, Vy) Ty, = (f, Un) = Un

O en forma matricial

<LU1> U1> <LU2, U1> e <L'Un> U1> T Y1
(Lvy,va) (Lvg,vg) -+ (Lvy,vs) T Us
(Lvy,v,) (Lvg,vy) -+ (Lv,,vp) Tn Yn
Sea A la matriz cuyas columnas y filas estdn indexadas por {1,2,3,--- ,n}, lo

que significa que, A = [a; ] donde

j,ke{l,Q,"'ﬁl}’
ajr = (Lvg, v))

Asi, la ecuacion 3.8 es un sistema lineal de ecuaciones.

n
5 a;rTr =Yy; para todo j=1,2,---,n
k=1
Que se puede ver como

Az =y (3.9)

En el método de Galerkin, para cada subconjunto A se obtiene una aproximacion
us € S para u, al resolver el sistema lineal 3.9 para x y usando estas componentes
para determinar u, como combinacién lineal de v, se espera que cuando se incre-
mente el conjunto A la aproximacion ug converge a la solucién u. A continuacion
se probaré que u; es en verdad la funcién més cerca de S a u en H}, en efecto este
problema se reduce a probar que Ps(u) = us, puesto que ||[u — Ps(u)|| < ||lu — s]|
para todo s € S.

Ya que us € S'y Ps(u) € S entonces us— Ps(u) € S por ser S un espacio vectorial.
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Ahora se mostrard que u, — Ps(u) € St pues de hecho.

(us — Ps(u), s)o =(L(us — Ps(u)), s)

(L(us), s) = (L(Ps(u)), s)
Y(L(us),vr) = > Y(L(Ps(u)), ve)

1 k=1

y(f, k) — ) _y(fivk) =0

1 k=1

3

Pllﬂﬁ

k

Sl
3

>
Il

Por tanto us — Ps(u) € SNS*+ = {0} y asf u, = Ps(u). La principal preocupacién
es la naturaleza del sistema lineal 3.9 que resulta de la eleccién de una base
de wavelet para el método de Galerkin como opuesto a alguna otra base, por
ejemplo, alguna base de Fourier. Por propdsitos numéricos, hay dos propiedades
que convienen a la Matriz A en el sistema lineal 3.9. En primer lugar, se quiere
que A tenga una condicién de numero pequena, de esta forma tener estabilidad
de la solucion bajo pequenas perturbaciones de los datos. En segundo lugar, para
realizar cédlculos con A rapidamente, se eligen matrices de dispersion, es decir,
matrices A que tienen una gran cantidad de entradas nulas o casi nulas. El mejor
caso es cuando A es diagonal, y el segundo mejor caso es cuando la matriz A es de
dispersion, puede verse que este no es el inico método para aproximar soluciones

a ecuaciones diferenciales, para mas informacién véase [10].

3.3. Meétodo de wavelet-Galerkin

En este texto todavia no se ha discutido las Wavelets en el intervalo [0, 1].
Por lo que se asumira los siguientes hechos. Existe una manera de modificar el

sistema Wavelet de L?(R) para obtener un sistema ortonormal completo.

{wj,k}(j7k) el

Para L? ([0,1]). El conjunto T' es un subconjunto de Z x Z ahora se extrae de
igual forma una base similar y con la mismas condiciones. Para cada (j, k) € A,

Vix es C?[0,1] y satisface las condiciones de frontera.

Yk (0) =k (1) =0



Capitulo 3. Desarrollo 39

El sistema wavelet {wj,k}(j py € I' también satisface el siguiente estimador clave:

existen constantes Cy, C's > 0 tal que para todas las funciones g de la forma
9= cixtik (3.10)
jik
Donde esta suma es finita, se tiene

1
Y 2l < [ 100 < Co 3 2Pl (3.11)
0 -
Jik

Jk

Un estimador de esta forma es llamado norma equivalente; es decir ), 2% c; ]y
fol |¢'(t)|*dt son equivalentes, una idea intuitiva de probar 3.11 es ver que |1, x| se
comporta de manera similar y en la misma escala que [¢} ,|. La notacién utilizada
para aplicar el método de Galerkin con las wavelet es algo confusa debido al hecho
de que las wavelets estan indexadas por dos enteros. Por lo tanto, para las wavelets

se escribe la ecuacion 3.5 como

Us = E Tk
(J,k)eA

De donde
Z <ij,k7 wl,m> Tjk = <f7 wl,m>

(k)
Para todo (I,m) € A, y algtin conjunto finito de indices A. Se puede considerar
esto como una ecuacién matricial Ax = y, donde los vectores x = ('erf)(j kea ©

Y= (yj’k)(j,k)eA7 y la matriz

A= [ahm;j,k](z,m),(j,k)eA

Definida por
Umijk = (Ljks Vi)

Tiene sus filas indexada por las parejas (I,m) € A y sus columnas indexada por
las parejas (j,k) € A, ya que A puede ser reindexado para tener la forma usual,
pero no existe una indexacion natural, y la indexacion wavelet tradicional es 1til.
Lo mas conveniente es que A sea dispersa y que tenga una condiciéon de nimero

pequena, esta no necesariamente tiene una condicion de nimero pequena pero
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se puede reemplazar el sistema Axr = y por un sistema equivalente Mz = v,

donde la matriz M tiene las propiedades deseadas. Sea la nueva matriz diagonal

D = [dl,m;j,k](l,m),(j,k)eA como

et {3 2 e tin oo
También defina M = [mymij k] (jryen POT
M =D"'AD™ (3.13)
O en forma componente
Mgk = 277 apmn = 2797 (Labj oy i) (3.14)

Por tanto el sistema Ax = y es equivalente a
D 'AD'Dx = D™ 1y.
De igual manera haciendo z = Dz y v = D™y, el sistema es equivalente a
Mz=wv (3.15)

La norma equivalente 3.11 tiene una consecuencia sobre el sistema 3.15, este
sera bien condicionado, como se demostrara después pero antes se necesita del

siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sea L el operador de Sturm-Liouville uniformemente eliptico ( el
operador de la ecuacion 3.2 con las condiciones 3./) suponga que g € L*(R)
ademds es de C?[0,1] y satisface g(0) = g(1) = 0. Entonces

1 1
Ci [190Pdt < (Lg.g) <+ Co) [ I oPar (3.16)
0 0
Demostracién: Ver ([6], p.476).

Teorema 3.3.1. Sea L el operador de Sturm-Liouville uniformemente eliptico
(es decir el operador de la ecuacion 3.2 con las condiciones 3.4) sea {1jk}jx)er

un sistema ortonormal completo para L*([0,1]) tal que, cada ;5 € C* y satisface
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Y £(0) =¥, £(1) =0, y tal que la norma equivalente 3.11 se mantiene. Sea A un
subconjunto finito de I'. Sea M la matriz 3.13, entonces la condicion de nimero

de M satisface
(Cy+ C3)C5
M) < ——.
(M) < — =

Para cualquier conjunto finito A, Donde Cy,Cy y Cs son las constantes de 3.4 y

(3.17)

Cy, C5 son las constantes de 3.11.

Demostracién: Sea z = (z;x)(jrea cualquier vector con |/z|| = 1. Para D

como en la ecuacién 3.12, sea w = D71z, que es, w = (W) k) ken, donde
Wik = 27j2j7k.
Defina

> wikthjne

(j,k)eEA

Entonces por 3.14

(Mz, z) = Z (M 2)1.mZ1im

(IL,m)eA
Z Z Lw],ka wlm 2 ZJ k2 Zlm
(Lm)eA (j,k)eA
- <L Z Wikik | Z wz,m¢z.m> = (Lg, g9)
(j,k)eA (Im)eA

Ya que 2_j2j7k = Wiy 2_lzl7m = Wy,,. Aplicando el lema y la ecuacion 3.11 se

tiene

1
(Mz,z) = (Lg,g) < (C2+ Cs)/o g/ (t)Pdt < (Co+ C5)Cs > 27 wju]*.
(J.k)eA

1
(Mz,2) = (Lg.g) > C, / SO>S g
0 X
(J,k)eA

D 2wl = Y el =2l =1

(d,k)EA (j,k)eA

Sin embargo
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Asi para cualquier z con ||z]] =1,
0104 S <MZ,Z> S (Cg + 03)05.

Ahora si A es un autovalor de M, se puede normalizar el autovector asociado z

para obtener
(Mz,z) = (Az,2) = Mz, 2) = Alz] = A

Por lo tanto todo autovalor A de M satisface

C1Cy < A < (Cy + C3)Cs. (3.18)

Ahora se probara que M es una matriz hermitiana, en efecto

1
Mk =27 (L, Yrm) = 2777 / Lp; b mdt
0

—9—i—l bod dvj . —— ! _
=21 ([ =G i [ v )

(N A . ' P~
—9—i-l (/0 _E(a(t)%)wj,k‘i‘/o b(t)wj,sz,mdt)

| S R ' -
_o9—j-l (/O _E(a(t) ﬁlt )%’,k—l—/o b(t)lpj,kw’mdt)
=27 W, L) = 279 (L, i) = Tyt

Ya que M es hermitiana también es una matriz normal, esto implica que

Entonces por 3.18

CIC4 S )\mam S <C2 + C3)C5 y )\Wl”,n S 01104

Y asi se tiene 3.17. OJ

3.4. Ejemplo de motivacién

Considere la ecuacién:

u'(t) —u(t) =t —1, 0<t<1. (3.19)
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Con las condiciones de Dirihlet u(0) = u(1) = 0.

Que es la ecuacién de un oscilador armonico con forzamiento (¢ — 1).

Figura 3.1: pl

Cabe aclarar que una forma de solucionar esta ecuaciéon es resolverla por los
métodos cldsicos, para observar este caso consulte ([2], p. 52). La solucién exacta

de esta ecuacién es

(#) = —— e 4 C ettt
Uu = 1_626 1_626 .

3.4.1. Solucion por diferencias finitas

Considere el problema 3.19 y lldmese f(t) =t — 1, se utilizard el método de

diferencias finitas propuesto en el libro ([4], p. 628),

Suponga ahora que se tiene n puntos de discretizacién del intervalo [0, 1], asi que

w; = u(iAzx)
fi= f(iAz)
Donde
i=0,1,2,3,...n—1
Y 1
Ar = —
n

La aproximacion de diferencia finita a u” es entonces

ol u g w—ui Uip1 — 2U; + Uiy

(w"): = Ax( Ax Az )= (Az)?
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Y asi la forma discreta de la ecuacién 3.19 es

Uipr + (=2 — Az)u; +uimy = fi(Az)?; i=0,1,2,..,n—1

Ujt1 + TU + Uiy = fz‘(Ax)Q ; 10=0,1,2,..,n—1

Donde
r=—-2—Az.

Observe que U_; = u,_1 y ug = u, este sistema de ecuaciones puede ser escrito

en forma matricial como:

r 1 0 0 0 0 1
1 » 1 0 0 0 0 to fo
01 r 1 0 0 0 t h
00 1 r 1 0 0 ur | _ |
: Up—2 fn—2

0 0 0 o1
OO Up—1 fnfl

T

O
CU =F.

Notese que C' es una matriz circulante, Ahora haciendo n = 10, se tiene que

Ax = 0,1 y el siguiente sistema

21 1 0 0 0 1 -1
21 1 0 0 0 Uo —0,9
0 1 21 1 0 0 0 u —0.8
0 0 1 21 1 0 0 up | | 0T
0,6

: Ug :
0 21 1 " 0.0
1 2.1 o

De donde se obtiene el vector

T
U:0,01< —-0,9728 10,3384 —-0,6378 0,2010 -0,4842 0,2160 —0,4693 0,3695 —0,6067 0,7045)
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En la siguiente tabla se aborda la comparacién de resultados.

t U U Error Absoluto
0 |-0.009728 | 0 0.009728
0.1 ] 0.003384 | 0.0265183 | 0.0231343
0.2 | -0.006378 | 0.0442945 | 0.0506725
0.3 | 0.002010 | 0.0545074 | 0.0524974
0.4 | -0.004842 | 0.0582599 | 0.0631019
0.5 | 0.002160 | 0.0565906 | 0.0544306
0.6 | -0.004693 | 0.0504834 | 0.0551764
0.7 | 0.003695 | 0.0408782 | 0.03718320
0.8 | -0.006067 | 0.0286795 | 0.0347465
0.9 | 0.007045 | 0.0147663 | 0.0077213
1 10 0 0

3.4.2. Soluciéon por Wavelet-Galerkin.

Sea la solucién u(t) de la ecuacién 3.19, ahora esta se va aproximar por su

funcién expansion del j-ésimo nivel de escala sobre el intervalo (0,1) que es la

siguiente
27
wit) = > cpinlt), keEZ (3:20)

k=1—L
Donde ¢ es la funcion de escala del MRA y ¢ son coeficientes desconocidos
que deben ser determinados, la ecuacion 3.20 tiene su explicacién por Latto en

[1], ndtese que entre mas grande sea el entero j, mds precision tiene w;(t), los

L—1427

limites del soporte de la ecuacién 3.20 son 1;—]L y == posteriormente, los limites

originales 0 y 1 ahora se cambian a limites ficticios, es decir, los limites en ambos

L-1
27

[0, 1], por lo que la solucién afectada estd también en los intervalos [1’L O] y

27
L—1427
[1, Lol ]

En este ejemplo no se utilizard las wavelets de Daubechies por razones que se

lados de 0 y 1 se amplian en una cantidad sin afectar la solucién dentro de
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argumentaran después. Se trabajara con la funcién de escala

~

L2+t si te[—2 —1]
sd—6t2=3t%) si te[-1,0]
p(t) =< L4-62+3t% si  telo,1] (3.21)
f2-1)p si te[l,2]
L 0 si té¢[-2,2

Cuya grafica es la Figura 3.2. El principal objetivo es la aplicacion de este método
a ecuaciones diferenciales no homogéneas, y por lo tanto, se usa la funciéon ¢ dada

por 3.21. Esta funcién satisface la siguiente ecuacién de dilatacion

1 1 3 1 1
o(t) = §g0(2t +2)+ 590(275 +1)+ Z(p(%) + 590(275 -1+ ggo(Qt —2).

[E:)

)

—
o~

=

-3 -28 -2 -18 -1 -08 1] 08 1 15 2 25

Figura 3.2: Funcién escala

Asi que L = 5. Tomamos j = 0 en 3.20, lo que resulta

1

up(t) = Y awp(t—k), telo,1]. (3.22)

k=—4
Sustituyendo 3.22 en 3.19 se llega a

1 1

ot —k) = Y ot —k)=t—1 (3.23)
k=—4 k=—4

d2
dt?
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Ahora tomando el producto interno con ¢(t —n), n € {—4,-3,-2,-1,0,1} se

tiene
1 L1427 1 L—1427 L-1427
27 2J 2]
S a / o (1—k)p(t—n)dt— Y e / S(t—E)p(t—n)dt = / (—1)p(t—n)dt.
1—L 1-L 1-L
k=—4 = k=—4 2 o7

O de otra forma maés resumida

1 1

Z xS — Z Ckanp =b, ne€{-4,-3 -2 -1,01} (3.24)
k=—4 k=—4

Donde 5
R (3.25)

—4

5
ni= [t = Dyplt ~n)at, (3.26)

—4

by = / ’ (t — Dp(t — n)dt, (3.27)

El que problema puede surgir de la formula 3.27 para los coeficientes b, es si
f(t) en 3.2 es un polinomio, ya que la wavelet ¢ tiene (¥ — 1) momentos de
desaparicién, se llama momentos de desaparicién a la definicién dada por ( [12],

p. 450) que en pocas palabras 1 tiene n momentos de desaparicion si

/ thap(t)dt = 0 para 0<k<n

o0

Entonces, es mejor trabajar con la funcién de escala ¢ € L*(R) con soporte

compacto de un MRA pues si esto ocurre siempre se va a tener
/ S(t)dt 4 0.

Que es mucho mas adecuado. Ahora usando las condiciones de frontera de Diri-

chlet se tienen las siguientes dos ecuaciones

1
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1

up(1) = > erp(l — k) =0

k=—4

=cap(5) + c3p(4) + c29(3) + c-1p(2) + cop(1) + c19(0) = 0

Estas ultimas dos ecuaciones dan informacion de los coeficientes ¢, asi que estaran

en la primera y ultima fila, y asi se tiene la siguiente ecuacién matricial.
AX =Y

Donde

©(4) ©(3) v(2) o(1) ©(0) ¢(—1)
0 — a_3,—4 Qo — a_3,-3 Q- a_3 -2 Oy — a_3,—1 Q35— a_30 Oy — a_31

Qy — a_2 4 0 — a_2 3 Qo — a_2 2 Q- a_2 -1 0y — a_20 Q35— a_21

4= Q3 — a_1,—4 Q — a-1,-3 0 — a_1,-2 Qo — a—-1,-1 Q- a-1,0 Oy — a-1,1
Q- ap,—4 Q3 — @ap,—3 Qg — ap,—2 Q) — ap,—1 Qo — Q.0 Q- Qo1
(5) p(4) (3) ©(2) (1) (0)
Y
C_4 0
C_3 b_3
xo| e |y | b
c_q b_q
Co bo
c1 0

Se usaran las formulas 3.25, 3.26 y 3.27 para producir los elementos de la matriz
Ay Y con los programas Geogebra y MATLAB 2017. Entonces primero se crea

la funcion de escala en Geogebra en este caso se llamard f

flx) = Si(x < =2,0,-2 < x < —1,1/6(2 + 2)*, -1 < z < 0,1/6(4 — 62% —
323),0 <2 <1,1/6(4—62% +323),1 <2<2,1/6(2—1)3,2 < x,0)

Se hallan también sus derivadas y se abre la hoja de cdlculo donde se calcula
3.25 en cada celda
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1 Derivada(f)
2 Derivada ()

3 £(4)

4 £(3)

5 £(2)

6 £(1)

7 £(0)

s f(—1)

=Integral (' (x+4)*f(x+3),—4,5)
=Integral (f’’(x+3)xf(x+3),—4,5)
=Integral ({7 (x+2)xf(x+3),—4,5)
=Integral (f’ (x+1)*f(x+3),—4,5)
=Integral (f’’(x)*f(x+3),—4,5)
=Integral ({7 (x—1)*f(x+3),—4,5)
=Integral (f ' (x+4)*f(x+2),—4,5)
=Integral (f ' (x+3)xf(x+2),—4,5)
=Integral (' (x+2)*f(x+2),—4,5)
s=Integral (f’ ' (x+1)*f(x+2),—4,5)
=Integral (f’’(x)*f(x+2),—4,5)
s=Integral ({7 (x—1)*f(x+2),—4,5)
i=Integral (77 (x+4)*{(x+1),—4,5)
s=Integral (f 7 (x+3)*f(x+1),—4,5)
s=Integral ({7 (x+2)xf(x+1),—4,5)
s=Integral (7 (x+1)*f(x+1),—4,5)
=Integral (f 7 (x)*f(x+1),—4,5)
s=Integral ({7 (x—1)*f(x+1),—4,5)
s=Integral (£’ (x+4)xf(x),—4,5)
ss=Integral (f’ 7 (x+3)*f(x),—4,5)
s=Integral ('’ (x+2)*f(x),—4,5)
=Integral (f’’(x+1)xf(x),—4,5)
=Integral (77 (x)*f(x),—4,5)
=Integral (f’’(x—1)xf(x),—4,5)

3. ..

4 (0)

Resultando asi la Figura 3.3.

Ahora se van a calcular los elementos de 3.26 con el siguiente c6digo

=Integral (f(x+3)*f(x+4)
=Integral ({(x+3)xf(x+3)
=Integral (f(x+3)xf(x+2),—4,5
=Integral (f(x+3)xf(x+1)

(£ (x+3)f (x

=Integral
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A B C D E F G I

1 1

2

3

4 0 0 0 016667 0. 66667 0.16667

5 018333 -0.7 0125 0.2 0.00833 0

3] 0.2 0.125 -0.66667 0.125 0.2 0.00833

Fi 0.00833 0.2 0125 -0.66667F 0.125 0.2

8 0 0.00833 0.2 0.125 -0.66667 0.125

9 0 0 0 0 016667 0.66667

10

Figura 3.3

=Integral (f(x+3)xf(x—1),—4,5)
=Integral (f(x+2)xf(x+4),—4,5)
s=Integral (f(x+2)*f(x+3),—4,5)
=Integral (f(x+2)*f(x+2),—-4,5)
t=Integral ({(x+2)*f(x+1),—4,5)
=Integral (f(x+2)*f(x),—4,5)
=Integral (f(x+2)xf(x—1),—4,5)
t=Integral (f(x+1)xf(x+4),—4,5)
t=Integral (f(x+1)*f(x+3),—4,5)
ts==Integral (f(x+1)*f(x+2),—4,5)
=Integral (f(x+1)xf(x+1),—4,5)
=Integral (f(x+1)*xf(x),—4,5)
t=Integral (f(x+1)xf(x—1),—4,5)
t=Integral (f(x)=*f(x+4),—4,5)
s=Integral (f(x)*f(x+3),—4,5)
i=Integral (f(x)*f(x+2),—4,5)
i=Integral (f(x)*f(x+1),—4,5)
s=Integral (f(x)*f(x),—4,5)
=Integral (f(x)*f(x—1),—4,5)
=Integral (f(x)*f(x+3),—4,5)
t=Integral (f(x)*f(x+3),—4,5)

27

s=Integral (f(x—1)*f(x—1),—4,5)

Finalmente se calculan los coeficientes de la ecuacién 3.27, como sigue

=Integral (f(x+3)x(x—1),—4,5)
=Integral (f(x+2)*(x—1),—4,5)
=Integral (f(x+1)*(x—1),—4,5)
=Integral ({(x)*(x—1),—4,5)

Cuyos célculos estan en la Figura 3.4
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b
0 0 0 0 0 0 0
0.210714286 04753868254 0.236308508 0.0238095341 0.0001984126 0 o TTEETET
0.0238095225 0.236309508 04793650794 0.2363095331 0.0238085238 0.00019841.. :
0.0001984128 00238095341 0.2363095331 0.4793650828 0.2363095249 0.02380952... 0000000212
0 00001984126 00238095238 02363095249 04793650755 023630952 . ~2.0000000023
0 0 0 0 0 0 -1.0000000242
0
Figura 3.4
O de forma matricial como
0 0 0 0,1666667 0,666667 0,1666667
—0,0273809 —1,1759682 —0,1113095  0,17619047  0,008134 0
= 0,17619047 —0,1113095 —1,146031744 —0,1113095 0,17619047 0,0081349
0,0081349 0,17619047 —0,1113095 —1,1460317 —0,1113095 0,17619047
0 0,0081349 0,17619047  —0,1113095 —1,1460317 —0,1113095
0 0 0 0 0,1666667  0,6666667
&1
x=|
Ce
0
—3,7833333
-3
Y =
-2
—1
0

Usando el algoritmo de eliminacién Gaussiana o en MATLAB 2017 con el

siguiente cédigo

1 format long
2A=[0 0 0 0.16667 0.66667 0.16667;

0.17619 0.00813 0; 0.17619 —0.11131 —-1.14603 —-0.11131 0.17619
0.00813 0.17619 —-0.11131 —-1.14603 —0.11131 0.17619; 0O
0.00813 0.17619 —-0.11131 —-1.14603 —0.11131; 0 0 0 0 0.16667

0.00813;

0.66667]
3Y=[0; —3.78333; —3;
4 X=inv (A) xY

-2; —1; 0 |

—-0.02738 —-1.17937 —-0.11131
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se obtiene

T
X=< —71,23999514182  6,22316688108 —9,38294499120 3,22441857600 —0,859859570933 0,214968117190)

Ahora solo es reemplazar los anteriores coeficientes ¢;, en la soluciéon aproximada

1

ug(t) = Y cxplt — k),

k=—4

t €10,1]

En la siguiente tabla se comparan los resultados

t U U Error Absoluto
0 |0 0 0

0.1 | 0.0276352 | 0.0265183 | 0.00111691
0.2 | 0.0453501 | 0.0442945 | 0.00105559
0.3 | 0.0545619 | 0.0545074 | 0.0000544741
0.4 | 0.0566876 | 0.0582599 | 0.00157229
0.5 | 0.0531447 | 0.0565906 | 0.0034459
0.6 | 0.0453501 | 0.0504834 | 0.00513329
0.7 | 0.0347212 | 0.0408782 | 0.00615698
0.8 | 0.0226751 | 0.0286795 | 0.00600449
0.9 | 0.0106289 | 0.0147663 | 0.00413736

1 |0 0 0

(3.28)

La Figura 3.5 muestra mejor la diferencia con la solucién analitica. No se uti-

liz6 los wavelets de Daubechies ya que no hay férmulas explicitas (closed form)

para las wavelets de Daubechies y las funciones de escala. Los elementos de la

matriz Y no se pueden calcular. Por lo tanto, el método wavelet-Galerkin basa-

do en las funciones de escala de Daubechies se puede aplicar solo a ecuaciones

diferenciales homogéneas cuando f(t) = 0 en 3.2. En ese caso el vector que lla-

maremos Y es una matriz nula y a, = 0, ya que la escala de las funciones

@k J,k € Z son ortonormales.

Ejemplo 3.4.1 (Ecuacién de Van Der Pol). Considere la ecuacion

u’(t) + p(t? — D (t) = —t,

0<t<lpueR

(3.29)
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0.07 q

0044

0034

afff 0.1 0z 0z 0.4 05 0.6 o7 [VR] [aR<]

Figura 3.5

Con las condiciones de Dirichlet
u(0) =u(l)=0 (3.30)

El oscilador de Van der Pol fue propuesto originalmente por el ingeniero eléctrico
y fisico holandés Balthasar van der Pol mientras trabajaba en Philips. Van der
Pol encontro oscilaciones estables, que llamo oscilaciones de relajacion y ahora
se conocen como ciclos limite, en circuitos eléctricos que emplean tubos de vacio.
La ecuacion de Van der Pol tiene una larga historia de uso en las ciencias fisicas
y biologicas. La ecuacion también se ha utilizado en sismologia para modelar las
dos placas en una falla geoldgica, para mas informacion ver M. Tsatsos en [15].
Supongase que la solucion aprorimada es la ecuacion 3.22. Ahora reemplazando

la ecuacion 3.22 en 3.29 se tiene
e > aplt—k)+pt®—1)— Y cpt—k)=—t 0<t<lpeR (3.31)

En nuestro caso p = 0,05 para algunos otros resultados ver [7]. Tomando el
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producto interno con p(t —n), n € {—4,-3,-2,—1,0,1} se obtiene

1 1
Z xSk + Z cklp i = by

k=—4 k=—4

conn € {—4,-3,—2,—1,0,1}, donde

5
Q= / St — B)p(t — n)dt,

4

= [ 1l = Dt = D)t = i,

—4
5
b= [ FOle = it
—4
Se consigue la siguiente ecuacion matricial

AC =B

Donde

©(4) ©(3) ©(2) @(1)
O —dg_g Q—dg_3 Q1—ds_o Qo—dz_,
Dy —d oy h—do 3z Q—do o Q1—do,

Tl dog Q—doys Q—da s Q—di
Q4 - dO,—4 Q3 - dO,—3 QQ - dO,—2 Q1 - dO,—l
©(5) p(4) ©(3) ©(2)
Y
C_y 0
C_3 b_s
o C_o B b_s
c_q b_q
Co bo
c1 0

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

©(0) ¢(—1)
Q3—dsgg Q_y—d_s;
0y — d72,0 Qg — d72,1
Qo —d_yy Q9—d_y;
Qo —doyo Q1 —dy,

(1) (0)

Usando las ecuaciones 3.33, 3.35 y el codigo de Geogebra como el anterior ejem-
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plo. Se obtiene los coeficientes de la matriz T y B respectivamente

1 2 1
0 0 0 5 3 G
1 16553 2 | 1359y 1 | 8203u 1, 6y 1,
8 5040 3 + 1120 8 + 3360 5 + 210 120 + 480 0
1 353u 1 1411p 2 + 302 1 + 85071 1 + s 1 p
T = 5 630 8 1120 3 315 8 10080 5 30 120 1120
1 23 1 4lp 1 186lp 2 4 15lp 1 _ 7p 1 43p
120 3360 5 210 8 10080 3 315 8 96 5 630
1B 1, p 1, 1039y _2 1 _ 1039u
0 120 72 5 + 70 8 + 3360 3 8 3360
1 2
0 0 0 0 5 3

T
B:(o 2825 2 1 0 0) .

Utilizando el algoritmo de eliminacion gaussiana o MATLAB con el siguiente

codigo

1 format long

2 T=[0 0 0 1/6 2/3 1/6; 1/8—16553/5040%x0.05 —2/3+1359/1120%0.05
1/8+8203/3360%0.05 1/5+61/210%x0.05 1/120+0.05/480 0;
1/5-853/630%x0.05 1/8—1411/1120%x0.05 —2/3+302/815%0.05
1/8+8507/10080%0.05 1/5+0.05/30 1/120—0.05/1120 ;
1/120—23/3360%0.05 1/5—41/210%0.05 1/8—1361/10080%0.05
—2/8+4+151/315%x0.05 1/8—7/96x0.05 1/5—43/630%0.05; 0
1/120—-0.05/672 1/5+0.05/70 1/8+4+1039/3360%0.05 —2/3
1/8—1039/3360%0.05; 0 0 0 0 1/6 2/3]

s B=[0; 118/40; 2; 1; 0; 0 ]

4 V=inv (T)+B

se encuentran los coeficientes c;, obteniendo ast

c_q = 28,5271675 c_g = —5,74253713 c_9 = 3,7253043
c_1 = —2,1511673 co = 0,5736446 ¢y = —0,14341115

Luego es reemplazar y asi obtener la solucion aprorimada

up(t) = > et —k),  t€[0,1, te(0,1).

k=—4
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Comparacién de resultados: Las soluciones wavelet tienen
una precision mucho mejor, pero toman demasiado tiempo y es un poco mas
lento que la solucion de diferencias finitas debido a la necesidad de transformar
las muestras del espacio fisico en espacio wavelet y viceversa. Esta sobrecarga
se hace menos significativa a medida que aumenta el tamano de la muestra.
Mas importante ain, hay una variacién insignificante en el tiempo de calculo a
medida que aumenta el soporte de wavelet. Por lo tanto, la solucién de wavelet

es favorable.
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Las wavelets tienen la capacidad de proporcionar una descripcién multinivel de
la solucién y esta es una de las razones que se diferencia del sistema de Fourier. La
propiedad multirresolucién de las wavelets junto con su propiedad de localizacion,
sugiere que se puede obtener una descripcion aproximada inicial de la solucion
con poco esfuerzo computacional y luego refinar sucesivamente la solucién en las
regiones de interés con un minimo esfuerzo adicional. En los conceptos bésicos
se vieron las ventajas de las wavelets e indican la mejor forma de obtenerlas
ya que es dificil encontrar estas funciones especiales pero gracias a Mallat es
suficiente encontrar un MRA, el método de wavelet-Galerkin tiene gran ventaja
en la condicion de nimero con respecto al de diferencias finitas en efecto se
demostré que la condiciéon de nimero de wavelet-Galerkin es acotada mientras
que la de diferencias finitas es N2 lo cual no conviene cuando la matriz es muy
grande.

Las soluciones obtenidas con las wavelets de coeficientes de Daubechies se han
comparado con la solucién de diferencias finitas, y la solucién de wavelet se ha
aproximado mas a la solucion analitica que la solucion de diferencias finitas.
Aunque las soluciones wavelet requieren un esfuerzo computacional ligeramente
mayor que la solucién de diferencias finitas (véase Qian y Weiss [9] ) las ganancias
en la precision con las wavelets de orden superior, superan con creces el aumento
de precision, ademas las wavelets tienen la capacidad de representar soluciones
a diferentes niveles de resolucién, lo que las hace particularmente ttiles para

desarrollar soluciones jerarquicas a problemas.
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