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Índice general

Declaración de Autoŕıa I
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3.1.6. Reflexión y transmisión de ondas tipo p (ondas transversales magnéticas) 32
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6.5. Representación de la dependencia espectral de las señal TMOKE . . . . . . . . . 76
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6.9. Representación de la dependencia angular de la señal TMOKE . . . . . . . . . . 79
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo se aborda el problema de la interacción de radiación-materia, donde la radiación

(luz) se propaga en forma de ondas electromagnéticas. Estas ondas están gobernadas por las

ecuaciones de Maxwell

~O× ~E +
∂~B

∂t
= 0

~O× ~H− ∂ ~D

∂t
= ~J

~O · ~D = ρ

~O · ~B = 0

Estas ecuaciones de Maxwell permiten describir el comportamiento de la luz cuando se propaga

en un medio material, y aśı mismo los fenómenos ocurridos cuando ésta encuentra una disconti-

nuidad en el medio de propagación. En el presente trabajo se observan los sistemas de interfaces

simples con geometŕıa plana.

1.1. Respuesta óptica de los materiales: ı́ndice de refracción

Como es sabido la velocidad de propagación de la luz en la materia ésta determinada por el

ı́ndice de refracción n del medio. En principio n es una propiedad del medio material. Sin

embargo, como ocurre en la mayoŕıa de los materiales, éste también depende de la frecuencia de

la onda incidente (n = n(ω)). A este tipo de materiales se les denomina materiales dispersivos.

1



Introducción 2

Estrictamente hablando, el vaćıo es el único medio no dispersivo en donde n = 1. Para el caso de

los materiales dieléctricos en donde no hay absorción, el ı́ndice de refracción está representado

por una función real, como es el caso del áıre, vidrio, acŕılicos, etc.

Ahora bien, el fenómeno de la dispersión en un material viene consecuentemente acompañado

del fenómeno de absorción, lo cual puede representarse adecuadamente usando un ı́ndice de

refracción complejo (ñ(ω) = n(ω)+iκ(ω)). En este caso, la parte imaginaria κ(ω) es responsable

del decaimiento exponencial de la amplitud de la onda a medida que ésta ingresa al material,

mientras que la parte real n(ω) describe la propagación (velocidad v y longitud de onda λ) de

la onda en la forma usual (v = c/n y λ = λ0/n). Aunque estrictamente hablando todos los

materiales absorben enerǵıa electromagnética en alguna medida, son los metales conductores el

mejor ejemplo de este tipo de materiales.

Los materiales hasta aqúı descritos presentan la misma respuesta óptica independientemente

de la dirección de propagación de la luz dentro de ellos. Este tipo de materiales se denominan

materiales isotrópicos. No obstante, existen materiales que presentan una respuesta óptica de-

pendiente de la dirección de propagación de la luz dentro del material, estos medios se conocen

como medios anisotrópicos. En este caso, el ı́ndice de refracción está convenientemente repre-

sentado por un tensor 3× 3 con elementos diagonales diferentes de cero y, en general, diferentes

entre śı, con términos no diagonales nulos. Materiales con este tipo de anisotroṕıa se denomi-

nan birrefrigentes. Existen varias clases de birrefrigencia definidas según la relación entre los

elementos diagonales del ı́ndice de refracción que son cúbica, uniaxial y biaxiales.

Aśı, en un material birrefrigente el ı́ndice de refracción cambia según la orientación del estado

de polarización de la luz con respecto a un eje de referencia. De este modo, un haz de luz

con componentes de polarización paralela y perpendicular al eje de referencia tendrá diferen-

tes velocidades de propagación para cada una de sus componentes. Aśı mismo, el ángulo de

refracción para una componente y otra será diferente lo que dará origen a dos rayos separados

espacialmente.

El ı́ndice de refracción asociado al rayo que viaja con menor velocidad (mayor ı́ndice de re-

fracción) se le conoce con el nombre de indice ordinario no, mientras que para el asociado a

rayo más rápido (menor ı́ndice de refracción) se le conoce con el nombre de indice de refracción

extraordinario ne.

Para el caso de la birrefrigencia cubica el ı́ndice de refracción no vaŕıa en ninguna dirección

donde la onda de luz se propaga dentro del material, es decir, los indices de refracción que

componen los elementos de la diagonal del tensor ñ serán iguales (nx = ny = nz) y el medio se

comportara como un medio isotrópico.
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Para el caso de la birrefrigencia uniaxial al incidir una onda de luz en el material, se presentarán

dos ı́ndices de refracción ordinarios iguales y un ı́ndice de refracción extraordinario. Si no > ne

el ı́ndice de refracción sera positivo, y si no < ne el ı́ndice de refracción sera negativo. En la

representación tensorial esto se identifica con dos elementos de la diagonal iguales entre śı, y

diferentes al tercero.

En el caso de la birrefrigencia biaxial la onda de luz incide el material y el ı́ndice de refracción

corresponderá a la óptica de los ejes principales del material que tiene un único ı́ndice de

refracción en cada eje del material, es decir que cada elemento de la diagonal del tensor ñ será

diferente a los demás.

Una clase especial de birrefrigencia es el dicróısmo. Éste consiste en que la absorción del material

prefiere cierto estado de polarización. En el caso de dicróısmo lineal, estos materiales absorben

más intensamente la componente de polarización de la luz que está alineada con cierto eje de

preferencia. Asimismo, esta absorción depende de la frecuencia ω de la luz incidente por lo que

suele identificarse los materiales dicróıcos por un espectro de reflexión de múltiples colores. Un

ejemplo de este tipo de materiales son los cristales de turmalina.

Sin embargo, para referirse a la respuesta óptica de los materiales es más usual hacerlo en

términos de lo que se conoce como la función dieléctrica o el tensor dieléctrico ε̃(ω). La relación

entre el ı́ndice de refracción y el tensor dieléctrico está dada por ñ =
√
ε̃.

1.2. Efectos Magneto-Ópticos

Las anisotroṕıas ópticas en los materiales pueden darse de manera espontánea o inducida por

un agente externo. Aquellos materiales en los que las anisotroṕıas surgen como respuesta a un

est́ımulo externo se conocen como materiales ópticamente activos. Un ejemplo de este tipo de

anisotroṕıas inducidas es la que se puede lograr aplicando un campo magnético externo a un

material. En este caso, y dependiendo de la orientación del campo magnético externo respecto al

plano de incidencia y la superficie de la muestra, se puede tener como resultado una anisotroṕıa

magnética que afecta el estado de polarización de la luz. En este caso, y a diferencia de la

birrefrigencia espontánea que obedece a propiedades estructurales moleculares, la anisotroṕıa

magnética induce una componente de polarización perpendicular a la dirección de polarización

de la onda incidente, dando como resultado una rotación del plano de polarización.

Este fenómeno fue descubierto por Faraday en 1845 dando lugar al nacimiento de la magneto-

óptica (MO). El descubrimiento de Faraday atrajo inmediatamente la atención de la comunidad
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cient́ıfica, ya que ésta era la primera observación de la interacción entre el magnetismo y la

luz. En 1876, John Kerr descubrió el efecto correspondiente en la luz reflejada en una muestra

magnética, y se denominó el efecto magneto-óptico de Kerr (MOKE, por sus siglas en Inglés)

(Kerr, 1877). En 1899 Voigt informó de la aparición de doble refracción magnética en el vapor

de Na. En 1907 Cotton y Mouton vieron lo mismo en los ĺıquidos paramagnéticos (Zvezdin y

Kotov, 1997).

Este trabajo se centra en el estudio de los efectos magneto-ópticos lineales que tiene la particu-

laridad de ser efectos que están relacionados con campo magnético externo aplicado al material.

En general los Efectos Magneto-Ópticos (MOE, por su acrónimo en Inglés) ocurren en la in-

teracción de la luz con un material magnetizado (o en general con un material sobre el que se

aplica un campo magnético externo). Aśı, éstos tienen lugar en fenómenos de transmisión, re-

flexión y absorción. Se denominan Efectos Magneto-Ópticos Faraday (MOFE, por su acrónimo

en Inglés) a los MOEs ocurridos sobre la intensidad transmitida a través del material magneti-

zado, mientras que los efectos producidos sobre la intensidad reflejada se conocen como Efectos

Magneto-Ópticos Kerr (MOKE, por su acrónimo en Inglés). En el caso de la absorción, los

MOEs se expresan como una diferencia de intensidad absorbida entre estados ortogonales de

polarización, dando lugar al Dicróısmo Magnético (MD, por sus iniciales en Inglés). Se distingue

entre dicróısmo magnético lineal (MLD) y circular (MCD) según el estado de polarización en

consideración. Ver FIGURA.(1.1).

Figura 1.1: Geometŕıas Magnéticas: ((a),(b)) Birrefrigencia Circular Magnética (MCB) ,
((c)(d))Dicróısmo Circular Magnético (MCD) (e)Birrefrigencia Lineal Magnética (MLB) y (f)

Dicróısmo Lineal Magnético (MLD)
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1.2.1. Geometŕıas Magnéticas

En cada caso, reflexión y transmisión, se distinguen ciertas geometŕıas magnéticas que permiten

caracterizar los MOEs. En transmisión (MOFE) estas geometŕıas se definen de acuerdo con la

orientación de la magnetización del material ( ~M) con respecto al vector de onda incidente (~k).

La geometŕıa Faraday es aquella en la que ~M es paralela a ~k ( ~M ‖ ~k), mientras que la geometŕıa

Voigt es aquella en la que ~M es perpendicular a ~k ( ~M ⊥ ~k) véase la FIGURA.(1.1).

En el caso de la reflexión (MOKE) se pueden identificar tres geometŕıas magnéticas principales:

polar, longitudinal y transversal. Se clasifican de acuerdo con la orientación relativa de la magne-

tización del material con respecto al plano de incidencia y al plano de la superficie del material.

En caso de la geometŕıa polar (PMOKE), ~M es normal a la superficie del material y paralela

al plano de incidencia (FIGURA.(1.2)(a)). En el caso de la geometŕıa longitudinal (LMOKE),

~M es coplanar a la superficie del material y al plano de incidencia, simultáneamente (FIGU-

RA.(1.2)(b)). Por último la geometŕıa transversal (TMOKE) ocurre cuando ~M es coplanar a

la superficie del material y a la vez perpendicular al plano de incidencia (FIGURA.(1.2)(c)).

Estos MOEs pueden dar lugar a un cambio en el estado de polarización de la luz incidente (geo-

metŕıas polar y longitudinal) o a una variación en la intensidad de la onda reflejada (geometŕıa

transversal).

Figura 1.2: Efecto MO Kerr. (a) polar, (b) longitudinal, y (c) transversal.

Aśı por ejemplo, si un haz de luz con polarización lineal incide sobre una superficie magnetizada

en geometŕıa polar (o longitudinal), ésta inducirá sobre el haz reflejado una componente ortogo-

nal de polarización. Es decir, ocurrirá una conversión de una componente de polarización en la

otra, dando como resultado efectivo la rotación del vector de polarización. Esto quiere decir que

en la base usual de polarización, en la que una componente es paralela (p) y la otra perpendicu-

lar (s) al plano de incidencia, el PMOKE y el LMOKE se identifican por la conversión de una
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componente de polarización en otra (p en s y viceversa), lo cual implica una anisotroṕıa anti-

simétrica en el tensor dieléctrico, a la vez que impone la consideración de dos nuevos coeficientes

de reflexión que dan cuenta de la razón entre la amplitud de la onda convertida de un estado de

polarización al otro (p a s, o s a p) con respecto a la intensidad de la onda incidente. Es decir,

que además de los usuales coeficientes de reflexión rpp y rss, en este caso se deben considerar

los coeficientes magneto-ópticos rps y rps. De este modo, la reflectividad puede describirse aśı:

R =

(
rss rps

rsp rpp

)

1.2.2. Señal Magneto-Óptica y Tensor Dieléctrico

Otro resultado notable del PMOKE y del LMOKE es el corrimiento de fase entre las compo-

nentes originales de polarización (rpp y rss) y las inducidas (rps y rsp), lo cual implica que la

polarización reflejada ya no es lineal sino eĺıptica. De este modo, la señal MO es usualmente

expresada en términos de los cambios en el ángulo Kerr complejo definido como:

Φ̃k = Φk + iΨk (1.1)

donde Φk representa la rotación del plano de polarización y Ψk es la elipticidad.

Aśı, los MOEs se describen macroscópicamente utilizando el tensor dieléctrico ε̃ que está repre-

sentado de la siguiente manera:

ε̃ = εo


1 gzMz −gyMy

−gzMz 1 gxMx

gyMy gyMy 1

 , (1.2)

donde los elementos giMi son las constantes MO y describen la anisotroṕıa óptica lineal por la

magnetización ~M .

En el caso de la geometŕıa transversal (TMOKE), no existe tal conversión entre las componentes

de polarización, y en cambio el MOKE se manifiesta como una variación de la amplitud reflejada

respecto a la incidente. De este modo, la señal MO en este caso se define como:

δ =
∆R

R
=
R(M+

s )−R(M−s )

R(0)
, (1.3)
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donde R(M+
s ), R(M−s ) representan la reflectividad con magnetización de saturación en la direc-

ción positiva y negativamente, mientras que R(0) representa la reflectividad con magnetización

nula.

La descripción de los MOEs por reflexión es de suma importancia para este trabajo debido a que

nos permitirá medir las respuestas de las señales MO para las interfaces simples de aire|cobalto,

donde se analizará el comportamiento de la señal MO en función de la dependencia angular y

espectral para las tres geometŕıas (polar, longitudinal y transversal).

En el TABLA.(1.1) se resume los diferentes fenómenos descritos anteriormente en términos del

ı́ndice de refracción.
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Indice de refracción n Medio Fenómeno Direccionalidad

n =constante Vaćıo -

n = n(ω) Materiales Dispersión Isotrópicos

ñ = n (ω) + iκ (ω) Metales Absorción y Dispersión Isotrópicos

ñ =

ñxx 0 0
0 ñyy 0
0 0 ñzz

 Calcita Birrefrigencia cubica Isotrópicos

ñxx = ñyy = ñzz = no

ñ =

no 0 0
0 no 0
0 0 ne

 Cristales Tetraedros Birrefrigencia Uniaxial Anisotrópicos

no 6= ne

=

ñ =

nxx 0 0
0 nyy 0
0 0 nzz

 Cristales Ortorrómbicos Birrefrigencia Biaxiales Anisotrópicos

nxx 6= nyy 6= nzz

ñ =

ñxx 0 0
0 ñyy 0
0 0 ñzz

 Diamagnéticos Dicróısmo Anisotrópicos

κxx 6= κyy 6= κzz

ñ =

nxx nxy nxz
nyx nyy nyz
nzx nzy nzz

 Ferromagnéticos Magneto-óptica Anisotroṕıa Inducida

Tabla 1.1: Representación de los diferentes fenómenos a través del indice de refracción
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1.3. Objetivo

En este trabajo se realizará una revisión general del problema de la interacción radiación-materia

para el caso de estructuras con anisotroṕıas magnéticas.

1.4. Objetivos Espećıficos

Se revisará la teoŕıa correspondiente a la propagación de ondas electromagnéticas en la ma-

teria, con especial atención a los diferentes efectos anisotrópicos: dicróısmo, birrefrigencia,

y efectos magneto-ópticos.

Se calculará la dependencia espectral y angular de las señales magneto-ópticas para el

efecto MO Kerr en las diferentes geometŕıas magnéticas (polar, longitudinal y transversal),

para el caso de interfaces simples de aire|Co.

Se estudiará la propagación de ondas electromagnéticas en estructuras multicapas con

anisotroṕıas magnéticas

Se elaborará un documento dirigido a estudiantes de pregrado de licenciatura en f́ısica y

carreras a fines que permita acceder a estos contenidos, generalmente restringidos para

estudiantes de nivel de posgrado
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1.5. Esquema de la Tesis

El presente trabajo consiste en:

Caṕıtulo 1: Introducción actual.

Caṕıtulo 2: Descripción básica de las ecuaciones de Maxwell en forma integral con sus

respectivas condiciones de fronteras. Aśı mismo se presenta la generalización de las ecua-

ciones de Maxwell en forma diferencial, para poder comprender el teorema de Poynting y

las ecuaciones de Maxwell en la materia.

Caṕıtulo 3: Se realiza una breve descripción del comportamiento de las ondas electro-

magnéticas. Se explica el comportamiento de la reflexión y refracción de las ondas planas.

Caṕıtulo 4: Se presentará una breve introducción de los fenómenos de polarización de la

luz y su descripción por el formalismo de los vectores de Jones. En este caṕıtulo, se da la

base de la teoŕıa de los tensores de permitividad y permeabilidad magnética en los medios

isotrópicos.

Caṕıtulo 5: Se realiza una breve descripción del comportamiento de los efectos MO de

Faraday, Voigt y Conton-Mounton. En este caṕıtulo se explicarán los fenómenos de birre-

frigencia lineal magnética, birrefrigencia circular magnética, dicróısmo circular magnético,

y dicróısmo lineal magnético. Aśı mismo se presenta la formulación general del efecto MO

Kerr para las distintas geometŕıas.

Caṕıtulo 6: Se introduce el formalismo de matriz 4× 4 generalizado de Pochi Yeh para

multicapas. Se muestran los resultados de la dependencia espectral y angular de las señales

magneto-ópticas para el efecto MO Kerr en las diferentes geometŕıas magnéticas (polar,

longitudinal y transversal), para el caso de interfaces simples de Aire|Co.

Caṕıtulo 7: Aqúı se presenta el resumen de los resultados y conclusiones obtenidas.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de Maxwell y

Condiciones de Frontera

En este caṕıtulo se dará una breve descripción de las ecuaciones de Maxwell que son la ley

de Faraday de inducción electromagnética y la ley Ampere de circulación de la intensidad

del campo magnético, con estas leyes Maxwell realiza una re-interpretación, que permitirá la

construcción de lo que hoy en d́ıa se conoce como la teoŕıa electromagnética que proporciona

diferente aplicaciones. Las ecuaciones de Maxwell son usadas para establecer con claridad las

condiciones de frontera para los vectores de campo ~E, ~H, ~D y ~B presentes en dos medios.

2.1. Ecuaciones de Maxwell en forma Integral

Para empezar se considerará un descripción lógica de la estructura y propiedades de los cam-

pos electromagnéticos, junto con la relación de origen dadas por la formulación básica de las

ecuaciones de integración que son expresadas por la ley de Faraday de inducción y la ley de

circulación de Ampere, estas leyes son extensiones generalizadas de la interpretación que obtuvo

Maxwell, que sirvieron como fundamento en la formulación de la teoŕıa electromagnética (Lim,

1986). Estas ecuaciones son,

∫
S

∂~B

∂t
· dS = −

∮
C

~E · dl (2.1)

11
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∫
S

(
∂ ~D

∂t
+ J

)
· dS = −

∮
C

~H · dr (2.2)

La primera ecuación (2.1) es conocida como la ley de inducción de Faraday, que permite es-

tablecer la variación de flujo del campo magnético en un determinado tiempo a través de una

superficie S, y que va acompañada de la aparición de una fuerza electromotriz en el contorno

que limita dicha superficie (I.V.Saveliev, 1984).

La segunda ecuación (2.2) es conocida como la ley de la circulación de Ampere, donde la integral

indica que la circulación de la intensidad de un campo magnético a lo largo de la ĺınea cerrada

C será igual a la densidad de corriente de una superficie encerrada más un cambio de flujo del

campo eléctrico en esa misma superficie.

Ahora considere el caso donde S es una superficie cerrada. Si se hace el ĺımite para la integral de

ĺınea C entonces la integral se contrae y la integral de ĺınea desaparece, entonces las ecuaciones

(2.1) y (2.2) se convierten

d

dt

∮
S

~B · dS = 0 (2.3)

y
d

dt

∮
S

~D · dS +

∮
S

J · dS = 0 (2.4)

En la ecuación (2.3) se observa que la integral es constante. Esta integral representa la cantidad

de ĺıneas de fuerza magnética que atraviesa la superficie cerrada S en la dirección hacia el

exterior. Estas ĺıneas de fuerza magnética deben ser iguales en la salida como de entrada, por

lo tanto la constante de integración serán cero. Es decir,

∮
S

~B · dS = 0 (2.5)

La ecuación (2.4) indica que la conducción y la corriente que atraviesa una superficie cerrada

se compensan entre śı. En el caso de la integral de densidad de corriente J de la superficie, se

representa la corriente total que se encuentra encerrada en un volumen de la superficie. Śı se

tiene en cuenta el principio de conservación de la carga, entonces debe ser igual a la variación

de disminución de la carga q contenida en el volumen, es decir,

∮
S

J · dS = −dq
dt

(2.6)
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Una comparación de esta ecuación seria la ecuación (2.4) que se asigna que∮
S

~D · dS = q (2.7)

Obsérvese que las ecuaciones (2.5) y (2.7) son complementarias y que se incorporan a la idea de la

f́ısica de inseparabilidad de los polos magnéticos y de la conservación de la carga eléctrica. Estas

cuatro ecuaciones (2.1)-(2.4) que se presentaron son conocidas como la ecuaciones de Maxwell

en la forma integral, a partir de estas ecuaciones se puede obtener las ecuaciones diferenciales

de Maxwell.

2.2. Condiciones de frontera

Si el campo electromagnético existe en una región compuesta por dos medios diferentes, las

condiciones que el campo debe cumplirse en la interfaz que separa los medios, se denominan

condiciones de frontera. Estas condiciones de fronteras son útiles para determinar el compor-

tamiento que se presenta en un lado de la frontera, si se conoce el campo en el otro lado.

Obviamente estas condiciones son establecidas por el tipo de material que se encuentra en los

dos medios. Para determinar estas condiciones de frontera se deben considerar las ecuaciones

de Maxwell descritas anteriormente.

2.2.1. Inducción magnética ~B

Usualmente las condiciones de frontera, se representan entre dos medios (1 y 2) donde se dibuja

un pequeño cilindro con área finita, con una sección transversal A, que este sobre la capa de

transición (o cambio) como lo muestra la FIGURA.(2.1), si se usa la ecuación (2.5) al cilindro

y se integra sobre la superficie, se observa que la capa de transición puede hacerse tan delgada,

y śı se toma el limite d→ 0 (d es el espesor del cilindro), si se observa sola la contribución de la

superficie de los extremos, es necesario las integrales para ser consideradas, además el cilindro

puede hacerse suficientemente pequeño debido a que el campo magnético sobre la superficie de

los extremos es esencialmente uniforme (Edminister, 1994),es decir,

∮
~B · dA =

∫
~B1 · dA+

∫
B2 · dA (2.8)

Como los dos medios se aproximan, debido a que el cilindro se puede hacer tan pequeño, entonces

el área bajo la curva tenderá a cero.
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∫
~B1 · dA+

∫
B2 · dA = 0 (2.9)

por lo tanto

~B2 ·A2 + ~B1 ·A1 = (B2n −B1n) = 0 (2.10)

Figura 2.1: Representación de un pequeño cilindro de altura d que es igual al espesor de la
capa de transición, entre los dos medios constantes

Donde los sub́ındice n son componentes normales de cada medio 1 y 2, y son adoptadas para

cada medio de una forma directa, es decir,

B2n = B1n (2.11)

Las componentes normales de la inducción magnética son continuas a través de una superficie

que presenta discontinuidad Lim (1986).

2.2.2. Desplazamiento eléctrico ~D

En el caso del desplazamiento eléctrico, se utiliza la ecuación (2.7) para el cilindro de la FI-

GURA.(2.1) como se explicó anteriormente en el caso de la inducción magnética, sólo debe

considerarse la contribución de la superficie final a la integral. Entonces śı el limite del espesor

d→ 0, y la carga q esta encerrada en el cilindro, el espesor se hace tan pequeño, que esta carga

se encuentra con una capa delgada con densidad de superficie σ = q/A, entonces la ecuación

(2.7) da lugar
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∫
~D2 · dA2 +

∫
~D1 · dA1 = σA (2.12)

~D2 ·A2 + ~A1 ·A1 = σA (2.13)

Donde A es arbitrario por lo tanto,

D2n −D1n = σ (2.14)

La presencia de una carga superficial en las frontera de los dos medios causará una discontinuidad

en la componente normal del desplazamiento eléctrico. Es decir, que en el punto de la frontera se

aproximará a ser igual a la densidad de carga. Si la carga superficial es positiva, la componente

normal del vector de desplazamiento sera mayor en el medio en el que se oriente, y por ello las

componentes normales del vector ~D será continua, śı no existe ninguna carga superficial que se

presente en la frontera

2.2.3. Intensidad eléctrica ~E

Usando la ecuación (2.1), a un rectángulo dibujado normal a la frontera como se ve en la

FIGURA. (2.2)(a), donde la longitud del rectángulo es a, y el ancho del rectángulo es d (este

ancho del rectángulo se encuentra entre las dos superficies de la capa de transición). La longitud

del rectángulo a es finita aunque es arbitraria, y puede hacerse lo suficientemente pequeña para

que los vectores del campo eléctrico, no vaŕıen de forma apreciable a lo largo de la superficie.

Además como el procedimiento es limitado cuando d → 0, ha de tomarse en la capa final,

podemos despreciar la contribución de la integral de ĺınea encerrada, y deducir que,

∮
~E · da =

∫
~E2 · da2 +

∫
~E1 · da1 (2.15)

∮
~E · dA = ~E2 ·A2 + ~E1 ·A1 = (E2t − E1t) a (2.16)

Donde t es la componente tangencial de las condición de frontera de la superficie en el proceso

de limitación de d → 0, donde
∣∣∣~B∣∣∣ es previsto cerca de la frontera siendo finito, la integral de

superficie.
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∫
∂~B

∂t
· dS = Ḃnda→ 0 (2.17)

Donde n indica las componentes normales al rectángulo están dado por:

E1t = E2t (2.18)

Aśı las componentes tangenciales de ~E son continua a través del limite.

Figura 2.2: (a) Representación de un rectángulo perpendicular al ĺımite entre dos medios,
siendo la altura d igual al espesor en la capa de transición. (b) Representa un rectángulo que

es perpendicular a la superficie ĺımite con una densidad de corriente ~J

2.2.4. Intensidad magnética ~H

Usando la ecuación (2.2) al rectángulo como se ve en la FIGURA.(2.2)(b), śı la condición y el

desplazamiento de densidad de corriente cerca de la superficie limite no sé vuelve infinitamente

grande cuando d→ 0, la integral superficie toma la forma,

∫
∂ ~D

∂t
+ J · dS =

(
Ḋn + Jn

)
da (2.19)

Donde n son la componente normal al rectángulo, entonces se tiene que,

H1t = H2t (2.20)

Este es el caso el campo presenta frecuencias más bajas y corrientes con frecuencias más altas,

śı el campo se concentra cerca a la superficie del medio conductor, la integral de superficie de J

no tenderá ha cero como d→ 0.



Ecuaciones de Maxwell y Condiciones de Frontera 17

En la FIGURA.(2.2)(b), se supone que |J| esta dirigido entrando a la superficie, śı dibuja un

rectángulo normal en la frontera y se realiza la integración de ĺınea en sentido a las manecillas

de reloj, la ecuación (2.2) estará dado por

~H2 · a1 + ~H1 · a1 = (H2t −H1t) a = Jda (2.21)

si se presentan frecuencias altas, la corriente se concentrará cerca de la superficie de tal manera

que Jd→ Iα, donde Iα es finito, con d→ 0, por lo tanto

H2t −H1t = Iα (2.22)

Donde Iα mide el flujo de carga a través de una sección transversal a lo largo de la superficie,

y se conoce como la densidad de corriente.

2.3. Ecuaciones diferenciales de Maxwell

En esta sesión representaremos las ecuaciones de Maxwell en la forma diferencial, usando el

teoremas de divergencia y el teorema de Stokes.

La primera ecuación de Maxwell en la forma integral (2.1) sera representada con el teorema de

Stokes para obtener la forma diferencial de esta ecuación, es decir,

∫
∂~B

∂t
· dS = −

∫
S

~O× ~E · dS (2.23)

ya que S es arbitrario requiere que

∂~B

∂t
= −5×~E (2.24)

para la ecuación (2.2) es similar,

∂ ~D

∂t
+ J = ~O× ~H (2.25)

si aplicamos ahora el teorema de la divergencia para la ecuaciones (2.5) y (2.7) se obtiene que,

~O · ~B = 0 (2.26)

~O · ~D = ρ (2.27)
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Donde ρ es la densidad de carga del volumen.

Las últimas cuatro ecuaciones (2.24)-(2.27) son las ecuaciones de Maxwell para los campos

electromagnéticos en un medio.

Las ecuaciones de Maxwell especifican la relación entre los cuatro vectores de campo ~D, ~B,

~E, y ~H, por una parte, En otra parte, explican la relación que existe entre las cantidades

de origen, densidad de carga ρ y la densidad de corriente J. F́ısicamente la ecuaciones de

Maxwell incorporan los experimentos de la ley de Faraday y ley de Ampere en su forma general,

la inestabilidad de los polos magnéticos y la conservación de la carga eléctrica esto son los

supuestos básicos de la teoŕıa electromagnética de Maxwell (Novozhilov y Yappa, 1981), .

2.4. El Teorema de poynting

En esta sección se explicará sobre el teorema de poynting y la conservación de la enerǵıa, para

ello se usará, el producto escalar para la intensidad de campo magnético ~H y para el campo

eléctrico ~E dadas de las ecuaciones (2.24) y (2.25) entonces se obtiene,

~E · ∂
~D

∂t
+ ~H · ∂

~B

∂t
+ ~E · J = ~E · ~O× ~H− ~H · ~O× ~E− ~O ·

(
~E× ~H

)
(2.28)

Śı el medio es lineal e isotrópico, entonces

~E · ∂
~D

∂t
=

1

2

∂

∂t

(
~E · ~D

)
~H · ∂

~B

∂t
=

1

2

∂

∂t

(
~H · ~B

)
(2.29)

por lo anterior se convierte

~O ·
(
~E× ~H

)
+
∂

∂t

(
1

2
~E · ~D +

1

2
~H · ~B

)
+ ~E · J = 0 (2.30)

Ésta relación se conoce como el teorema de poynting

~P = ~E× ~H (2.31)

y P̃ es llamado el vector de poynting.
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La interpretación del teorema de poynting, se considera para el caso, donde la densidad de

corriente J = 0 en la región de interés. Śı se condirá un dieléctrico perfecto, se podrá expresar

el vector de poynting como una ecuación de continuidad,

~O ·
(
~E× ~H

)
+
∂

∂t

(
1

2
~E · ~D +

1

2
~H · ~B

)
= 0 (2.32)

Śı se considera la conservación de algunas cantidades f́ısica,se podrá integra entre un volumen

V arbitrariamente de la superficie S y aplicando el teorema de divergencia se tiene,

− d

dt

(∫
V

1

2
~E ·DdV +

∫
V

1

2
~H ·BdV

)
=

∮
~E× ~H · dS (2.33)

Las primera y segunda integrales de volumen en la parte izquierda representan la enerǵıa del

campo eléctrico y el campo magnético almacenado en el volumen V (Seely, 1984).

Maxwell fue el primero que propuso que pudiere considerar la representación de la enerǵıa del

campo eléctrico y el campo magnético en general, con esta aprobación desde este punto de vista

la parte izquierda de la ecuación (2.33) representará la tasa de disminución de la enerǵıa en

campo electromagnético contenido en el volumen V , y la parte derecha de la ecuación (2.33)

representa la tasa de velocidad con la que escapa la enerǵıa a través de la superficie limite del

volumen.

El vector de poynting ~P es interpretado como la densidad de flujo de enerǵıa, es decir, la enerǵıa

que atraviesa por unidad de área en dirección normal al flujo en unidad de tiempo.

2.5. Ecuaciones de Maxwell en la Materia

Śı se considera que la propagación electromagnética en la regiones del espacio, donde la densidad

de carga ρ y la densidad de corriente J, deben ser cero en las ecuaciones de Maxwell (2.25) y

(2.27), Esto significa que puede existir un campo electromagnético incluso en ausencia de cargas

y corrientes(Yariv y Yeh, 1984).

las ecuaciones de Maxwell de la forma diferencial son dadas por las ecuaciones (2.24)-(2.27)

donde ρ y ~J esta relacionada por las ecuaciones de continuidad.

∂ρ

∂t
+ ~O · J = 0 (2.34)
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En lugar de ρ y J , la polarización P y la magnetización M, son usualmente descritas por,

ρ = −~OP (2.35)

J =
∂P

∂t
+ ~O×M (2.36)

Donde la magnetización y polarización se describe como ~M = µoχm ~H, ~P = εoχe~E, y los

términos que acompañan χe es la susceptibilidad eléctrica y χm es la susceptibilidad magnética.

Cuando aparece un campo electromagnético esta presente en la materia, el campo eléctrico puede

perturbar el movimiento de los electrones y producir un dipolo de polarización ~P por unidad

de volumen. Del mismo modo, el campo magnético puede también inducir una magnetización

~M en el material que tiene una permeabilidad µo.

Las ecuaciones de Maxwell (2.26) y (2.27) se pueden expresar en términos de los vectores ~P y

~M de la siguiente manera, es decir,

~D = ε~E = εo~E + ~P (2.37)

~B = µ~H = µo ~H + ~M (2.38)

Por lo tanto como se menciono al comienzo las ecuaciones de Maxwell para una región del medio

se pueden escribir como

~O · ~B = 0; ~O · ~D = 0; (2.39)

~O× ~E =
∂ ~H

∂t
; ~O× ~H = −∂

~D

∂t
(2.40)

Las ecuaciones (2.39) y (2.40) son las ecuaciones de Maxwell en la materia.



Caṕıtulo 3

Ondas Electromagnéticas

En esté caṕıtulo se dará una breve descripción del comportamiento de las ondas electromagnéti-

cas unidimensionales que se propagan en un medio en forma lineal. Aśı mismo se explicara el

comportamiento de las ondas tridimensionales. También se dará una explicación de las ondas

electromagnéticas que pasan a través del ĺımite entre dos medios diferentes presentando aśı

reflexión y refracción, y por consiguiente generando cambio de dirección, fase e intensidad que

puede ser derivado de las condiciones de contorno que gobiernan el cambio de vector de campo

asociado.

3.1. Ondas en una dimensión

Una onda, es una perturbación de un medio continuo que se propaga de forma fija con velocidad

constante, desde el punto en que se produjo hacia el medio que rodea ese punto. Estas ondas son

conicidad como ondas mecánicas (todas menos las electromagnéticas) que requieren un medio

elástico para propagarse. Este medio elástico se deforma y se recupera vibrando al paso de la

onda.

Empecemos estudiando el caso más simple de una onda al propagarse a lo largo de una sola

dirección, imaǵınense que en la cuerda se propaga una onda con velocidad constante, como lo

muestra la FIGURA.(3.1), donde se observa que la primera onda dibujada esta a un instante

t = 0, y después de un tiempo posterior, la onda estará a un tiempo t, simplemente lo que ocurre

es un desplazamiento a la derecha, por una cantidad vt, donde v es la velocidad. Posiblemente

la onda se generó por agitación (o vibración) por los extremos del frente de onda.

21
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La función f(z, t) representa el desplazamiento de la cuerda en el plano z en un tiempo t. Por

consiguiente, śı se compara las onda con el plano de referencia O′f ′z′, que coincide con Ofz

para t = 0. Śı la onda no se mueve con velocidad v, se observará una onda a lo largo de O, z

y el perfil de la onda no cambiará con el tiempo en el nuevo marco de referencia (Nussenzveig,

1933). y estará dado por,

f ′(z′, t) = f ′(z′, 0) = f(z′) (3.1)

en una función de z′.

Figura 3.1: Representación de una onda en una dimensión

La relación entre las dos coordenadas de referencia esta dado por la transformación de Galileo

z′ = z − vt, f ′ = f (3.2)

de manera que el punto de referencia inicial es,

f(z, t) = f(z − vt) (3.3)

Aqúı, se describe una onda progresiva que se propaga hacia la derecha con velocidad v, es im-

portante comprender bien el significado de la ecuación (3.3). Aqúı f , es función de dos variables

que son, z y t, que no sólo depende de estas variables a través de z′ = z − vt.

La ecuación (3.3) implica que f (z, t) = f (z +4z, t+4t) para 4z = v4 t, el perfil de la onda

en un instantes estará dado por t + 4t y el perfil de cambio en el tiempo estará dado por t

desde una cierta distancia 4z = v4 t a la derecha.

De igual manera se puede describir, una onda que se propaga a la izquierda de la siguiente

manera,

f(z, t) = g(z + vt) (3.4)
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En esta expresión, g representa una función arbitraria del argumento z′ = z+ vt que representa

la onda en un instante dado.

En una cuerda se puede tener ondas propagándose sólo en una dirección (derecha ó izquierda),

como las ondas no llegan a los extremos de la cuerda, la dirección y la onda reflejada en general,

pueden formar otra onda progresiva en la dirección opuesta. Śı la cuerda es infinita, la onda se

propaga al mismo tiempo en ambas direcciones a la derecha e izquierda, se podrá escribir como:

f(z, t) = f(z − vt) + g(z + vt) (3.5)

Solamente existirá una dirección durante un periodos de tiempo apreciables en una curda sufi-

cientemente larga. Este es el caso una cuerda infinita.

3.1.1. Ecuación de ondas unidimensionales

Considérese ahora la ecuación (3.3) donde una onda se propaga hacia la derecha

f (z, t) = f ′
(
z′
)
, z′ = z − vt (3.6)

Para asociar la ecuación de movimiento con la propagación de onda, se debe calcular la acele-

ración en un punto z. La velocidad y la aceleración de z, se obtienen fijando z y derivando con

respecto al tiempo, esto corresponde a tomar las derivadas parciales.

v =
∂ (f (z, t))

∂t
(3.7)

y la aceleración es dada por:

a =
∂2f (z, t)

∂t2
(3.8)

La ecuación (3.6) muestra que f depende del tiempo t a través de la variable z′ = z − vt. Aqúı

las derivadas se calculan con la regla de la cadena

∂f

∂t
=

df ′

dz′
∂z′

∂t
= −df ′

dz′
(3.9)

Donde ∂z′

∂t = ∂
∂t (z − vt) = −v, entonces se obtiene que,
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∂2f

∂t2
= −v ∂

∂t

(
df ′

dz′

)
= −v d

dz′

(
df ′

dz′

)
∂z′

∂t︸︷︷︸
−v

(3.10)

Śı se tiene que ∂z′

∂z = ∂
∂z (z − vt) = 1 obtenemos la siguiente expresión

∂f

∂z
=

df ′

dx′
∂z′

∂z
=

df ′

dz′

{
∂2f

∂z2
=

d2f

dz′2
∂z′

∂z
=

d2f

dz′2
(3.11)

Y comparando las ecuaciones (3.10) y (3.11) se observa que f (z, t) satisface la ecuación

1

v2
∂2f

∂t2
− ∂2f

∂z2
= 0 (3.12)

La ecuación (3.12) es llamada ecuación de onda unidimensional y es una ecuación fundamental

en f́ısica. (Nussenzveig, 1933)

3.1.2. Ondas sinusoidales

La representación de una onda sinusoidal esta dada por,

f (z, t) = A cos (k (z − vt) + δ) (3.13)

śı se observa esta función en un instante t = 0, como lo muestra la FIGURA.(3.2).

Figura 3.2: Representación de una onda sinusoidal

Se puede observar que A, representa la amplitud de la onda, el coseno, es el argumento de la

fase en la onda y δ, es la constante de fase donde se puede tomar cualquier múltiplo de 2π. Śı

vaŕıa la función f(z, t) se puede tomar un rango entre 0 ≤ δ < 2π. Śı la fase es cero, entonces es

llamada, un máximo central. Aqúı k, corresponde al número de onda que esta relacionado con
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la longitud de onda (λ),

λ =
2π

k
(3.14)

Obsérvese que cuando transcurre un tiempo t, el tren de onda se propaga hacia la derecha a

una velocidad v en cualquier punto de z, la onda realizará una vibración hacia arriaba y hacia

bajo completando un ciclo completo en un punto de z, esto se conoce como un peŕıodo (T ) y

esta dado por,

T =
2π

kv
(3.15)

Donde ν es la frecuencia, que esta dado por el número de oscilaciones por unidad de tiempo.

ν =
1

T
=
kv

2π
=
v

λ
(3.16)

Por conveniencia es mejor expresar la frecuencia en términos de la frecuencia angular ω (para

estos caso, debido a que se trabaja en radianes por unidad de tiempo).

ω = 2πν (3.17)

Por lo tanto, la ecuación (3.13) es mejor escribirla en términos de ω en vez de ν

f(z, t) = A cos (kz − ωt+ δ) (3.18)

Śı la onda viaja a la izquierda, la representación de la ecuación (3.18), sólo cambiaŕıa los signos

del número de onda k y la fase δ, decir,

f(z, t) = A cos (kz + ωt− δ) (3.19)

El signo de la constante de fase es elegido por la convención z = vt− δ/k donde δ/k representa

la distancia de la onda retrasa, esto se significa, que existe un cambio de dirección de la onda,

como se observa en la figura (3.3). (Griffiths, 2013)
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Figura 3.3: Representación de una onda sinusoidal viajando a la izquierda

Ahora bien, śı la onda sinusoidal de la ecuación (3.19) se expresa en terminos de la fórmula de

Euler eiθ = cos (θ) + i sin (θ), entonces f(x, t) estará da aśı;

f (x, t) = Re
[
Aei(k·z−ωt+δ)

]
(3.20)

Donde Re, es la parte real del número complejo, la función de onda compleja es,

f̃ (x, t) = Ãei(k·z−ωt) (3.21)

Ã = Aeiδ es la amplitud compleja. La ecuación (3.21) es la representación convencional usa

a la hora de trabajar con ondas sinusoidales, debido a que éste tipo de ondas sinusoidales,

permiten satisfacer las bien conocidas ondas planas monocromáticas y su formalismo de función

compleja, permitiendo simplificar la notación de los campos electromagnéticos en las ondas

planas (Griffiths, 2013).

3.1.3. Ecuación de onda

Anteriormente, se trabajo sobre la ondas unidimensional, ahora se constituirá un conjunto de

ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden, basadas en las ecuaciones de Maxwell (2.40),

descritas en el capitulo 2. Para este caso nos limitaremos a una región donde la densidad de

carga ρ y la densidad de corriente J desaparece, y ε y µ son escalares.

Śı se usando la relación de la ecuación (2.38) para B̃ en la ecuación (2.40), y se divide ambos

lados por µ y aplicando el operador rotacional, se obtiene,

~O×
(

1

µ
~O× ~E

)
+
∂

∂t
~O× ~H = 0 (3.22)
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Śı se deriva la ecuación (2.25) con respecto al tiempo, y se combina con la ecuación (3.22) se

obtiene:

~O×
(

1

µ
~O× ~E

)
+ ε

∂2~E

∂t
= 0 (3.23)

Y empleando las identidades de vectores

~O×
(

1

µ
~O× ~E

)
=

1

µ
~O×

(
~O× ~E

)
+

(
~O

1

µ

)
×
(
~O× ~E

)
(3.24)

y

~O×
(
~O× ~E

)
= ~O

(
~O · ~E

)
− ~O2~E (3.25)

La ecuación (3.25) se convierte en

~O2~E− µε∂
2~E

∂t2
−
(
~Olnµ

)
×
(
~O× ~E

)
− ~O

(
~O · ~E

)
= 0 (3.26)

Sustituyendo ~D en la ecuación (2.37) entre la ecuación (3.27) y aplicando la identidad de vectores

se tiene,

~O ·
(
ε~E
)

= ε~O · ~E + ·~E · ~Oε (3.27)

Aśı mismo, se obtiene para la ecuación (3.26)

~O2E− µε∂
2 ~E

∂t2
+
(
~Olnµ

)
×
(
~O× ~E

)
+ ~O

(
~E · ~Oln ε

)
= 0 (3.28)

Estas son las ecuaciones de onda, para los vectores del campo eléctrico y campo magnético, que

se puede obtener de forma similar y se representa por

~O2H− µε∂
2 ~E

∂t2
+
(
~Olnε

)
×
(
~O× ~H

)
+ ~O

(
~H · ~Oln µ

)
= 0 (3.29)

Dentro de un medio homogéneo e isotrópico, el gradiente del logaritmo de ε y µ desaparece,y

las ecuaciones de onda (3.28) y (3.29) reduce a:
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~O2~E− µε∂
2~E

∂t2
= 0 ~O2 ~H− µε∂

2 ~H

∂t2
= 0 (3.30)

Obsérvese que la ecuación (3.30) es la misma que la ecuación (3.12) donde ∂2f
∂t2

es remplaza-

do por ~O2f estas ecuaciones implican que el espacio se apoya en la propagación de la onda

electromagnética, que viaja en presencia de la velocidad de la luz c

3.1.4. Reflexión y refracción de ondas planas

Śı una onda electromagnética pasa a través del ĺımite entre dos medios diferentes, ocurre dos

fenómenos ópticos que son la reflexión y la refracción, presentando cambio en la dirección, en la

fase y la en intensidad, estos fenómenos, puede ser derivado de las condiciones de frontera que

regulan el cambio de los vectores asociados al campo.

La reflexión y la refracción de una onda plana en una interfaz entre dos medios diferente con

propiedades dieléctricas, presentará una subdivisión de dos ondas al propagarse por estos dos

medios, estas dos ondas son conocidas como ondas de reflexión y transmisión, como se observa

en la FIGURA.(3.4). Cuando la onda incidente golpea dicha interfaz en el limite entre los dos

medios, se dará origen a estas dos ondas, la primera onda (reflexión) se propaga por el medio 1

y la segunda onda (transmisión) se propaga por el medio 2.

La presencia de estas dos ondas, es debido las condiciones que presentan los vectores campo

asociados. Estas ondas vaŕıan de forma sinusoidal y pueden ser representada por una función

vectorial arbitraria ~E = Eei(ωt−
~k·r)

La representación de la amplitud de la onda plana incidente sera Eie
i(ωt−~ki·r) con frecuencia ω

y vector de propagación será ~ki. Entonces las amplitudes de las ondas planas de la reflexión y la

transmisión se denotarán de igual manera, Ere
i(ωt−~kr·r) y Ete

i(ωt−~kt·r) con su respectivo vector

de propagación ~kr y ~kt, estas tres amplitudes deben satisfacer las condiciones de frontera en las

interfaz cuando z = 0. Además todos los exponentes, que participan deben ser iguales. es decir

que es necesario que,

(
~ki · r

)
z=0

=
(
~kr · r

)
z=0

=
(
~kr · t

)
z=0

(3.31)

La ecuación (3.31), siempre debe satisfacer las condiciones de frontera, además existe un ı́ndice

de refracción (n), respectivamente para cada uno de los medios 1 y 2.
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Figura 3.4: Reflexión y refracción de una onda plana entre dos medios dieléctricos

Entonces los números de ondas tendrán magnitudes es decir,

|ki| = |kr| =
ω

c
n1, |kt| =

ω

c
n2 (3.32)

Las ecuaciones (3.31) y (3.32) representan las propiedades de la reflexión y refacción. y la

ecuación (3.31), se presenta los tres vectores de onda ~ki,~kr, y ~kt que son colineal (se sitúan en

la misma dirección) a la normal del plano de incidencia.

θi, θr y θt, son los ángulos de incidencia, refracción y reflexión medida desde la normal (FIGU-

RA.(3.4)), y mantienen la siguiente relación:

n1 sin θi = n1 sin θr = n2 sin θt (3.33)

Esto implica que el ángulo de reflexión, sea igual, al ángulo de incidencia (θr = θi) que es

conocido como la ley de Snell.

sin θi
sin θt

=
n2
n1

(3.34)

En la ley de Snell, se involucra cualquier condición de frontera que dependen de la naturaleza

espećıfica de la propagación de la onda, donde se espera que esta ley obedezca a la misma óptica

cuando se pasa de un medio a otro.
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Cuando una onda electromagnética (OE) se propaga de un medio a otro, se puede presentar

dos orientaciones diferentes debido al campo eléctrico cuando incide entre dos medios. La pri-

mera orientación se conoce como polarización tipo s (o onda transversal eléctrica) y la segunda

polarización se conoce como polarización tipo p (o onda transversal eléctrica). Para el caso de

la polarización de la onda tipo s, la polarización el campo eléctrico sera perpendicular al plano

de incidencia y paralela a la interfaz. Para el caso de la polarización de la onda tipo p, la pola-

rización del campo eléctrico sera paralela al plano de incidencia y perpendicular a la interfaz.

A continuación se explicara más detalladamente.

3.1.5. Reflexión y transmisión de onda tipo s (onda transversal eléctrica)

La onda tipo s también se conoce como onda transversal eléctrica, debido a que el vector de

campo eléctrico ~E, es transversal al plano de incidencia como se ve en la FIGURA.(3.5). Entonces

se considera que la reflexión y la refracción esta dada para una onda tipo s. En la FIGURA.(3.5)

se observa que todos los vectores del campo eléctrico son perpendiculares al plano de incidencia

y todos los vectores del campo magnético van en la dirección positiva a la interfaz, En esta

interfaz existe una continuidad para Ey y Hz en la interfaces cuando x = 0. es decir que, (Yariv

y Yeh, 1984)

Figura 3.5: Reflexión y refracción de una ondas tipo s (TE)

E1s + E′1s = E2s + E′2s (3.35)

√
ε1
µ1

(
E1s − E′1s

)
cos θ1 =

√
ε2
µ2

(
E2s − E′2s

)
cos θ2 (3.36)
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Los dos ángulos θ1 y θ2 que se presentan en la ecuación (3.36), corresponden a los ángulos de

los vectores de onda ~k1 y ~k2, respectivamente, con respecto a la normal de la interfaz. Estas

dos ecuaciones (3.35)-(3.36), se pueden escribir como una matriz dinámica respectivamente, es

decir:

Ds (1)

(
E1s

E′1s

)
= Ds (2)

(
E2s

E′2s

)
(3.37)

Donde

Ds (i) =

 1 1√
εi
µi

cos θi
√

εi
µi

cos θi

 i = 1, 2 (3.38)

Esta ecuación (3.38) es una matriz dinámica dada para la onda tipo s para los medios i (i = 1, 2).

Cuando la luz incide para el medio 1, los coeficientes de reflexión y transmisión se dan para una

sola interfaz entonces se tiene:

rs =

(
E′1s
E1s

)
E′2s=0

; ts =

(
E2s

E1s

)
E′2s=0

(3.39)

Los sub́ındices E′2s = 0, indica que sólo la onda transmitida E2s existe en el medio 2 porque la

onda incidente aparece desde el medio 1. La definición de la ecuación (3.39) y las condiciones

de la ecuaciones (3.35) y (3.36) se obtiene

rs =
n1 cos θ1 − n2 cos θ2
n1 cos θ1 + n2 cos θ2

(3.40)

ts =
2n1 cos θ1

n1 cos θ1 + n2 cos θ2
(3.41)

Donde se asume que µ2 = µ1 y los términos n1 y n2 son los ı́ndices de refracción para los dos

medios
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3.1.6. Reflexión y transmisión de ondas tipo p (ondas transversales magnéti-

cas)

Las ondas tipo p son conocidas como ondas transversales magnéticas debido a que el vector de

campo magnético ~H es perpendicular a el plano de incidencia como se observa en la FIGU-

RA.(3.6). Entonces se considera que la reflexión y la refracción es de una onda tipo p.

En la FIGURA.(3.6) se observa que todos los vectores de campo eléctrico están en el plano de

incidencia y los vectores de campo magnético van positivo en la dirección de la propagación, En

esta interfaz existe una continuidad para Ez y Hy, es decir,

(
E1p + E′1p

)
cos θ1 =

(
E2p + E′2p

)
cos θ2 (3.42)

√
ε1
µ1

(
E1p + E′1p

)
cos θ1 =

√
ε2
µ2

(
E2p − E′2p

)
cos θ2 (3.43)

Nuevamente se puede construir estas dos ecuaciones como una matriz dinámica

Ds (1)

(
E1p

E′1p

)
= Ds (2)

(
E2p

E′2p

)
(3.44)

Donde

Dp (i) =

cos θi cos θi√
εi
µi
−
√

εi
µi

 i = 1, 2 (3.45)

La ecuación (3.45) es conocida como la matriz dinámica de la onda tipo p para el medio i

(i = 1, 2). Si la luz incide en el medio 1, los coeficientes de reflexión y transmisión para la onda

tipo p se darán para una sola interfaz, y se representan de la siguiente manera

rs =

(
E′1p
E1p

)
E′2p=0

; tp =

(
E2s

E2p

)
E′1p=0

(3.46)
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Figura 3.6: Reflexión y refracción de una ondas p (TM)

El sub́ındice E′2p=0 indica que sólo la onda de transmisión E2p existe en el medio 2 porque la

onda tipo p de incidencia aparece para el medio 1. A partir de la ecuaciones (3.46) ,(3.42) y

(3.43) se obtiene

rp =
n1 cos θ2 − n2 cos θ1
n1 cos θ2 + n2 cos θ1

(3.47)

ts =
2n1 cos θ1

n1 cos θ2 + n2 cos θ1
(3.48)

Donde se asume que µ2 = µ1. y las ecuaciones (3.40),(3.41), (3.47) y (3.48) son conocidas como

Las fórmulas de Fresnel de los coeficientes de reflexión y transmisión obtenido para cada

uno de los medios independientes (Yariv y Yeh, 1984).



Caṕıtulo 4

Propagación de ondas

electromagnética en en medios

isotrópicos

En éste caṕıtulo se estudiará el comportamiento de las ondas electromagnéticas que viajan en

medios isotrópicos donde la respuesta óptica de las ondas electromagnéticas en dicho medio es

independiente de la dirección de propagación de la luz. En estos medios isotrópicos, la constante

de proporcionalidad son independiente de la dirección del campo eléctrico. En éste caso, el tensor

dieléctrico se reduce a un múltiplo de la matriz unidad, y la susceptibilidad se convierte en una

cantidad escalar, es decir, la diagonal del tensor dieléctrico sera igual a 1. En consecuencia de

ello también se busca dar una interpretación de los posibles estados de polarización de la luz

(lineal, circular y eĺıptica) y se dará una interpretación de los vectores de Jones.

4.1. Propagación de ondas electromagnéticas en medios isotrópi-

cos

Cuando una onda electromagnética se propaga en un medio isotrópico, presenta siempre el

mismo comportamiento independientemente de la dirección de propagación. Esto en general,

implica que no existe una dirección establecida dentro de un medio. Śı este es el caso de que

llegará a existir una dirección establecida dentro de un medio, es porque existe algún campos ex-

ternos aplicados. Śı esto ocurre, implicaŕıa, que la onda electromagnética no presentará el mismo

comportamiento independiente al propagarse en el medio, sino que dependerá de una dirección

34
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única de propagación . Es decir, el medio isotrópico se convierte en un medio anisotrópico, śı

existe tal presencia de un campo externo.

Los medios isotrópico en su mayoŕıa son aquellos en los que el ı́ndice de refracción (n) son

constante para cualquier dirección de transmisión de la luz a través de medio ( presenta un

único ı́ndice de refracción n). Y son denominados medios isotrópicos los materiales amorfos

(vidrios, ĺıquidos y gases) o los sólidos cristalinos que tengan simetŕıa cúbica.

Ahora bien analicemos el comportamiento de los vectores asociados que presentan estos mate-

riales isotrópicos. En los medios isotrópicos el vector de desplazamiento eléctrico ~D y su campo

eléctrico asociado ~E son paralelos, es decir,

~D = εoεr~E = εo(1 + χ)~E = ε~E (4.1)

Esto es equivale a decir, que la polarización es inducida por los campos que son paralelos de tal

manera que P̃ se puede representar de la siguiente manera,

~P = εoχ~E; (4.2)

Si χ es independiente del campo eléctrico aplicado, se dice que es el material esta electrimente

lineal, y la cantidad χ es adimensional y se denomina susceptibilidad eléctrica del medio; el

producto (1 + χ)~Eεo = εoεr es la permitividad eléctrica y se denota como ε y εr se denomina

permitividad relativa del medio. Bajo estas consideraciones se puede tomar la expresión de la

ecuación (4.1). Se dice que si el medio es isotrópico ε es un escalar.

Para el caso donde ε se considere como un tensor la representación para un medio isotrópico se

dará aśı

ε̃ =


εx 0 0

0 εy 0

0 0 εz

 (4.3)

Donde εx = εy = εz.

Para el caso materiales no magnéticos y transparentes, este tensor sera real y simétrico ε̃ij = ε̃ji,

y la magnitud de estos nueve elementos dependerán relativamente del material. Debido a su

natural real y simétrico, siempre es posible encontrar tres ejes mutuamente ortogonales de tal
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manera que los elementos fuera de la diagonal desaparecen como el caso de cristales con simetŕıa

cubica que es isotrópico que se representan con la ecuación (4.3)

4.2. Polarización de la Luz

En esta sesión estudiaremos las diferentes polarizaciones que presentan para la luz. Sabemos que

la luz es una onda electromágnetica que se propaga en la dirección perpendicular al plano de

oscilación del campo eléctrico y magnético. Y hablamos de polarización cuando la oscilación de

este campo eléctrico vibra con cierto orden, de manera general podremos hablar de polarización

lineal, circular y eĺıptica. Śı hablamos de luz polarizada nos referimos a esta propiedad de la

vibración del campo eléctrico de una determinada forma, la luz natural normalmente no está

polarizada, lo que quiere decir la luz natural no tiene un patrón claro de oscilación, en todos los

haces de luz hay parte de luz que estará polarizada y parte que no lo estará, pero hay diversas

forma de polarizar la luz. Por ejemplo, solo con reflejar la luz en una superficie se produce una

polarización lineal perpendicular a la superficie reflejada, es más, hay cierto ángulo (ángulo de

Brewster) en el que toda la luz estará polarizada. A continuación explicaremos las tres clases

de polarizaciones que la luz

4.2.1. Polarización Lineal

Se dice que una onda electromagnética polarizada linealmente, śı el vector del campo eléctrico

vibra en una dirección constante en el plano. Esto se debe a que las dos componentes de la

oscilación están en fase (δ = 0 ó δ = −π), en este caso, el vector de campo eléctrico vibra

sinusoidalmente a lo largo de una constante, que esta en dirección al plano xy, y esta definida

por la relación de las dos componente,

Ey
Ex

=
Ey
Ex

o − Ey
Ex

(4.4)

Aqúı las amplitudes son independientes Ex, Ey, y el vector de campo eléctrico de luz polarizada

linealmente puede vibrar a lo largo de cualquier dirección en el plano xy. Śı el vector del campo

eléctrico esta en un punto fijó en el tiempo (es decir, t = 0), se puede entonces expresar las

componentes del vector de campo eléctrico como (Yariv y Yeh, 1984),aśı,

~Ex = Ex cos (−kz + δx)

~Ey = Ey cos (−kz + δy)
(4.5)
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como δ = δy − δx = 0 o π. Lo que indica que la curva sinusoidal trazada por las componentes

en el espacio están encerrada en un plano definido por la ecuación (4.5) donde las vibración del

vector del campo eléctrico ~E se encuentran sobre ese mismo plano. Por lo tanto, el haz de luz

se dice, que esta en el plano polarizado, esto se conoce como polarización lineal

4.2.2. Polarización Circular

Para el caso de la polarización circular, se dice que un haz de luz está circularmente polarizado,

śı el vector del campo eléctrico experimenta una rotación uniforme en el plano xy. Esto se

evidencia cuando la amplitudes Ex = Ey y la fases se establecen aśı,

δ = δy − δx = 0± π

2
(4.6)

Obsérvese que śı el haz de luz esta polarizado circularmente a la derecha cuando δ = −π
2 , la

rotación corresponderá al sentido de las agujas del reloj del vector de campo eléctrico ~E en el

plano xy y śı el haz de luz esta polarizado circularmente a la izquierda la fase será δ = π
2 que

corresponde a una rotación en sentido horario del vector de campo eléctrico ~E en el plano xy

(Yariv y Yeh, 1984).

En otras palabras, cuando el vector de campo eléctrico de una luz circularmente polarizada

se descompone en dos componentes mutuamente perpendiculares, las amplitudes son siempre

iguales y el desplazamiento de fase es siempre ±π
2 , como se observa en la figura (4.1)

Figura 4.1: Polarización Circular
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4.2.3. Polarización Eĺıptica

Śı un haz de luz está eĺıpticamente polarizado la curva trazada por el punto final del vector

de campo eléctrico ~E, es una elipse (en el plano xy). Este es el caso más general de una luz

polarizada. Ambos estados de polarización lineal y estados de polarización circular son casos

especiales de estados de polarización eĺıptica. imaǵınese un punto dado del espacio (z = 0),

usando la ecuación (4.5) que permite una representación paramétrica de una elipse trazada por

los punto final del vector del campo eléctrico (Yariv y Yeh, 1984). La ecuación de la elipse se

obtiene eliminando ωt en la ecuación (4.5) y realizando un poco de álgebra se obtiene

(
Ex
Ex

)2

+

(
Ey
Ey

)2

− 2
cos δ

ExEy
ExEy = sin2 δ (4.7)

esta ecuación (4.7), es una ecuación cónica, está cónica es confinada en una región rectangular

con lados paralelos a los ejes de coordenadas y cuyas longitudes son 2Ex, 2Ey. y por lo tanto, la

curva es una elipse. De esta manera encontramos los estados de polarización de la luz eĺıptica

(Yariv y Yeh, 1984). Para entender mucho mejor los estados de polarización eĺıptica obsérvese

que las orientaciones de la elipse están relacionadas con los ejes de coordenadas, es decir, la

forma y el sentido de revolución del vector de campo eléctrico ~E. En general, los ejes principales

de la elipse no están en las direcciones x y y. Pero usualmente una transformación del sistema

de coordenadas, se puede diagonalizadar la ecuación (4.7). Ahora consideremos x′ y y′ un nuevo

conjunto de ejes de coordenadas a lo largo de los ejes principales de la elipse (Yeh, 2005).

Entonces la ecuación de la elipse de estas nuevas coordenadas será,

(
Ex
a

)2

+

(
Ey
b

)2

= 1 (4.8)

Donde a y b son la longitud y los semiejes de los ejes principales de la elipse y Ex′ y Ey′ son las

componentes del vector del campo eléctrico ~E en esta coordenada del sistema principal.

Donde θ es el ángulo entre el eje x′ y x. Entonces la longitud de los ejes principales está dada

por

a2 = E2
x cos2 θ + E2

y sin2 θ + 2AxEy cos δ cos θ sin θ

b2 = E2
x sin2 θ + E2

y cos2 θ + 2AxEy cos δ cos θ sin θ
(4.9)

El ángulo θ puede expresare en términos de Ex, Ey y cos δ como
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tan 2θ =
2ExEy
E2
x − E2

y

cos δ (4.10)

Es importan observar que θ + π
2 es la solución. Śı θ es una solución de ecuación, entonces

el sentido de la polarización eĺıptica estará determinado por el signo del sin δ. La elipticidad,

se definirá mediante el coeficiente e, que es la relación de los ejes menores y mayores de la

polarización de la elipse (Yariv y Yeh, 1984), es decir,

e = ±a
b

(4.11)

Śı el signo dado para e, es positivo la rotación del vector del campo eléctrico será a la izquierda

y si el signo es negativa la rotación del campo eléctrico será a la derecha como se muestra en la

FIGURA.(4.2).

Figura 4.2: Polarización eĺıptica

4.3. Representación de los vectores de Jones

Cuando se determina un estado de polarización de un haz de luz se puede describir en términos

de las amplitudes y los ángulos de fase de las componentes x y y del vector de campo eléctrico.

De hecho, toda la información sobre el estado de polarización de una onda está contenida en

la amplitud compleja E de la onda plana (véase la sección 4.2-3) (Yeh, 2005). Por lo tanto, un

número complejo χ esta definido como

χ = eiδ tanψ =
Ex
Ey

ei(δy−δx) (4.12)
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El ángulo ψ se define entre 0 y π/2, una descripción completa de la polarización de la elipse,

incluye la orientación, el sentido de la revolución y la elipticidad (véase la ecuación (4.11)) y

puede estar expresado en termino δ y ψ. Es decir, que mientras que los estados de polarización

eĺıpticas al lado izquierdo están en la mitad superior del plano. El origen corresponde a un

estado de polarización lineal con direcciones paralelas a las oscilaciones en el eje x. Aśı, que en

el plano complejo representa un estado de polarización único, y cada punto en el eje x representa

un estado polarizado linealmente con ángulos azimutales con diferentes oscilaciones. Es decir,

que sólo dos puntos corresponden a la polarización circular (0± 1). Y el resto de los puntos

del plano complejo corresponde a un estado de polarización eĺıptico (Yariv y Yeh, 1984) (Yeh,

2005).

El ángulo de inclinación φ y el ángulo de eĺıpticidad θ
(
θ ≡ tan−1 e

)
de la polarización de la

elipse corresponden a un número complejo dado por χ (Zvezdin y Kotov, 1997). Es decir,

tan 2φ =
2Re |χ|
1− |χ|2

= tan 2ψ cos δ (4.13)

y

sin 2θ =
2Im |χ|
1− |χ|2

= − sin 2ψ sin δ (4.14)

En el caso prácticamente importante donde |χ| � 1, las ecuaciones (4.13) y (4.14) se deduce

que,

φ ≈ Reχ θ ≈ Imχ (4.15)

Vectores de Jones

La utilización de la representación de los vectores de Jones, es muy conveniente para describir el

estado de polarización de una onda plana. Dada de la ecuación (3.21) que se expresa en términos

de las amplitudes complejas (Vernon y Huggins, 1980),(Jones, 1941)

Ψ =

(
Exe

iδx

Eye
iδy

)
(4.16)
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Obsérvese que el vector de Jones, es un vector complejo Ψ no es, un vector en el espacio f́ısico

real, sino que es un vector en un espacio matemático abstracto. Donde se puede obtener la

componente x real del campo eléctrico, realizando la operación

Ex (t) = Re
[
Ψxe

iωt
]

= Re
[
Exe

i(ω+δxt)
]

(4.17)

El vector Jones contiene información completa sobre las amplitudes y las fases de los compo-

nentes del vector de campo eléctrico. Especifica aśı la polarización de la onda única. Si sólo

nos interesa el estado de polarización de la onda, y es conveniente utilizar, el vector de Jones

normalizado que satisface estas condición. (Jones, 1941).

Ψ∗ ·Ψ = 1 (4.18)

Donde asterisco (∗) denota la conjugación compleja del vector.

Śı un haz de luz polarizada linealmente con el vector de campo eléctrico oscila a lo largo de una

dirección dada, puede ser representado por los vectores de Jones de la siguiente manera,

(
cosψ

sinψ

)
(4.19)

Donde ψ es el ángulo acimutal de la dirección de la oscilación con respecto al eje x, donde

el estado de polarización es ortogonal al estado representado por la ecuación (4.19) puede ser

obtenido por las substitución de ψ por ψ+ 1
2π conduciendo a la representación de un vector de

Jones

(
− sinψ

cosψ

)
(4.20)

Un caso especial, es cuando ψ = 0, representa ondas linealmente polarizadas el vector de campo

eléctrico oscilara a lo largo de los ejes de las coordenadas x y y y los vectores de Jones estarán

dados por:

x =

(
1

0

)
y =

(
0

1

)
(4.21)



Propagación de ondas electromagnética en en medios isotrópicos 42

Los vectores Jones para las ondas de luz polarizadas circularmente a derecha e izquierda son

dada por:

D =
1√
2

(
1

−i

)
I =

1√
2

(
1

i

)
(4.22)

Estos dos estados de polarizaciones circulares son mutuamente ortogonales en el sentido de que

D∗ · I = 0 (4.23)

Debido a que el vector de Jones, es una matriz de columna de rango 2, donde para cualquier

par de vectores de Jones ortogonales deben usar una base del espacio matemático extendido

por todos los vectores de Jones. Es decir, que los estados de polarización se puede representar

como una superposición de dos estados de polarización mutuamente ortogonales con respecto a

los ejes x y y, o dicho de otra manera por D y I, donde se permite representar la polarización

lineal básica con respecto a los ejes x y y y los dos estados de polarización circular D y I (Yariv

y Yeh, 1984), esta relaciones se describe como,

D =
1√
2

(x− iy) (4.24)

I =
1√
2

(x− iy) (4.25)

x =
1√
2

(D + I) (4.26)

y =
i√
2

(D− I) (4.27)

Śı se considera que los estados de polarización circular consisten en oscilaciones lineales a lo

largo de los ejes x y y en direcciones de igual amplitud 1√
2

pero con una diferencia de fase 1
2π

entonces los estados de polarización lineal puede ser visto como una superposición de dos estados

de polarización circular detectados de manera opuesta (Yeh, 2005).Y el estado de polarización

eĺıptica estará representado por los vectores de Jones de la siguiente manera
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Ψ (ψ, δ) =

(
cosψ

eiδ sinψ

)
(4.28)

Este vector Jones representa el mismo estado de polarización para el número complejo χ =

eiδ tanψ, que permite representar los estados de polarización descrito en la FIGURA.(4.3)

Figura 4.3: Estado de polarización de la luz con su debida representación de los vector de Jones:
(a,b) polarización lineal (c,d) polarización circular a derecha e izquierda y (e,f) polarización

eĺıptica a derecha e izquierda



Caṕıtulo 5

Propagación de Ondas

Electromagnética en Medios

Anisotrópicos

En este caṕıtulo se estudiará la teoŕıa correspondiente a la propagación de ondas electromagnéti-

cas en la materia, con especial atención en los materiales que presentan una respuesta óptica

dependiente de la dirección de propagación de la luz, estos medios se conocen como medios

anisotrópicos y están descritos por el tensor dieléctrico. Algunos medios que presentan este

comportamiento anisotrópico corresponde la categoŕıa de los fenómenos ópticos como la birre-

frigencia, el dicróısmo y los MOEs.

5.1. Tensor dieléctrico para medios anisotrópicos

Los medio anisotrópicos tienen la caracteŕıstica de presentar una variación en los ı́ndices de

refracción, debido a que onda electromagnética no viaja con las misma velocidad dentro del

material. Es decir, que no se considerá que la onda electromagnética, tenga la misma dirección

de propagación dentro de un material, sino que vaŕıa. Cuando la onda electromagnética se

propaga en estos medios anisotrópicos, La manera de comprender la orientación de la onda

electromagnética cuando viaja en estos medios es a través de un tensor. Este tensor se conoce

como tensor dieléctrico ε̃ij que unen el vector de desplazamiento ~D y el vector de campo eléctrico

~E, en caso de los medios isotrópicos se hab́ıa considerado que ~D y ~E eran paralelos pero este

44
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no es el caso para los medios anisotrópicos aqúı ~D y ~E, ya no son necesariamente paralelos y

por lo tanto la representación de ~D, aśı,

~Di = ε̃ij ~Ej (5.1)

Donde ε̃ij es un tensor y no un escalar como ocurre en los medios isotrópicos y representa por:

ε̃ij =


εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

 ; (5.2)

En la ecuación (5.2) se observa la convención de suma sobre ı́ndices repetidos. La magnitud de

las nueve componentes del tensor dependerá de los ejes principales del materia en x y y z.

En el caso del vector de polarización ~P dependerá tanto de su magnitud como en su dirección,

en la dirección del campo aplicado. En decir se representa como, ~P = εoχ̃ij~E donde la sus-

ceptibilidad eléctrica χ̃ ya no es un escalar como en los medios isotrópicos si no que ahora es

un tensor χ̃ij , que depende también de los ejes principales del material en x y y z. Como ~P

depende de de la dirección ~D y ~E. Es decir, ~D = εo~E + ~P, entonces obtenemos la relación de

las constantes que constituyen el tensor dieléctrico dado en la ecuación (5.2).

ε̃ij = εo(1 + χ̃ij) (5.3)

Tensor dieléctrico para los medios magnetizados

En la sesión anterior se presento el comportamiento del tensor dieléctrico. Pero para nuestro

estudio sobre los MOEs debemos considerar otros efectos que surgen debidos a la magnetización

del medio (ó material)

Usando las ecuaciones (2.37)-(2.38) y las ecuaciones de Maxwell (2.39) y (2.40).Se supone que los

vectores ~̃P y ~̃E, aśı como ~̃M y ~̃H, están conectados linealmente. Estos vectores están relacionados

por medio de la ecuación de materiales, que se derivan sobre la base de ciertos conceptos de

microscópicos,

~Pi(ω) = α̃ij(ω) ~Ej(ω) (5.4)
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~Pi(ω) = χ̃ij(ω) ~Hj(ω)

Donde α̃ij(ω) y χ̃ij(ω) son los tensores de las susceptibilidades eléctricas y magnéticas; Los

campos ~̃E y ~̃D, aśı como ~̃B y ~̃H , están relacionados a través de las expresiones:

~Di(ω) = ε̃ij(ω) ~Ej(ω) (5.5)

~Bi(ω) = µ̃ij(ω) ~Hj(ω)

Donde ε̃ij(ω) y µ̃ij(ω) son respectivamente los tenores eléctricos de permeabilidad y permeabili-

dad magnética del medio. La densidad de corriente ~ji(ω) en términos de conductividad σ̃ij(ω, k)

viene dada por:

ji(ω) = σ̃ij(ω) ~Ej(ω) (5.6)

Y el vector ~D es dado por:

~Di(ω) = ε̃ij(ω) ~Ej(ω) (5.7)

Donde:

εij (ω) = δij −
iσij (ω)

ω
(5.8)

A frecuencias ópticas, la permeabilidad magnética es µ ≈ 1, sólo el tensor de permitividad es

relevante para la interacción radiación-materia. La forma general de ε̃ij para un medio magne-

tizado con pérdidas insignificantes viene dado por:

ε̃ij =


εxx εxy + gzMz εxz − gyMy

εxy − gzMz εyy εyz + gxMx

εxz + gyMy εyz + gyMy εzz

 (5.9)

Las componentes reales ε̃ij tienen que estar incluso en función del campo magnético, los com-

ponentes diagonales que están en el origen de los MOEs contienen los componentes de giro igij

que son función impar del campo magnético.
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Las componentes complejas de ε̃ij son, por lo tanto, no sólo una función de la frecuencia de

luz, sino también de la magnetización ~M , y generalmente pueden ampliarse en términos de los

componentes de magnetización:

ε̃ij = εoik + gijlMl + δiklmMlMm = ε0ij + ε1ij + ε2ij (5.10)

Dónde, ε0ik son las componentes de permitividad sin magnetización ( ~M), gijlMl son las compo-

nentes del tensor magneto-óptico lineal de tercer rango que describen la dependencia lineal de

la magnetización y δiklmMlMm son las componentes del tensor óptico magnético cuadrático de

cuarto rango que describen dependencia cuadrática de La magnetización.

Los efectos magneto-ópticos generalmente dependen tanto de los elementos diagonales como

fuera de la diagonal del tensor dieléctrico. Este tensor puede ser representado como una suma

de tensores simétricos y anti-simétricos (Aris, 1962), es decir :

ε̃ =


εxx 0 0

0 εyy 0

0 0 εzz

+ ~g
(
~M
)

0 −mz my

mz 0 −mx

−my mx 0

 (5.11)

La ecuación (5.10) los elementos glMl se conoce como las constantes MO y describen la aniso-

troṕıa óptica lineal por la magnetización ~M .

Nuestro vector desplazamiento para los MOEs estara dado por:

~D = εo~E + i
[
i~g × ~E

]
(5.12)

5.2. Los efecto Magneto-Ópticos

Las anisotroṕıas ópticas en los materiales pueden darse de manera espontanea o inducida por

un agente externo. Aquellos materiales en los que las anisotroṕıas surgen como respuesta a un

est́ımulo externo se conocen como materiales ópticamente activos. Un ejemplo de este tipo de

anisotroṕıas inducidas es la que se puede lograr aplicando un campo magnético externo a un

material. En este caso, y dependiendo de la orientación del campo magnético externo respecto al

plano de incidencia y la superficie de la muestra, se puede tener como resultado una anisotroṕıa

magnética que afecta el estado de polarización de la luz. En este caso, y a diferencia de la
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birrefrigencia espontánea que obedece a propiedades estructurales moleculares, la anisotroṕıa

magnética induce una componente de polarización perpendicular a la dirección de polarización

de la onda incidente, dando como resultado una rotación del plano de polarización.

Este rotación de polarización fue descubierta por Faraday en 1845 dando lugar al nacimiento

de la magneto-óptica (MO). El descubrimiento de Faraday atrajo inmediatamente la atención

de la comunidad cient́ıfica, ya que ésta era la primera observación de la interacción entre el

magnetismo y la luz. En 1876, John Kerr descubrió el efecto correspondiente en la luz reflejada en

una muestra magnética, y se denominó el efecto magneto-óptico de Kerr (MOKE, por sus siglas

en Inglés) (Kerr, 1877). En 1899 Voigt informó de la aparición de doble refracción magnética

en el vapor de Na. En 1907 Cotton y Mouton vieron lo mismo en los ĺıquidos paramagnéticos

(Zvezdin y Kotov, 1997).

En este trabajo se centra en el estudio de los efectos magneto-ópticos lineales que tiene la parti-

cularidad de ser efectos que están relacionados directamente proporcional al campo magnético

externo aplicado al material. En general los Efectos Magneto-Ópticos (MOE, por su acrónimo

en Inglés) ocurren en la interacción de la luz con un material magnetizado (o en general con un

material sobre el que se aplica un campo magnético externo).

A continuación se describirá los efectos MOEs que ocurren para el caso de transmisión (efecto

Faraday), reflexión (efecto Kerr) y absorción (Cotton-Mouton)

5.3. El efecto Faraday

En 1845 Michael Faraday descubrió que al aplicar un campo magnético a ciertos materiales el

plano de polarización empieza a girar cuando la luz atraviesa el material. Este fenómeno MO es

llamado el efecto Faraday, donde las componentes de la intensidad magnética son proporcional

a la dirección de propagación de la luz
(
~H
)

y a la longitud del material (L). La constante de

proporcionalidad V (llamado la constante de Verdet) dependen del material, la temperatura, y

la frecuencia o longitud de onda de la luz véase FIGURA.(5.1) . Por lo tanto, la cantidad de

cambio de polarización, es medida con el ángulo de rotación, y estará dado por
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Figura 5.1: Efecto Faraday (wikipedia, 2007)

φ = ~HLV =
πn

λ
QV (5.13)

La ecuación (5.13) muestra que cuando el sentido de la rotación depende de la dirección de la

intensidad magnética. Para un haz de luz reflejado en el extremo del medio, el sentido de giro

no se invierte. El ángulo de rotación se duplica cuando una onda sale y retrocede por el medio.

Esto contrasta con la birrefringencia circular natural (”la birrefrigencia ocurre cuando el ı́ndice

de refracción cambia según la orientación del estado de polarización de la luz con respecto a un

eje de referencia. De este modo, śı un haz de luz con componentes de polarización paralela y

perpendicular al eje de referencia tendrá diferentes velocidades de propagación para cada una de

sus componentes. Aśı mismo, el ángulo de refracción para una componente y otra será diferente

lo que dará origen a dos rayos separados espacialmente”), este es el comportamiento del MOFE.

En este MOFE a nivel microscópico la anisotroṕıa circular es resultado de la división de los

niveles electrónicos de enerǵıa en diferentes valores propios del momento angular. En el caso

más simple, la intensidad magnética induce la precesión Larmor de las órbitas electrónicas.

Esto puede verse en una división del ı́ndice de refracción n en n+ y n− para los dos modos de

polarización circular de la luz, que son aqúı los estados propios del sistema:

n± (ω) ≈ n (ω)± dn

dω

e~H

2mc
(5.14)

La constante de Verdet puede entonces ser estimada por la fórmula de Becquerel:

V =
e

2mc2
λ
dn

dλ
(5.15)
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Donde λ = 2πc/ω es la longitud de onda de la luz. La ecuación (5.14) es coherente con los datos

de los medios magnéticos.(Zvezdin y Kotov, 1997).

En las siguientes sesión se explicará la birrefrigencia circular magnética y el dicróısmo circular

magnético, que son consecuencia de la geometŕıa Faraday ( donde ~M es paralela a ~k ( ~M ‖ ~k))

5.3.1. Birrefrigencia circular magnética (ó Efecto Faraday)

La rotación clásica de Faraday tiene lugar en un medio transparente cúbico o isotrópico donde

la dirección de propagación de la luz transmitida es paralela a la dirección de magnetización

aplicada dentro del medio. Si la dirección de magnetización y la propagación de la luz se toma

en dirección a z, el tensor de dieléctrico se conformará de la siguiente manera

ε̃ = εo


ε1 g1M3 0

−g1M3 ε1 0

0 0 ε1

 (5.16)

Los dos modos propios de propagación de la luz a través del medio magneto-óptico, pueden

expresarse como una onda de luz polarizada circular derecha

~E1 = Ee

(
i(ωt− 2πn+

λo
z)
)

(5.17)

Y una onda luminosa polarizada circular izquierda

~E1 = Ee

(
i(ωt− 2πn−

λo
z)
)

(5.18)

Donde n2±
∼= ε1±g1M3; ω y λ son la frecuencia angular y la longitud de onda de la luz incidente,

respectivamente. n+ y n− son los ı́ndices de refracción de los modos de la onda a derecha e

izquierda,respectivamente. Estos modos corresponden a dos ondas polarizadas circularmente.

La superposición de estas dos ondas produce una onda linealmente polarizada. El plano de

polarización de la onda resultante gira cuando una onda circular se apodera de la otra. La

velocidad de rotación viene dada por

θF ∼=
πg1M3

λo
√
ε1
≈ ωno

2c
Qz (5.19)
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θF Es conocido como el coeficiente de rotación de Faraday. cuando la dirección de la magneti-

zación se invierte, el ángulo de rotación cambia su signo. El efecto es también conocido como

birrefringencia circular magnética óptica (MCB).

Para los materiales paramagnéticos o diamagnéticos, la magnetización es proporcional al campo

magnético externo aplicado ~H. Por lo tanto, el MOFE es proporcional al campo externo θF =

V ~H donde V = χog1π/λo
√
ε1, se denomina constante de Verdet y χo es la susceptibilidad

magnética del espacio libre.

Podemos concluir que la birrefrigencia circular magnética se observa en los medios magnetizados

donde los ı́ndices de refracción para la luz polarizada circularmente a derecha y izquierda son

diferentes, éste efecto se manifiesta por la rotación del plano de polarización de la luz linealmente

polarizada.

5.3.2. Dicróısmo Circular Magnético

El dicróısmo circular magnético es similar al MOFE en un ferromagnético donde dos ondas

están polarizadas circularmente donde propagan con diferente indice de refracción y diferentes

coeficientes de absorción.Y después de recorrer una distancia L en el material, aparece una

diferencia de fase entre las ondas derecha y izquierda dadas por

Ψ =
πL

λ
(n+ − n+) = θFL (5.20)

Donde n+ y n− son los ı́ndices de refracción de las dos ondas electromagnéticas polarizadas

circularmente, y θF es el coeficiente de Faraday de una onda totalmente magnetizada

Si las dos ondas circularmente polarizadas se absorben a diferentes velocidades, sus amplitudes

relativas también cambiarán.

El dicróısmo circular magnético se define como la diferencia del coeficiente de absorción α para

la luz polarizada circularmente a la derecha y a la izquierda

∆α = α+ − α− (5.21)

Donde ∆α y θF son funciones de la frecuencia ω (para frecuencias altas), ambas se rigen por el

mismo tipo de relación con tensor (5.16). Śı no se aplica ningún campo magnético, la intensidad
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de la luz transmitida a través del material de espesor L es

I = Ioe
−αL (5.22)

Donde α es el coeficiente de absorción y Io es la intensidad de entrada.

En presencia de un campo magnético o de una magnetización, los coeficientes de absorción para

α+ − α− son diferentes, dando lugar a una diferencia en la intensidad I+ − I−, entonces el

dicróısmo circular magnético estará dado por

Ψ =

(
I+ − I−
I+ + I−

)
(5.23)

Se puede decir que (MCD) se define como la diferencia inducida por el campo en la absorción (o

emisión) de luz polarización circularmente a derecha e izquierda, el campo se hace mas fuerte en

campo magnético orientado paralelamente en la dirección de propagación de la luz. Obsérvese

que el procesos f́ısicos que conducen a MCD son sustancialmente diferentes que el dicróısmo

circular. Sin embargo, dicróısmo circular (CD), depende de la absorción de la luz polarización

circularmente a izquierda y derecha. En cambio MCD solo evidencia para una sola longitud de

onda dada por el material, śı el material tiene una absorción óptica en esa misma longitud de

onda.

5.4. El efecto Voigt y Cotton-Mouton

Los efectos Voigt y Cotton-Mouton se descubrieron en 1902 y 1905 y han tomado los nombres

de sus descubridores. La diferencia con el MOFE es que el campo magnético se aplica aho-

ra perpendicular a la propagación de la luz, obsérvese la FIGURA.(5.2). Los efectos Voigt y

Cotton-Mouton son muy similares; la primera se refiere a los gases y la segunda a los ĺıquidos.

También es conoce como la birrefringencia magnética que se encuentra en presencia de un campo

magnético donde las ondas de luz se propagan en una dirección normal al intensidad magnética

aplicada (Hecht, 2002). La birrefringencia se interpreta como la diferencia entre las velocidades

de propagación de las dos ondas. Una onda, con un desplazamiento eléctrico ~D paralela a la

intensidad magnética ~H externa, que tiene un ı́ndice de refracción representado por n‖ ; La

segunda onda, con desplazamiento eléctrico ~D perpendicular a la intensidad magnética ~H, que

tiene un ı́ndice de refracción representado por n⊥.
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Figura 5.2: Los efectos Voigt y Cotton-Mouton. Un material isotrópico transparente se hace
birrefringente después de la aplicación de un campo magnético. El efecto Voigt (gas) y el efecto
Cotton-Mouton (ĺıquido) corresponden a la propagación a lo largo de una dirección ortogonal

al campo

El cambio de fase que se produce cuando las dos ondas polarizadas ortogonalmente se propagan,

perpendicular al campo magnético aplicado, a través de una distancia L en el material, es dada

por

δ =
ωL

c

(
n‖ − n⊥

)
= CL~H (5.24)

donde δ es el desfase de voigt y C es el coeficiente Cotton-Mouton (Nudelman y Mitra, 1969).

5.4.1. Birrefringencia Lineal Magnética

Cuando la luz transmitida se propaga perpendicularmente a la dirección de magnetización, el

MOFE de primer orden desaparecerá y el MOE de Cotton-Mouton de segundo orden dominará.

Śı la dirección de magnetización ~M está a lo largo del eje z y la onda de luz se esta propagando

a lo largo del eje x, el tensor dieléctrico ε̃ij tomará la forma de

ε̃ = εo


ε1 + g12M

2
3 0 0

0 εyy + g12M
2
3 0

0 0 ε1 + g11M
2
3

 (5.25)

Los modos propios de la onda de luz son dos: (1) existe una polarizado paralelo a lo largo de la

~M y (2) existe una polarización perpendiculares a la dirección a la ~M
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~E‖(x) = Ee

(
i(ωt− 2π

λo
)n‖x

)
(5.26)

~E⊥(x) = Ee

(
i(ωt− 2π

λo
)n⊥x

)
(5.27)

Donde n2‖ = ε1 + g11M
2
3 y n2⊥ = ε1 + g12M

2
3 ; n‖ y n⊥ Son los ı́ndices de refracción de los modos

paralelo y perpendicularmente polarizados linealmente, respectivamente. La diferencia en las

velocidades de fase entre estas dos ondas da lugar a una birrefringencia lineal magnética (MLB)

de luz, que también se conoce como el efecto CM o Voigt. En este caso, la luz transmitida a

través del cristal tiene polarización eĺıptica

El grado de elipticidad depende de la diferencia n‖ - n⊥

El desplazamiento de fase o retraso se puede encontrar por la siguiente expresión:

Ψcm
∼=
π(g11 − g12M2

3 )

λo
√
ε1

' c−1ω(n‖ − n⊥)x (5.28)

Dado que el sentido de este cambio de fase no cambia cuando se invierte la dirección de propa-

gación de la luz, el efecto CM es un efecto rećıproco.

La birrefringencia lineal magnética (MLB), es un tipo de actividad óptica que surge tras la

colocación de un materia en un campo magnético. El efecto MLB se define como la diferencia

que existe entre el ı́ndice de refracción (o, equivalentemente, en la velocidad) de los haces de luz

linealmente polarizados que son incidente normal al campo magnético y de los cuales los planos

de polarización son paralelas y perpendicular al campo magnético aplicado (Buschow, 2001).

5.4.2. Dicróısmo Lineal Magnético

El dicróısmo lineal magnético, se basa de la absorción diferencial de luz polarizada linealmente,

orientada paralela α‖ y perpendicular α⊥ a la dirección del campo magnético externo, Este

campo magnético externo, es perpendicular a la dirección de propagación de la luz a través del

material .La absorción diferencial del MLD se define como

∆α = α‖ − α⊥ (5.29)
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De este modo, la diferencia entre las dos mediciones, dependen de la orientación del campo

magnético con respecto a la dirección de propagación de la luz a través del material, el MLD

implicaŕıa una orientación transversal. y se definirá como

∆α = α‖ − α⊥ = 2Im (δ/x) =
4π

λ
Im
(
n‖ − n⊥

)
(5.30)

Obsérvese que δ = c−1ω(n‖ − n⊥)x el MLD no ha sido tan ampliamente utilizado por varias

razones. La principal razón es que la intensidad de la señal MLD es t́ıpicamente un orden de

magnitud menor que las señales para las mediciones MCD.(Buschow, 2001)

5.5. El Efecto Magneto-óptico Kerr (MOKE)

El efecto MOKE fue descubierto por el f́ısico escocés John Kerr en 1888. Observó que cuando la

luz polarizada linealmente se refleja en la incidencia normal del polo pulido de un electroimán,

luz sufre un cambio un cambio en la reflexión debido a una componente perpendicular que

aparece debido a la actividad Magneto-óptica en el material magnetizado (Parker, 1876). De

acuerdo con la orientación del vector de magnetización con respecto a la superficie reflectante y

al plano de incidencia de la onda de luz, se distinguen tres tipos de MOEs en reflexión: Polares,

longitudinales y transversales (Véase la FIGURA.(5.3) )

Figura 5.3: Efecto MO Kerr. (a) polar, (b) longitudinal, y (c) transversal.

En el caso de la reflexión (MOKE) se pueden identificar tres geometŕıas magnéticas principales:

polar, longitudinal y transversal. Se clasifican de acuerdo con la orientación relativa de la magne-

tización del material con respecto al plano de incidencia y al plano de la superficie del material.

En caso de la geometŕıa polar (PMOKE), ~M es normal a la superficie del material y paralela

al plano de incidencia (FIGURA.(5.3)(a)). En el caso de la geometŕıa longitudinal (LMOKE),
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~M es coplanar a la superficie del material y al plano de incidencia, simultáneamente (FIGU-

RA.(5.3)(b)). Por último la geometŕıa transversal (TMOKE) ocurre cuando ~M es coplanar a la

superficie del material y a la vez perpendicular al plano de incidencia (FIGURA.(5.3)(c)). En

este caso, el cambio de intensidad y fase de la luz linealmente polarizada reflejada por el medio

magnetizado.

En las geometŕıas polar y longitudinal existe una conversión entre las componentes s y p de

polarización de la luz lo cual conlleva una rotación del plano de polarización y un corrimiento

de fase relativo. Es decir, que en estas geometŕıas una onda linealmente polarizada es reflejada

con polarización eĺıptica. Para estos casos, la señal MOKE es usualmente expresada en términos

de los cambios en el ángulo Kerr complejo, definido como:

Φ̃k = Φk + iΨk (5.31)

donde Φk representa la rotación del plano de polarización y Ψk es la elipticidad.

En el caso de la geometŕıa transversa no existe tal conversión entre las componentes de polari-

zación por lo que el plano de polarización permanece inalterado durante la reflexión y solamente

se observa un cambio de la intensidad reflejada. Por tal razón, la señal magneto-óptica en esta

geometŕıa se define como el cambio normalizado de reflectividad bajo inversión de magnética,

es decir,

δ =
∆R

R(0)
(5.32)

Donde ∆R(0) representa reflectividad en ausencia de campo magnético

5.5.1. El efecto complejo Kerr Polar

En esta sesión y en las siguientes se presentara el formalismo matemático que se necesita para

poder presentar la ecuaciones generales del MOKE, que serán esenciales en este trabajo.

El efecto complejo Kerr polar es caso de la incidencia normal, la luz incide perpendicularmente

en la superficie del material y por lo tanto la expresión para el efecto complejo Kerr polar se

presenta de la siguiente forma,

Φ̃k = Φk + iΨk =
ig√

ε1 (ε1 − 1)
=

inQ

n2 − 1
(5.33)
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Donde se supone que en la ecuación (5.33) el tensor de dieléctrico del medio magnético es

descrito por la ecuación (5.11), recuérdese que el parámetro magneto-óptico es Q = g/ε1 y la

permeabilidad magnética de todos los medios es igual a 1. (Zvezdin y Kotov, 1997).

La orientación de la magnetización se supone que debe coincidir con la dirección de la propa-

gación de la onda de luz reflejada.

La ecuación (5.33) se puede comprender de la siguiente manera, si se descompone la onda de

luz en la parte incidente, reflejada y transmitida, se puede obtener los modos normales de una

polarización circular, es decir,

~Ei = 1√
2

(
Eie
′
+ + Eie

′
−
)

~Er = 1√
2

(
Er+e

′′
+ + Er−e

′′
−
)

~Et = 1√
2

(
Et+e

′′′
+ +Bt−e

′′′
−
)

(5.34)

Como se puede ver en la ecuación (5.34) para el caso de la onda incidente esta polarizada a

lo largo del eje x. Los modos de polarización están descritos tanto para orientación a derecha

como a izquierda para los casos de incidente e′± reflejada e′′± y transmitida e′′′±.

Donde los vectores de refracción correspondientes para cada caso como ~n′± = (0, 0,−1), ~n′′± =

(0, 0, 1), ~n′′′± = (0, 0, n±) respectivamente, si se usa la relación de la ecuación (A.4), se obtiene

entonces que n± = n
(
1± 1

2Q
)

(véase (Zvezdin y Kotov, 1997))

Ahora determinamos con ayuda de las amplitud de la onda reflejada Er± y los vectores de

refracción la descripción de la formula de Fresnel,

Er± = −Ei
(n± − 1)

(n± + 1)
(5.35)

Con la ecuaciones (5.35) y (5.34) y los vectores de refracción, se combinan para determinar la

componente de la onda reflejada en función de los modo normales de la siguiente forma:

~Er =
1

2
Ei

(
(n+ + 1)−1 (n+ − 1) + (n− + 1)−1 (n− − 1)

i [(n+ − 1) / (n+ + 1)− (n− − 1) / (n− + 1)]

)
e−iω(t−z/c) (5.36)
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= Ei

(n− 1) / (n+ 1)

ig/
(
n (n+ 1)2

) e−iω(t−z/c)

Esta ecuación (5.36) y las ecuaciones (4.13)- (4.15) y con la condición de que |g| � 1, se puede

obtener el ángulo de rotación de la polarización de la elipse:

Φk = −Im
g

n (n2 − 1)
= −Im

(
nQ

n2 − 1

)
(5.37)

y el ángulo de elipticidad

Ψk = −Re
g

n (n2 − 1)
= −Re

(
nQ

n2 − 1

)
(5.38)

El efecto Kerr polar es impar con respecto a la magnetización, es decir, cambia cuando la

muestra esta remagnetizada (Zvezdin y Kotov, 1997).

5.5.2. El Efecto Kerr Transversal

Para hablar del efecto Kerr transversal debemos observar la representación de la FIGURA.(5.4)

que describe la transmisión de la luz a través de un medio dieléctrico y un medio magnético,

donde el plano xoy coincide con el plano de incidencia de la onda de luz y el vector de mag-

netización esta orientado según el eje oz. Obsérvese que n1 es el coeficiente de reflexión del

medio dieléctrico y n2 es el del medio magnético que corresponden a los términos lineales en la

magnetización (Zvezdin y Kotov, 1997).

Los medios magnéticos son descritos por el tensor dieléctrico, que esta dados por la ecuación

(5.11) donde se supone que la diagonal del tensor sus términos son iguales y la permeabilidad

magnética µ de todos los medios se supone que es igual a 1 .
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Figura 5.4: Diagrama de transmisión de la luz a través de una interfaz entre los medios
magnéticos y no magnéticos

Obsérvese que la onda incidente se proyecta sobre el medio 1 hacia el medio 2 con un angulo

φ como se muestra en la FIGURA.(5.4) y el vector del campo eléctrico es paralelo al plano de

incidencia (Zvezdin y Kotov, 1997). Los vectores del campo eléctrico de la onda incidente y

reflejada están descrito en términos de la proyección de las coordenadas,

~Ei = Ei


− sinφ

− cosφ

0

 e−iωt+(ω/n)~ni·~r; ~Er = Er


− sinφ

cosφ

0

 e−iωt+(ω/n)~nr·~r (5.39)

Donde

~ni = n1 (− cosφ, sinφ, 0) ; ~nr = n1 (cosφ, sinφ, 0) (5.40)

Cuando una onda esta polarizada tipo p, cae sobre un medio magnético con el ı́ndice de refracción

n2 = ε1/2,y excita una onda que se propaga desde la interfaz superior del medio, Esta onda es co-

nocida como el modo normal transversa, cuyo vector de refracción es ~nt = nt (− cosφt, sinφt, 0).

Las ecuaciones (A.6) y (A.8) permite un acercamiento mas claro para determinar el modo

normal de transmisión, en función del parámetro magneto-óptico es decir, nt = n2
(
1−Q2

)
≈ n2

(Zvezdin y Kotov, 1997).

Si se observa la FIGURA.(5.4) se puede detallar que los ángulo descrito son normal a la trans-

misión por lo tanto, se tiene que ( sinφt, y cosφt),que esta definido por la ley de Snell, aśı,
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sinφt =
n1
n2

sinφ; cosφt =

(
1−

(
n1
n2

2
)

sin2 φ

)1/2

(5.41)

El campo eléctrico de la onda de transmisión, se determina aparir de la ecuación (A.1), por lo

tanto el campo eléctrico de transmisión será

~Et = Et


− sinφt − iQ

cosφt

− cosφt

0

 e(−iωt+i(ω/c)(~n·~r)) (5.42)

El campo eléctrico de transmisión (ecuación (5.42)) esta polarizada eĺıpticamente en el plano de

incidencia donde las componentes transversales ordinarias (en ausencia de la magnetización),

que contienen una componente longitudinal (orientada a lo largo de la dirección del vector de

onda), y que es proporcional a la constante magneto-óptica Q y la magnetización ~M (Zvezdin

y Kotov, 1997).

Para el caso de la onda incidente de los campo magnético de los dos medios, se pueden definir

por medio de las ecuaciones de Maxwell, que describen la relación ~H =
(
~n× ~E

)
(Thomas,

1972), con esta relación y usando las ecuaciones (5.40) y (5.42) se deduce que,

~Hi = (0, 0, n1Ei) ; ~Hr = (0, 0, n1Er) ; ~Ht = (0, 0, n2 (1− iQ tanφt)Et) (5.43)

La ecuación (5.43) son los vectores del campo magnético para la onda incidente, reflejada y

transmitida con sus respectivas componentes en dirección al eje z.

Posteriormente, se debe determinar las componentes tangenciales del los vectores intensidad ~E

y ~H, para la interfaz entre los dos medios, es decir,

Eiy + Ery = Ety Hiz +Hrz = Htz (5.44)

y usando las ecuaciones (5.39)- (5.43) y la ecuación (5.44) se pueden relacionar para obtener,

(Ei − Er) cosφ = Et cosφt

n1 (Ei + Er) = n2Et (1− iQ tanφt)
(5.45)
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con esta ecuación (5.45), se determinan los coeficientes de reflexión y transmisión en la aproxi-

mación lineal (en Q) con su determinadas correcciones (Druzhinin y Bolotin, 1983).

t̃p12 = Et/Ei = tp12

(
1 + i

(Q sinφ(1+rp12))
2(η2−sin2 φ)

1/2

)

r̃p12 = Er/Ei = rp12

(
1 +

iQ sinφ rp12
2(η2−sinφ)1/2

) (5.46)

Donde tp12 y rp12 son los convencionales coeficientes de Fresnel (véase sesión 3.1.5-6), es decir,

tp12 =
2 cosφ

η cosφ+ cosφt
; rp12 =

η cosφ− cosφt
η cosφ+ cosφt

(5.47)

Donde η = n1/n2 para la interfaz simple (Véase la FIGURA.(5.4))

El cambio relativo en la intensidad de la luz reflejada, se interpreta de igual manera que la

ecuación (5.32), pero se le añaden los términos de corrección,

δ =

(
R−Ro
Ro

)
= 2 Im ρ212 (5.48)

Donde R y Ro son las intensidades de la luz reflejada en estado magnetizados y estados no

magnetizados, respectivamente, y ρp12 esta descrito por

ρp12 =
rp12 Q sinφ

2
(
η2 − sin2 φ

)1/2 (5.49)

Si en el debido caso, TMOKE se efectuará para una onda polarizada tipo s, todas las correccio-

nes lineales (en Q) permanecerán ausentes. Esta conclusión sólo es válida śı la permeabilidad

magnética del medio es la unidad de lo contrario, tendrá lugar el efecto Kerr transversal para

las ondas polarizadas tipo s, y serán proporcional a la componente no diagonal del tensor µ̃,

lo que se podŕıa observar, es que el efecto será mucho más débil que el mismo efecto de la luz

polarizada tipo p (Inoue, 2013), (Zvezdin y Kotov, 1997).
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5.5.3. Fórmula general del efecto MOKE

La formulación general del MOKE, se basa en la interpretación de la reflexión y la transmi-

sión de la luz en una interfaz simple (medio no magnético n1 y medio magnético n2 véase la

FIGURA.(5.4)),

(
Ers

Erp

)
=

(
rss rsp

rps rpp

)(
Eis

Eip

)
;

(
Ets

Etp

)
=

(
rss rsp

rps rpp

)(
Eis

Eip

)
(5.50)

Donde los elementos de la diagonal rss y rpp describen el cambio de amplitud y fase para una

polarización dada. Los elementos fuera de la diagonal rsp y rps reflejan la conversión entre

polarizaciones, que tiene lugar después de la interacción con el medio magnetizado (Rogue,

2012). Los coeficientes individuales se definen como la relación entre las ondas electromagnéticas

reflejadas y incidentes es decir,

rss =
Ers
Eis

; rpp =
Erp
Eip

; rsp =
Ers
Eip

rps =
Erp
Eis

(5.51)

El Kerr rotacional es Φs
k; Φp

k y la elipticidad Ψs
k Ψp

k, para s y p de la onda incidente polarizada

son dadas por

Φs
k + iΨs

k =
rsp
rss

; Φp
k + iΨp

k =
rps
rpp

(5.52)

Obsérvese que la ecuación (5.51) representa los acople generados por los cambios de polarización

de la luz al ser reflejada, en donde las magnitudes del cambio de polarización es proporcional a

la magnetización.

Para generalizar las formulas del efecto magneto-óptico Kerr se debe tener en cuenta las apro-

ximaciones lineales del parámetro magneto-óptico Q descritos en la sesión 5,6,2 (Zvezdin y

Kotov, 1997), las cuales permitirán rescribir la ecuación (5.52) de forma generalizada para cada

geometŕıas MOKE (véase la sesión 5.6) los resultados generales aqúı presentados necesitan un

poco de rigurosidad matemática, para ello se recomienda revisar la referencia (G.A.Bolotin y

A.V.Sokolov, 1961) y consultar el caṕıtulo 3 del libro de (Zvezdin y Kotov, 1997).
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(i) Geometŕıa PMOKE:

Φs,p
k =

rsp
rss (rpp)

= Im
η2
[(
η2 − sin2 φ

)1/2 ± sinφ tanφ
]

(η2 − 1) (η2 − tan2 φ)
Q (5.53)

(ii) Geometŕıa LMOKE

Φs,p
k =

(±) rsp
rss (rpp)

= Im

[
sinφ η2

(
sinφ tanφ±

√
η2 − sin2 φ

)]
(η2 − 1) (η2 − tan2φ)

(
η2 − sin2

)1/2 Q (5.54)

(iii) Geometŕıa TMOKE

δ =
∆R

R(0)
= −Im

4η2 tanφ

(η2 − 1) (η2 − tan2 φ)
Q (5.55)

El termino η = n1/n2 es el ı́ndice de refracción relativo complejo de los medios adyacentes

(Kokogawa y Inokuchi, 1993), (Zak y Bader, 1990). La descripción de las ecuaciones (5.53)-

(5.55) se usaran para analizar la dependencia espectral y angular de las señales MOKE, para

las diferentes interfaces simples de Aire|Co que se presentara en el siguiente caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 6

Propagación de Ondas

Electromagnética en Medios

Multicapas Anisotrópicas

En este caṕıtulo se estudiará el formalismo generalizado de la matriz 4x4 de Pochi Yeh para los

medios magnéticos ordenados en capas. Aśı mismo se presentará un acercamiento a la aproxi-

mación unificada al problema de la respuesta electromagnética en las multicapas anisotrópicas.

Por otra parte, se definirá los coeficientes de reflexión y transmisión para las multicapas. Y

por último, se presentará los resultados obtenidos de la dependencia espectral y angular de las

señales MOKE para las interfaces simples de Aire|Co

6.1. Propagación de ondas electromagnéticas para medios an-

isotrópicos

La propagación de la luz en los medios anisotrópicos se describen usando la ecuación de onda

(3.30) y las ecuaciones de Maxwell (2.39)-(2.40) donde se considera que µ ≈ µvac (S. Visnovsky,

2006). La ecuación (2.40) se puede rescribir como

~O× ~B = c−2ε̃
∂~E

∂t
(6.1)

64
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Donde c = (εvacµvac)
1/2 denota la velocidad de fase de onda de luz en el vaćıo y ε̃, es el tensor

relativo de permitividad. Śı se elimina la densidad de flujo magnético, ~B, se obtiene la ecuación

de onda para el vector de campo eléctrico ~E (S. Visnovsky, 2006).

~O×
(
~O× ~E

)
= −c−2ε̃∂

2~E

∂2t
(6.2)

La solución a esta ecuación se escribe de una onda plana para poder evaluar la doble multipli-

cación del vector ~O×
(
~O× ~E

)
descrita en la ecuación (6.2) y poder obtener aśı la ecuación de

onda de la forma siguiente

~k2 × ~E− ~k
(
~k · ~E

)
= ω2c−2ε̃~E (6.3)

Donde el vector de propagación se puede escribir en componentes cartesianas aśı,

~k =
ω

c
(Nxx̂ +Nyŷ +Nzẑ) (6.4)

Y la ecuación (6.3) se puede escribir como matriz es decir,


εxx −N2

y −N2
z εxy +Nxξy εxz +NxNz

εyz −NxNy εyy −N2
x −N2

z εyz +NyNz

εzx +NxNz εzy +NyNz εzz −N2
x −N2

y



Ex

Ey

EZ

 = 0 (6.5)

Para los valores de Nx y Ny el sistema de ecuaciones (6.5) da los valores propios Nzσ, σ = 1..,4,

donde son las soluciones de la ecuación de la forma cuadrática de los valores propios (Yeh,

2005). Sin embargo, para la ecuación (6.5) se puede simplificar mucho más sin ninguna pérdida

de generalidad, śı se elimina las componentes de los vectores de propagación complejo paralelo

a la interfaz y a la normal del plano de incidencia (S. Visnovsky, 2006) (Veis, 2009).Entonces

se elige un sistema de coordenadas donde Nx = 0, el vector de onda (~k) tomara la forma:

~k =
ω

c
Nyŷ +Nzσẑ (6.6)

La matriz descrita en la ecuación (6.5) se puede rescribir como,
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
(
N2
y −N2

z − εxx
)

−εxy −εxz
−εyz

(
N2
x −N2

z − εyy
)

(εyz +NyNz)

−εzx − (εzy +NyNz) N2
y − εzz



Ex

Ey

EZ

 = 0 (6.7)

La ecuación de valores propios para este sistema de ecuaciones descrito anteriormente se puede

escribirse como:

εxxN
4
z + (εyz + εzy)NyN

3
z

−
(
εyy
(
εzz −N2

y

)
+ εzz

(
εxx −N2

y

)
− εxzεzx − εyzεzy

)
N2
z

−
((
εxx −N2

y

)
(εyz + εzy)− εxyεzx − εyzεxz

)
NyNz

+εyy
((
εxx −N2

y

) (
εzz −N2

y

)
− εxzεzx

)
− εxyεyx

(
εzz −N2

y

)
−εyzεzy

(
εxx −N2

y

)
+ εxyεzxεyz + εyxεxzεzy = 0

(6.8)

En la ecuación (6.8), el único valor desconocido aqúı es Nz, mientras que otros parámetros

describen las propiedades del material y el valor de Ny y se puede obtener fácilmente de la ley

de Snell,es decir,

~k · x̂ =
ω

c
Ny (6.9)

Ny simplemente representa el seno del ángulo incidente. Resolviendo la ecuación (6.8), se pueden

obtener los modos propios de la propagación de la onda de luz dentro de un medio anisotrópi-

co(Veis, 2009). Estos modos propios tienen la forma

pσ = Cσ


−εxy

(
εzz −N2

y

)
+ εxz (εzy −NyNzσ)(

εzz −N2
y

) (
εxx −N2

y −N2
zσ

)
− εxzεzx

−
(
εxx −N2

y

)
(εzy +NyNzσ) + εzxεxy

 (6.10)

Donde Cσ, es el coeficiente de normalización correspondiente. Los modos propios derivados no

se modifican durante la propagación en el medio con respecto a la linealidad de la ecuación (6.5)

en ~E. Es útil describir el campo eléctrico de la onda plana en la base de los modos propios (Veis,

2009). Aśı, el campo eléctrico para los modos porpios lineales se superponen

~E =
4∑

σ=1

Eσpσe
(iωt−iωc (Nyy+Nzσz)) (6.11)
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Las ecuaciones (6.5) y (6.7), se mantiene para un caso general, donde la orientación del vector de

magnetización, es arbitraria y su solución es bastante engorrosa de obtener. Afortunadamente,

en situaciones reales el tensor de permitividad (véase ecuación (5.2)) puede reducirse de la forma

más simplificada. Por lo tanto, la ecuación (6.8) a menudo se vuelve bi-cuadrática (Lluberes,

1984) y puede ser resuelto fácilmente. (véase el método planteado por (Mansuripur, 1990))

6.2. Explicación de multicapas anisotrópicas

En esta sesión se explicará la interacción que presenta la onda de luz en medios por capas

anisotrópicas con ayuda del formalismo descrito por Pochi Yeh para la matriz 4 × 4, para

materiales no absorbentes y medios absorbentes (Yeh, 2005).

Considérese una estructura con una configuración de N capas separadas por interfaces iguales

en dirección normal al eje z, donde cada capa es homogénea y se caracteriza por un tensor de

permitividad y con un espesor tn donde n = 1...N véase la FIGURA.(6.1). Las componentes del

vector de propagación ~k son paralelos al plano de interfaz, es decir, que el vector de propagación

es el mismos en todas las capas de la estructura.

En la sesión 6,1 se mostró que para cualquier medio anisotrópico, la solución de la ecuación de

onda (6.5) puede expresarse en términos de cuatro modos propios correspondientes a las cuatro

ráıces de la ecuación caracteŕıstica (Yeh, 2005) y (Veis, 2009).

Por lo tanto, se debe analizar que para todas las capas se debe encontrar presente siempre

las componentes Nzσ y los modos propios correspondientes a pσ descrito en la ecuación (6.7).

También se debe hacer uso de las condiciones de frontera debido a que se requiere determinar la

continuidad de los componentes tangenciales de los vectores de campo eléctricos ~E y magnéticos

~B en las interfaces. Śı se adecuan estas condiciones para todas las interfaces, se puede determinar

los campos en la parte frontal y posterior de la multicapas donde se pueden relacionar en

términos de coeficientes de reflexión y transmisión para los modos propios, y a partir de estos

coeficientes se pueden calcular los ángulos MO (S. Visnovsky, 2006) y (Veis, 2009)
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Figura 6.1: Diagrama de estructura anisotrópica para multicapas

Analicemos ahora la representación de estructura de multicapas usando la ecuación (6.11) que

permite describir el vector del campo eléctrico para la n-ésima capa como

E(n) =

4∑
σ=1

Enσpσe
iω−iω

c
(Nyy+Nn

zσ(z−zn)) (6.12)

Donde zn describe el plano entre n-ésima y la (n+ 1)-ésimas capas , E
(n)
σ es la amplitud compleja

del σ-ésimo de los modos propios y pσ es el vector complejo que especifica la polarización del

los modos propios (Scheinfein, 1996) y (S. Visnovsky, 2006).

El campo magnético se puede obtener con ayuda de la ecuación (2.24) descrita por Maxwell

(véase caṕıtulo 1) por lo tanto se obtiene

c~B =
4∑

σ=1

E(n)
σ q(n)

σ e

[
iωt−iω

c

(
Nyy+N

(n)
zσ (z−z(n))

)]
(6.13)

Donde qσ corresponde a los vectores del campo magnético. N son componentes de z del vector

de onda de los modos de propagación.
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q(n)
σ = (Nyŷ +Nzσẑ)× p(n)

σ (6.14)

La condición de continuidad para las componentes tangenciales de los vectores de campo eléctrico

y magnético en la interfaz z = z(n) entre (n− 1)-ésima y n-ésima capas conduce a las condiciones

4∑
σ=1

E(n−1)
σ p(n−1)

σ · x̂ =
4∑

σ=1

E(n)
σ p(n)

σ · x̂e
(
iω
c
N

(n)
zσ t

(n)
)

(6.15)

4∑
σ=1

E(n−1)
σ p(n−1)

σ · ŷ =

4∑
σ=1

E(n)
σ p(n)

σ · ŷe
(
iω
c
N

(n)
zσ t

(n)
)

(6.16)

4∑
σ=1

E(n−1)
σ q(n−1)

σ · x̂ =
4∑

σ=1

E(n)
σ q(n)

σ · x̂e
(
iω
c
N

(n)
zσ t

(n)
)

(6.17)

4∑
σ=1

E(n−1)
σ q(n−1)

σ · ŷ =

4∑
σ=1

E(n)
σ q(n)

σ · ŷe
(
iω
c
N

(n)
zσ t

(n)
)

(6.18)

obsérvese que t(n) es el espesor de la n-ésima capas. Las amplitudes del vector del campo eléctri-

co en la interfaz z(n−1) en la capa n-ésima que están dadas por las amplitudes del vector del

campo eléctrico en la misma capa de la interfaz opuesta de z(n) multiplicada por (n) con el

factor de propagación e

(
iω
c
N

(n)
zσ t

(n)
)

(véase la figura (6.2)) (S. Visnovsky, 2006) (Veis, 2009).

Figura 6.2: Representación de las condiciones de frontera para los modos propios de ambas
interfaces de la capa n-ésima
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Ahora bien, usando las ecuaciones (6.15)-(6.18) se puede construir un sistemas de matrices

dinámicas para las capas.Es decir,


p
(n−1)
1 · x̂ p

(n−1)
2 · x̂ p

(n−1)
3 · x̂ p

(n−1)
4 · x̂

q
(n−1)
1 · ŷ q

(n−1)
2 · ŷ q

(n−1)
3 · ŷ q

(n−1)
4 · ŷ

p
(n−1)
1 · ŷ p

(n−1)
2 · ŷ p

(n−1)
3 · ŷ p

(n−1)
4 · ŷ

q
(n−1)
1 · x̂ q

(n−1)
2 · x̂ q

(n−1)
3 · x̂ q

(n−1)
3 · x̂

×

E

(n−1)
01

E
(n−1)
02

E
(n−1)
03

E
(n−1)
04

 (6.19)

=


p
(n)
1 · x̂ p

(n)
2 · x̂ p

(n)
3 · x̂ p

(n)
4 · x̂

q
(n)
1 · ŷ q

(n)
2 · ŷ q

(n)
3 · ŷ q

(n)
4 · ŷ

p
(n)
1 · ŷ p

(n)
2 · ŷ p

(n)
3 · ŷ p

(n)
4 · ŷ

q
(n)
1 · x̂ q

(n)
2 · x̂ q

(n)
3 · x̂ q

(n)
4 · x̂



×



e

(
iω
c
N

(n)t(n)

z1

)
0 0 0

0 e

(
iω
c
N

(n)t(n)

z2

)
0 0

0 0 e

(
iω
c
N

(n)t(n)

z3

)
0

0 0 0 e

(
iω
c
N

(n)t(n)

z4

)


×


E

(n)
01

E
(n)
02

E
(n)
03

E
(n)
04



La ecuación (6.19) se puede escribir como

D(n−1)E(n−1) = D(n)P(n)E(n) (6.20)

Es mejor escribir la ecuación (6.20) (véase (Yeh, 2005)),asi

E(n−1) =
(
D(n−1)

)−1
D(n)P(n)E(n) (6.21)

En ecuación (6.20) y (6.21) la matriz D(n) se denomina matriz dinámica. Las filas de esta matriz

se obtienen a partir de las componentes x y y de los modos propios. Utilizando las ecuaciones

(6.13) y (6.21) se derivar las siguientes expresiones

D
(n)
1σ = p(n)

σ · x̂ = C
(n)
j

[
−ε(n)xy

(
ε(n)zz −N2

y

)
+ ε(n)xz

(
ε(n)zy +N (n)

y N (n)
zσ

)]
(6.22)

D
(n)
2σ = q(n)

σ · ŷ = C
(n)
j N (n)

zσ

[
−ε(n)xy

(
ε(n)zz −N2

y

)
+ ε(n)xz

(
ε(n)zy +N (n)

y N (n)
zσ

)]
(6.23)
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D
(n)
3σ = p(n)

σ · ŷ = C
(n)
j

[(
ε(n)zz −N2

y

)(
ε(n)xx −N (2)

y −N (n)2
zσ

)
− ε(n)xz ε

(n)
zx

]
(6.24)

D
(n)
4σ = p(n)

σ · ŷ = C
(n)
j

[
−
(
ε(n)xx −N (2)

y −N (n)2
zσ

)(
Nyε

(n)
zy +N (n)

zσ ε
(n)
zz

)
+N (n)

zσ ε
(n)
zσ ε

(n)
zx +N (n)

xx ε
(n)
xy

]
(6.25)

La segunda matriz en las ecuaciones (6.20) y(6.21) se denomina matriz de propagación y describe

la propagación de ondas planas en la capa n-ésima (Yeh, 2005). Se puede expresar esta matriz

como un tensor acompañado de delta de Kronecker con el śımbolo δij como

P
(n)
ij = δije

(
iω
c
N

(n)
zσ t

(n)
)

(6.26)

Ahora bien, usando la matriz de transferencia (Yeh, 2005) que se denota como ,

Tn−1,n = D−1(n−1)D(n)P(n) (6.27)

La ecuación (6.20) expresa el vector E(n) que es un vector de cuatro componentes de las am-

plitudes de polarización complejas. por lo tanto se busca con la ecuación (6.21) y la ecuación

(6.27) se generalicen las expresiones para introducir las amplitudes de polarizaciones complejas

en un sólo termino (Veis, 2009). es decir,

E(n−1) =
(
D(n−1)

)−1
D(n)P(n)E(n) = T(n−1,n)E(n) (6.28)

En el caso de la estructura multicapa que contiene N capas, la relación procede de los campos

presentes, se puede deducir que

E0 (z) =
(
D(0)

)−1
D(1)P(1)

(
D(1)

)−1
D(2)P(2)...

...
(
D(N−1))−1 D(N)P(N)

(
D(N)

)−1
D(N+1)E(N+1) (zN )

=
[∏N+1

n=1

]
EN+1 (zN ) = M E(N+1) (zN )

(6.29)

La matriz M describe las propiedades ópticas de cualquier medio anisotrópico estratificado,

para calcular esta matriz M se tiene que resolver las ecuación de valores propios en cada capa,

aśı mismo para las matrices dinámicas y de propagación. Cuando se logra relacionar todas la
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matrices descritas anteriormente en una sola ecuación los elementos se enlazan con los coeficien-

tes de Fresnel de refracción y transmisión (Veis, 2009). Las matrices D y P se deben obtener

para cada capa anisotrópica en la estructura multicapa aśı como para las regiones isotrópicas

con el fin de poder construir la matriz total de la estructura M (Yeh, 2005) y (Scheinfein, 1996).


E

(0)
01

E
(0)
02

E
(0)
03

E
(0)
04

 =


M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44




E

(N+1)
01

E
(N+1)
02

E
(N+1)
03

E
(N+1)
04

 (6.30)

De la ecuación (6.30) el termino (0) hace referencia la mitad del medio frontal de la interfaz

(véase FIGURA.(6.1)). Śı una onda electromagnética incidente sobre las interfaces se puede

expresarse como una combinación de dos polarizaciones ortogonales p
(0)
1 y p

(0)
3 donde no es

lineal debido a que no hay luz procedente de la mitad del medio posterior, śı se fijan las ampli-

tudes de las ondas que se propagan hacia la estructura a partir de este medio serán igual a 0.

(S. Visnovsky, 2006) y (Veis, 2009). es decir

EN+1
02 = EN+1

04 = 0 (6.31)

La ecuación (6.30) se puede escribir como


E

(0)
01

E
(0)
02

E
(0)
03

E
(0)
04

 =


M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44




E

(N+1)
01

0

E
(N+1)
03

0

 (6.32)

Para los estados de polarización ortogonalmente de incidencia, reflejado y transmisión en los me-

dios intercalados, se puede definir los coeficientes de reflexión y transmisión (R. B. F. Visnovsky

Stefan Lopusnik y Hillebrands, 2001).

r0,N+1
21 =

(
E

(0)
02

E
(0)
01

)
E

(0)
03 =0

=
M21M33 −M23M31

M11M22 −M13M31
(6.33)

r0,N+1
41 =

(
E

(0)
04

E
(0)
01

)
E

(0)
03 =0

=
M41M33 −M43M31

M11M22 −M13M31
(6.34)
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r0,N+1
43 =

(
E

(0)
04

E
(0)
03

)
E

(0)
01 =0

=
M11M43 −M41M13

M11M22 −M13M31
(6.35)

r0,N+1
23 =

(
E

(0)
02

E
(0)
03

)
E

(0)
01 =0

=
M11M23 −M21M13

M11M22 −M13M31
(6.36)

Los coeficientes descritos en las ecuaciones (6.33)-(6.36) están representados por la matriz de

Jones de reflexión introducida en la ecuación (5.50) para las ondas incidentes s y p (Veis, 2009)

y (S. Visnovsky, 2006).

Rsp =

[
rss rps

rsp rpp

]
=

[
r0,N+1
21 r0,N+1

23

r0,N+1
41 r0,N+1

43

]
(6.37)

Los coeficientes de transmisión están dados de la siguiente manera

t0,N+1
11 =

(
E

(0)
01

E
(0)
01

)
E

(0)
03 =0

=
M33

M11M22 −M13M31
(6.38)

t0,N+1
31 =

(
E

(0)
03

E
(0)
01

)
E

(0)
03 =0

=
−M31

M11M22 −M13M31
(6.39)

t0,N+1
33 =

(
E

(0)
03

E
(0)
03

)
E

(0)
01 =0

=
M11

M11M22 −M13M31
(6.40)

t0,N+1
13 =

(
E

(0)
01

E
(0)
03

)
E

(0)
01 =0

=
−M13

M11M22 −M13M31
(6.41)

La matriz de transmisión de Jones descrita en la ecuación (5.50) queda establecida aśı,

Tsp =

[
tss tps

tsp tpp

]
=

[
t0,N+1
11 t0,N+1

13

t0,N+1
31 t0,N+1

33

]
(6.42)

El formalismo establecido por las ecuaciones (6.30)-(6.42) es la explicación para un sistema N

capas compuestas donde los coeficientes de Fresnel se pueden utilizan para calcular las reflec-

tividad, la rotación de Kerr, la elipticidad de Kerr, la rotación de Faraday, entre otras, con
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estas ecuaciones se logra un acercamiento al formalismo de multicapas en medios anisotrópicos

descrito por Yeh. La explicación del uso de las geometŕıas MOs para multicapas se dejara a con-

sideración del lector y se recomienda algunas referencias (S. Visnovsky, 2006), (Herreño-Fierro

y Patiño, 2005),(S. Visnovsky, 1986) y (Hunt, 1967)

6.3. Análisis y resultados del efecto magneto-óptico Kerr para

las interfaces simples Aire|Co

En esta sesión se estudiara la dependencia espectral y angular de las señales MOKE en las

diferentes geometŕıas magnéticas (polar, longitudinal y transversal) para el caso de interfaces

simples de Aire|Co.

Este estudio se realizó con ayuda de la herramienta Scilab (software libre), donde se logró la

simulación de las señales MOKE para estos dos medios (Aire|Co). La elaboración de esta si-

mulación se baso en una parte en conocer los resultados de las constantes MO del cobalto,

estas constantes MO se obtuvieron experimentalmente en colaboración del grupo de Magne-

toplasmónica del Instituto de Microelectrónica de Madrid (España) (A.1). A continuación se

explicara los resultados obtenidos por dicha simulación.

6.3.1. Análisis de la dependencia espectral de las señales MOKE para las

interfaces simples Aire|Co

En esta sesión se presentara los resultados obtenidos de medir la señal MOKE para las tres

geometŕıas de magnetización ( polar, longitudinal y transversal) de las interfaces simples Aire|Co

en función de la longitud de onda (λ). Estos resultados estarán basados en la formulación general

descrita en la sesión 5, para cada una de las geometŕıas MOKE.

En las FIGURA.(6.3)-FIGURA.(6.4) y FIGURA.(6.5) se presentaran una serie de gráficas que

corresponden a las tres geometŕıas de magnetización MOKE. Estas gráficas permitirán anali-

zar la dependencia espectral de las señales complejas MOKE (parte real y imaginaria), para

las interfaces simples Aire|Co. Posteriormente, se presentara los resultados de la dependencia

espectral (enerǵıa) de la señal LMOKE para el caso de las interfaces simples Aire|Co en la

FIGURA.(6.6), las cuales se contrastaran con el autor (Krinchik y Artemev, 1968) para dar

veracidad con los resultados obtenidos.
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En la FIGURA.(6.3), presenta los resultados obtenidos de la dependencia espectral para la

señal compleja PMOKE. Obsérvese que a medida que λ aumenta, la parte imaginaria de la

señal aumenta (presenta absorción ) y para el caso de la parte real la señal disminuye (presenta

dispersión). En la FIGURA.(6.4), se presenta los resultados de la dependencia espectral para

la señal compleja LMOKE. Obsérvese que a medida que λ aumenta la parte real de la señal

aumenta hasta tomar valores superiores de cero. Sin embargo, en la parte imaginaria, la señal de

cae a media que λ aumenta. En la FIGURA.(6.5) se presenta los resultados de la dependencia

espectral de la señal TMOKE, esta señal en la mayoŕıa de casos representa es el cambio de

intensidad de la señal en las interfaces simples de Aire|Co.

Los datos numéricos de las FIGURA.(6.3)-FIGURA.(6.4) y FIGURA.(6.5) descritos en esta

sesión se pueden ver en las tablas del apéndice (A.2).

Figura 6.3: Representación de la dependencia espectral de las señal PMOKE para las interfaces
simples de Aire|Co con un ángulo de incidencia de φ = 80◦
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Figura 6.4: Representación de la dependencia espectral de las señal LMOKE para las interfaces
simples de Aire|Co con un ángulo de incidencia de φ = 80◦

Figura 6.5: Representación de la dependencia espectral de las señal TMOKE para las interfaces
simples de Aire|Co con un ángulo de incidencia de φ = 80◦

En la FIGURA.(6.6) se contrastará los resultado obtenido de la dependencia espectral de la

señal LMOKE para las interfaces simple de Aire|Co de dos muestras diferentes. La primera

muestra de 10nm (linea negra), que corresponde a los resultados encontrados por los autores

Krinchik y Artemev (Krinchik y Artemev, 1968) . La segunda muestra de 20nm (linea roja)

que corresponde a los resultados obtenidos de este trabajo con los datos de la TABLA.(A.1).

Obsérvese que el comportamiento que presenta las dos muestras a pesar que son diferentes

presentan un comportamiento funcional con respecto a la geometŕıa LMOKE. En esta geometŕıa

LMOKE a medida que la enerǵıa aumenta la señal LMOKE también aumenta.
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Figura 6.6: Representación de la dependencia espectral de las señales LMOKE en las interfaces
simples de Aire|Co con un ángulo de incidencia de φ = 80◦

6.3.2. Análisis de la dependencia angular de las señales MOKE para las

interfaces simples Aire|Co

Anteriormente, se analizó el comportamiento de la señales MOKE en función de la enerǵıa

(E)y la longitud de onda (λ). Para este caso, se presentara una serie de gráficas (Véase las

FIGURA.(6.7)-FIGURA.(6.8) y FIGURA.(6.9) ), que describirán el comportamiento de las tres

geometŕıas MOKE con una longitud de onda λ = 0,620µm. Posteriormente se analizará la

FIGURA.(6.10) para verificar śı la señal TMOKE, es funcional para las dos interfaces simples

de Aire|Co con dos muestras diferentes.

En la FIGURA.(6.7), se presentan los resultados obtenidos de la dependencia angular de la señal

compleja PMOKE, obsérvese que a medida que aumenta φ la parte real de la señal se mantiene

constante en valores inferiores a cero. Sin embargo, en la parte imaginaria de la señal a medida

que φ aumenta, la señal decrece hasta aproximarse a cero. En la FIGURA.(6.8) se presenta los

resultados obtenidos de la dependencia angular de la señal compleja LMOKE, obsérvese que a

medida que φ aumenta, la parte real de la señal aumenta hasta 0.005 y se mantiene constante

hasta φ = 1,2 rad, luego la señal decae hasta aproximarse a cero. Sin embargo, en la parte

imaginaria de la señal a medida que φ aumenta, la señal decae hasta tomar valores menores de

cero. En la FIGURA.(6.9) se presentan los resultados obtenidos de la señal compleja TMOKE,

obsérvese que a medida que φ aumenta tanto la parte real como la parte compleja de la señal

disminuyen, es decir, que a medida que φ aumenta la intensidad de la señal TMOKE será

menor. Estos resultados numéricos descritos de las FIGURA.(6.7)-FIGURA.(6.8)-FIGURA.(6.9)
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se presentarán numéricamente en las TABLA.(A.3)- TABLA.(A.4) para cada una de estas tres

geometŕıas del MOKE.

Figura 6.7: Representación de la dependencia angular de la señal PMOKE en las interfaces
simples de Aire|Co con una longitud de onda de λ = 0,620µm

Figura 6.8: Representación de la dependencia angular de la señal LMOKE en las interfaces
simples de Aire|Co con una longitud de onda de λ = 0,620µm
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Figura 6.9: Representación de la dependencia angular de la señal TMOKE en las interfaces
simples de Aire|Co con una longitud de onda de λ = 0,620µm

En la FIGURA.(6.10) se analizará el comportamiento de la dependencia angular de la señales

TMOKE en las interfaces simples de Aire|Co de dos muestras diferentes a una longitud de onda

de 0,660µm. La primera muestra de 10nm (linea roja) corresponde al resultado obtenido por el

autor Postava (Postava, 2006). Las segunda muestra de 20nm (lineas roja y negra), corresponde

a los resultados obtenidos de este trabajo con los datos de la TABLA.(A.1). Obsérvese que el

comportamiento de la dependencia angular en señal TMOKE de las dos muestras es funcional

como se esperaba al momento de caracterizar las dos interfaces simples de Aire|Co.

Figura 6.10: Representación de la dependencia angular de la señal TMOKE en las interfaces
simples de Aire|Co con una longitud de onda de λ = 0,620µm



Caṕıtulo 7

Conclusiones

En primer lugar, este documento fue pensado con la intención de permitir que los estudiantes

de pregrado de licenciatura en f́ısica y carreras a fines, pudieran acceder a los contenidos aqúı

presentados en este trabajo, sobre el comportamiento de la interacción radiación-materia, con

especial interés en comenzar estudios en los campo de la magneto-óptica, debido a que estos

temas en su mayoŕıa están restringidos sólo para estudiantes de nivel de posgrado.

En segundo lugar, se presentó una revisión general sobre el comportamiento de las ondas elec-

tromagnéticas en la materia para interfaces simples con geometŕıa plana, con especial atención

en los diferentes efectos anisotrópicos, como es el caso de la birrefrigencia, el dicróısmo y MOEs.

En en caso de los MOEs, se profundizó en los fenómenos de transmisión (MOFE), reflexión

(MOKE) y absorción (MLD y MCD), que surgen debido a la interacción de la luz con un

material magnetizado (o en general con un material que es sometido aun campo magnético

externo). De igual manera se presentó una aproximación a la comprensión de la propagación de

ondas electromagnéticas en estructuras multicapas con anisotroṕıas magnéticas, basados en el

desarrollo planteado el autor (Yeh, 2005).

Por ultimo, se presentó los resultados obtenidos del estudio de la dependencia angular y espectral

de la señales magneto-ópticas para las interfaces simples Aire|Cobalto, que están basadas en la

interpretación de las gráficas de la relación de la señal magneto-óptica Kerr con el ángulo de

incidencia de la radiación electromagnética, aśı como la relación con la longitud de onda de la

misma. Estos resultados se pudieron obtener, gracias a los datos experimentales brindados por

el grupo de Magnetoplasmónica del Instituto de Microelectrónica de Madrid.

Esta serie de gráficas que se presentaron correspondiente a la dependencia angular y espectral de

la señal MOKE en la sesión 6.2, que se lograron obtener, por medio de una simulación realizada

80
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con el software Scilab.Estos resultados brindados por esta simulación permitieron ser contras-

tados con los datos experimentales encontrados por los autores (Postava, 2006), (Krinchik y

Artemev, 1968), para estas mismas interfaces simples Aire|Co, pero con la diferencia de que las

muestras no presentaban las mismas caracteŕısticas (espesor, largo, ancho, etc). Al comparar

estos resultados, se observó, que las señal LMOKE para el caso de la dependencia espectral,

es funcional (la señal se comportamiento similar o presenta una caracterización parecida), con

respecto a los datos comparados con autor Krinchik (véase la FIGURA.(6.6)).Este mismo re-

sultado se evidenció para el caso de la señal TMOKE en función de la dependencia angular con

los datos comparados con autor Postava (véase la FIGURA.(6.10)).

.



Apéndice A

Apéndice A

En la tabla (A.1) se muestran los datos obtenidos para el materia de cobalto (Co), los cuales

se midieron experimentalmente en colaboración del grupo de Magnetoplasmónica del Instituto

de Microelectrónica de Madrid (España).En la tabla (A.1) se observa la enerǵıa E,el ı́ndice de

refracción ñ = n− ik y los parámetros de las constantes magneto-ópticas Q = Q′ + iQ′′, donde

Q′ es la parte Real y Q′′ es la parte imaginaria.

E(ev) n k Q′′ Q′

0.5 4.41 7.19 3.02793 -2.0346

0.6 4.91 6.13 2.92286 -2.0509

0.7 5.24 5.85 2.58547 -1.5946

0.8 5.17 5.89 2.04593 -1.54975

0.9 4.94 5.95 1.54436 -1.56667

1 4.46 5.86 1.07923 -1.5305

1.1 4.07 5.61 0.68564 -1.55281

1.2 3.81 5.36 0.39417 -1.64365

1.3 3.6 5.2 0.20202 -1.74691

1.4 3.37 5.09 0.04367 -1.4717

1.5 3.1 4.96 -0.05132 -1.13583

1.6 2.84 4.77 -0.10519 -0.88597

1.7 2.66 4.57 -0.13029 -0.7106

1.8 2.45 4.41 -0.14156 -0.57437

1.9 2.31 4.18 -0.14407 -0.47787

2 2.21 4 -0.1423 -0.39897

2.1 2.13 3.85 -0.13227 -0.34209

2.2 2.07 3.7 -0.12358 -0.29746

2.3 2.01 3.59 -0.1128 -0.25848
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2.4 1.95 3.49 -0.10535 -0.22605

2.6 1.81 3.32 -0.09128 -0.17592

2.7 1.73 3.24 -0.08598 -0.15511

2.8 1.66 3.13 -0.07866 -0.13623

2.9 1.61 3.05 -0.07231 -0.12059

3 1.55 2.96 -0.06325 -0.10694

3.2 1.46 2.8 -0.05201 -0.09017

3.4 1.38 2.64 -0.05046 -0.08813

3.6 1.31 2.48 -0.04973 -0.09939

3.8 1.28 2.33 -0.04887 -0.1138

4.2 1.25 2.1 -0.0494 -0.11113

4.4 1.24 2.01 -0.05004 -0.09595

4.6 1.24 1.94 -0.04813 -0.07119

4.8 1.23 1.88 -0.04371 -0.04204

5 1.22 1.83 -0.03758 -0.02102

5.2 1.21 1.79 -0.03053 -0.00836

5.4 1.19 1.77 -0.02442 -0.00086

5.6 1.16 1.75 -0.01819 0.00339

5.8 1.1 1.73 -0.01294 0.00606

Tabla A.1: Datos de las constantes magneto-ópticas de cobalto las cuales se midieron experi-
mentalmente en colaboración del grupo de Magnetoplasmónica del Instituto de Microelectrónica

de Madrid (España)

A.1. Tablas de los resultados de la dependencia espectral y an-

gular de las diferentes geometŕıas MOKE para las interfa-

ces simples de Aire|Co

En las tablas (A.2)-(A.4) se presentarán los resultados numéricos obtenidos de las figuras presen-

tadas en la sesión 6.2. Para las señales MOKE en función de la dependencia espectral y angular

para, las tres geometŕıas magnéticas (polar, longitudinal y transversal ) de las interfaces simples

de Aire|Co, (estos valores se obtuvieron de la simulación realizada con el software Scilab).
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Modos normales y Ecuaciones de Fresnel

En los medios anisotrópicos inducidos los modos normales de un campo electromagnético son

de gran importancia y son tratados con las ecuaciones del Maxwell (2.23)-(2.26) vistas en el

caṕıtulo 2, que tiene una dependencia armónica en el tiempo y en el espacio. Śı se tiene en

cuenta la ecuación ~E (z, t) = Ee−i(ωt−
~k·z) de la onda principal y las ecuaciones (3.25) y (3.30)

para los modos normales (Zvezdin y Kotov, 1997) se tiene que ,

n~E− ~n
(
~n · ~E

)
= ε̃~E (A.1)

Donde n = (c/ω)~k es la refracción del vector, y usando la ecuación de la onda principal ~E se

tienen una solución no trivial, cuando el determinante de los coeficientes se desvanecen ó se

anulan.

det
∥∥n2δik − nink − εik (ω)

∥∥ = 0 (A.2)

La ecuación (A.2), es llamada ecuación de Fresnel. En el se definen los vectores de refracción

~n = ~n (ω) de los modos normales sustituyendo el vector de la refracción en la ecuación de la

onda principal de campo eléctrico se puede determinar los vectores propios de cada modo.

Es decir, que la polarización eĺıptica del medio giroscópico es ~g 6= 0 y el vector de refracción

depende la dirección trazada por la elipse, esta anisotroṕıa se observa de derecha e izquierda,

es decir, n+ 66= n− por lo general, se llamada medio girotróṕıco y por eso es conveniente tratar

el vector de desplazamiento eléctrico ~D en lugar de la intensidad eléctrica ~E debido a las

condiciones ~O · ~D = 0.

El vector ~D siempre se encuentra en el plano perpendicular a la dirección de la propagación de

la onda (Landau, 1981), ya que la ecuación para el vector de refracción en este caso tiene la

siguiente forma,

det
∥∥n2 (ε−1ik )− ninl (ε1)lk − δik∥∥ = 0 (A.3)

No, es dif́ıcil entender la ecuación (A.2) para los medios bi-giroscópico en este caso la ecuación

(A.2) se puede reducir a una ecuación de cuarto orden en n, para una onda que se define

la dirección de propagación, donde se busca dos soluciones particulares para los dos vectores
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(con orientación longitudinal y transversal) ~n y ~g. Es decir, la primera orientación debe ser

longitudinal (~n ‖ ~g). Y la segunda transversal (~n ⊥ ~g). Obsérvese que cuando la orientación es

longitudinal, la solución es:

n2 = εoµo [1± (Q+QM )] (A.4)

Donde Q y QM son los parámetros de Voigt de los tensores ε̃ y µ̃, el signo correspondiente ± a la

polarización eĺıptica a derecha y izquierda para las orientación transversal los modos normales

(Castera, 1989). Obsérvese que para el caso de que la onda transversal eléctrica (onda tipo s)

las componente de la intensidad magnética sera,

~Hx 6= 0, ~Hy 6= 0, ~Hz = 0 (A.5)

Para el caso de los modos normales para la onda transversal eléctrica esta dado por,

n2s = εoµo
(
1−Q2

M

)
(A.6)

Y para el caso de la onda transversal magnética (o onda tipo p )

~Hx = 0, ~Hy = 0, ~Hz 6= 0 (A.7)

Los modos normales de la onda transversal magnética esta dado por,

n2p = εoµo
(
1−Q2

)
(A.8)

Las ecuaciones (A.6) y (A.8) determinan la dependencia de n en los parámetros de Q y QM ,

para las orientaciones longitudinales y transversales, es posible separar el medio giro-eléctrico y

giro-magnético.(Jaumann, 1968) (Zvezdin y Kotov, 1997)
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