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1 Introduccién

Este trabajo desarrolla un modelo matematico para predecir la internalizacion celular
de nanoparticulas de oro (AuNPs) en tratamientos oncologicos mediante radioterapia
e hipertermia. El documento integra la teoria de interaccién nanoparticula-célula, los
mecanismos biofisicos de endocitosis y los parametros criticos —tamano, geometria,
carga superficial y concentracion— que determinan la eficiencia terapéutica.

La motivacion clinica de este estudio radica en que el cancer representa la segunda
causa de muerte a nivel mundial, con cerca de 9.6 millones de fallecimientos anuales,
lo que equivale a 1 de cada 6 muertes Ferlay et al. (2020). Ante esta realidad,
el tratamiento combinado de radioterapia e hipertermia terapéutica emerge como un
enfoque prometedor: mientras la radiacion ionizante dana el ADN de células cancerosas,
la hipertermia eleva la temperatura tumoral induciendo apoptosis y aumentando su
radiosensibilidad Horsman & Overgaard (2007).

En este contexto, la nanotecnologia ofrece herramientas innovadoras para potenciar
estos tratamientos, aprovechando las propiedades tnicas derivadas de la alta relacion
area/volumen de las nanoparticulas. Particularmente relevante es su capacidad para
enfrentar uno de los desafios mas criticos en oncologia: la resistencia a farmacos media-
da por bombas de eflujo celulares. La encapsulacion en nanoparticulas permite evadir
estos mecanismos mediante endocitosis, incrementando significativamente la acumula-
cion intracelular del agente terapéutico. Entre los diversos nanomateriales disponibles,
las AuNPs resultan particularmente prometedoras debido a su baja toxicidad y alto
coeficiente de absorcion de energia Mousavi et al. (2017).

La efectividad de esta estrategia terapéutica se fundamenta en tres mecanismos com-
plementarios que permiten optimizar el tratamiento y reducir las dosis de radiacion
requeridas. Primero, el efecto de potenciacion, mediante el cual las AuNPs generan
electrones secundarios y radicales libres que sensibilizan las células tumorales. Segun-
do, el efecto de absorciéon mejorada, basado en la acumulacion preferencial a través
del efecto EPR. Finalmente, la modulacion del microambiente tumoral, que altera las
condiciones locales favoreciendo la destruccion selectiva de células cancerosas Hainfeld

(2008).

No obstante, el proceso de internalizacion celular presenta una complejidad inherente,
ya que depende de miiltiples factores interrelacionados: tamano, forma, carga superfi-
cial y concentracion de las nanoparticulas. Esta naturaleza multifactorial dificulta la
prediccién y optimizacion del proceso mediante aproximaciones puramente experimen-
tales. Por esta razom, el presente trabajo implementa un modelo matematico que predice
la cantidad de nanoparticulas internalizadas considerando tanto factores termodinami-
cos como cinéticos, con el objetivo de optimizar el diseno de nanotransportadores y
maximizar la eficacia en terapias oncologicas.

Como resultado de esta pasantia, se construyé un marco tebrico integral que articula
biofisica de membranas, mecanismos de endocitosis y modelos de transporte celular.
Mas alla del modelo desarrollado, este trabajo busca ofrecer un recurso académico que
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fortalezca el conocimiento en nanomedicina, fisica médica y terapias basadas en nano-
tecnologia, estableciendo una base sélida para comprender la interacciéon nanoparticula-
célula y su aplicacion en el diseno racional de sistemas terapéuticos.



2 Objetivos

General

Implementar un modelo matematico que permita predecir la internalizacion celular de
nanoparticulas de oro, proporcionando una herramienta que facilite la comprension de
los mecanismos y factores que influyen en este proceso a nivel celular.

Especificos

s Identificar las propiedades fisicas y quimicas relevantes de las nanoparticulas de
oro que podrian influir en su internalizacion celular, como el tamano, la forma y
la carga superficial.

= Establecer relaciones causa-efecto entre las propiedades intrinsecas de las nano-
particulas y los diferentes procesos de endocitosis que tienen lugar en la interna-
lizacion celular.

= Obtener predicciones mediante el modelo matemaético y compararlos con los datos
existentes en la literatura.

3 Plan de trabajo

A continuacion se describe la metodologia para el cumplimiento de los objetivos plan-
teados.

1. Recopilacion y revision de literatura cientifica:

a) Realizar una buisqueda exhaustiva en bases de datos cientificas para identifi-
car estudios relevantes sobre la internalizacion celular de nanoparticulas de
oro.

b) Analizar y sintetizar la informacion recopilada, identificando los mecanismos
celulares y los factores clave mencionados en los estudios.

¢) Indagar y reproducir los célculos termodinamicos en el proceso de endocitosis
de las nanoparticulas estudiadas.

2. Diseno del modelo matemético:

a) Utilizar los conocimientos obtenidos de la revision de literatura y los da-
tos experimentales para establecer las ecuaciones y pardametros de nuestro
modelo matematico.

b) Considerar diferentes enfoques, como modelos de transporte, modelos ciné-
ticos, segiin la naturaleza del problema y los datos disponibles.
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¢) Proponer un sistema de ecuaciones que relacione las propiedades de las par-
ticulas, los mecanismos celulares y los datos disponibles de la internalizacion
celular. Se considerara utilizar técnicas como modelos de equilibrio termodi-
namico o modelos cinéticos, segin sea apropiado.

d) Optimizar los parametros ajustables y la estructura del modelo para mejorar
su capacidad predictiva y su aplicabilidad en diferentes contextos y tipos de
células.

3. Elaboracion y presentacion de resultados:

a) Elaborar un informe completo que incluya una descripcion de la técnica em-
pleada, los resultados obtenidos y las conclusiones que se derivan del modelo
matemaético utilizado.

Cronograma

Segiin lo establecido en el acuerdo 012 de diciembre de 2022, capitulo II, articulo 4,
donde se establece que el tiempo minimo de la pasantia es de 384 horas, que deben
cumplirse en un tiempo no mayor a seis (6) meses, se ha distribuido la realizacion de
los objetivos de la siguiente manera:

Actividad | MES 1 | MES 2 | MES 3 | MES 4 | MES 5 | TOTAL
1-2(a-b) | 40h | 40h 80 h
1-2(b-c) | 40h 40 h

2(a) 20 h 20 h
2(b) 20 h 20 h
2(c) 40 h 40 h
2(d) 40h | 80h 120 h
3(a) 20h | 20h | 20h | 20h | 40h | 120h
Total | 100h | 100h | 100h | 100h | 40h | 440h

4 Descripcion de resultados

Como parte de los resultados obtenidos durante la pasantia, se elabor6 un documento
técnico que ofrece una fundamentacion teérica y metodolodgica integral para el modelado
matemaéatico de la internalizacion celular de nanoparticulas de oro. Este documento,
desarrollado en cuatro capitulos, sigue una secuencia logica alineada con las actividades
propuestas en el plan de trabajo y atiende los objetivos planteados para la pasantia. La



descripcion de cada una de estas actividades, en funcion de los resultados alcanzados,
se presenta a continuacion.

El desarrollo de la pasantia se estructurd en torno a los objetivos planteados en la pro-
puesta original. Cada capitulo del documento elaborado aborda una fase fundamental
del proceso de investigacion, vinculando los marcos tedricos y metodologicos con los
resultados esperados, permitiendo el estudio detallado de la dindmica de internaliza-
cion celular mediante modelos compartimentales basados en ecuaciones diferenciales
ordinarias.

4.1 Resultado Actividad 1: Revisién bibliografica y
fundamentacién teoérica

En el desarrollo de esta primera actividad, se realizé una revision bibliografica exhausti-
va que consolid6 el conocimiento sobre mecanica de membranas celulares, mecanismos
de endocitosis y modelado matematico de sistemas biologicos. Esta revision integro
conceptos fundamentales de potencial de membrana (ecuaciones de Nernst y Goldman-
Hodgkin-Katz), propiedades de permeabilidad iénica, y mecanismos de endocitosis me-
diada por receptores, sentando las bases tedricas necesarias para comprender la inter-
accion célula-nanomaterial.

Se consultaron fuentes especializadas en nanotecnologia médica y bioffsica computacio-
nal, destacando trabajos de Chithrani et al. (2007) sobre captacién dependiente del
tamafio, Gao et al. (2005) sobre modelado termodinamico de envolvimiento de mem-
brana, y Jin et al. (2009) sobre formacion de clasteres. Particularmente, el trabajo de
Chithrani et al. (2007) se identifico como referencia experimental principal, proporcio-
nando datos cuantitativos de captacion celular para nanoparticulas esféricas de oro de
14 nm, 50 nm y 74 nm, mostrando un comportamiento no monoténico con maximo de
internalizaciéon en 50 nm.

El analisis termodindmico del envolvimiento de membrana se fundamenta en el balance
energético entre el costo de curvatura de la membrana y la ganancia por adhesion de
receptores. La condicién critica para endocitosis se expresa mediante:

| 2B
Rmin - @7 (1>

donde B es el modulo de flexion de la membrana celular, C}, es la energia de adhesion
receptor-ligando, y £, es la densidad de receptores en la membrana. Esta ecuacion
establece el radio minimo que una nanoparticula (o claster) debe tener para que la
endocitosis sea termodindmicamente favorable.

Adicionalmente, para nanoparticulas pequenas que no superan individualmente esta
barrera, se determiné el compartimento donde se encuentra el claster con el radio mi-
nimo requerido para superar la barrera termodinamica de la membrana celular. Para



determinar el compartimento minimo, se calculé:

3 3
min 27
nminzo,m(RR ) — 0,74 (g) ~ 26,57 ~ 27 2)

1

Esta revision permiti6 identificar los factores clave que determinan la captacion celular:
tamano de particula, agregacion, saturacion celular, difusiéon e interaccion receptor-
ligando. El resultado maés relevante fue la redaccion de los Capitulos 1 y 2 del documento
extenso, donde se exponen los fundamentos de la mecanica de membranas celulares
y los mecanismos de endocitosis, asi como su relevancia para el diseno racional de
nanosistemas terapéuticos. Para més detalles se recomienda consultar los Capitulos 1
y 2 del documento extenso.

4.2 Resultado Actividad 2: Calculos termodinamicos y
determinacion de parametros

Durante esta actividad, se realizaron los calculos termodinamicos necesarios para esta-
blecer los fundamentos cuantitativos del modelo. El objetivo principal fue determinar la
barrera termodinamica minima para que ocurra la endocitosis mediada por receptores,
fundamentada en el balance entre la energia requerida para curvar la membrana celular
y la energia ganada por la adhesiéon de receptores.

A partir de la revision bibliogréfica de trabajos como Gao et al. (2005) y Freund-Lin
(2004), se implemento el calculo del radio minimo de endocitosis, obteniendo un valor de
23.09 nm. Este resultado es fundamental porque explica por qué las nanoparticulas de
14 nm no pueden ser internalizadas directamente y requieren obligatoriamente formar
clisteres de al menos 27 particulas para superar esta barrera energética. En contraste,
las nanoparticulas de 50 nm y 74 nm superan naturalmente este umbral, permitiendo
su internalizacion directa sin necesidad de agregacion previa.

Este anélisis termodindmico permitié comprender que el comportamiento no mono-
tonico observado experimentalmente (maximo de captacion en 50 nm) resulta de un
balance 6éptimo: las particulas deben ser suficientemente grandes para superar la barre-
ra energética, pero no tan grandes que el costo de curvatura de membrana se vuelva
prohibitivo.



Crecimiento del radio del clister R, vs compartimento

— RyVSN

50 4 Captacion éptima:
R=2482nm,n=33
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Figura 1: Crecimiento del radio efectivo R,, en funcién del nimero de nanoparticulas n.
La linea vertical marca n = 33 (radio de 25 nm), correspondiente al umbral experimental
de maxima captacion celular.

La figura 1 muestra la evoluciéon del radio efectivo R, en funcién del niimero de nano-
particulas agregadas en el cluster (n). Esta grafica permite identificar visualmente el
compartimento correspondiente al tamano de captacion 6ptima experimental (25 nm),
que ocurre en n = 34, asi como verificar que el modelo se limita a un tamano maximo
de 50 nm de radio, equivalente a n = 270.

4.3 Resultado Actividad 3: Formulacién e implementacion del
modelo matematico

En esta actividad, se procedi6 a la formulacion del modelo compartimental basado en
ecuaciones diferenciales ordinarias. Para ello, se adapt6 el marco tebrico del modelo de
Jung (1986) originalmente desarrollado para dano celular por calor, transformandolo
en un sistema apropiado para describir la agregacion y endocitosis de nanoparticulas.

El modelo desarrollado representa el sistema mediante compartimentos discretos, don-
de cada compartimento n corresponde a clusteres de n nanoparticulas individuales. Se
establecieron dos poblaciones dindmicas: nanoparticulas extracelulares en proceso de
agregacion y nanoparticulas ya internalizadas. El sistema incorpora tres enfoques com-
plementarios: termodinamico (barrera energética absoluta), cinético (tasas dependientes
del tamano), y de transporte por difusion.

La implementacion computacional se realizé en Python utilizando las bibliotecas NumPy
para operaciones numeéricas, SciPy para la integracion del sistema de ecuaciones diferen-
ciales mediante el método BDF (Backward Differentiation Formula), y Matplotlib para
visualizacién de resultados. Este método numérico fue seleccionado por ser apropiado
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para sistemas rigidos donde coexisten procesos con escalas temporales muy diferentes
(agregacion en minutos vs. endocitosis en horas).

Como resultado, se logré una arquitectura modular que permite simular simultaneamen-
te miltiples tamanos de nanoparticulas, facilitando la comparaciéon directa con datos
experimentales. El codigo desarrollado encapsula los parametros fisicos del sistema y la
dindmica de internalizacion en clases reutilizables, permitiendo su adaptaciéon futura a
otros sistemas biologicos.

El resultado de esta actividad se refleja en el Capitulo 3 del documento extenso, donde
se presenta la formulacion completa del sistema de ecuaciones diferenciales, la descrip-
cion detallada de las tasas de agregacion y endocitosis dependientes del tamano, y la
estrategia de implementacion computacional. Para mas detalles sobre la formulacion
matematica y la arquitectura del codigo, se recomienda consultar el Capitulo 3 del
documento extenso.

4.4 Resultado Actividad 4: Optimizacién de parametros y
validacién cuantitativa

La cuarta actividad consistié en la optimizacién de los parametros ajustables del mo-
delo y su validacion cuantitativa mediante comparaciéon con datos experimentales. Se
identificaron los parametros de los articulos referenciados, y se utilizaron para realizar
la comparacién con los datos de nanoparticulas internalizadas de la literatura.

El proceso de optimizacion se realizd mediante comparacion iterativa con las curvas
experimentales de Chithrani et al. (2007), ajustando los parametros hasta alcanzar la
mejor reproduccion posible de la dinamica temporal de internalizacion para los tres
tamanos estudiados. Se presto especial atenciéon a capturar correctamente: (i) la fase
inicial de agregacion para nanoparticulas de 14 nm, (ii) la pendiente de internalizacion
durante la fase activa, y (iii) el plateau de saturacion observado experimentalmente
como se muestra a continuacion:

11



o Comparacion Modelo vs Datos Experimentales (Chithrani et al., 2007)

Chithrani D=14nm
Modelo D=14nm (R?=0.999)
Chithrani D=50nm
Modelo D=50nm (R?=0.960)
Chithrani D=74nm
Modelo D=74nm (R2=0.981)

[olo]e

o--=-=-=———=(

AN

NPs internalizadas (x1000)

Linea continua (—): Modelo
Linea punteada (- -): Chithrani

0 2 4 6 8 10
Tiempo [h]

Figura 2: Comparacion entre las predicciones del modelo (lineas continuas) y los datos
experimentales de Chithrani et al. (2007) (lineas punteadas con marcadores) para los
tres tamanos de nanoparticulas. Se muestran los coeficientes R? individuales que cuan-
tifican la calidad del ajuste temporal.

Los resultados de validacion alcanzaron un coeficiente de determinacion Tabla R? global,
donde R2 = 0.9786, lo que indica que el modelo explica el 97.86 % de la variabilidad
experimental observada. Los errores individuales fueron todos menores al 5.2 %, con el
ajuste mas preciso para nanoparticulas de 14 nm (error = 0.2 %, R? = 0.999), validando
especialmente el mecanismo de agregacion limitada implementado.
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Chithrani

Modelo

Resultados Finales y Coeficientes de Determinaciéon R?

R? indiv.

14

3905

3.91k

3.90k

0.2%

0.999

50

6018

6.02k

5.70k

5.2%

0.960

74

2981

2.98k

2.91k

2.3%

0.981

R? global

0.9786

Figura 3: Tabla resumen con resultados finales (t = 10 h) y coeficientes de determinacion
R2. Se muestra el valor experimental de Chithrani et al., la prediccion del modelo, el
error relativo, y los R? individuales para cada tamaifio, asi como el R? global calculado
sobre los tres tamanos.

Adicionalmente, se realizé un analisis de sensibilidad para identificar los parametros mas
criticos del modelo. Este analisis consistio en variar sisteméaticamente cada parametro en
un rango del +£20 % respecto a su valor optimizado, manteniendo los deméas constantes,
y cuantificando el impacto en las predicciones finales de internalizacion. Se encontrd
que los parametros de mayor sensibilidad son:

» Capacidad maxima de internalizacidon (/pax): Variaciones del 20 % producen
cambios proporcionales en la saturacion del sistema (sensibilidad lineal), afectando
principalmente la fase de plateau.

» Radio minimo de endocitosis (Rpuin): Especialmente critico para particulas
pequenas (14 nm). Una reduccion del 10 % (de 23.09 nm a 20.78 nm) disminuye
el tamano minimo de clister de 27 a 19 particulas, acelerando significativamente
la cinética de internalizacion.

» Parametro de eficiencia de endocitosis («): Presenta dependencia cuadratica
en las tasas de endocitosis (¢, oc «?R?), amplificando su impacto. Variaciones del
20 % generan cambios significativos en las tasas de internalizacion.

En contraste, pardmetros como el coeficiente de difusion y las constantes de agregacion
mostraron menor sensibilidad, sugiriendo que el modelo es robusto ante incertidumbres
en estos valores. El resultado de esta actividad se presenta exhaustivamente en las
Secciones 4.2 y 4.3 del Capitulo 4 del documento extenso, donde se documentan los
parametros optimizados, las métricas de validacion cuantitativa (tablas comparativas,
graficas de ajuste temporal, analisis de errores).
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4.5 Resultado Actividad 5: Elaboracion del documento extenso

La tltima actividad consistié en la elaboracion continua del documento escrito que re-
coge el desarrollo completo de la pasantia. A medida que se avanzaba en las actividades
anteriores, se fue redactando un texto claro y estructurado que integra la revision teo-
rica de mecanismos celulares (Capitulos 1 y 2), la formulacion matematica del sistema
de ecuaciones diferenciales (Capitulo 3), y la validaciéon cuantitativa con andlisis de
resultados (Capitulo 4).

Se generaron visualizaciones cientificas que facilitan la interpretacion de resultados,
incluyendo graficas de evolucion temporal de internalizacion, curvas de conservacion
de masa del sistema, relaciones entre tamano de claster y niimero de particulas, y ta-
blas comparativas de predicciones vs. datos experimentales. El manuscrito documenta
exhaustivamente la precision del modelo (R? global = 0.9786, errores <5.2 %), interpreta
fisicamente los resultados obtenidos, y establece conclusiones sobre los tres mecanismos
fundamentales que determinan la dindmica de internalizacion: la barrera termodinami-
ca, la competencia agregaciéon-endocitosis, y la saturacion celular.

El documento Anexo 1 sirve como una sintesis y consolidacion de todo el conocimien-
to adquirido durante la pasantia, integrando tanto la fundamentacion tedrica como
la implementacion practica del modelo computacional y su validacién experimental. El
resultado final se refleja en un manuscrito técnico de cuatro capitulos que facilita la com-
prension de procesos biofisicos complejos para una audiencia académica, y que podra
ser utilizado como recurso de apoyo para futuros estudiantes e investigadores interesa-
dos en el modelado matematico de sistemas biolégicos y aplicaciones de nanoparticulas
en medicina.

5 Conclusiones

A lo largo de la pasantia, se lograron los objetivos planteados inicialmente, lo que per-
miti6 una comprension profunda del problema de estudio y el desarrollo de habilidades
tanto teodricas en investigacion cientifica. En particular, la aplicacién de conceptos clave
relacionados con la mecanica de membranas celulares, los mecanismos de endocitosis y
el modelado compartimental brindé una vision clara de los fenémenos biofisicos involu-
crados y su relevancia en el campo de la nanomedicina, la fisica médica y las aplicaciones
terapéuticas de nanoparticulas.

El trabajo de grado en modalidad de pasantia permiti6 integrar conocimientos de diver-
sas areas —termodinamica, biofisica, métodos numeéricos y programacion cientifica—,
reforzando la capacidad para abordar problemas complejos desde una perspectiva mul-
tidisciplinaria. Se destacaron habilidades en investigacion bibliografica, analisis critico
de datos experimentales, implementacion computacional de modelos matematicos y es-
critura técnica aplicados en el campo de la nanotecnologia biomédica. Este enfoque
interdisciplinario aporté de manera significativa al desarrollo de un modelo predictivo
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cuantitativo que reproduce exitosamente la dependencia no monoténica de la captacion
celular con el tamano de nanoparticulas, proporcionando una base teérica y metodo-
logica solida que facilita la comprension de los procesos de internalizacion celular y el
diseno racional de nanosistemas terapéuticos.

El trabajo realizado durante la pasantia no solo contribuyé al desarrollo profesional
y académico personal, sino que también gener6é un recurso valioso para la comunidad
cientifica. El marco teédrico consolidado en los capitulos 1 y 2 del documento extenso
—que abarca desde la mecanica de membranas hasta los mecanismos de endocitosis
y formacion de clusters— junto con la implementaciéon computacional detallada en el
capitulo 3, servira de apoyo para futuros estudiantes, docentes e investigadores interesa-
dos en el modelado matematico de sistemas biolégicos y la aplicacion de nanoparticulas
en medicina.

Durante el desarrollo de la pasantia se alcanzaron logros importantes como lo son:

1. Implementacion exitosa de un modelo compartimental que reproduce cuantita-
tivamente los datos experimentales de Chithrani et al. (2007) con alta precision
(R? global = 0.9786, errores <5.2%).

2. Identificacion y cuantificacion de la barrera termodindmica minima (R, = 23,09
nm) como factor determinante del comportamiento dependiente del tamano en la
internalizacién celular.

3. Caracterizacion de la competencia dinamica entre procesos de agregaciéon y en-
docitosis para nanoparticulas pequenas (14 nm), explicando la cinética bifésica
observada experimentalmente.

4. Validacion del enfoque compartimental como estrategia computacionalmente efi-
ciente y fisicamente significativa para modelar la dinamica de internalizaciéon de
nanoparticulas.

Para profundizar en los resultados de la investigacion, incluyendo el analisis detallado
de validacion cuantitativa, sensibilidad de parametros e implicaciones para el diseno de
nanosistemas terapéuticos, se puede consultar los capitulas 4 y 5, donde se presentan
de los resultados y conclusionescorrespondientes del modelo desarrollado.

6 Perspectivas a futuro

Con base en los resultados obtenidos y las limitaciones identificadas del modelo actual,
se proponen las siguientes perspectivas y extensiones para trabajos futuros:

6.1 Extensiones del modelo

1. El modelo actual considera agregacion irreversible, para nanoparticulas con re-
cubrimientos o en medios con alta fuerza ionica, la desagregacion puede ser sig-
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nificativa. Se recomienda implementar tasas de desagregacion ki que permitan
transiciones reversibles C), 1 <> C,,, particularmente relevante para clisteres pe-
quefios (n < 10).

El error de 5.2 % observado para nanoparticulas de 50 nm sugiere que procesos
de reciclaje de receptores (donde receptores internalizados retornan a la membra-
na celular) podrian contribuir significativamente a la captacion. Se recomienda
implementar un término de reciclaje k...l — receptores disponibles que permita
reutilizacion de receptores después de la internalizacion, extendiendo potencial-
mente la capacidad efectiva mas alla de [,.,.

Para nanoparticulas grandes (>74 nm) o bajo ciertas condiciones experimentales,
mecanismos alternativos como macropinocitosis, endocitosis independiente de cla-
trina, o endocitosis mediada por caveolina pueden contribuir significativamente.

macro

Se recomienda implementar términos de internalizacién adicionales como ¢, %" y

caveolina

c con sus propias dependencias de tamano y barreras termodinamicas.

El modelo actual se desarrolld especificamente para nanoparticulas esféricas de
oro, donde el radio efectivo R,, determina completamente las propiedades geomé-
tricas del clister mediante la relacion R,, < n'/? con empaquetamiento FCC. Se re-
comienda extender el marco tedrico para incluir geometrias no esféricas (nanorods,
nanocubos, nanoplates, nanostars, nanodiscos) que exhiben comportamientos de
internalizacion significativamente diferentes debido a la anisotropia geométrica.
Para estas geometrias, seria necesario: (i) reformular el radio minimo Ry, en
términos de dimensiones caracteristicas (radio de curvatura local, relacion de as-
pecto), (ii) modificar las tasas de endocitosis ¢, para incorporar factores de forma
que reflejen el costo energético aumentado de envolver geometrias complejas, (iii)
considerar orientaciones preferenciales durante la adhesion y envolvimiento, y (iv)
implementar reglas de empaquetamiento especificas para la agregacion de parti-
culas anisotropicas. Esta extension permitiria explorar sistematicamente como la
morfologia de nanoparticulas puede ser optimizada para maximizar la captacion
celular, con aplicaciones directas al diseno racional de nanosistemas terapéuticos
donde la forma ha demostrado ser tan critica como el tamano para determinar la
biodistribucion y eficacia.

El modelo actual es méas preciso para nanoparticulas en el rango 10-100 nm y para
el mecanismo de endocitosis mediada por receptor. Extrapolar fuera de este rango
o a otros mecanismos requiere validacion experimental adicional y posiblemente
modificaciones estructurales del modelo.

Se recomienda que trabajos futuros reporten sisteméticamente no solo captacion
total, sino también cinética temporal con miltiples puntos de medicion, distri-
buciones de tamanos de clasteres, y caracterizacion de saturacion celular, para
facilitar la validacion y refinamiento de modelos matematicos como el desarrolla-
do en este trabajo.
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Introduccion

Este trabajo en modalidad de pasantia tuvo como objetivo principal el desarrollo de
un modelo matematico para predecir la internalizacion celular de nanoparticulas de
oro (AuNPs), con especial énfasis en su aplicacion terapéutica en el tratamiento del
cancer mediante radioterapia e hipertermia. A lo largo del desarrollo de la pasantia, se
realizaron diversas actividades orientadas a cumplir con los objetivos planteados, que
incluyeron la revision de teorias sobre nanomedicina, el analisis de mecanismos de endo-
citosis y la formulacién matemética de modelos predictivos que consideran parametros
fisico-quimicos de las nanoparticulas.

El trabajo resultante es un documento integral y autocontenido, en el que se condensa la
teoria fundamental de la interaccion entre nanoparticulas y sistemas celulares, explican-
do tanto los mecanismos biofisicos de internalizaciéon como los factores que influyen en
la eficiencia terapéutica de las AuNPs. Este documento también incorpora un analisis
detallado de los parametros criticos —tamano, geometria, carga superficial y concen-
tracion— que determinan el comportamiento de las nanoparticulas durante su proceso
de internalizacion, lo que resulta fundamental para la optimizaciéon de tratamientos
oncoloégicos basados en nanotecnologia.

Se estima que el cancer es la segunda causa principal de muerte a nivel mundial, con
aproximadamente 9.6 millones de muertes, lo que equivale a 1 de cada 6 fallecimientos
Ferlay, J., Ervik, M., Lam, F., Colombet, M., Mery, L., Pineros, M., et al.
(2020). Esta enfermedad ocurre cuando las células normales se transforman en células
tumorales a través de un proceso multifasico que generalmente implica la progresion de
una lesion precancerosa a un tumor maligno.

El tratamiento del cancer mediante radiacion ionizante aplicada junto con hipertermia
terapéutica (HT), representa un enfoque terapéutico combinado. La radioterapia utiliza
radiacion ionizante para danar el ADN de las células cancerosas, impidiendo su division
y proliferacion. Por otro lado, la hipertermia consiste en elevar la temperatura del tu-
mor a niveles que induzcan apoptosis o necrosis en las células malignas. Este aumento
de temperatura, ademas de inducir efectos directos sobre las células cancerosas, como
la desnaturalizacion de proteinas y la alteracion de la membrana celular, puede aumen-
tar la sensibilidad de las células tumorales a la radiaciéon, mejorando asi la eficacia del
tratamiento. Es importante considerar que la exposiciéon excesiva a la radiacion puede
incrementar el riesgo de danar tejidos sanos circundantes o incluso inducir la formaciéon
de nuevas células cancerosas. Por lo tanto, la eficacia de la radioterapia depende criti-
camente de la dosis administrada y del proceso de radiosensibilizaciéon inducido por la
hipertermia Horsman, M. R., Overgaard, J. (2007).

La nanotecnologia ofrece herramientas y estrategias innovadoras para el diagnostico y
tratamiento de enfermedades. Gracias a su tamano nanométrico, las nanoparticulas po-
seen propiedades opticas, quimicas y fisicas tinicas que las hacen particularmente ttiles
en el campo de la nanomedicina. Su alta relacion area/volumen les permite interactuar
de manera eficiente a nivel celular, lo que facilita el diseno de sistemas multifuncionales
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para aplicaciones biomédicas. Estas caracteristicas contribuyen a mejorar la sensibilidad
diagnostica, la eficiencia terapéutica y la seguridad en diversos tratamientos.

Uno de los mayores desafios en el tratamiento del cancer es la resistencia a los farmacos,
la cual depende tanto del tipo celular como del sistema de administracion utilizado. En
células farmacorresistentes, la acumulacion de farmacos se ve reducida por la accion de
bombas de eflujo, que los expulsan antes de que puedan ejercer su efecto terapéutico. En
este sentido, la encapsulaciéon de medicamentos en nanoparticulas ofrece una estrategia
prometedora, ya que permite su internalizacion a través de la endocitosis, evitando
el reconocimiento por estas bombas y aumentando la acumulacion intracelular de los
farmacos.

Ademas, las propiedades quimicas y fisicas de la membrana celular, como su composicién
lipidica, rigidez y curvatura, influyen en la eficiencia del proceso de endocitosis. Cambios
en estos parametros pueden favorecer la internalizacion de nanoparticulas y mejorar su
efectividad como sistema de administracion de farmacos. Comprender estos mecanismos
resulta 0til para optimizar el diseno de nanotransportadores y desarrollar terapias méas
eficaces en la lucha contra la resistencia a los farmacos.

El proceso de internalizacion celular de nanoparticulas, en particular las nanoparticulas
de oro (AuNPs), es un fenémeno complejo y multifactorial. Este proceso depende de
parametros como el tamano, la forma, la carga superficial y la concentracion de las
nanoparticulas. Las AuNPs son especialmente prometedoras debido a su baja toxicidad
y su alto coeficiente de absorcion de energia Mousavi, M., Nedaei, H. A., Khoei,
S., Eynali, S., Khoshgard, K., Robatjazi, M., Iraji Rad, R. (2017). Por ello,
resulta fundamental desarrollar un modelo matemético que permita comprender y pre-
decir el comportamiento de las nanoparticulas durante su internalizacion celular. Este
modelo podria optimizar el diseno de las nanoparticulas, mejorar su eficiencia tera-
péutica y reducir las dosis de radiacion requeridas en tratamientos oncologicos (como
quimioterapia o radioterapia).

Con el proposito de reducir la dosis de radiacién ionizante, se emplean diferentes es-
trategias, como el efecto de potenciacion de la radiacion, en el cual las AuNPs, al ser
irradiadas, generan electrones secundarios y radicales libres que pueden causar dano adi-
cional a las células cancerosas (fenémeno conocido como radiosensibilizacion); el efecto
de absorciéon mejorada, donde las AuNPs se acumulan en las células cancerigenas debi-
do a su permeabilidad (fenémeno conocido como efecto de permeabilidad y retencion
mejorada, EPR); y la modulacion de las propiedades del tumor, que consiste en modi-
ficar el microambiente tumoral para hacerlo més susceptible a la radiacion Hainfeld

(2008).

Ademés de cumplir con las actividades planificadas, la pasantia resulté en la creaciéon
de un marco teérico integral que retne los conceptos fundamentales necesarios para
comprender la internalizacién celular de nanoparticulas de manera holistica. La incor-
poracion de teorias complementarias, como el estudio de la biofisica de membranas, los
mecanismos de endocitosis y los modelos matematicos de transporte celular, permitio
establecer una base sélida que no solo facilita el entendimiento de los fenémenos de
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interaccion nanoparticula-célula, sino también su aplicaciéon dentro de un contexto te-
rapéutico. Este enfoque tedrico-experimental brinda una comprension méas profunda del
comportamiento de las AuNPs en sistemas biologicos, ademas de ofrecer herramientas
practicas que pueden ser aplicadas en el diseno racional de nanotransportadores para
terapia contra el cancer.

Este trabajo ofrece una vision general del comportamiento de las nanoparticulas du-
rante la internalizaciéon celular y propone una formulacién matematica para predecir la
cantidad aproximada de nanoparticulas que ingresan a la célula en funcion de factores
como su tamano, geometria y carga superficial, los cuales se analizaran en detalle méas
adelante. A lo largo del documento, se explican los procesos subyacentes en la internali-
zacion celular y se establecen criterios para optimizar tanto los procesos experimentales
como la eficacia en el uso de las nanoparticulas.

En resumen, este proyecto no solo permitio la consolidaciéon de los objetivos planteados,
sino que también resulté en la creacién de un recurso académico valioso. Este material
podra ser utilizado como apoyo en investigaciones futuras relacionadas con nanomedi-
cina, fisica médica y terapias oncoldgicas basadas en nanotecnologia, contribuyendo al
fortalecimiento del conocimiento en éareas relacionadas con la fisica de materiales bio-
logicos y la medicina personalizada. El presente informe recoge de manera integral los
objetivos, el plan de trabajo, los resultados obtenidos y las conclusiones de la pasan-
tia, proporcionando una visiéon completa de las actividades desarrolladas y su impacto
académico y cientifico.
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Justificacion

La internalizacion celular de nanoparticulas de oro es un proceso importante para la
nanomedicina. Su comprension facilita el aprovechamiento del potencial de nanoparti-

culas en aplicaciones biomédicas, como la entrega de farmacos, la toma de imégenes y
la medicina regenerativa. Chithrani, D. B., Chan, W. C. W. (2007)

Ahora bien, la internalizaciéon celular de nanoparticulas de oro es un fenémeno com-
plejo y multifactorial donde estan incluidos por ejemplo; el tamano, la forma, la carga
superficial y la concentraciéon de las nanoparticulas, asi como las propiedades de las
células y su microambiente Gao, H. (2005). Se necesita entonces utilizar y/o adaptar
(modelo de Jung[3]) Jung, H. (1986) un modelo matemético que permita comprender
y predecir los resultados experimentales biolégicos que se llevaran a cabo en el grupo
de fisica médica de la Pontificia Universidad Javeriana, este modelo debe ser ttil para
el tipo de informacién que va an a entregar los experimentos y los parametros que se
pueden controlar en los mismos.

Ahora, dependiendo de los resultados obtenidos con la adaptacién del modelo matemé-
tico, es posible contribuir al desarrollo y comprension de la seguridad y la nanotoxicidad
de las nanoparticulas de oro, y comprender mejor los mecanismos fundamentales que
rigen la internalizacion celular en general.
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Objetivos

General

Implementar un modelo matematico que permita predecir la internalizacion celular de
nanoparticulas de oro, proporcionando una herramienta que facilite la comprension de
los mecanismos y factores que influyen en este proceso a nivel celular.

Especificos

s Identificar las propiedades fisicas y quimicas relevantes de las nanoparticulas de
oro que podrian influir en su internalizacion celular, como el tamano, la forma y
la carga superficial.

= Establecer relaciones causa-efecto entre las propiedades intrinsecas de las nano-
particulas y los diferentes procesos de endocitosis que tienen lugar en la interna-
lizacion celular.

= Obtener predicciones mediante el modelo matemaético y compararlos con los datos
existentes en la literatura.
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Capitulo 1

1 Mecanica de la Membrana Celular

El estudio de la membrana celular y los procesos que ocurren en ella son fundamentales
para comprender la internalizacion celular, ya que esta estructura actia como la pri-
mera barrera y reguladora de la interaccion entre la célula y su entorno. La membrana
celular no solo delimita la célula, sino que también desempena un papel activo en la
regulacion de la entrada y salida de sustancias, permitiendo la comunicacion celular y
la homeostasis Alberts, B. (2002).

La membrana celular esta compuesta por una bicapa lipidica con proteinas embebidas
que facilitan y regulan el transporte de moléculas. Su fluidez y dindmica permiten
procesos como la endocitosis, la exocitosis y la transduccion de senales, los cuales son
esenciales en la internalizacion de particulas y nanoparticulas. Comprender la mecénica
de la membrana y su comportamiento ante estimulos externos es clave para predecir
como se lleva a cabo la captacion de materiales externos.

La membrana contiene una variedad de proteinas, algunas de las cuales son canales,
que permiten el intercambio de sustancias entre el citoplasma y el exterior, proceso
esencial para el mantenimiento del equilibrio iénico, el cual juega un papel importante
en la regulacion de la actividad celular. La mayoria de estas proteinas de canal son
selectivas y su permeabilidad puede cambiar segiin una variedad de factores quimicos
(pH o iones) y fisicos (como la temperatura o la radiacion).

1.1 Potencial de la membrana

Uno de los aspectos mas relevantes en la internalizacion es el potencial de membrana,
generado por la distribucion desigual de iones a ambos lados de la membrana. Este po-
tencial regula el transporte i6nico y la permeabilidad de la célula a diferentes moléculas,
influyendo directamente en los mecanismos de internalizaciéon. La ecuacién de Nernst y
otros modelos mateméticos (como se va a desarrollar més adelante) ayudan a describir
como los gradientes de concentracion y los campos eléctricos modulan el transporte de
iones y moléculas.

El potencial en la membrana es una magnitud eléctrica que se refiere a la diferencia de
potencial eléctrico que existe entre el interior y el exterior de una célula, debido a la
distribuciéon desigual de iones a ambos lados de la membrana celular. Esta diferencia
de potencial se produce cuando la selectividad y la difusiéon por diferencia de concen-
traciones de los canales, provocan desequilibrios i6nicos y una carga eléctrica neta en
ambos lados de la membrana Pérez, F (2014).

Cuando se presenta una diferencia en las concentraciones de una sustancia inicialmente
sin carga neta, se produce una difusién de iones a través de la membrana, fenémeno que
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esta gobernado por las leyes de Fick. Segtn la primera ley de Fick, el flujo de particulas
J debido a la difusion es proporcional al gradiente de concentracion —V¢. Esta ley
establece que el flujo se dirige hacia donde la concentracién disminuye mas rapidamente,
es decir, de zonas de alta concentracion hacia zonas de baja concentracion, tal como lo
indica el signo negativo en la ecuacion. La expresion matematica de esta ley es:

J = —DV¢, (1)

donde D representa el coeficiente de difusion, el cual a su vez depende de la movilidad
de los iones K y la temperatura T' de los mismos. Como se expresa a continuacion:

D = KkgT, [6] (2)

siendo kg = 1,38 x 10723 J /K la constante de Boltzmann.

1.1.1. Ecuacion de Nernst

La ecuacion de Nernst permite estimar el potencial en equilibrio, proporcionando una
herramienta practica para entender la dinamica de los iones en la célula. Aunque esta
ecuacion presenta ciertas limitaciones, como la suposicion de que la membrana es selec-
tiva para un solo tipo de ion y que no considera los flujos activos mediados por bombas
ionicas, sigue siendo 1util para establecer un punto de referencia en la caracterizacion del
entorno electroquimico de la célula. Su aplicacién ayuda a comprender como la diferen-
cia de potencial puede influir en el transporte de sustancias a través de la membrana,
incluyendo la captacion y distribuciéon de nanoparticulas.

A medida que avanza el proceso de difusion, la acumulacion de iones en uno de los lados
de la membrana genera un desequilibrio de carga, lo que a su vez produce una diferencia
de potencial eléctrico. Dependiendo del tipo de iones, uno de los lados se cargara positiva
o negativamente. Ademas, el campo eléctrico resultante influye en el movimiento de los
iones, impulsandolos en direccién opuesta al gradiente de concentracion. La velocidad
de arrastre v, es directamente proporcional a la fuerza eléctrica, y la constante de
proporcionalidad es la movilidad K que representa la velocidad que adquieren los iones
por unidad de fuerza aplicada (F;) y es expresada de la siguiente forma:

vy = KFy. (3)

El campo eléctrico E es el negativo del gradiente de potencial V' a través de la membra-
na. Para formular ecuaciones mas generales, la carga de los iones ¢ = ze se ha expresado
como el producto de la carga elemental e por la valencia del ion z de tal forma que
obtenemos la siguiente expresion:

d
KF, = KzeE = —Kze—v. (4)
dx
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Como resultado, los flujos idnicos pueden expresarse en términos del gradiente de po-
tencial (campo eléctrico) y del gradiente de concentraciones (difusion) asi:

dn
Juir = —KhT2 5
dif i (5)

dVv

= — _
Jelee Kzen o (6)

En ambos casos, el signo negativo indica que el flujo ocurre en direccién opuesta al gra-
diente. Esto refleja la interaccion entre dos mecanismos: el gradiente de concentracion,
que impulsa el movimiento i6nico en un sentido, y el potencial eléctrico, que ejerce una
fuerza en la direcciéon contraria.

El gradiente de concentracion disminuye a medida que aumenta el potencial eléctrico,
lo que lleva a una situacién de equilibrio en el que el flujo de cargas contintia hasta
que se llega a un balance de fuerzas. En ese momento, se alcanza una diferencia de
concentraciones y de potencial, conocida como potencial de equilibrio o potencial de
Nernst Pérez, F (2014). En estado estacionario, el flujo total de iones a través de la
membrana debe igualarse a cero para obtener los valores de las concentraciones y los
potenciales de equilibrio:

Jtotal = Jdif + Jelec =0. (7)

Avanzando en el razonamiento descrito anteriormente, se reemplazan los flujos:

dn av
—Kk:bT% = Kzen%, (8)

y al despejar se obtiene el diferencial de potencial como se muestra a continuacion:

v === (9)

Finalmente se procede a integrar para los valores de potencial y de n en ambos lados

de la membrana: v
e e T d
/ = _/ fpt an (10)
V. n, € M

Vi—-V,=——In—. (11)
ze n;
Y teniendo en cuenta que kZb—;‘F = %. Se obtiene la denominada ecuacién de Nernst:
RT n
V- V.= “=ln, 12



siendo R la constante de los gases ideales y F' la constante de Faraday.

El potencial interior (V;) menos el potencial exterior (V,), que se utiliza como referencia
(Ve =0), es la forma en que se definen los potenciales de membrana cuando se utiliza
la ecuacion de Nernst. Con este criterio, el potencial de membrana sera entonces

kT
(AL (13)

ze n;

Si las diferencias de concentracion y potencial a ambos lados de la membrana no cum-
plen con la relacién de Nernst, habré un flujo neto de iones hasta restablecer el equilibrio.
El sentido del flujo dependeré de los valores de concentracion y potencial. Si el potencial
es igual al potencial de reposo, no hay flujo neto de iones, pero si se alteran el potencial
o las concentraciones iénicas, se generara un flujo correspondiente.

Aunque la ecuacién de Nernst es una herramienta practica para entender el potencial
de membrana, tiene limitaciones importantes. Este modelo asume que la membrana es
selectiva para un solo tipo de ion y que no hay flujos activos de iones (como los gene-
rados por bombas i6nicas). En la realidad, las membranas celulares son permeables a
multiples iones, y el potencial de membrana esté influenciado por la contribuciéon de
todos ellos. Ademés, el modelo no considera la presencia de bombas y transportadores
activos, que juegan un papel crucial en el mantenimiento del potencial de membra-
na en condiciones fisiolégicas. Por lo tanto, la ecuaciéon de Nernst es méas aplicable en
situaciones simplificadas o en sistemas modelo, pero no describe completamente el com-
portamiento de las células en condiciones reales Kandel, E. R., Schwartz, J. H.,
Jessell, T. M., Siegelbaum, S. A., Hudspeth, A. J. (2013).

1.2 Potenciales fuera del equilibrio

Aunque existen flujos constantes de iones a través de la membrana, las concentraciones
ibnicas permanecen estables en el tiempo, lo que permite que la célula mantenga una
situacion de estado estacionario. Lo mismo ocurre con el potencial de membrana, que
es la diferencia de carga eléctrica entre el interior y el exterior de la célula. Aunque el
valor del potencial de membrana no representa un equilibrio estatico, si permanece en
un estado estacionario Pérez, F (2014).

Los iones pueden moverse a través de la membrana celular de diversas maneras, depen-
diendo de factores como el tamano de las moléculas y su polaridad. Las moléculas no
polares se difunden con facilidad a través de la membrana, mientras que las moléculas
polares, que tienen una distribucion de cargas asimétrica (con un extremo ligeramente
positivo y otro ligeramente negativo debido a una desigualdad en la distribuciéon de
electrones), encuentran mayor dificultad para hacerlo, incluso si son de menor tama-
no. Esto se debe a la naturaleza de la bicapa lipidica, que tiene un ntcleo hidrofébico
(repelente al agua). Las moléculas polares, al ser hidrofilicas (afines al agua), no in-
teracttian favorablemente con este niicleo hidrofébico, lo que dificulta su paso a través
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de la membrana. Para que una molécula polar cruce la membrana, debe superar esta
barrera hidrofébica, lo cual es energéticamente desfavorable.

1.2.1. Permeabilidad

La permeabilidad de la membrana es un factor determinante en el comportamiento
eléctrico de la célula, ya que regula la velocidad y facilidad con la que los iones pueden
atravesarla. A diferencia de la ecuaciéon de Nernst, que solo considera un ion en equi-
librio, la realidad es que la membrana tiene diferentes permeabilidades para distintos
iones. En ausencia de canales especificos, las moléculas polares de cierto tamano no
podrian atravesar la membrana celular. Si se considera una membrana con un espesor
Az, el coeficiente de difusion D esta dado por:

D = pAz, (14)

donde p es la permeabilidad, la cual depende de las propiedades de la membrana
(pero no de su espesor) y del tipo de ion. La permeabilidad de una especie quimica a
través de una membrana describe su movilidad a través de ella. Ambas magnitudes, D
y p, se relacionan directamente a partir de la ecuacion 2, de tal forma que:

D = KkgT = pAx, (15)

Por lo tanto, el flujo J que atraviesa la membrana puede expresarse en funcion de la
permeabilidad al sustituir la ecuaciéon 1 en la ley de Fick:

dn dn
J=—-D— = —(pAx)— = —pAn, (16)
dx
lo que indica que el transporte pasivo de particulas a través de la membrana ocurre de
manera proporcional a la permeabilidad de la membrana y a la diferencia de concen-
tracion entre ambos lados

1.3 Potencial de difusiéon

El potencial de difusion es la diferencia de potencial eléctrico que se genera a través
de una membrana semipermeable cuando iones con distintas permeabilidades compiten
por atravesarla, equilibrando sus cargas y concentraciones. En este proceso, los iones
de la sustancia con mayor permeabilidad se difunden mas rapidamente, generando una
diferencia de potencial eléctrico que frena su difusion y acelera la difusion de los iones
menos permeables. Este fenémeno se conoce como difusién conjunta y mantiene una
diferencia de potencial estacionaria en la membrana. El potencial de difusién se obtiene
a partir de una generalizacion del potencial de Nernst. Es importante destacar que el
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potencial de difusiéon no es un estado de equilibrio, sino un estado estacionario, ya que
la difusién de iones contintia mientras exista una diferencia de concentraciéon entre las
soluciones Pérez, F (2014).

Un ejemplo sencillo para comprender este proceso es el de disoluciones de iones de
cloro (Cl) y potasio (K), que estan separadas por una membrana permeable a ambos
iones (KT y CI7), pero con permeabilidades diferentes. En esta situacion, el ion méas
permeable se difunde mas rapidamente a través de la membrana, lo que genera una
diferencia de potencial eléctrico. Con los valores de concentracion, valencia y movilidad
de ambos iones se obtiene que los flujos totales son:

dng %
JKtotal = JKdif + JKelec = _KK]{:BT% - KKZK@”K%’ (17)
dncy
SCtgin = Je1as + Jeta. = —KoksT— = — Kazaencr (18)

Como en el estado estacionario hay ausencia de corriente eléctrica neta, se tiene entonces
que:

2K K T 201 Clige = 0, (19)

L. L, . . . , . dv .
permitiendo asi despejar el gradiente de potencial eléctrico <% de las ecuaciones (17) y

(18):

AV kgT ZCZKCleICl + ZKKK%K

dx e zo*noKe+ zk’ng Kk

(20)

Considerando la condicion de electroneutralidad ng = ne; = n, la ecuacion se reescribe
€omo:

dV o k?BT ZCZKCZ +ZKKK dn

A . 21
dx e Z%ZKCZ + Z%(KK n (21)
Integrando ambos lados entre los extremos de la membrana:
kT zoi K K .
V, — V= —nBn Zata Ak Kln(”—). (22)
e 25 Ko+ 2Kk n;
Finalmente, sustituyendo las valencias correspondientes (zx+ = —z¢i- = 1), y se obtie-
ne el potencial de difusion:
k BT K K — KC’l Ne
e (K x + Koy . n; ( )
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Esta ecuacion es similar a la ecuacion 13, pero incorpora las concentraciones idnicas y las
permeabilidades, las cuales afectan de manera importante el potencial de la membrana.

1.3.1. Ecuaciéon de Goldman-Hodgkin-Katz

Cuando hay varias especies i6nicas difusibles, el ejemplo anterior puede generalizarse;
para ello, se establecen las ecuaciones de flujo para todos los iones involucrados y se
sigue un procedimiento similar. El resultado generalizado se conoce como la ecuacién
de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK), que relaciona el potencial de membrana con
las concentraciones y permeabilidades de los iones. Por ejemplo, para la difusion de
iones Na™, KT y Cl™, la ecuacion es:

Vin

_ ]CBT (1 PK[K}E +PNa[Na]e + PCZ[Ol]l) ’ (24)

F \ " Pg[K]; + Pya[Nal; + Pai[C.

donde Py, Py, v Pg son las permeabilidades de los iones K, Nat y Cl~, respec-
tivamente, y los subindices e e ¢ indican las concentraciones externas e internas. Es
importante destacar que las concentraciones del ion C~ estan invertidas respecto a los
iones Na* y KT debido a su valencia negativa Romero, F. (2016)

La ecuacion de GHK también es relevante en el estudio de la interaccién entre nano-
particulas y membranas celulares. En particular, la distribucién intra y extracelular de
nanoparticulas depende en gran medida de su carga superficial, cuantificada a través del
potencial Z. Se ha reportado que nanoparticulas con diferente carga (positiva, negativa
o neutra) presentan variaciones significativas en su capacidad de atravesar la membra-
na celular, asi como en su acumulacion intracelular. Este comportamiento sugiere una
relacion directa entre el potencial Z de las nanoparticulas y la modulacién del poten-
cial de membrana, especialmente en sistemas donde existe permeabilidad diferencial a
particulas cargadas. Zhou, R. et al. (2018).

En el Anexo A se presenta un analisis detallado y la deduccion de la ecuacion 24.

A lo largo de este capitulo se ha presentado un analisis de los fundamentos biofisicos
que gobiernan el comportamiento eléctrico de la membrana celular. Se han discutido los
mecanismos que determinan el potencial de membrana, desde la ecuaciéon de Nernst,
que describe el equilibrio para un tnico tipo de ion, hasta la ecuacién de Goldman-
Hodgkin-Katz, que generaliza el analisis para miltiples especies i6nicas con diferentes
permeabilidades. Estos modelos matematicos permiten comprender como la distribucion
de iones y las propiedades de permeabilidad de la membrana establecen las condiciones
eléctricas que caracterizan el estado celular.

La comprension de estos fendémenos resulta util para el estudio de la internalizacién de
nanoparticulas, ya que la carga superficial de estas particulas, cuantificada mediante el
potencial Z, interacttia directamente con el potencial de membrana. Esta interaccion
electrostatica modula tanto la aproximacion inicial de las nanoparticulas a la superficie
celular como su posterior internalizacion. Ademas, las propiedades de permeabilidad de
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la membrana, junto con los gradientes i6nicos establecidos, crean un entorno electro-
quimico que puede favorecer o dificultar el proceso de captacion celular.

Habiendo establecido las bases del comportamiento eléctrico y de permeabilidad de la
membrana celular, es posible ahora abordar los mecanismos especificos mediante los
cuales las nanoparticulas son internalizadas por la célula. En el siguiente capitulo se
analizaran los diferentes tipos de endocitosis, con especial énfasis en la endocitosis me-
diada por receptores, proceso que constituye la via mas eficiente para la internalizacion
de nanoparticulas funcionalizadas.
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Capitulo 2

2 Endocitosis

El término general endocitosis se refiere al proceso mediante el cual las células importan
moléculas extracelulares, virus, microorganismos y particulas biomiméticas. Este pro-
ceso también puede incluir la exportacion de ciertas sustancias. Existe una variedad de
métodos de endocitosis, entre los que se destacan la endocitosis mediada por clatrina,
la endocitosis mediada por caveolina, la fagocitosis y la endocitosis mediada por recep-
tores Decuzzi, P., Ferrari, M. (2008), siendo esta ultima la de mayor eficiencia en
la internalizacion de NPs pequenas.

= Endocitosis mediada por clatrina: Este mecanismo implica la formacion de
vesiculas recubiertas de clatrina, una proteina que se ensambla en una estructura
en forma de canasta en la cara interna de la membrana celular. Estas vesiculas
transportan moléculas especificas hacia el interior de la célula.

= Endocitosis mediada por caveolina: En este caso, las vesiculas se forman
a partir de microdominios de membrana ricos en colesterol y esfingolipidos, co-
nocidos como caveolas. La proteina caveolina es esencial para la formacion de
estas estructuras, que participan en la internalizacion de ciertos ligandos y en la
senalizacion celular.

= Fagocitosis: Este proceso es utilizado principalmente por células especializadas,
como los macrofagos, para internalizar particulas grandes, como microorganismos
o restos celulares. La membrana celular se extiende alrededor de la particula,
formando una vesicula llamada fagosoma.

2.1 Endocitosis mediada por receptores

La endocitosis mediada por receptores es un proceso mediante el cual las células captan
moléculas especificas del medio extracelular. Este proceso se lleva a cabo a través de
receptores especificos ubicados en la membrana celular, los cuales reconocen ligandos
presentes en el entorno extracelular Gao, H. (2005). Por lo tanto, las nanoparticulas
deben estar funcionalizadas, lo que implica la modificacién de su superficie con ligan-
dos especificos que pueden ser reconocidos por los receptores celulares. Estos ligandos
pueden ser anticuerpos, péptidos, proteinas, aptameros o pequenas moléculas con alta
afinidad por los receptores de la célula diana Decuzzi, P., Ferrari, M. (2008). A con-
tinuacion, se presenta el desarrollo matematico del proceso de captacion en funcion de
la geometria de la nanoparticula. Con el objetivo de comprender este proceso desde una
perspectiva cuantitativa, se propone a continuacién un modelo matematico que describe
el proceso de captacion celular de nanoparticulas funcionalizadas mediante endocitosis
mediada por receptores. Este modelo tiene como objetivo representar la dindmica de
adhesion entre la membrana celular y la superficie de una nanoparticula, considerando
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la distribucion espacial y temporal de los receptores moviles sobre la membrana. A par-
tir de un enfoque geométrico simplificado, se estudia inicialmente la interaccion entre
una particula cilindrica y una membrana plana, lo cual permite derivar expresiones que
vinculan la redistribucion de receptores con la evolucién del frente de adhesion. Este
analisis proporciona las bases para comprender como factores fisicos, como la geome-
tria de la particula y la movilidad de los receptores, ademas determina la eficiencia del
proceso de internalizacion.

2.1.1. Captaciéon nanoparticulas cilindricas

Para comenzar, se considera la configuracion bidimensional de una membrana plana
infinita que envuelve una particula cilindrica. El modelo matematico se basa en el tra-
bajo de Gao et al. (2005), quienes estudiaron la endocitosis mediada por receptores
de nanoparticulas cilindricas y esféricas. Este modelo adopta el marco termodinamico
desarrollado por Freund y Lin (2004) para sistemas de adhesion con receptores mo-
viles, el cual establece un formalismo general basado en el balance entre energia de
adhesion, entropia configuracional de receptores, y energia eléstica de deformacion de
la membrana. Aunque Freund y Lin (2004) analizaron originalmente el caso de una
placa inicialmente curva adhiriéndose a un sustrato plano, en este trabajo se adopto
el formalismo al problema geométricamente inverso: una membrana inicialmente plana
que se curva para envolver una nanoparticula. El problema se ilustra en la Figura 2.2.

Figura 1: Distribucién no uniforme de la densidad de receptores en la membrana tras
la unién ligando-receptor. Aqui, s representa la coordenada curvilinea a lo largo de la
membrana, t es el tiempo, &, es la densidad inicial de receptores, y &/, es la densidad de
receptores en el area de contacto con la nanoparticula.

Para modelar la evolucion de la densidad de receptores durante el proceso de envol-
tura, se adopta el marco termodinamico de Freund y Lin (2004) con el formalismo de
geometria invertida en el proceso de endocitosis. Antes del contacto con la particula,
los receptores estan distribuidos uniformemente en la membrana celular con densidad
&', Tras el contacto, la formacion de enlaces ligando-receptor en la zona de contacto

1La densidad & representa el estado de maxima entropia configuracional de los receptores en la
membrana.
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provoca una redistribucion de receptores: la densidad aumenta a un valor &7, en el area
de contacto con la particula, mientras que disminuye en las zonas circundantes. Este
gradiente de concentracion genera un flujo difusivo de receptores hacia la zona de union.

Se asume que los ligandos estén fijos y uniformemente distribuidos sobre la superficie
de la particula, mientras que los receptores son méviles y se difunden rapidamente en
el plano de la membrana celular. La formacion de enlaces ligando-receptor reduce la
energia libre del sistema mediante la contribuciéon de adhesiéon, compensando el costo
entropico de la redistribuciéon no uniforme de receptores y el costo elastico de flexion
de la membrana. Este proceso se caracteriza por una distribucion de receptores £(s, t),
donde s es la coordenada curvilinea que mide la longitud de arco a lo largo de la
membrana y t es el tiempo. El tamano de la zona de contacto 2a(t) crece con el tiempo
conforme mas receptores se difunden hacia la region de adhesion. El anélisis considera el
intervalo temporal desde el contacto inicial (¢ = 0, con a(0) correspondiente a un nticleo
de adhesion inicial) hasta que la zona de contacto alcanza su extension de equilibrio.

La membrana esta adherida a la particula para s < a(t) y permanece libre para s > a(t).
Por lo tanto, la distribucion inicial de receptores en la membrana esta dada por:

£(5.0) = {§L cuando s < a(0), (25)

& cuando s > a(0),

donde el valor £, depende de la afinidad ligando—receptor y de la densidad superficial
de ligandos en la particula, y puede considerarse constante durante la envoltura.

La condicién discriminante & = &, define el estado de equilibrio quimico del proceso
de enlace ligando-receptor. Debido a las fluctuaciones térmicas, siempre existe un in-
tercambio entre estados enlazados y no enlazados cuando los receptores y los ligandos
estdn proximos. En regiones donde £ < &, las energias libres de los estados enlazados
y no enlazados son tales que la tasa de ruptura de enlaces excede la tasa de formacion
de enlaces en estas regiones, la membrana no estéa adherida de manera efectiva. Por el
contrario, en regiones donde £ > £, la tasa de formacién de enlaces iguala o supera la
de ruptura, estableciendo una adhesion estable. Asi, £, representa la densidad critica
de receptores requerida para mantener la adhesion.
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Con referencia a la Figura 2, el borde de la zona de adhesion se encuentra en s = 0
cuando t = 0, y avanza hasta s = a(t) en tiempos posteriores. Dado que el numero total
de receptores en la membrana se conserva durante el proceso de envoltura, los receptores
deben difundir desde regiones lejanas hacia el frente de adhesion para sostener su avance.

E(s,t) - +

&L = —_——=—=
E.F & s

Figura 2: Esquema de una porciéon de la membrana celular que abarca el frente de
adhesion entre la region adherida y la region libre. Las marcas representan receptores
en la membrana, con espaciado local que sugiere la variaciéon de densidad anticipada
para el avance del frente. Aqui s es la coordenada curvilinea a lo largo de la membrana,
& =¢&(a™,t) es la densidad justo adelante del frente, £, es la densidad de equilibrio en
la region adherida, y &y es la densidad inicial uniforme. (Imagen adaptada de de Gao
et al, 2005)

Para que el frente pueda avanzar de manera continua, la densidad de receptores inme-
diatamente detras del frente debe alcanzar el valor de equilibrio quimico &, es decir:

§la” 1) =& =i, (26)

donde la notacion a~ denota el limite cuando s — a(t) siendo esta la region adherida
(s <a(t),y & =&(a,t) es la densidad justo detras del frente de adhesion. Esta con-
dicion debe satisfacerse continuamente en el tiempo y refleja el balance termodinamico
local: solo cuando la densidad alcanza &, la reduccion de energia libre por adhesion
compensa el costo de flexion de la membrana, permitiendo el avance del frente.

Dado que la densidad inicial §, < &1, para satisfacer la condiciéon (26) continuamente en
el tiempo, los receptores deben ser transportados desde regiones cada vez més distantes
conforme el frente avanza. Este flujo de receptores esta impulsado por el gradiente del
potencial quimico local, que actiia como una fuerza configuracional sobre los receptores
moviles. La expresion para el potencial quimico y su relaciéon constitutiva con el flujo
se derivardn més adelante en este capitulo.

El flujo j(s,t) representa el ntimero de receptores que atraviesan por unidad de tiempo
una seccion de la membrana en la posiciéon s, en la direccién de s creciente. Dado que
el niimero total de receptores debe conservarse, la tasa local de cambio de densidad &
es igual al negativo de la divergencia del flujo local (Freund y Lin, 2004):

9 _ 9j

o 0s’
valida para s > a(t) (region libre). En la region adherida (s < a(t)), los receptores estéan
en equilibrio local, de modo que ¢ =&,y 5 = 0.

25

(27)



Aunque la densidad de receptores presenta una discontinuidad en s = a(t) debido a
que los receptores alcanzan rapidamente el equilibrio quimico &, al cruzar el frente
de adhesion, el flujo j(s,t) debe ser continuo a través del frente para garantizar la
conservacion del namero total de receptores.

La forma local de esta condicion de continuidad del flujo se deduce del requerimiento
global de conservaciéon de receptores:

[e.e]

d

a(t)
— d
dt |/, {rds +

£(s,t) ds] =0, (28)
a(t)

donde el limite superior se toma como infinito bajo la suposicién de que la membrana
es suficientemente extensa de modo que £(s,t) — & para s > a(t).

Aqui, la notacion ™ indica el limite s — a(t) desde la region no adherida (s > a(t)),
mientras que a~ denota el limite desde la region adherida (s < a(t)). Esta notacion
permite distinguir los valores de densidad y flujo a ambos lados de la discontinuidad en
el frente de adhesion.

Aplicando la regla de Leibniz para derivar la ecuacion (28), utilizando la ecuacion de
continuidad (27) en la region s > a(t), y considerando que £ = £, es constante en
s < a(t), se obtiene:

(e 9]

d

a(t)
— d
dt | J, Erds +

N
» (s, t) ds] =&ra+ 7 /a(t) &(s,t)ds = 0. (29)

Evaluando la derivada de la segunda integral mediante la regla de Leibniz e incorpo-
rando (27):

d [ B N cog . ._/OO@ e
dt/a(t)/f(s,t)dS— &(a ,t)a—l—/a(t) o ds = —¢&.a » aScls- Era+j4, (30)

donde se ha usado j(oo,t) =0y j. = j(a™,t). Ahora, al sustituir en la conservacion
global se llega a la condicion de salto en el frente de adhesion:

(o —&)a+jr =0,  ens=aft), (31)

con & = &(a™,t) y jy = j(aT,t) los valores inmediatamente adelante del frente de
adhesion.

La ecuacion (31) expresa el balance local de receptores en el frente de adhesion. El
primer término, (£, —&, )a, representa la tasa a la cual los receptores son ¢gonsumidos"por
el avance del frente: conforme el frente se mueve a velocidad a, los receptores deben
acumularse desde una densidad &, hasta ;. El segundo término, j, es el flujo difusivo
de receptores que llegan al frente desde regiones mas alejadas. El balance establece que
estos dos procesos deben estar en un equilibrio continuo.
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Para el caso de una membrana de extension infinita, se imponen las siguientes condi-
ciones asintoticas:

£(s,t) — &o, % — 0 cuando s — oo, (32)
donde u es el potencial quimico local de los receptores, que se definira posteriormente.
Estas condiciones reflejan que, lejos del frente de adhesion, la membrana recupera su
estado inicial no perturbado: la densidad de receptores alcanza su valor uniforme & vy,
al desaparecer los gradientes de potencial quimico, el flujo neto se anula (j — 0 por la
relacion constitutiva que se establecerd).

En la region adherida s < a(t), la densidad de receptores alcanza el valor de equilibrio
quimico y permanece constante, es decir:

E(s,t) = &1, j(s,t) =0 paras <a(t). (33)

Esta condicion refleja que la region adherida se encuentra en equilibrio quimico local,
y dado que la densidad es espacialmente uniforme (0¢/0s = 0), no existe flujo neto de
receptores.

Las condiciones de balance expresadas en las ecuaciones (27) y (31) se derivan ex-
clusivamente de principios de conservacion y son independientes de cualquier relacion
constitutiva entre el flujo 5 y la densidad £. Para completar la descripcion del sistema,
es necesario especificar dicha relacion constitutiva. En el marco de la termodinamica de
procesos irreversibles (Freund y Lin, 2004), el flujo difusivo de receptores esta impulsa-
do por gradientes en el potencial quimico pu, el cual se obtiene como la variaciéon de la
energia libre del sistema respecto a la densidad de receptores. Se procede entonces a ca-
racterizar las contribuciones a la energia libre total del sistema a temperatura constante,
las cuales incluyen la energia de adhesion ligando-receptor, la entropia configuracional
de los receptores moviles y la energia elastica de flexion de la membrana.

2.1.2. Energia libre del sistema

Siguiendo el enfoque termodinamico de 1.B Freund, Y.Lin, 2004, se considera que
el sistema estd inmerso en un bano térmico a temperatura constante 1, de modo que
todas las variaciones de energia se describen mediante la energia libre de Helmholtz. La
energia libre total del sistema se compone de tres contribuciones principales que reflejan
la naturaleza fisico-quimica y mecénica del proceso de adhesion:

1. Energia de adhesion: La formacion de un enlace receptor-ligando resulta en
una reducciéon de la energia interna del sistema de kT'Cy por enlace, donde k es
la constante de Boltzmann, 7" es la temperatura absoluta, y Cj es un parametro
adimensional que caracteriza la intensidad energética de la unién receptor-ligando
(tipicamente 5 < Cy, < 35 a T' ~ 300 K) Leckband, D, Israelachvili, J. (2001)
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Si la densidad superficial de receptores unidos es £(s, ) (nimero de receptores por
unidad de area), la reduccion en energia libre por unidad de area de membrana
es:

Jadn = —EKTCy. (34)

En el modelo simplificado presentado aqui, se asume que en la regiéon de contac-
to todos los receptores disponibles forman enlaces debido a la alta densidad de
ligandos en la superficie de la nanoparticula, de modo que £ = &, en la regiéon
adherida s < af(t).

. Entropia configuracional de receptores moviles: La distribucion espacial no
uniforme de receptores moéviles en la membrana modifica la entropia del sistema.
Tratando los receptores como un gas ideal bidimensional de particulas no inter-
activas (Dill y Bromberg, 2003), la contribuciéon entrépica a la energia libre
por unidad de area es:

fentropia = kT§ In <€£) ) (35>

0

Esta expresion refleja que las redistribuciones espaciales que generan gradientes
de concentracion incrementan la energia libre del sistema debido a la reducciéon
de entropia configuracional. La derivacion detallada de esta expresion se presenta
més adelante.

. Energia elastica de flexion de la membrana: La deformaciéon de la membrana
celular desde su configuracion inicialmente plana hasta conformarse a la superficie
curva de la nanoparticula requiere energia elastica de flexion. Segtun el modelo de
Helfrich, W. (1973), para una membrana con rigidez de flexion x, = BkT (donde
B &~ 20 — 30 es el modulo de flexion adimensional para membranas biologicas), la
densidad de energia de flexién por unidad de area esta dada por:

K
foena = 5 (1 + €2 = co)?, (36)

donde ¢; y ¢ son las curvaturas principales de la membrana y ¢ es la curvatura
espontanea.

Para el proceso de endocitosis analizado, la membrana celular parte de un estado

plano (¢; = ¢ = 0, curvatura espontéanea cq = 0), por lo que la ecuacion (36) se

simplifica a:

BEKT
2

Foend = —2(c1 + )2 = (a1 + ). (37)

2
En la region adherida a una nanoparticula cilindrica de radio R, las curvaturas
principales son ¢; = 1/R (perpendicular al eje) y co = 0 (a lo largo del eje),
resultando en fyena = BAT/(2R?). La derivacion detallada para la geometria
cilindrica se presenta méas adelante.
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2.1.3. Derivacién de las contribuciones energéticas
A continuacion se presentan las derivaciones detalladas de las expresiones utilizadas
para las contribuciones entropica y de flexion a la energia libre del sistema.

Para el analisis del proceso de adhesion, lo relevante no es el valor absoluto de la
entropia, sino su cambio con respecto al estado de referencia con densidad uniforme
&o. Partiendo de la expresion para la entropia configuracional por molécula segin la
mecénica estadistica de un gas ideal bidimensional (Dill y Bromberg, 2003):

A ¢
S=kln|— -—
(%),
donde A es una longitud caracteristica molecular del orden de algunos nanémetros y c es

un factor numérico de orden unitario que depende de los detalles estadistico-mecénicos
del modelo.

Sustituyendo N = A (donde £ es la densidad superficial de receptores):

A ¢ c

donde se ha cancelado el drea A en el numerador y el denominador.

La entropia relativa con respecto al estado de referencia es:

AS = S(€) — S(&) = kln (g%) —kln (gocm) . (38)

Aplicando la propiedad de logaritmos In(a)—In(b) = In(a/b), y notando que los términos

¢y A? se cancelan, se obtiene:
_ £
AS=—kln|=). (39)
€o

Esta expresion representa la entropia relativa por molécula de receptor. Notese que
AS < 0 cuando & > &y, lo que refleja la reducciéon de entropia configuracional al
concentrar receptores en la zona de adhesion. Fisicamente, esto corresponde a una dis-
minucién en el nimero de microestados accesibles para los receptores moviles, es decir,
una mayor ordenacion del sistema. Esta pérdida de entropia representa una penaliza-
cion energética —TAS > 0 que debe ser compensada por la ganancia en energia de
adhesion para que el proceso sea termodindmicamente favorable.

La contribucion entropica a la energia libre por unidad de area de membrana es entonces:

Fontropta = —T - EAS = T - € {—km (5)} — kT¢I (é) . (40)
o o
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Notese que cuando & = &, esta contribucion se anula, recuperando el estado de referen-
cia. Para & > &, el término es positivo, reflejando la penalizacion energética asociada
a la pérdida de entropia configuracional al concentrar receptores.

La energia elastica de flexién por unidad de area de una membrana con curvatura local
estd dada por la ecuacion (37). Para el problema de endocitosis aqui considerado, la
membrana transita desde un estado inicialmente plano (¢; = ¢o = 0) hasta conformarse
con la superficie de la nanoparticula. Para una nanoparticula cilindrica de radio R con
su eje perpendicular al plano de analisis, la membrana presenta:

» En la region libre (s > a(t)): ¢; = co = 0 (membrana plana) = fiena = 0

» En la region adherida (s < a(t)): ¢; = 1/R (perpendicular al eje), co = 0 (a lo largo
del eje)

Por lo tanto, en la region adherida:

R

BET [ 1 2 BEKT
fbend_—< 0) - 2R2

5 (41)

En el problema de endocitosis la membrana pasa directamente de su estado plano inicial
a conformarse con la superficie de la particula. La region de transicion es estrecha, y
para el analisis energético global se considera que la membrana es plana en la region
libre (s > a(t)) y adopta la curvatura de la particula en la region adherida (s < a(t)).

Reuniendo las tres contribuciones energéticas (adhesion, entropia y flexion), la energia
libre total del sistema normalizada por k7" puede expresarse como:

_ [ 5_L) E} - (é) 2
]:(t)_/o {&C’H—&ln(&) +2R2 d8+/Q(t)£ln &o s, (42)

» La primera integral corresponde a la region adherida (0 < s < a(t)), que incluye:

donde:

e Energia de adhesion: —¢,C)
e Contribucion entrépica: &, In(&r /&)
e Energia de flexion: B/(2R?) (Cilindro)

» La segunda integral corresponde a la region libre (s > a(t)), que solo incluye la
contribucién entrépica de los receptores moviles no unidos: £ In(£/&)

2Nota sobre tension superficial: Siguiendo el analisis de Wang, J., Yao, H., Shi, X. (2014), podria
incluirse un término adicional cAA que representa la energia asociada a la tension superficial de la
membrana. Sin embargo, para nanoparticulas de R = 15 nm con tension tipica ¢ ~ 0,02 mN/m y
rigidez de flexion sy, &~ 20kT, la contribucién adimensional o R?/ky &~ 0,055 representa menos del 1%
de la energia total. Por esta razon, este término se omite en el analisis presente. Para particulas de
radio R > 50 nm, donde o0 R?/k; > 0,6, este término podria volverse significativo y deberia incluirse
en el analisis.
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» a(t) es la posicion del frente de adhesion en funciéon del tiempo
= ¢, es la densidad de equilibrio de receptores en la region adherida

Es importante aclarar que el término entropico en la ecuacion (42) aparece con signo
positivo porque representa la contribucion a la energia libre de Helmholtz F' = U —T'S.
La entropia de mezcla de los receptores moéviles se expresa como:

Smezcla - —k/ﬁln (é) ds.

Al normalizar la energia libre por kT, se tiene:

F v S U ¢

T RT kKT / ¢ (go) ’
donde el signo negativo de la definicion de Spezca S€ incorpora naturalmente, resultando
en el término con signo positivo en la expresion normalizada de la energia libre.

2.1.4. Evolucién temporal de la energia libre

Una vez que se establece la ecuacion de energia libre 42, se puede examinar la naturaleza
del avance del frente de adhesion en el contexto de la termodindmica no equilibrada. Un
sistema en un reservorio isotérmico puede verse como un sistema mecanico disipativo;
los cambios en la entropia pueden calcularse por separado a partir del anélisis del
sistema.

La derivacion de la tasa de cambio temporal de la energia libre se simplifica considerando
que el proceso ocurre en régimen cuasiestatico: la evolucion es suficientemente lenta
para que la membrana esté siempre en equilibrio mecénico. En el frente de adhesion
s = a(t), la transicion entre la membrana plana (region libre) y la membrana curvada
(region adherida) ocurre de manera discontinua en la curvatura pero continua en el
flujo de receptores.

Ahora, se deriva la energia libre 42 con respecto al tiempo para analizar la evoluciéon
temporal de la energia libre y entender como cambia a medida que avanza el proceso
de adhesion y deformacion de la membrana F(t), obteniendo la siguiente formulacion
matematica:

: . §L> (€+> B ] / <
Ft)=—a|&Cr =6 In | =) —-&In | — ) ——| + ds 43
(t) {51; b — &L (fo §+ 2 OR2 o) £x (43)
donde &, = £(a™,t) denota la densidad de receptores inmediatamente adelante del

frente de adhesion, y x = In(£/&) + 1 es el potencial quimico normalizado de los
receptores (que se definira en detalle posteriormente).

La expresion (43) puede descomponerse en dos contribuciones fundamentales que refle-
jan la termodinamica del proceso:
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El primer termino representa el cambio de energia libre asociado al avance del frente
de adhesion a velocidad a, el signo negativo indica que este término cuantifica la re-
duccion (o incremento) de energia libre cuando el frente se desplaza. Los componentes
individuales son:

» &0y Reduccion de energia libre debida a la formacion de enlaces receptor-ligando en
la nueva region adherida. Este es el término que impulsa energéticamente el avance
del frente.

» —&; In(€L/&): Penalizacion entropica asociada al incremento de densidad de recep-
tores en la region adherida (&, > &). Como In(£; /&) > 0 cuando &, > &, este
término aparece con signo negativo en la expresion entre corchetes, reduciendo la
fuerza impulsora neta del avance.

w =& In(&, /&): Cambio entropico asociado a la densidad de receptores inmediatamen-
te delante del frente. Tipicamente £, < &, debido al flujo de receptores hacia la region
adherida, por lo que In(&, /&) < 0 y este término contribuye positivamente (reduce
la penalizacion entrépica).

» —B/(2R?): Costo energético elastico de flexion necesario para curvar la membrana
desde su estado plano inicial hasta conformarse con la superficie de la nanoparticula
de radio R. Este término resiste el avance del frente.

El segundo término de la ecuacion (43),

o0

Ex ds,
a(t)

representa la variacion de energfa libre en la region no adherida (s > a(t)) debido a
la redistribucion temporal de receptores. Este término cuantifica como el transporte
difusivo de receptores moéviles, impulsado por gradientes de potencial quimico, modifica
la energia libre total del sistema.

El integrando £y es el producto de:

3 (s,t) = 0&/0t: tasa de cambio temporal de la densidad de receptores en la posicion
s, que refleja la acumulaciéon o deplecion local de receptores debido al transporte
difusivo.

= x(s,t): potencial quimico normalizado (adimensional) de los receptores en la posicion
s, definido como:
£

X(s,t) =1In (f_) + 1. Atkins, 2021 (44)

0

El potencial quimico y se deriva de la contribuciéon entropica a la energia libre del
sistema. Como se estableci6 en la ecuacion (40), la densidad de energia libre entropica

por unidad de area es:
fentropy = KT In (é) )
€o
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El potencial quimico (dimensional) se define termodindmicamente como la derivada
de la energia libre con respecto al ntimero de particulas, manteniendo constantes la
temperatura y el drea . En términos de la densidad superficial £, esto equivale a:

- afentro y 2 é
o= = g frrem ()]

Aplicando la regla del producto:

_ L3 I £
,u-k;T{ln(§0>+f ¢ fo] kT[ln(§0)+1]

Normalizando por kT para obtener el potencial quimico adimensional, se llega a la
expresion (44):
I §
=-—=In(=> 1.
== (g) +

El producto éX en el integrando tiene un significado termodindmico preciso: represen-
ta la tasa de disipacion de energia libre por unidad de longitud debido al transporte
irreversible de receptores. Cuando existe un gradiente de densidad (0£/0s # 0), se ge-
nera un gradiente de potencial quimico (Ox/0s # 0), que impulsa un flujo difusivo de
receptores tendiente a homogeneizar la distribucion.

Este flujo, sin embargo, implica un proceso irreversible que disipa energia libre. La
integral f;(ct;) £x ds cuantifica la tasa total de cambio de energia libre asociada a esta
redistribucion en toda la regiéon no adherida. En el contexto del modelo, este término
se acopla con el flujo difusivo de receptores a través de la relaciéon constitutiva que se
establecera posteriormente (ecuacion de difusion impulsada por gradientes de ).

El balance neto de estos términos determina si el avance del frente es energéticamente
favorable. Para que el proceso ocurra espontaneamente, la ganancia por adhesion (£,,Cy)
debe superar los costos entropico (&1 In(&r/&y)) v elastico (B/(2R?)).

Es importante notar que los términos entrépicos en la ecuacion (43) no representan una
competencia entre adhesion y redistribucion de receptores, sino que reflejan un proceso
cooperativo. La reorganizacion espacial de receptores, aunque implica una reducciéon
de entropia configuracional en la zona adherida, permite alcanzar localmente la densi-
dad critica £, necesaria para superar las barreras energéticas (elastica y entropica) y
completar la adhesion.

Desde esta perspectiva, el transporte de receptores hacia el frente de adhesion es un
mecanismo que facilita el proceso: los receptores que inicialmente estan distribuidos
uniformemente (£ = &) migran hacia la region del frente, donde forman una mayor
concentracion (£ = £1) capaz de sostener el avance. El costo entropico de esta concen-
tracion local es compensado por la ganancia energética de los enlaces receptor-ligando
formados.
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Dado que tipicamente &1, > & en la region adherida y £, < & inmediatamente delante
del frente (por deplecion local), ambos términos logaritmicos contribuyen a modular la
fuerza impulsora neta, pero no se oponen frontalmente al proceso. En cambio, regulan
la velocidad de avance del frente mediante el balance termodinamico entre ganancia
adhesiva, costo entropico y resistencia eléstica.

La integral fao(j) 5 X ds suma estas contribuciones a lo largo de toda la regién no adheri-
da, desde el frente de adhesion en s = a(t) hasta la region alejada donde la membrana
permanece en su estado de referencia. Este término captura cémo la redistribucion tem-
poral de receptores en respuesta a gradientes de potencial quimico modifica la energia
libre total del sistema.

El gradiente espacial del potencial quimico, Jx/0s, impone una fuerza termodindmica
que impulsa el transporte dirigido de receptores. A diferencia de la difusiéon puramente
aleatoria (browniana), este movimiento presenta un sesgo preferencial: los receptores
tienden a migrar hacia regiones donde el potencial quimico es menor, es decir, en la
direccion de —0x/0s.

Para cerrar el sistema de ecuaciones que gobierna la evolucion de la densidad de recep-
tores £(s,t), es necesario establecer una relacion constitutiva entre el flujo de receptores
y el gradiente de potencial quimico. Esta relacion se fundamenta en la termodinamica
de procesos irreversibles 1.B Freund, Y.Lin, 2004.

La ecuacion de continuidad establece la conservacion local de receptores:

o6 0j
— 4+ 2 =0, 45
ot 0Os (45)
donde j(s,t) es el flujo de receptores por unidad de tiempo (nimero de receptores que
atraviesan la seccion en s por unidad de tiempo, positivo en la direccion de s creciente).
El flujo puede expresarse como el producto de la densidad de receptores por su velocidad
media:

j=¢v, (46)

donde v(s,t) es la velocidad media de deriva de los receptores en la direccion s.

Siguiendo la teoria de respuesta lineal en termodindmica de procesos irreversibles, se
asume que la velocidad media es proporcional al gradiente negativo del potencial qui-
mico:

24

v = —m%, (47)

donde m es el parametro de movilidad de los receptores en la membrana, con unidades
de longitud?/tiempo. Para membranas celulares biolégicas, se estima que m =~ 10* —
10° nm?/s 1.B Freund, Y.Lin, 2004.

Combinando las ecuaciones (46) y (47), se obtiene la expresion para el flujo:

x

j = _m£%7
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que constituye una relaciéon de transporte lineal clasica Mullins, 1957, anédloga a la ley
de Fick pero formulada en términos del potencial quimico en lugar de la concentracion.

Para establecer la conexion con la ecuacion de difusion clasica, se sustituye el poten-
cial quimico normalizado y = In(£/&)) + 1 en la expresion del flujo (48). Calculando
explicitamente la derivada espacial:

SORE

ds  Os & £0s’
se obtiene: 5 | o o
e X e 20 OS
ST TS G mé £0s "o (49)

Esta expresion es formalmente idéntica a la primera ley de Fick para difusién ordinaria,
con coeficiente de difusion efectivo D = m. Combinando con la ecuacién de continuidad
(45), se recupera la ecuacion de difusion clasica:

o€ 0%¢
— =m—. (50)
ot 0s?

Sin embargo, la formulaciéon en términos del potencial quimico y es mas general y
robusta: permite incorporar naturalmente efectos no ideales como interacciones entre
receptores, exclusion de volumen, o contribuciones elasticas de la membrana mediante
modificaciones apropiadas en la expresion de y, sin alterar la estructura de la relacion
constitutiva (48). En el limite de bajas concentraciones y sin interacciones (gas ideal
bidimensional), la relacién entre la movilidad m y el coeficiente de difusion clasico D
estda dada por la relacion de Einstein:

D = mkT, (51)

que conecta las propiedades de transporte microscopicas (movilidad m) con las pro-
piedades macroscopicas (difusividad D), donde k es la constante de Boltzmann y T la
temperatura absoluta.

Sustituyendo la ecuacion de continuidad (45) en el término integral de (43) y realizando
una integraciéon por partes, se obtiene:

; . § '3 B >0
F(t) = —a {fLCb — &l (g—ﬁ) +&+1In (5—2) - 2_]%2} - /a(t)]a—?:ds. (52)

El término integral puede reescribirse sustituyendo la relacion constitutiva j = —mé g—’;
de la ecuacion (48):

F(t)=—a [fLC'b — & ln <§—§> +& In <§—Z) — 2_R2} + /G(t) mé (3_?56‘) ds.  (53)

Esta expresion revela la estructura termodinédmica completa del proceso:
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» El primer término (proporcional a @) representa el cambio de energia libre asociado
al avance del frente de adhesion, cuyo signo determina si el proceso es energéticamente
favorable.

» El segundo término (integral) es siempre no negativo, ya que m > 0, & > 0y
(0x/9s)? > 0. Este término representa la disipacion de energia debido al trans-
porte irreversible de receptores impulsado por gradientes de potencial quimico. La
tasa de disipacion es proporcional al cuadrado del gradiente de y, caracteristico de
procesos de transporte lineal en termodinamica de procesos irreversibles.

Ahora, se aplica integracion por partes al término integral partiendo de:

o . 0.0 ag
Exds = / —x ds,
a(t) a(t) O

y usando la ecuacion de continuidad (45):

/gxds— /(t Ly ds.

Aplicando la férmula de integracion por partes Judv = wv — [vdu con u = xy
dv = %ds:
] . s=oo X
_/a(t) %xds:—[j ]s—a(t)+/ I s IX gs. (54)

Ahora, evaluando el término de frontera [j X]iig‘gt) se evalua en los limites:

= En s — oco: La membrana esta en su estado de referencia uniforme con & = &, por
lo que x =1n(& /&) + 1 =1 (constante) y g—’; = 0, implicando j = 0 segtn (48). Por
tanto, j(oco)x(oc0) = 0.

» En s = a(t)": Se denota j, = j(a™,t) y x4 = x(a™,t) los valores inmediatamente
delante del frente de adhesion.

Por lo tanto:

—Uixliza = —[0 = jex+] = Jex+ (55)
Sustituyendo (55) en (54):
oo . ) o 8
Exds = jyxy + 8_d8 (56)
a(t) S
Finalmente, se sustituye la relacién constitutiva j = —mﬁg—’; de (48) en el término

integral:
>0y o ox\ ox , / o ox 2
/ I 5 —ds = /a(t) ( f@s) aSd » mé s ds. (57)

El cambio de signo: el término aparece con signo positivo en (53) porque se mueve del
lado derecho al lado izquierdo de la ecuacion.
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Combinando (56) y (57):

0o _ o0 oy \> .
/ Exds = jixy — / m§ (—X) ds = jix+ — D(1), (58)
a(t) a(t) 0s

donde se ha definido la tasa de disipacién de energia libre:
[%S) 5){ 2
D(t) = mé| =) ds>0. (59)
a(t) 88

Esta cantidad es siempre no negativa (ya que m > 0, £ > 0y (9x/9s)> > 0) y
representa la tasa de disipacién de energia libre debido al transporte irreversible de
receptores impulsado por gradientes de potencial quimico a lo largo de la membrana. La
disipacion es proporcional al cuadrado del gradiente de potencial quimico, caracteristica
tipica de procesos de transporte lineal en la termodinamica de procesos irreversibles 1.B
Freund, Y.Lin, 2004.

Sustituyendo (58) en (43), la expresion completa para la tasa de cambio de la energia
libre queda:

: : § § B :
'F(t) = —a |:§ch - §L 111 (é) - f—‘r hl (é) - 2_}%2:| +]+X+ - D(t) (60)

Esta expresion revela la estructura termodinamica completa del proceso de endocitosis:

» El primer término (proporcional a a) representa el cambio de energia libre asociado
al avance del frente de adhesion. Su signo determina si el proceso es energéticamente
favorable: cuando el término entre corchetes es positivo, el avance del frente (a > 0)
reduce la energia libre.

= El término j, x representa el flujo de energia libre asociado al transporte de recep-
tores hacia el frente de adhesion. Este término acopla la dindmica del frente con la
redistribucion de receptores en la region no adherida.

» El término de disipacion D(t) es siempre positivo y representa la pérdida irreversible
de energia libre debido a la difusién de receptores. Este término refleja la naturaleza
irreversible del proceso y esta ausente en formulaciones de equilibrio termodinédmico.

2.1.5. Planteamiento del problema de valores en la frontera
Para resolver completamente el modelo y determinar la evolucion temporal del sistema,
es necesario:

» Determinar el perfil espaciotemporal de densidad de receptores £(s,t) en la region no
adherida (s > a(t)), que describe como los receptores se redistribuyen en respuesta a
gradientes de potencial quimico.
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» Calcular la velocidad de avance del frente de adhesion a(t), que gobierna la dindmica
de envoltura de la nanoparticula.

Esto se logra planteando un problema de valores en la frontera que combina:

1. La ecuacion de difusion-transporte para £(s,t) derivada de la conservacion y la re-
lacion constitutiva.

2. Condiciones de frontera en s = a(t) que relacionan el flujo de receptores, la densidad
local y la velocidad del frente.

3. Una condicién de equilibrio termodinamico o criterio cinético que determina la ve-
locidad a(t) del frente.

La ecuacion que gobierna la evolucion de (s, t) se obtiene combinando la ecuacion de
continuidad (45) con la relacién constitutiva (48). Eliminando el flujo j entre ambas
ecuaciones:

% _ 0 i ol
ot~ os o0 1T TG
se obtiene la ecuacion de difusion generalizada:
o5 0 ax

Sustituyendo el potencial quimico normalizado x = In({/&,) + 1 de (44):
Ox _10¢
ds  £0s’
la ecuacion (61) se convierte en:
o 0 10¢ 0%¢
- o) = 62
(me- £5:) (62

= m—.
0s2

ot 0Os

Esta es la ecuacion clasica de difusion lineal con coeficiente de difusion efectivo D =
m, valida para el modelo de gas ideal bidimensional (receptores no interactivos). La
linealizacion exacta ocurre porque la no linealidad en y se cancela al sustituir en la
divergencia del flujo.

La ecuacion (62) debe resolverse sujeta a las siguientes condiciones:

1. Condicion asintotica (s — c0):

lim £(s,t) = &, (63)

S§—00

que establece que la densidad de receptores tiende al valor de referencia uniforme en la
region alejada no perturbada por el proceso de adhesion.

2. Condicién en el frente de adhesion (s = a(t)):
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En el frente movil, debe satisfacerse una condicién de balance de masa que relaciona el
flujo de receptores con la velocidad del frente. Esta condicion, conocida como condiciéon
de Stefan, establece que:

jr =3’ t) = (& — & )a, (64)
donde £, = £(a™,t) es la densidad inmediatamente delante del frente y £, es la densidad

en la region adherida. Esta condicion expresa que el flujo difusivo de receptores hacia
el frente debe compensar la acumulacion de receptores debido al avance del frente.

3. Condicioén inicial (¢ = 0):

£(s,0) =&, a(0) =0, (65)
correspondiente a una distribucién uniforme de receptores antes del inicio de la adhesion.

La velocidad del frente a(t) no se especifica a priori, sino que debe determinarse como
parte de la soluciéon mediante una condiciéon adicional que garantice la consistencia
termodinamica del proceso. Esta condicion puede establecerse mediante un balance de
potencia (o balance energético) en el frente de adhesion.

El balance de potencia establece que la tasa de cambio de energia libre del sistema debe
estar balanceada por la potencia disipada y el trabajo realizado por fuerzas externas
(que en este caso son nulas). En la formulacion de Gao et al., esto se traduce en una
condicion que relaciona a con las densidades &1 y £, y los parametros materiales del
sistema.

2.1.6. Balance de potencia y determinacion de la velocidad del frente

La velocidad del frente a(t) se determina mediante un balance de potencia que garantiza
la consistencia termodinamica del proceso. Este balance establece que la tasa de cambio
de energia libre del sistema esta completamente balanceada por la disipacién:

F(t)+D(t) =0, (66)

donde F(t) esta dada por (60) y D(t) por (59). Esta relacion garantiza que el avance
del frente estéd impulsado por la energia disponible en el sistema y restringido por la

disipacion difusiva.

Sustituyendo (60) en (66):

B
—a {SLCI; — & 1n (%) — &4 n (Z—Z) - Z_RZ} +j+x+ — D(t) + D(t) = 0,
lo que simplifica a:
B
a |:§ch —&r1n (%) —&+In (%) - Q—RQ} = J4+X+- (67)
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Esta ecuacion relaciona la velocidad del frente con las densidades de receptores en el
frente (£1) y en la region adherida (§;), junto con los parametros materiales del sistema.

Para resolver el problema acoplado de las ecuaciones (62) y (101), se busca una solucion
de similitud que refleje la naturaleza autosimilar del proceso de difusion desde un frente
movil. La ecuacion de difusion:

S

ot~ os?
sugiere que existe una solucién de la forma &(s,t) = £(n) donde n = s/v/mt es la
variable de similitud.

Siguiendo la metodologia estandar para problemas de Stefan con difusion Carslaw,
H.S., Jaeger, J.C., 1959, se propone:

£(s,t) = A Erfe (ﬁ) + & Brf (2%%) , (68)

donde Erf y Erfc son las funciones error y error complementario, respectivamente, y A
es una constante a determinar.

Esta forma funcional satisface automaticamente:

» La ecuacion de difusion (62)

» La condicion asintotica (63): lim,_,o £(s,t) = &

» La condicion inicial (65): £(s,0) = &y (en el sentido de limite)
La verificacion de esta solucion se presenta en el Anexo C.

La estructura autosimilar de la solucion (68) implica que el frente de adhesion debe
avanzar como:

a(t) = 2av/mt, (69)

donde « es un pardmetro adimensional a determinar. Esta forma garantiza que ngone =
a(t)/(2v/mt) = a permanece constante en el tiempo, preservando la autosimilitud de
la solucién. La derivacion de esta forma funcional se presenta en el Anexo D.

Para determinar A, se utiliza la condicion de Stefan (64) en el frente movil. El flujo de
receptores en s = a(t)" se obtiene derivando (68):

ox 3

J+= m+8s N mas

= e (A= §&).

s—=a+t mmt

s=at
La densidad en el frente es:

&+ = AErfe(a) + & Erf(a).

Sustituyendo en la condicion de Stefan j, = (L — &, )a con a = an/m/t:

m

e (A — &) =0. (70)

&, — A Erfe(a) — & Erf(a)] Og\/? +
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Esta ecuacion debe cumplirse para todo t, lo cual requiere que los coeficientes de las
diferentes potencias de t se anulen independientemente. Resolviendo para A:

— e’ raBrf(a) & + & — e VTa L

A 1 — e*\/ma Erfe(a)

(71)

El parametro « se determina a partir del balance de potencia (101). Definiendo la fuerza
configuracional normalizada:

3 &t B
— G- () —em () - 2 2
L=¢&0C,—¢1 H<€O) E+ n(50> SR2’ (72)
el balance (101) se reescribe como:
al =jiX+- (73)

La cantidad L representa la fuerza termodindmica que impulsa el avance del frente.
Fisicamente, £ cuantifica el salto de energia libre a través del frente de adhesion.

Caso limite: adhesion espontanea (£ = 0)

En el caso idealizado de adhesion esponténea sin barrera energética, se impone £ = 0, lo
que implica que la energia libre es continua a través del frente. Esta condicion establece
una relacion directa entre £, &1 y los pardmetros del sistema:

§ 3 B
§.Cy — & In (5—2) =& n (é) “om 0. (74)

Usando las propiedades del potencial quimico y = In(£/&y) + 1, esta condicion puede
reescribirse como:

B

.0y —&lxe —1) =& (x4 — 1) — o = O (75)
o equivalentemente:
B
.0y = 8oxXe 8L = Sexe T 6 — 5 =0 (76)

Dado que en la region adherida todos los receptores forman enlaces, se tiene yp = C}
(equilibrio quimico), lo que simplifica (76) a:

B
o — & x+ 864 — SR 0. (77)

Esta ecuacion, junto con las expresiones (71) y (68) para &, en términos de a, constituye
una ecuacion trascendental para determinar a.
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Caso general: adhesion con barrera (£ # 0)

En el caso més general donde existe una barrera energética para el avance del frente,
L # 0y es necesario especificar una ley constitutiva que relacione la velocidad del frente
con la fuerza configuracional:

0= (L), (78)

donde ® es una funcién cinética que debe satisfacer £ ®(L) > 0 para garantizar disipa-
cién no negativa (Freund, L.B. (2005)).

En este trabajo se limita al caso £ = 0, que describe procesos de adhesion espontanea sin
barreras energéticas significativas, apropiado para el régimen de alta afinidad receptor-
ligando (Cy > 1) tipico de sistemas biologicos.

Para determinar el parametro «, se sustituyen las expresiones de la solucion de similitud
en la condicion de adhesion espontéanea £ = 0 dada por (77).

Recordando que el potencial quimico normalizado es xy = In(£/&y) + 1, la diferencia de
potencial quimico entre el exterior e interior del frente es:

(@) w(@ ()

Sustituyendo en la condicion (77):

B
& — &4 [1n(2>+1n§0+1]+§+—2—m:0. (80)
Simplificando:
£, — &4 In bt — & In¢ B _y (81)
+ & +080 ~ 5 .
Dividiendo por &7, y reordenando:
G () b B
T (&) T (82)

Se define ahora la energia de adhesion efectiva como:

. B
Cb = C(b - %7 (83)

que representa la ganancia energética neta por receptor unido una vez descontado el
costo elastico de flexion por unidad de densidad de receptores adheridos.
La condicién de adhesion espontanea puede reescribirse como:

<x+m<§):o (84)
L
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Ahora, sustituyendo la solucion de similitud (68) evaluada en s = a(t) = 2av/md:
&+ = AErfe(a) + & Erf(a), (85)
con A dado por (71).

Después de algebra extensa (detallada en el Anexo E), se obtiene la ecuacion trascen-

dental: ¢ (©)
S0 Q é—
Cf4ln 2"~ 1—gla))+1-2 =0, 86
; (1_g(a>>][ @]+1- 3 (56)
donde la funcion auxiliar g(«) esté definida como:

g(a) = V7 ae® Erfc(a). (87)

Esta ecuacion trascendental relaciona el parametro de crecimiento o con los pardmetros

adimensionales del sistema:
] %: razoén entre la densidad de receptores en la region adherida y la densidad de

referencia uniforme.

» C}: energia de adhesion efectiva (ecuacion (83)), que incluye la ganancia por forma-
cion de enlaces receptor-ligando menos el costo elastico de flexion de la membrana.

Debido a la presencia de funciones especiales (funciones error) y términos trascendenta-
les, la ecuacion (86) no puede resolverse analiticamente. La determinacion de « requiere
métodos numéricos, como el método de biseccién, Newton-Raphson, o rutinas especia-
lizadas disponibles en software mateméatico (Mathematica, MATLAB, Python).

Una vez determinado el parametro o mediante la solucién numérica de (86), es posible
calcular el tiempo necesario para la envoltura completa de una nanoparticula cilindrica.

Para una nanoparticula cilindrica de radio R, la envoltura completa ocurre cuando el
frente de adhesion ha recorrido el perimetro completo de la seccién transversal:

a(t,) = 7R, (88)

donde t,, es el tiempo de envoltura.

Sustituyendo la ley de movimiento del frente (69):

2an/mt, = TR,
y despejando t,,:
2 R?

t, = .
Y 4a’m

(89)

Esta expresion muestra que el tiempo de envoltura:
» Es proporcional al cuadrado del radio de la nanoparticula: ¢, oc R?

» Es inversamente proporcional a la movilidad de los receptores: t,, < 1/m
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= Depende del parametro adimensional «, que captura las propiedades fisicoquimicas
del sistema (afinidad receptor-ligando, rigidez de flexion, densidades de receptores)

Usando la relacion de Einstein D = mkT donde D es el coeficiente de difusion de
receptores, se puede reescribir en términos de D:

2R2 2R2 2R2k‘T
s s :7'(' ‘ (9())

tw p—t p—y
4a2m  4a2(D/KT) 402D

Esta formula proporciona un marco predictivo para estimar el tiempo de internaliza-
cion de nanoparticulas cilindricas en funcion de sus propiedades geométricas (R), las
propiedades de transporte de la membrana (D), y las caracteristicas energéticas de la
adhesion (contenidas en «).

2.2 Captaciéon de nanoparticulas esféricas

El proceso de captacion para nanoparticulas esféricas presenta diferencias importantes
respecto al analisis previo realizado para nanoparticulas cilindricas. Mientras que el caso
cilindrico consideraba la envoltura de una particula mediante una membrana plana en
configuracion bidimensional, el analisis esférico se extiende a tres dimensiones para
describir la envoltura completa de la particula esférica por la membrana celular.

El proceso matemético sigue una estructura conceptual similar al caso cilindrico, con
ecuaciones de conservacion, relaciones constitutivas y condiciones de frontera anélo-
gas, pero requiere modificaciones importantes para adaptarse a la geometria esférica
tridimensional. Se desarrolla el marco matematico completo para este caso.

La ecuacion de conservacion de receptores debe modificarse para la geometria esférica
tridimensional. En coordenadas esféricas con simetria axial, donde s representa la coor-
denada radial desde el centro de la nanoparticula, la ecuacién de continuidad toma la
forma:

o 10(sj)

ot s Os
donde &(s, t) es la densidad superficial de receptores en la membrana y j(s,t) es el flujo
radial de receptores.

(91)

Esta ecuacion difiere de la forma unidimensional del cilindro debido al factor geométrico
1/s que refleja la expansion del area superficial con el radio. Este término adicional
captura la divergencia del flujo en coordenadas esféricas y es esencial para la correcta
descripcion del transporte de receptores en geometria tridimensional.

La relacion constitutiva para el flujo permanece como la ley de Fick:

U3

donde D es el coeficiente de difusién de receptores en la membrana (equivalente a la
movilidad m en la notacién termodinamica).
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Sustituyendo (92) en (91), se obtiene la ecuacion de difusion en coordenadas esféricas:
o5 Lo [ 08\ 9%¢  10¢
E‘D(E% (8&))”(@*5& - (93)

Para resolver la ecuacion de difusion (93), se busca una solucion autosimilar que refleje
la naturaleza del proceso. A diferencia del caso cilindrico que utiliza funciones error
(Erf/Erfc), la solucion para geometria esférica con simetria radial puede expresarse en
términos de la funcion exponencial integral F;(z).

La ecuacion para la densidad de receptores tiene la siguiente expresion matematica:

2
e =6t aB (). (94)

donde:
» & es la densidad uniforme de receptores en el estado de referencia
= A es una constante de integracion a determinar mediante condiciones de frontera

» Donde la funcion integral exponencial Fi(z) es frecuentemente utilizada en proble-
mas relacionados con difusion y transferencia de calor debido a su comportamiento
caracteristico en situaciones de decaimiento exponencial, F;(z) se define como:

e—u

Ey(2) = / T (95)

u

Debido a su comportamiento singular en el origen y su decaimiento exponencial en
el infinito, F1(z) resulta particularmente util para describir transiciones suaves entre
regimenes de alta y baja concentracion en sistemas de difusiéon. A continuacion, se
presenta su forma exacta:
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Funcion integral exponencial E1(z)
40} — Ei(2)

35}
3.0

25}

101

0.5}

0.0f

z
Grafica 1. Funcion exponencial E(z)

La funcion Fi(z) presenta propiedades mateméticas apropiadas para describir la
difusion radial:

e Decae rapidamente hacia cero cuando z — 0o, satisfaciendo la condicién asintotica
&(s,t) = & cuando s — oo

e Presenta comportamiento logaritmico cerca del origen, capturando la singularidad
suave en la redistribuciéon de receptores cerca de la nanoparticula

e Su derivada dFE;/dz = —e™*/z permite evaluar el flujo de receptores de manera
directa

La solucion (94) satisface automaticamente la ecuacion de difusion (93) y las condiciones
asintoticas del problema.

El frente de adhesion avanza segun la ley autosimilar:
a(t) = 2aV Dt, (96)

donde « es el pardmetro adimensional que caracteriza la velocidad del frente, analogo
al caso cilindrico pero con valor numérico diferente debido a la geometria esférica.

Evaluando la solucion (94) en el frente s = a(t):

a(t)”
4Dt

£+ = §(a(t),t) = &) + AEl ( > == &) + AEl(OZ2>. (97)

El flujo en el frente se obtiene derivando (94):

. o0& dE,
- _pL__p.A T2
J 0s dz
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Usando dE) /dz = —e™*/z y O(s*/(4Dt))/0s = s/(2Dt):

i—_D.A. _6732/(4Dt) s QAD6—52/(4Dt)
s2/(4Dt) | 2Dt s '

Evaluando en s = a(t):

2AD 2 2AD _ .
_ —a(t)?/(4Dt) _ —a
Ju o) e o) e . (98)

La condicion de Stefan establece el balance de masa en el frente movil:

J+ = (€L — &4)a, (99)
donde &7, es la densidad de receptores en la region adherida.

Sustituyendo (97), (98) y @ = ay/D/t en (99), se obtiene la ecuacion de balance com-
pleta:

(&L — & — AEi(0?)] o g - QGA(tl))e—“ = 0. (100)

Usando a(t) = 2av Dt:

(€L — & — AEi(a®)] % + QZ%e_ag = 0. (101)

Simplificando:
AD 1 2

[fL—fo—AEKO;)}a-i—am- \/D_/te_a =0,

(&L — & — AE(®)] a+ ée_o‘2 = 0.

«

Multiplicando por a:

(€0 — & — A Ei(0®)] o® + Ae™ = 0. (102)

Despejando A:
o?(&p — &)

a?F(a?) — e’

A:

(103)

Esta expresion permite determinar la constante de integracion A, la cual controla el
perfil espacial de la densidad de receptores fuera del area de contacto.
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., _ A2 . P
En esta expresion, tanto E)(a?) como e~ son funciones evaluadas en el pardmetro

adimensional «, el cual esté relacionado con la relaciéon entre la velocidad de crecimiento
del frente de adhesion y la difusion de receptores en la membrana.

La funcion E)(a?) proviene de la solucion de la ecuacion de difusion con simetria esférica,
mientras que el término e~®" aparece al evaluar el flujo en el frente de adhesion. Ambos
contribuyen al calculo de la constante de integracion A, que determina la forma del
perfil espacial de la densidad de receptores fuera del area de contacto.Dado que « es
constante, estas funciones también lo son, y no deben interpretarse como dependientes
directamente del tiempo o la posicion.

Para una membrana que envuelve una esfera de radio R, ambas curvaturas principales

son iguales:
1

Cl = Cy = —.

R
La curvatura efectiva de la nanoparticula esférica se define como:

1 1 2
Kk =c1+ Co R—I-R I (104)

La densidad de energia de flexién por unidad de area en la region adherida es:

BET
2

R

. (105)

BET [(2\? 2BkT
fbend: - -

(Cl -+ 02)2 = T R2

Comparando con el cilindro donde fyenq = BT /(2R?), la esfera presenta una densidad
de energia de flexion (cuatro veces mayor), reflejando que la membrana debe curvarse
simultaneamente en dos direcciones principales.

Posteriormente, se determina el parametro adimensional «, también conocido como
factor de velocidad, el cual caracteriza la rapidez con la que avanza el frente de adhesion
durante la captaciéon de nanoparticulas esféricas. Este analisis sigue un procedimiento
analogo al utilizado en el caso de nanoparticulas cilindricas, y se basa en la condicion
de equilibrio .Z(t) = 0, que impone balance entre energia libre y disipacion en el frente
de adhesion. Definiendo la funcién auxiliar:

a?(1—§€) Ey(a?)

a?E(a?) —e?’

fla)=E+

(106)

donde £ = £ s la relacion adimensional entre la densidad inicial de receptores y la

33
densidad en el frente de contacto, y F;(a?) es la funcién integral exponencial evaluada

en o®. Con esta definicion, se obtiene la siguiente ecuacion trascendental que permite
determinar el valor de o en funciéon de los parametros fisicos del sistema:

S A Lt+A &
e = te =" ~&
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La condicion de adhesion espontanea, considerando el costo eléstico de flexién para la
esfera, conduce a la ecuacion trascendental:

G- 12 o) i fla) -1, (107)
2 &L

donde Cj, es la energia de adhesion por receptor y k = 2/R es la curvatura efectiva de
la esfera.

Sustituyendo x = 2/R:

1B-(2/R)?

Cy— B BY _ oy —n fla) -1, (108)

2 &

2B
= g, = )~ f(o) 1. (109)

Definiendo la energia efectiva de adhesion:
y 2B

Cy =Cp— "%, (110)

la ecuacién trascendental toma la forma compacta:
Cy = fla) —In f(a) — 1. (111)

Esta ecuacién determina « en funcion de los parametros fisicos del sistema: C, (afi-
nidad receptor-ligando), B (rigidez de flexion), R (radio de la nanoparticula), £, y &
(densidades de receptores). Para encontrar la soluciéon se requiere métodos numéricos
(Newton-Raphson, biseccion, o rutinas especializadas).

El tiempo de envoltura se determina imponiendo que el area superficial envuelta alcance
el area total de la esfera. Para una esfera de radio R, el area total es 47 R?. El area
envuelta cuando el frente ha avanzado hasta a(t,) es ma(t,)? (drea de un circulo de
radio a proyectado sobre la superficie esférica).

La condicién de envoltura completa establece:

ma(ty)? = 4T R%, (112)

Simplificando:
a(ty)? =4R*> = a(t,) =2R. (113)

Sustituyendo la ley de movimiento del frente a(t) = 2av/ Dt:

2an/ Dt,, = 2R,
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Dividiendo entre 2:

Elevando al cuadrado:
o*Dt, = R?,

Despejando t,, (ecuacion (22) de Gao):

RZ
ty = S5 (114)

Esta expresion muestra que el tiempo de envoltura:

» Es proporcional al cuadrado del radio: t,, oc R?, caracteristica de procesos limitados
por difusion

» Es inversamente proporcional al coeficiente de difusion: ¢, o< 1/D

» Depende inversamente del cuadrado de a: t,, < 1/a?, que captura las propiedades
fisicoquimicas del sistema

La inversa del tiempo de envoltura proporciona una medida de la velocidad de captacion:

1 a?D
- — 7 (115)

Esta magnitud, proporcional a a?/R?, representa la frecuencia caracteristica de los
eventos de endocitosis y resulta fundamental para evaluar la eficiencia del proceso de
internalizacion. En el contexto de este trabajo, constituye el pardmetro clave de analisis,
ya que permite relacionar directamente las predicciones del modelo teérico con observa-
ciones experimentales de tasas de captacion en funciéon del tamano de las nanoparticulas
y de los pardmetros termodinamicos del sistema.

Con este desarrollo mateméatico completo se concluye el analisis de captacion de na-
noparticulas esféricas mediante endocitosis mediada por receptores, proporcionando un
marco cuantitativo consistente con la literatura para predecir cinéticas de internaliza-
cién en funciéon de propiedades geométricas, mecénicas y bioquimicas del sistema.
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2.3 Formaciéon de clusters de nanoparticulas

Hasta aqui se ha desarrollado detalladamente como es el proceso de captacion de nano-
particulas y el tiempo de envoltura asociado con la interaccion de estas particulas con
la membrana celular. Ahora, en esta parte del trabajo, se abordaréd un aspecto clave
en el proceso de internalizacion: la agrupacion de nanoparticulas. Se explorara como
las nanoparticulas se agrupan para formar tamanos éptimos que favorezcan una mayor
eficiencia en la internalizacion celular.

La formacion de estos grupos de nanoparticulas, conocidos como agregados o aglome-
rados, depende de factores como las propiedades fisicoquimicas de las particulas, las
interacciones entre ellas y las condiciones del entorno celular.

La formacion de clusters de nanoparticulas durante el proceso de internalizacion celular
puede atribuirse a varios factores, los cuales estan influenciados por las propiedades
especificas de las nanoparticulas y el tipo de célula involucrada. Es importante destacar
que las nanoparticulas tienden a agruparse en la membrana celular para alcanzar un
tamano 6ptimo, generalmente alrededor de 50 nm Jin, H. (2009). Este tamano mini-
miza la energia elastica requerida para la invaginacion de la membrana, lo que facilita
el proceso de internalizacion. Ademas, este agrupamiento puede superar la energia libre
asociada con la unién entre los receptores y las particulas, lo que resalta su papel crucial
en la formaciéon de clusters durante la internalizacion celular.

2.3.1. Modelo de absorciéon dependiente del tamano de Nps

Los modelos de absorcién basados en el tamano de las nanoparticulas se construyen
sobre la idea de que la cinética de internalizacion celular depende tanto del tamano
como de la agregacion de las particulas. Estos se fundamentan en la premisa de que
la cinética de internalizacion celular varia en funcién del tamano y los conglomerados
de las particulas. Asi, para la internalizaciéon de NPs se consideran multiples factores,
incluyendo la tasa de union y disociacion de las nanoparticulas con los receptores de la
membrana celular, la formaciéon de complejos nanoparticula-receptor en la superficie de
la membrana, y la velocidad a la que estos complejos son internalizados. Asimismo, se
incorpora la tasa de reciclaje de las nanoparticulas, la difusién de estas en la superficie
de la membrana, y la energia necesaria para que la membrana las envuelva. Este enfoque
permite analizar de manera integral como las propiedades de las nanoparticulas y los
procesos celulares influyen en la eficiencia de su internalizacion.

En la Figura 3, se ilustra el proceso de endocitosis mediada por receptores (EMR). Este
proceso es un mecanismo altamente regulado que permite a las células captar moléculas
extracelulares especificas, como nanoparticulas funcionalizadas, mediante su interaccion
con receptores presentes en la superficie de la membrana plasmatica. Aqui también se
resaltan dos escenarios importantes: (a) la internalizacion de una nanoparticula indi-
vidual y (b) la internalizacion de grupos de nanoparticulas que forman clusters en la
superficie de la membrana. En el caso de las nanoparticulas individuales, el proceso de-
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pende principalmente de la afinidad de unién entre las nanoparticulas y los receptores.
Por otro lado, en el caso de los grupos de nanoparticulas, el agrupamiento previo facilita
la formacion de estructuras més grandes, reduciendo la energia elastica necesaria para
la invaginacion de la membrana y aumentando la eficiencia de la captacion celular.

(@) Protein-attached
L <% nanoparticles

Receptors %C R,

tReceptor
recycling

Receptor
synthesis

Sorting
Endosomes

®) §

Receptor

synthesis Sorting

Endosomes

Figura 3: Representacion esquemaética del proceso de endocitosis mediada por receptor:

(a) para una nanoparticula individual y (b) para grupos de nanoparticulas.
(Imagen tomada de Jin, H. (2009))

A continuacion, se definen las principales variables y constantes involucradas en este
proceso:

= [: Concentracion extracelular de nanoparticulas.

= R,: Receptores libres en la superficie de la membrana.

» ks y k,: Constantes de velocidad de adsorcion directa e inversa, respectivamente.

= (: Concentracion de complejos nanoparticula-receptor en la superficie de la mem-
brana.

» (;: Concentracion de particulas internalizadas en el endosoma.

s k... Constante de velocidad de reciclaje de complejos hacia la membrana plas-
matica.

El proceso de EMR puede describirse en los siguientes pasos clave:

1. Las nanoparticulas con una concentracion extracelular L se unen de forma rever-
sible a los receptores libres (Ry) en la superficie de la membrana.

2. Se forman complejos nanoparticula-receptor con una concentracion asociada Cj.
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3. Estos complejos tienden a agruparse, alcanzando un tamano suficiente para mi-
nimizar la energia eléstica necesaria para la envoltura de la membrana.

4. Los complejos formados pueden ser internalizados en el endosoma con una cons-
tante de velocidad k..

5. Una fraccion de los complejos internalizados (C;) puede reciclarse de vuelta a la
membrana plasmaética, con una constante de velocidad de reciclaje k..

2.3.2. Tasa de asociaciéon de NPs

La constante de velocidad de asociaciéon bimolecular k, para dos particulas esféricas, A
y B, se puede obtener a partir de un modelo de difusién. La difusion juega un papel
fundamental en la cinética de reacciéon en sistemas donde las especies quimicas deben
desplazarse en un medio antes de reaccionar. Para dos esferas reaccionantes, la constante
de velocidad de asociacion estéd dada por la siguiente expresion:

ko = 47(Dy + Dy) (R, + Ry) (116)

donde D, y D, son las constantes de difusion de las particulas A y B, respectivamente,
y R, v R, son los radios de las particulas A y B. Esta ecuaciéon puede simplificarse
cuando consideramos que las particulas tienen un tamano y una constante de difusion
similar, es decir, R, = R, = R, obteniendo la siguiente forma:

ko, = ATDR (117)

Esta expresion representa la constante de velocidad de una reaccidon controlada por
difusion, es decir, una reaccion donde el paso limitante es la llegada de los reactivos
entre si, mas que el evento quimico en si. Notablemente, en esta ecuaciéon no aparece la
concentracion de las especies, y esto se debe a que k, es la constante de velocidad y no
la velocidad de reaccién como tal.

La velocidad de reaccion v, si depende de la concentracion, y esta dada por:

V= ka[A][B]v

donde [A][B] son las concentraciones molares de las especies A y B. Es decir, la ecua-
cién 117 representa el valor méximo posible de k,, determinado por la difusion, y la
concentracion solo aparece cuando se considera la velocidad efectiva de la reaccién.

El siguiente objetivo es demostrar que la constante de velocidad de reacciéon controlada
por difusion k, esta dada por la ecuacion 117. Para lograr esta demostracion, partimos
de la ecuacion de difusion en tres dimensiones, la cual describe como se distribuye
la concentracion de una especie quimica (4tomos, moléculas, iones o nanoparticulas)
en un medio con el tiempo. En particular, consideramos la especie B, que representa
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nanoparticulas de oro en un medio biol6gico, y analizamos cémo estas se difunden en
el espacio. Para esto usamos la segunda ley de Fick:

o|B]

DpV?[B] = T

(118)

donde Dgp es el coeficiente de difusion de la especie By [B] representa su concentracion

en funcion del tiempo y la posicion. En estado estacionario, la concentracion de la

. . . . B .2
especie [B] no cambia con el tiempo, es decir, % = 0, lo que reduce la ecuacion a:

V3B, =0 (119)

El operador laplaciano en coordenadas esféricas se expresa como:

V2 = N (73%) + iA?, (120)

r2 Or 72

siendo A? el operador angular en coordenadas esféricas:

2 10 9
2 _ _ ] —
A= 5Z900 T smo 0 (Smeae> ‘ (121)

Dado que se asume simetria esférica, la concentracién depende solo de la coordenada
radial r, lo que implica que el operador angular desaparece:

A?[B], =0, (122)

al sustituir 120 en la ecuaciéon de difusion en estado estacionario 119, y expandiendo la
derivada y dividiendo por r? se obtiene:

0?[B),  20|B], B
or? +; or =0 (123)

Bajo la hipotesis de que no hay dependencia angular (simetria esférica), se elimina
el subindice porque ya no hay necesidad de distinguir entre componentes, y se puede
escribir simplemente:

d*|B] 2d|B]
z — 124
dr? + r dr 0, (124)

reorganizando 124 se obtiene que :

4 <r2@) = 0. (125)

dr dr
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Por lo tanto, la ecuacion 125 es equivalente a la ecuaciéon planteada en ?7?7. Al integrar
ambos lados con respecto a r se obtiene:

d[B]
2_ p—
P =Gy, (126)

donde C'; = es una constante de integracion.

Luego se integra nuevamente para obtener la solucion general para [B](r) con respecto
a r asi:

[Bl(r) = ===+ Ca, (127)

donde () es otra constante de integracion y esta seria entonces la soluciéon general de
la ecuacion diferencial. Finalmente, se puede escribir la soluciéon como:

[Blr = Ca+ -~ (128)

Posteriormente, las constantes se determinan utilizando las siguientes condiciones de
contorno:

L.
lim [B](r) = [Blo,

r—00

la idea detras de esta condicion de contorno es que, lejos de la esfera (cuando
r — 00), la concentracion de B no esta afectada por la reacciéon que ocurre en
r = R, por lo que debe ser igual a un valor constante, el cual se define como la
concentracion inicial o de referencia.

Cuando r — oo, el término % tiende a cero, por lo tanto, Cy = [B].

2. La concentracion de [B] debe ser cero en r = R, la distancia a la que ocurre la
reaccion, en r = R, se tiene que:

C
0=Ch+ El’
sustituyendo Cy = [B]:
Cy
0=[Bl+—
B+,
resolviendo para Cf:
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Por lo tanto, la solucién para r > R es:

[B], = [B] (1 + %) . (129)

Este tipo de problemas es comin en fenémenos de difusion en esferas, como en el caso de
reacciones en catalizadores esféricos o en procesos de agregacion de particulas Atkins,
2021.

Luego de abordar el analisis de la difusién de una sustancia B en un sistema con simetria
esférica, se desarrolld por medio de Python un codigo que resuelve analiticamente la
ecuacion diferencial asociada (ecuacion 129) y que visualiza los resultados obtenidos. El
codigo, la gréafica generada y su respectiva interpretacion se presentan en el Anexo B,
donde se detalla el procedimiento seguido para el analisis, asi como las condiciones de
contorno y su influencia en el comportamiento de la solucion. Este anexo proporciona
al lector una comprension méas clara del fenémeno estudiado y de las herramientas
empleadas para su resolucion.

Ahora, siguiendo con el objetivo de deducir la ecuacion 117, la velocidad de reaccion k
esta dada por el flujo molar J de B hacia A, multiplicado por el area superficial 47 R?
en la que ocurre la reaccion. Para calcular J, utilizamos la ecuacion de difusion Atkins,
2021:

donde el flujo molar se evalia en r = R(radio de la esfera reactiva). Al derivar la
solucion obtenida en la ecuacion 129:

diB] _ _[B]
- _ 131
dr r2’ (131)
y sustituir la ecuacion en la ecuacion para J 130 se obtiene:
[B]
Finalmente, la velocidad de reaccion es:
Dg|B
v=A4rR%J = 4WR2% — 47RD3|B]. (133)

donde J es el flujo de particulas de B hacia A en la superficie de reaccion r = R. Esta
expresion muestra que la velocidad de reacciéon depende linealmente del radio R del
agregado. Este comportamiento es consistente con la interpretacion fisica del modelo:
a mayor tamano del centro reactivo, mayor area disponible para el encuentro difusivo
con las nanoparticulas.
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No obstante, esta relacion lineal puede no mantenerse en todos los escenarios. En ca-
sos como la saturacion de sitios de reaccion o reacciones sobre superficies porosas, la
dependencia con R puede volverse no lineal. Un ejemplo caracteristico de esto se en-
cuentra cuando los reactivos deben adsorberse antes de reaccionar. En tales situaciones,
la cinética puede describirse por una ley de tipo Michaelis-Menten, lo que implica una
dependencia saturante de la velocidad con la concentracion o el tamano del agregado,
como se discute en Atkins, 2021, en su capitulo 23.

Para obtener la constante de velocidad de asociaciéon en un entorno mas general, es
necesario considerar que las moléculas de A también estan en movimiento. Es decir, su
difusion contribuye al proceso de encuentro con B. Por lo tanto, se reemplaza Dg por
la suma de los coeficientes de difusion; D = D4 + Dp, obteniendo asi la expresion final
para la constante de velocidad de asociaciéon controlada por difusion:

k = 47rRD (134)

Esta ecuacion representa el limite superior para la constante de velocidad de asociacion
entre dos particulas esféricas en un medio, cuando el proceso esté controlado comple-
tamente por difusion.

Ahora, en el contexto bioldgico, las nanoparticulas extracelulares pueden adsorberse de
manera reversible sobre la membrana celular. Los complejos que se adsorben sobre la
membrana se difunden por su superficie, formando agrupaciones de tamano creciente
hasta alcanzar un radio suficientemente grande, lo que permite que se cumpla el requisito
termodinamico (reduccion de energia libre) necesario para la endocitosis. Este proceso
se puede describir mediante la siguiente formulacion Jin, H. (2009):

LN

Ae:ptracelulark_lAl (135)
—

ko

_+
A+ A1k—A2
o2

k3
=
Ao+ A k—3A3
e—
kit1

A+ A ——A
k_i+1)

ke
_>
Ai—PE (136)

rec
» Astracelular TEPresenta la nanoparticula libre en el medio extracelular.
= A; es el complejo formado por una tnica nanoparticula y un receptor.
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= A; es un agregado formado por i complejos de tipo A;.

= k. v k.. son constantes de velocidad de endocitosis y exocitosis respectivamente,
para complejos de radio r;

Este conjunto de ecuaciones describe un modelo de agregacion y endocitosis de nano-
particulas en una membrana celular, este proceso se puede resumir en los siguientes
pasos:

1. Las nanoparticulas extracelulares (Aextracelular) S€ adsorben sobre la membrana
celular formando complejos A;. La de tasa de adsorciéon ki es la tasa a la cual
Acxtracelular S€ adsorbe sobre la membrana, mientras K_; es la tasa a la que el
complejo Al se disocia de la membrana.

2. Los complejos A; se asocian para formar agregados de mayor tamanoA,, As, . . .,
lo que aumenta la probabilidad de que se cumpla el requisito termodinamico a la
endocitosis.

3. Los agregados mas grandes (A;) eventualmente se internalizan en las células a
través de endocitosis.

4. Los complejos endocitados pueden ser reciclados y liberados de nuevo al espacio
extracelular.

Aunque en cada etapa de agregacion existe una tasa de disociacion asociada (k_;), como
se mencioné anteriormente, se asume que estas son despreciables frente a las tasas de
asociacion (k; > k_;). Por lo tanto, en el régimen de estado estacionario temprano,
se omiten las contribuciones de disociaciéon en la ecuacion diferencial, lo que permite
simplificar el analisis de la formacion de agregados. Este modelo describe como las nano-
particulas extracelulares, denotadas como Agytracelular, iNteractiian con los receptores en
la membrana celular. Estas interacciones forman complejos de nanoparticula-receptor
y, a su vez, esos complejos pueden formar agrupamientos mas grandes.

Se puede suponer entonces que la concentracion de A; es constante debido a la presencia
de un reservorio extracelular de Acgiracelular- ESta suposicion se introduce con el fin de
obtener una solucién analitica aproximada en régimen estacionario, lo cual facilita el
analisis matematico del sistema en las etapas iniciales del proceso, cuando la cantidad
de nanoparticulas libres en el medio extracelular es considerablemente mayor que la
fraccion internalizada.

Sin embargo, es importante senalar que esta idealizaciéon puede no reflejar completa-
mente la realidad experimental. De hecho, una de las formas mas comunes de cuantificar
la internalizaciéon de nanoparticulas es precisamente a partir de la disminuciéon de su
concentracion extracelular. Por esta razon, esta hipotesis puede ser posteriormente rela-
jada en el modelo para incorporar una descripcion més realista de la dindmica completa.
La poblacién de A; cambia de acuerdo con la siguiente ecuaciéon diferencial:

= k[ Aq][Aicq] + E—ip ) [Air1] + Kree(Ri) [Aj endocitado)
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—(kip1 - [Aq] - [Ad] + k=i - [As] + ke(R)[A;]) para i=2,3,4,... (137)

Donde [A;] representa la concentracion de los complejos A;, que son agregados formados
por ¢ nanoparticulas. Este modelo asume que las nanoparticulas se asocian o disocian
una a una, es decir, la probabilidad de que conjuntos de NPs se asocien o disocien si-
multaneamente es mucho menor que la probabilidad de que lo hagan secuencialmente.
Esta suposicion simplifica el analisis matematico y permite obtener soluciones analiti-
cas més manejables. Sin embargo, es importante reconocer que, en sistemas biologicos
reales, pueden ocurrir eventos de asociacién o disociaciéon miltiple, aunque con me-
nor frecuencia. Por lo tanto, para una representaciéon mas precisa del sistema, serfa
necesario considerar modelos que incluyan estas interacciones miltiples, aunque esto
complejizaria significativamente el anélisis.

El proceso de endocitosis, que consiste en la internalizacion de los agregados de nano-
particulas en la célula, y el proceso de reciclaje, que es el retorno de los agregados al
espacio extracelular, son mucho mas lentos en comparacion con el proceso de agrupa-
miento de nanoparticulas. Esto significa que, en los primeros tiempos del proceso, la
velocidad de formacion de los agregados es mucho mayor que la velocidad de endocito-
sis y reciclaje. Como resultado, en estas primeras etapas, los agregados se forman a un
ritmo mucho més réapido que la internalizacion o el reciclaje de esos complejos, lo cual
se expresa matematicamente asi:

= ki[A][Aic] + ki [Ara][Ai] = (R [Ad[A] + k-i[Ai])  para i=2,3,4,...
(138)

En el caso en que se desee calcular las tasas de asociaciéon en estado estacionario, se
pueden descartar las tasas de disociacion y endocitosis durante las primeras etapas del
proceso. Esto se debe a que, en esta fase, las nanoparticulas se agrupan rapidamente para
formar complejos mas grandes, alcanzando un equilibrio donde las tasas de disociacion
y endocitosis tienen un impacto minimo en la dindmica de formacién de los complejos.
Como resultado, se puede simplificar la expresion de la ecuacion 137, obteniendo la
siguiente forma:

A

dt = /{?z[Al][Azfl] — k1+1[A1][A2] para 1= 2, 3, 4, . (139)

Conforme el proceso progresa, se establece un pseudoequilibrio para los agregados de
tamano R;, siempre y cuando se permita la formacion de agregados atun mayores:

4] =

[A;] para i=23,4,... (140)
ki1

la ecuacion 140 se deduce de la siguiente manera, con la ecuaciéon diferencial en el
régimen de pseudoequilibrio:
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d[A]
dt

= kil Au][Aia] — kia[Ad][Ai] = 0.

. . . d[A; .
En estado estacionario (es decir, cuando % = 0), se tiene que :

kil Ar][Aioa] = ki [Ad][Ad],
despejando [4;]:

k.
Aj] = —[A;i_
[ z] ki+1[ % l]a

si se aplica esta relacion iterativamente desde ¢ = 2:

ko
Ayl =—|A
A = 1A
como ejemplo para i = 3:
]{73 k3 k2 k?
A3l = —=[Ay)] = = - —=[A] = —[A].
[As) = 221A2) = 22 22140 = 2214

Por lo tanto siguiendo el mismo razonamiento, para cualquier ¢ entonces se obtiene la
ecuacion 140.

Estas suposiciones simplifican el problema matematicamente y nos permiten resolver
para [4;], dada la complejidad de 117. Al sustituir la tasa de asociacion k; = 4w (iR)D,
ke =4m(2R)D y  kiy1 = 4w ((i + 1)R)D en 140 se obtiene que:

4m(2R)D

[Ai] = Ar((i + 1)R)D[A1]' (141)

Simplificando la expresion:

2
41

[Ai] [Ad], (142)
La concentracion de agregados de tamano A; varia proporcionalmente con la concen-
tracion de los complejos individuales A;. Fisicamente, esto implica que la concentracion
de agregados de tamafio i (A7) disminuye con el tamano del agregado.

En el equilibrio, los factores de difusion D y el tamano de la particula R ya se han
integrado dentro de las constantes de tasa de asociacion. Estas constantes, en el modelo
final, se simplifican y no necesitan aparecer como términos independientes. Esto se debe
a que las constantes de tasa de agregacion en el sistema ya reflejan estos efectos a través
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del parametro kq, por lo que no es necesario tenerlos explicitamente en la férmula para
la concentracion de agregados [A;].

Ademas, esta formulacion refleja como, en equilibrio, la concentracion de agregados
disminuye con el tamano del agregado de una forma mas suave y que depende de
t + 1, lo que hace que el modelo sea mas sencillo y més acorde con las observaciones
experimentales Jin, H. (2009).

La tasa total de endocitosis se expresa como la suma de las contribuciones de cada tipo
de agregado A;:

r= Z[Az] ke(R;) (143)

Sustituyendo 142 en 143 el resultado final para la tasa total de endocitosis es:

[Au]ke(R:) (144)

r= -
1z+1

= 2
1=
Aqui, R; representa el radio del agregado formado por i nanoparticulas individuales.
A medida que el tamano de los agregados aumenta, la constante de endocitosis para
cada tipo de agregado también varia, lo que refleja como la célula internaliza diferentes
tamanos de complejos. Esta relacion permite calcular la tasa total de endocitosis al
considerar la contribucion de cada tipo de agregado, sumando todas las concentraciones
[A;] multiplicadas por sus respectivas constantes k.(R;).

Este modelo permite entender el comportamiento de las nanoparticulas en la membrana
celular, y su organizacion espacial de las nanoparticulas en la superficie celular. A
continuacion, se estudia como las nanoparticulas se agrupan y se empaquetan antes de
ser internalizadas, lo cual influye en su capacidad para formar complejos de diferentes
tamanos y su dinamica de captura por la célula.

Con todo lo anterior, el empaquetamiento de las nanoparticulas no solo depende de las
interacciones fisicas y quimicas entre las particulas individuales, sino también de las
propiedades de la membrana celular y de los receptores que facilitan la endocitosis. El
estudio de como estas particulas se organizan espacialmente en la superficie celular es
esencial para comprender mejor su mecanismo de absorcién y para optimizar su diseno
en aplicaciones biomédicas.

2.4 Empaquetamiento y Calculo del Didmetro del Cluaster

Las nanoparticulas de oro (AuNPs) presentan una estructura cristalina ctibica centrada
en las caras (FCC), lo que les confiere propiedades épticas y mecéanicas excepcionales.
Esta estructura es fundamental para su eficacia en procesos de uniéon y en la internali-
zacion celular mediante endocitosis mediada por receptores.
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La estructura FCC de las AuNPs facilita la funcionalizaciéon de su superficie con di-
versas moléculas, como péptidos, anticuerpos o ligandos especificos. Esta capacidad de
modificacién superficial permite que las AuNPs se dirijan y reconozcan selectivamente
células o tejidos especificos, mejorando la precision en aplicaciones terapéuticas y de
diagnostico. La morfologia y tamano de las AuNPs, influenciados por su estructura
FCC, son factores determinantes en su interacciéon con las membranas celulares. Estas
nanoparticulas pueden ser internalizadas eficientemente a través de procesos como la
endocitosis mediada por receptores, donde las células reconocen y absorben las AuNPs
funcionalizadas con ligandos especificos.

Los empaquetamientos de nanoparticulas en solidos se refieren a coémo estas se organizan
en el espacio dentro de una estructura cristalina. Existen varios tipos de empaqueta-
mientos, que varian dependiendo de la densidad, la geometria y la forma en que las
nanoparticulas estan dispuestas Callister, W. D., Rethwisch, D. G. (2014). Los
tipos principales de empaquetamiento son los siguientes.

En el Cubo Centrado en el Cuerpo (BCC, por sus siglas en inglés, Body-Centered
Cubic), las nanoparticulas estan dispuestas en un patrén donde hay una en cada vértice
de un cubo y una adicional en el centro del cubo. En esta estructura, cada nanoparticula
en el centro estd rodeada por 8 en las esquinas del cubo. Esta disposiciéon tiene una
densidad més baja en comparaciéon con otros empaques como el Cubo Centrado en las
Caras (FCC). Aunque el BCC es menos denso, es comun en materiales como el hierro
a temperaturas bajas.

El Empaque Hexagonal Compacto (HCP, por sus siglas en inglés, Hexagonal Close-
Packed) es otro tipo de empaquetamiento donde las nanoparticulas se organizan en un
patréon hexagonal, de modo que cada capa esta alineada con la siguiente. Este tipo de

empaquetamiento es uno de los mas compactos, con una eficiencia de empaquetamiento
del 74 %, similar a la del FCC Callister, W. D., Rethwisch, D. G. (2014).

En el Cubo Centrado en las Caras (FCC, por sus siglas en inglés, Face-Centered
Cubic), cada celda unitaria tiene nanoparticulas en cada una de las 8 esquinas del cubo
y una en el centro de cada una de las 6 caras del cubo. Este tipo de empaquetamiento
permite una mayor eficiencia en el uso del espacio en comparacion con el BCC.

El FCC se caracteriza por su alta eficiencia de empaquetamiento, lo que significa que las
nanoparticulas ocupan una gran parte del volumen disponible en comparacién con otras
estructuras. En términos de propiedades, la estructura FCC tiene varias ventajas: es
muy densa debido a su eficiencia de empaquetamiento y la alta simetria de la estructura
contribuye a su estabilidad mecanica. Los arreglos con estructura FCC tienen mas
planos de deslizamiento disponibles, lo que permite que las nanoparticulas se deslicen
con mayor facilidad bajo estrés.

2.4.1. Calculo del Didmetro del Cluaster

Para determinar el didmetro del claster de nanoparticulas en funcién del nimero de
particulas y su empaquetamiento FCC, consideramos el volumen total ocupado por las
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nanoparticulas dentro del empaquetamiento.

El volumen total del cluster esta dado por:

_ N -V

V= , (145)

fFCC

donde N es el nimero de nanoparticulas en el cluster, V,,, es el volumen de una nano-
particula y frce = 0,74 es la eficiencia de empaquetamiento del FCC.

El volumen de una nanoparticula esférica es:

4
VNP == 571'7“37 (]_46)

sustituyendo en la ecuacion del volumen total,

N - 473

asumiendo que el claster tiene una forma esférica, el radio del clister es:

R, = (3‘/)1/3, (148)

4
finalmente, el didmetro del clister es:

N3 1/3
D=2 (O—;L) . (149)

Esta ecuacion permite determinar el tamano del cluster en funciéon del nimero de na-
noparticulas y su radio, considerando el empaquetamiento FCC.

A lo largo de este capitulo se han establecido los fundamentos fisicos, termodindmicos
y cinéticos que gobiernan este proceso complejo, comenzando desde los mecanismos
moleculares de unién ligando-receptor hasta la formaciéon y evolucion de clusters de
nanoparticulas en la superficie celular.

El analisis termodinamico presentado en las secciones 2.1 y 2.2 proporciond expresio-
nes analiticas para los tiempos de envoltura de nanoparticulas cilindricas y esféricas,
revelando como la geometria de las particulas, la rigidez de flexiéon de la membrana,
y la afinidad receptor-ligando determinan la eficiencia del proceso de captaciéon. Las
ecuaciones derivadas para el parametro « y el tiempo de envoltura t,, constituyen he-
rramientas predictivas claves que relacionan propiedades microscopicas del sistema con
observables macroscopicos.

Posteriormente, en la seccion 2.3, se abordo el fendémeno de agregacion de nanoparticu-
las, reconociendo que la formacion de clusters de tamano 6ptimo (~50 nm) representa
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un mecanismo util para minimizar la energia eléstica requerida para la invaginaciéon de
la membrana. El desarrollo de ecuaciones de balance para la concentracion de agrega-
dos [A;] v la tasa total de endocitosis proporcion6 un marco cuantitativo para entender
como las nanoparticulas se organizan espacialmente antes de su internalizacion.

La utilidad practica de los modelos desarrollados depende de nuestra capacidad pa-
ra resolverlos numéricamente, extraer predicciones cuantitativas y contrastarlas con
observaciones experimentales. Las ecuaciones trascendentales que determinan «, la dis-
tribucion espaciotemporal de receptores £(s,t), y la evolucion de las probabilidades
P,(t) no admiten soluciones analiticas en forma cerrada, por lo que requieren méto-
dos computacionales para su resoluciéon. En el siguiente capitulo, se implementaran
estos modelos mediante herramientas de calculo cientifico, transformando las expresio-
nes matematicas desarrolladas en simulaciones concretas que permitirdn visualizar la
dinamica de internalizacion, evaluar la influencia de los parametros del sistema sobre
la eficiencia del proceso, y validar las predicciones tedricas mediante comparacion con
datos experimentales reportados en la literatura.

Capitulo 3

3 Modelos matematicos

El desarrollo tedrico presentado en el Capitulo 2 ha proporcionado un marco matematico
riguroso para describir la endocitosis mediada por receptores y la formacion de clus-
ters de nanoparticulas. Se derivaron expresiones analiticas para tiempos de envoltura,
tasas de asociacion, y la evolucion temporal de distribuciones de agregados, establecien-
do relaciones cuantitativas entre propiedades microscopicas del sistema (geometria de
particulas, movilidad de receptores, energias de adhesion) y observables macroscopicos
(cinéticas de internalizacion, tamafos 6ptimos de clusters).

Sin embargo, la complejidad inherente a estos modelos hace que las soluciones analiticas
exactas sean dificiles o imposibles de obtener en la mayoria de los casos practicos. Las
ecuaciones trascendentales que determinan el parametro o (Ecs. 86 y 107 para geome-
trias cilindrica y esférica, respectivamente), la distribucion espacial de receptores (s, t),
y la dinamica de agregacion descrita por el modelo compartimental no admiten solu-
ciones en forma cerrada. Adicionalmente, la evaluacion de funciones especiales como la
funcion exponencial integral Fy(z) y la funcion error Erf(z), presentes en las soluciones
de similitud, requiere métodos numéricos especializados.

Este capitulo tiene como objetivo central implementar computacionalmente los modelos
desarrollados, transformando las expresiones matematicas abstractas en herramientas
predictivas concretas que permitan analizar cuantitativamente la internalizacién de na-
noparticulas. Mediante el uso de Python y bibliotecas especializadas en calculo cientifico
(NumPy, SciPy, Matplotlib), se resolveran numeéricamente las ecuaciones que gobier-
nan tanto la endocitosis individual de nanoparticulas como la formacién y evolucion de
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clusters en la superficie celular.

Existen varios enfoques, como los modelos compartimentales, energéticos, moleculares
y de transporte Pérez, J. (2020). Cada uno de estos enfoques ofrece una perspectiva
diferente y puede complementar los datos experimentales, contribuyendo a una mejor
comprension de los procesos involucrados.

En las secciones siguientes se presenta la estructura del codigo computacional, los mé-
todos numéricos empleados, y el analisis detallado de los resultados obtenidos junto con
su interpretacion en el contexto de la nanotecnologia biomédica.

La interaccion e internalizacion celular de particulas nanométricas constituye un acti-
vo campo de investigacion debido a su gran potencial en aplicaciones como la entrega
especifica de farmacos, genes y agentes de imagen. Sin embargo, aunque se han logrado
avances en este campo, los mecanismos precisos que determinan céomo las particulas
interactiian con las células y como son internalizadas no estan completamente entendi-
dos.

3.1 Modelo Compartimental

El modelo matemético compartimental es una clase de modelo utilizado para descri-
bir la dindmica de sistemas complejos, en los cuales los elementos del sistema (como
particulas, moléculas, organismos, etc.) se distribuyen en diferentes “compartimentos”,
donde cada compartimento representa una categoria o estado del sistema en cuestion.
Las interacciones entre estos compartimentos se modelan mediante ecuaciones matema-
ticas, generalmente ecuaciones diferenciales Johnston, S. T., Faria, M., Crampin,
E. J. (2021). Los compartimentos pueden ser:

» Fisicos: Como diferentes érganos en un organismo o diferentes niveles de un
ecosistema.

» Estados: Como estados diferentes de dano o de activacion en un sistema biolégico
(por ejemplo, células saludables, células danadas, células muertas).

= Concentraciones: De sustancias quimicas, como farmacos, toxinas, o nanopar-
ticulas en diferentes tejidos.

Es importante recalcar que los compartimentos estan conectados entre si a través de
transiciones o flujos. Estos flujos pueden ser deterministas (como tasas de transferencia
constantes) o estocasticos (aleatorios), y pueden estar influenciados por factores como
la difusion, la reacciéon quimica, o la interaccion entre diferentes elementos Pérez, J.
(2020).
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3.2 Modelo de Horst Jung y modificaciones

Este modelo se utiliza en biologia matematica para describir como las células expe-
rimentan dano acumulativo hasta alcanzar un punto critico que conduce a la muerte
celular por efecto del calor Jung, H. 1986.

Cabe destacar que, aunque el modelo fue originalmente propuesto para un sistema o
experimento diferente, puede adoptar la idea de compartimentos para describir clusters
de nanoparticulas (NPs) de distintos tamanos, los cuales ingresan al interior celular en
funcién del tamano del cluster.

El modelo puede formularse mediante ecuaciones diferenciales, describiendo las tasas
de transicion entre los compartimentos de dano y el compartimento final de muerte
celular.

3.3 Ecuaciones fundamentales del modelo modificado

El modelo considera la evolucién de la probabilidad de encontrar nanoparticulas en
cada compartimento. En este caso, cada compartimento representa la cantidad de NPs
asociadas en el instante de tiempo ¢, antes de ser internalizadas fig:4.

Figura 4: Representacion esquematica modelo de Jung modificado

CITOSOL

Cn 2¢(n) 3c(n) C(n—1) C(n) C(n+1)

ki Fiom s - ki, Kist

Figura 5: Representacion esquematica modelo de Jung modificado

donde ¢ es la tasa de endocitosis y k£ es la tasa de asociaciéon de nanoparticulas. La
ecuacion diferencial para cada compartimento n es:

=~k Po(t) + kn1 Pa_1(t) — cioy Pa(t), (150)

donde:

» P,(t) es la probabilidad de que una nanoparticula esté en el compartimento n en
el tiempo t. Cabe aclarar que en esta ecuacién se ha asumido que las tasas de

66



regresion entre compartimentos (es decir, de disociacion de NPs del cluster) y la
tasa de exocitosis son mucho menores que las tasas de avance (asociacion de NPs)
y de endocitosis respectivamente como se indica en Jin, H. (2009).

» C(n) es la tasa de endocitosis calculada segin la ecuacion 77:

40(2DR

donde « es un parametro ajustable y Dy la difusion de los receptores en la mem-
brana.

= k es la tasa que asocia otra NP al claster de tamafio n-1 para que llegue al n-ésimo
compartimento en el instante de tiempo ¢, antes de ser internalizadas. Esta tasa
viene dada por la ecuacién 116

k= 4rDR,, (152)

donde R, representa el radio efectivo del clister de NPs antes de ser internalizadas. Si
Ry es el radio de una NP, cuando se agregan mas nanoparticulas al sistema, el tamano
total del agregado no crece de forma lineal con n, sino con la raiz ctubica de n, ajustado
por el empaquetamiento FCC, como se demuestra a continuacion:

el volumen de una nanoparticula es:

4
-

Vi=3

R}. (153)
Si el agregado contiene n nanoparticulas y se considera el empaquetamiento FCC con
eficiencia froc = 0,74, el radio total del agregado es:

n O\ /3

Al agregar particulas, el volumen del agregado aumenta mas rapidamente que su éarea
superficial, dado que el volumen de una esfera crece con el cubo del radio (V oc R?), el
radio efectivo también aumenta segiin n'/3 corregido por el factor de empaquetamiento
FCC, lo que refleja mejor la disposicion real de las nanoparticulas en el agregado.

El modelo de agregacion de nanoparticulas (ecuacion 137), es consistente con el mode-
lo modificado de Jung (ecuacion 150 ) porque ambos describen procesos de evolucion
en sistemas compartimentales, en los cuales una cantidad (ya sea concentracion o pro-
babilidad) cambia con el tiempo debido a tasas de transicion entre estados sucesivos.
Al descartar las tasas de reversion y exocitosis, el modelo se reduce a una progresion
dirigida en la que los estados evolucionan principalmente hacia adelante, sin una con-
tribucion significativa de la disociacion o reciclaje. Esta aproximacion es véalida cuando
la agregacion de nanoparticulas ocurre rapidamente en comparacion con su disociacion,
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y cuando el reciclaje de nanoparticulas endocitadas es un proceso lento (como se dijo
anteriormente).

Las condiciones iniciales para el modelo estdn dadas por:

Py(0)=1, P,(0)=0 paran >0, (155)

lo cual implica que -inicialmente- todas las nanoparticulas se encuentran sin asociarse
n = 0 y no se ha producido ninguna agregacion ni internalizacion.

[ — ko — co 0 0 0 ]

]{?0 —/{51 — C1 0 0

A = 0 ]{31 —kg — C9 0
L 0 0 0 knméx_l _knméx - nméx_

La dinamica del sistema esta gobernada por la siguiente ecuacion diferencial:

(156)

donde ]3(25) es el vector de probabilidades en los diferentes compartimentos en el tiempo
t, y A esla matriz de transicion que describe las tasas de flujo entre los compartimentos.

La matriz de transicién A tiene una estructura tridiagonal inferior, lo cual significa que
todos los elementos distintos de cero se encuentran tinicamente en la diagonal principal
y en la subdiagonal inmediata inferior, mientras que todos los elementos fuera de esa
banda son cero(debido a que se desprecia la disociacion (proceso inverso) y la exocitosis).
Esta estructura refleja el caracter secuencial y unidireccional del proceso modelado,
donde las nanoparticulas s6lo pueden avanzar de un compartimento al siguiente por
agregacion, o ser eliminadas por endocitosis. No se considera retroceso ni reciclaje.

Los elementos de la matriz A estan definidos como:

» Términos diagonales A, , = —k, — c,:
Representan la pérdida total de probabilidad desde el compartimento n. Esta pér-
dida ocurre por dos procesos: (1) la asociacién de una nueva nanoparticula al
claster, con tasa k,, que transfiere la probabilidad al compartimento n + 1; y (2)
la endocitosis del clister, con tasa c¢,, que elimina la probabilidad del sistema.
Por tanto, el término diagonal incluye ambas pérdidas:

Appn = —kn —cCp.

» Términos subdiagonales A, ,,_1 = k,_1:
Representan la ganancia de probabilidad hacia el compartimento n debido a la
asociacion de una nanoparticula con un clister que estaba previamente en el
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compartimento n — 1. Esta asociaciéon ocurre con una tasa k,_ i, y contribuye
positivamente al cambio de probabilidad en P,(t):

An,n—l - kn—l .

» Resto de los términos A, ; =0 para j >¢0j <i— 1:
Todas las demaés transiciones no son posibles en el modelo propuesto, ya que no
se considera disociacién, ni saltos multiples entre compartimentos, ni retroceso
desde compartimentos mayores hacia menores.

La solucion formal de la ecuacion (156) esta dada por:

P(t) = e* P(0), (157)

donde P (0) representa las condiciones iniciales del sistema:

P(0) =[1,0,0,...,0]",

lo cual implica que inicialmente todas las nanoparticulas estan libres y sin asociarse, en
el compartimento n = 0.

Para analizar la dinamica de las nanoparticulas en el sistema, es importante compren-
der tanto la probabilidad de que permanezcan sin internalizarse como la probabilidad
acumulada de internalizaciéon. Asi, la probabilidad de que las nanoparticulas atn no se
hayan internalizado en el tiempo ¢ se obtiene calculando la suma de las probabilidades
en los compartimentos hasta un nivel n,,.y, el cual corresponde al nimero maximo de
NPs en el claster para la internalizacion. Matematicamente, esto se expresa como:

Mmax

S(t) =Y Pu(t), (158)

el valor de S(t) representa la probabilidad acumulada de que las nanoparticulas no
hayan sido internalizadas en el sistema. Para determinar la fracciéon de nanoparticulas
que si han sido internalizadas, se considera el complemento de S(t). La probabilidad
acumulada de internalizacion se define como:

Probabilidad de Internalizacion = 1 — S(t). (159)

Esto asume que la probabilidad de internalizacién es directamente proporcional a la
pérdida de nanoparticulas que ya no estan presentes en los compartimentos definidos
por el modelo. De esta forma, estas dos cantidades permiten evaluar el progreso del
proceso de internalizaciéon y su relaciéon con parametros como el tiempo y el tamano de
los agregados de las NPs, proporcionando informaciéon importante para la interpretacion
y comparacion con datos experimentales.
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Para determinar n,,,, (ecuacion 158), se define un valor minimo de probabilidad, a
partir del cual se asume que el compartimiento esta poblado. Por debajo de dicho valor
(10719) se asume entonces que no es probable la formaciéon de clusters. Esto asegura
que el modelo sea eficiente al evitar el calculo en compartimentos donde la probabilidad
de encontrar una nanoparticula es insignificante.

El compartimento n,s, se calcula como el primer n que satisface:

méx P, (t) < 1071 (160)

Hasta este punto, se ha construido un modelo matematico basado en compartimentos
para describir la internalizacion de nanoparticulas en células. Como parte de este de-
sarrollo, se ha construido la matriz 121, que representa las tasas de transiciéon entre los
diferentes compartimentos, incorporando tanto la agregacién como la internalizacion
de las nanoparticulas. En ella se reflejan los procesos dominantes, simplificando la re-
presentacion de ciertos términos y enfatizando la influencia de la agregacion sobre la
dindmica del sistema. En particular, se ha reformulado la forma en que se expresan las
tasas de transferencia entre compartimentos, incorporando directamente la pérdida por
internalizacion dentro de los términos de la diagonal.

En la siguiente seccion, se implementaré este modelo en un cédigo computacional para
ajustar los parametros que permitan analizar la dindmica de internalizaciéon de na-
noparticulas en el citosol. Estas representaciones gréaficas proporcionaran una vision
detallada del proceso, facilitando la interpretacion de la distribucién y evolucion de las
nanoparticulas en el entorno celular.

Capitulo 4

4 Resultados

Dado que este trabajo no contempla una seccién de Discusion independiente, los resulta-
dos se presentan acompanados de la interpretacion fisica necesaria para su comprension,
sin alterar el rigor de los hallazgos reportados. El modelo compartimental propuesto
fue implementado en Python con el objetivo de analizar y visualizar la dindamica de
internalizaciéon de nanoparticulas de oro en un entorno celular. Esta seccién presenta
los resultados obtenidos a través de tres etapas principales: (1) el establecimiento de
parametros fundamentales del modelo compartimental, (2) la implementacion y resolu-
cion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, y (3) la validaciéon cuantitativa
frente a datos experimentales de la literatura. Los resultados demuestran que el mode-
lo captura exitosamente tanto el comportamiento cualitativo como cuantitativo de la
internalizacion celular dependiente del tamano, logrando precision en la prediccion de
la captacion de nanoparticulas esféricas de oro.
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4.1 Parametros fundamentales del modelo compartimental

4.1.1. Relaciéon entre tamano de clister y compartimentos

Con el fin de vincular la escala fisica del clister de nanoparticulas con su representa-
cion en el modelo compartimental, se determiné en qué compartimento n se alcanza
un tamano particular. En este caso, se consider6 como referencia un clister de radio
méaximo R,.x = 50nm, que corresponde a un diametro de 100 nm.

El radio efectivo de un claster de n nanoparticulas esta dado por:

n \ /3
— S 161
Fon = I (0,74) ’ (161)

donde R; = 7nm representa el radio de una nanoparticula individual de 14 nm de
didmetro, y el factor 0.74 corresponde a la eficiencia de empaquetamiento tipo FCC
(face-centered cubic).

Para determinar el compartimento donde se agrupan nanoparticulas formando un clts-
ter de radio R,, = 50 nm, se despejo n de la ecuacion 161:

50 =7 (L) v (162)

0,74

1/3

n 50
— = 714 1
(0,74> 7 7,143 (163)
n

— = (7.143)% ~ 364.43 164
0’74 ( ? ) Y ( )
Nmax = 0,74 x 364,43 ~ 270 (165)

Este valor se adoptd como ny,.c = 270 en el modelo, al representar el limite superior a
partir del cual la probabilidad de internalizacién de los clisteres se vuelve despreciable
debido su tamano, ya que aqui ya entran en juego otros mecanismos de endocitosis.

Por otro lado, para identificar el compartimento que corresponde al tamano de maxima
captacion experimental (25 nm de radio, equivalente a 50 nm de diametro), se utilizo
la relacion de proporcionalidad:

Robjetivo ’
= gy [ DODietivo 166
nen ( Rona > (166)
25\ 3
=270 [ = 167
(50) (167)
1\° 1
— 270 - (5) :270-§:33,75 (168)
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Por lo tanto, se concluy6 que el compartimento n = 33 representa el clister con radio
R, ~ 25nm, correspondiente al tamano de maxima captaciéon reportado experimen-
talmente por Chithrani, D. B., Chan, W. C. W. (2007). Este valor resulta clave para
validar el modelo frente a los datos observados.

La Figura 6 muestra la evolucion del radio efectivo R,, en funciéon del nimero de na-
noparticulas agregadas en el cluster (n). Esta grafica permite identificar visualmente el
compartimento correspondiente al tamano de captacion 6ptima experimental (25 nm),
que ocurre en n = 34, asi como verificar que el modelo se limita a un tamano maximo
de 50 nm de radio, equivalente a n = 270.

Crecimiento del radio del cluster R, vs compartimento

Ry vsn
50 4 Captacion optima:
® R-2482nm,n=33

Tamafio maximo:
® R=50.02nm,n=270

w
8 3

Rn (Radio del cluster) [nm]
8

10 4

0 5'0 160 1:';0 le)ﬂ 25;0

Compartimento n
Figura 6: Crecimiento del radio efectivo R,, en funcién del nimero de nanoparticulas n.
La linea vertical marca n = 33 (radio de 25 nm), correspondiente al umbral experimental
de méaxima captacion celular.

La relacién R, o n'/? implica que el crecimiento del radio con el nimero de parti-

culas es sublineal. Esto significa que para doblar el radio de un clister, se requiere
aumentar el nimero de nanoparticulas por un factor de 23 = 8. Esta dependencia ctibi-
ca tiene importantes consecuencias fisicas: los clusteres grandes contienen muchas més
nanoparticulas de las que su tamano aparente sugerirfa, y pequenos incrementos en el
radio requieren la agregacion de numerosas particulas adicionales. Esta caracteristica
es util para entender por qué la agregacion controlada es un proceso lento pero esencial
para que las nanoparticulas pequenas alcancen el tamano minimo requerido para la
endocitosis.

4.1.2. Barrera termodinamica para la endocitosis

Un resultado significativo que emerge naturalmente del modelo, sin ser impuesto como
parametro de ajuste, es la identificaciéon de una barrera termodinédmica minima para
que ocurra la internalizacion celular. El radio minimo de endocitosis se calcul6 a partir
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de consideraciones energéticas relacionadas con la curvatura de membrana:

2B
Rmin == s 169
\/ Cvér (169)

donde B = 20nm es el modulo de flexion de la membrana celular, C;, = 15,0 es la
energia de adhesion receptor-ligando, y £, = 0,005 es la densidad de receptores en la
membrana. Sustituyendo estos valores:

2 x20 40
min B - = ) ~ 2 b) ]_
i \/15,0 x 0,005 \/0,075 533,33 ~ 23,09 nm (170)

Este resultado implica que solo las nanoparticulas (o clisteres) con radio superior a
23.09 nm pueden ser internalizadas mediante endocitosis mediada por receptor. Para
determinar el compartimento minimo, se calculo:

Roiin ) > 23.09\°
Nnin = 0,74 =074 Z222) ~ 26,57 ~ 27 (171)
R, 7

Por lo tanto, ny,, = 27 representa el compartimento minimo a partir del cual la endo-
citosis mediada por receptor es termodindmicamente favorable.

La barrera de R;, = 23,09 nm surge del balance energético entre la energia requerida
para curvar la membrana celular y la energia ganada por la adhesion de receptores. Para
nanoparticulas con R < Ry, la energia de curvatura domina y la membrana no puede
envolver completamente la particula mediante el mecanismo de endocitosis mediada por
receptor, resultando en una tasa de endocitosis efectivamente nula (¢, = 0) para este
mecanismo especifico. Este efecto es particularmente critico para las nanoparticulas de
14 nm de diametro (R; = 7 nm), que individualmente estan muy por debajo del umbral
minimo y no pueden ser internalizadas por endocitosis mediada por receptor sin agre-
gacion previa. Para estas particulas, los resultados del modelo indican que la agregacion
previa constituye un requisito termodinamico para permitir la internalizacion celular
mediante este mecanismo.

4.2 Implementaciéon del sistema dinamico

4.2.1. Parametros del modelo para diferentes tamanos de nanoparticulas
El modelo se implement6 para tres tamanos distintos de nanoparticulas de oro: 14 nm,

50 nm y 74 nm de didmetro. La Tabla 1 resume los parametros clave utilizados para
cada tamano.
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Tabla 1: Parametros del modelo y datos experimentales de Chithrani et al. (2007) para
los tres tamanos de nanoparticulas estudiados.

Parametro D=14nm D —=—50nm D — 74 nm
Pardmetros del modelo
Radio individual Ry [nm] 7.00 25.00 37.00
Radio minimo Ry, [nm)] 23.09 23.09 23.09
Compartimento minimo 7y, 27 1 1
Estado n=1 Bloqueado Permitido Permitido
Capacidad maxima Iy, [NPs] 3906 6019 2981
Agregacion limitada Si (n <30) No No

Datos experimentales (Chithrani et al., 2007)

NPs internalizadas (t=10h) [x103] 3.91 £ 0.56  6.02 & 0.82 2.98 £ 0.72
Captacion relativa [ %] 64.9 100.0 49.5

Interpretaciéon de parametros y comparaciéon con datos experimentales:

Los parametros del modelo reflejan tanto las restricciones termodinamicas de la endo-
citosis como las observaciones experimentales de Chithrani et al. (2007):

Radio individual R, y barrera termodinamica: El tamano base determina si
una nanoparticula puede ser endocitada directamente. Para D = 14 nm (Ry =7
nm), el radio esta significativamente por debajo de Ry, = 23,09 nm, bloqueando
la endocitosis individual y haciendo obligatoria la agregaciéon. En contraste, las
nanoparticulas de 50 nm (Ry = 25 nm) y 74 nm (R = 37 nm) superan natural-
mente esta barrera (Ry > Ry ), permitiendo endocitosis directa sin necesidad de
formacion de clusteres.

Compartimento minimo 7n,;,: El compartimento n.;, = 27 para D = 14
nm representa clasteres formados por 27 nanoparticulas que alcanzan un radio
efectivo de ~ 23,2 nm, suficiente para superar la barrera energética de curvatura
de membrana mediante endocitosis mediada por receptor. Para D =50 nm y D =
74 nm, ny;, = 1 confirma que una sola nanoparticula ya satisface el requisito de
tamano minimo, permitiendo su endocitosis directa sin necesidad de agregacion
previa.

Capacidad maxima I, y validacion experimental: Los valores que se
determinaron reproducen efectivamente la captacion relativa observada, donde
las nanoparticulas de 50 nm alcanzan la maxima internalizacion (6,02 40,82 x 103
NPs, 100 %), las de 14 nm muestran eficiencia intermedia (3,91 40,56 x 10> NPs,
64.9%), vy las de 74 nm presentan la menor captacion (2,98 & 0,72 x 103 NPs,
49.5%). El méximo en 50 nm sugiere un balance 6ptimo entre superar la barrera
termodinadmica y minimizar las penalizaciones energéticas por tamano excesivo.

Interpretacion fisica integrada: La combinacion de estos parametros explica la
curva de captacion dependiente del tamario: las nanoparticulas pequenas (14 nm)
requieren tiempo para agregar y alcanzar R,,,, resultando en cinética méas lenta
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y menor captacion final debido a que no todas logran formar clusteres suficien-
temente grandes; las nanoparticulas de tamano 6ptimo (50 nm) son endocitadas
eficientemente desde el inicio al estar justo por encima de R,,;,; v las nanoparticu-
las grandes (74 nm), aunque termodindmicamente viables, experimentan menor
captacion debido al costo energético aumentado de envolver objetos mas grandes
y posiblemente a limitaciones de difusion.

4.2.2. Tasas de transicion del modelo

El comportamiento dindmico del sistema esta controlado por dos tipos de tasas: la tasa
de agregacion (k,,) v la tasa de endocitosis (c,).

Tasa de agregacion k,: Para nanoparticulas de 14 nm, la tasa de agregacion se
implemento la formula de 47D R,, obteniendo los siguientes valores:

kn = ¢ 4,86 x 107 1 <n < 15 (agregacion inicial) (172)
1,94 x 1073 15 < n < 30 (agregacion lenta)

Para nanoparticulas de 50 nm y 74 nm, la agregacion esta ausente, ya que estas parti-
culas son endocitadas directamente sin necesidad de formar clisteres.

Tasa de endocitosis ¢,: La tasa base de endocitosis esta dada por:

0 n < nmin (bloqueado termodindmicamente)
=1 op N (173)
=" > Ny (permitido)

donde a = 0,035 es un parametro de eficiencia de endocitosis y Deoer = 0,1 es el
coeficiente de difusion de los receptores en la membrana.

Para los tres tamanos, se obtuvieron los siguientes valores caracteristicos:

Tabla 2: Tasas de endocitosis para compartimentos representativos.

Compartimento D =14 nm D =50nm D = 74 nm
c(n=1)[s7!] 0 (bloqueado) 7,96 x 107> 3,64 x 107°
c(Mumin) [s7'] 1,13 x 1074 — —

La dependencia inversa cuadrética ¢, oc 1/R2 refleja la dificultad creciente para curvar
la membrana celular alrededor de particulas méas grandes. Los tiempos caracteristicos
de endocitosis son:

» Para D = 50 nm: Tengo = 1/(7,96 x 107°) &~ 12,500 s ~ 3,5 h
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» Para D = 74 nm: Tepgo = 1/(3,64 x 107°) ~ 27,500 s ~ 7,6 h

La tasa de endocitosis para D = 50 nm es aproximadamente 2.2x mayor que para D =
74 nm, explicando parcialmente por qué las nanoparticulas de 50 nm son internalizadas
més eficientemente. Para D = 14 nm, aunque la tasa base en n = 27 es la més alta
de las tres (1,13 x 107* s71), el proceso global de internalizacion esta limitado por la
necesidad previa de agregacion.

4.3 Resultados de las simulaciones dinadmicas

4.3.1. Evoluciéon temporal de la internalizaciéon

La validacion del modelo matematico desarrollado se realiz6 mediante comparacion
directa con los datos experimentales reportados por Chithrani et al. (2007) para na-
noparticulas esféricas de oro de tres tamanos diferentes (14 nm, 50 nm y 74 nm de
diametro). La Figura 7 presenta la principal grafica resultante de las simulaciones, don-
de se muestra la evolucién temporal de la internalizacion celular para cada tamano de
nanoparticula durante un periodo de 10 horas.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias fue resuelto para cada uno de los tres
tamanios de nanoparticulas durante un periodo de 10 horas (40,000 s), utilizando el mé-
todo BDF (Backward Differentiation Formula) implementado en scipy.integrate.solve_ivp.

El codigo completo se presenta en el Anexo F e incluye la definicién de las clases
NanoparticleSystem y EndocytosisModel, que encapsulan los pardmetros fisicos del
sistema y la dindmica de internalizacion, respectivamente. La arquitectura del codigo
permite la simulaciéon simultanea de multiples tamanos de nanoparticulas mediante una
estructura modular que facilita la modificacion de parametros y la extension del modelo
a otros sistemas.

Este método numérico es particularmente apropiado para sistemas rigidos (stiff sys-
tems) donde las tasas de cambio varian en multiples escalas temporales, como ocurre
en este modelo donde coexisten procesos rapidos y lentos. Las condiciones iniciales co-
rresponden a 10,000 nanoparticulas en el compartimento n=0 (Cy(t = 0) = 10,000) y
cero nanoparticulas internalizadas (I, (t = 0) = 0 para todo n).
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o Comparacion Modelo vs Datos Experimentales (Chithrani et al., 2007)

Chithrani D=14nm
Modelo D=14nm (R?=0.999)
Chithrani D=50nm
Modelo D=50nm (R?=0.960)
Chithrani D=74nm
Modelo D=74nm (R2=0.981)

[olo]e

NPs internalizadas (x1000)

—
——
—

Linea continua (—): Modelo
Linea punteada (- -): Chithrani

0 2 4 6 8 10

Tiempo [h]
Figura 7: Comparacion entre las predicciones del modelo (lineas continuas) y los datos
experimentales de Chithrani et al. (2007) (lineas punteadas con marcadores) para los

tres tamanos de nanoparticulas. Se muestran los coeficientes R? individuales que cuan-
tifican la calidad del ajuste temporal.

donde, las principales observaciones son:

» D = 14 nm (rojo): El modelo (R? = 0.999) captura casi perfectamente la
cinética experimental. La curva muestra una fase inicial relativamente lenta (0-2
h) debido al tiempo requerido para la agregacion, seguida de una internalizacion
mas rapida (2-6 h) cuando los clusteres alcanzan tamanos permitidos (n > 27),
y finalmente un plateau (6-10 h) al alcanzar saturacion celular. El error final de
0.2 % confirma la validez del mecanismo de agregaciéon limitada implementado.

= D = 50 nm (azul): El modelo (R? = 0.960) reproduce correctamente que este es
el tamano de maxima captacion. La curva muestra la internalizacion méas rapida
durante las primeras 4 horas, reflejando la combinacion 6ptima de: (a) tamano
suficiente para superar R, sin requerir agregacion, (b) tasa de endocitosis relati-
vamente alta, y (c) mayor capacidad celular (I, = 6019 NPs). El error de 5.2 %
sugiere que puede haber procesos adicionales no capturados completamente.

» D = 74 nm (verde): El modelo (R? = 0.981) reproduce satisfactoriamente
la menor captacion de este tamano. La pendiente inicial es la més baja de los
tres tamarios, consistente con la tasa de endocitosis mas lenta (¢, = 3,64 x 107°
s71) debido al factor 1/R%. La capacidad méxima también es la menor ([., =
2981 NPs), reflejando que particulas grandes saturan més rapidamente el espacio
disponible en la membrana celular.
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El ordenamiento correcto de las curvas (50 nm >14 nm >74 nm) demuestra que el
modelo captura exitosamente la dependencia no monotonica de la captacion celular
con el tamano de nanoparticula.

o Evolucidon Temporal: Internalizadas vs No Internalizadas
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Figura 8: Evolucion temporal del ntimero de nanoparticulas internalizadas (lineas conti-

nuas) y no internalizadas (lineas punteadas) para los tres tamanos estudiados. Las cur-

vas complementarias confirman la conservacion de masa del sistema (1(t) + Cioral(t) =

10,000 NPs).

La Fig evolucion temporal muestra dinamica de particion entre estados celulares de las
10,000 nanoparticulas iniciales entre estados internalizados y no internalizados:

= D = 50 nm (azul): Al tiempo final, aproximadamente 5700 NPs estan internali-
zadas y 4300 no internalizadas (57 % de eficiencia). La curva de no internalizadas
decae de forma complementaria, confirmando conservaciéon de masa. El decai-
miento inicial rapido (0-4 h) refleja la alta tasa de endocitosis antes de alcanzar
saturacion significativa.

» D = 14 nm (rojo): Solo aproximadamente 3900 NPs internalizadas (39 % de
eficiencia). Las 6100 NPs no internalizadas permanecen en clisteres permitidos
(n > 27) pero no han sido captadas debido a saturacion celular, no por falta
de agregacion. Esto confirma que la agregacion fue exitosa pero la capacidad
endocitica celular es el factor limitante final. La pendiente inicial mas suave refleja
el tiempo requerido para formaciéon de clusteres viables.

» D = 74 nm (verde): La menor eficiencia (aproximadamente 2900 NPs, 29 %)
refleja la combinacion de baja tasa de endocitosis y baja capacidad maxima. Las
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aproximadamente 7100 NPs no internalizadas permanecen como individuales (sin
agregacion) esperando ser captadas, pero la saturacion celular se alcanza antes.

Resultados Finales y Coeficientes de Determinacion R?

14

Chithrani

3.91k

Modelo

3.90k

0.2%

0.999

50

6.02k

5.70k

5.2%

0.960

74

2.98k

2.91k

2.3%

0.981

R2 global 0.9786

Figura 9: Tabla resumen con resultados finales (t = 10 h) y coeficientes de determinacion
R2. Se muestra el valor experimental de Chithrani et al., la prediccion del modelo, el
error relativo, y los R? individuales para cada tamano, asi como el R? global calculado
sobre los tres tamanos.

En la Figura 9 se presenta un resumen cuantitativo de los resultados finales y métricas
de precision del modelo:

» Errores individuales: Todos los errores son menores al 5.2%, demostrando
eficiencia en las predicciones. El error mas bajo es para D = 14 nm (0.2 %),
mientras que el mayor es para D = 50 nm (5.2 %), posiblemente debido a efectos
de reciclaje de receptores o heterogeneidad celular no modelados explicitamente.

» R2? individuales: Todos los coeficientes son 0.960, indicando que el modelo cap-
tura mas del 96 % de la variabilidad temporal observada experimentalmente para
cada tamano. El R? para D = 14 nm (0.999) sugiere que el mecanismo de agre-
gacion limitada implementado es fisicamente apropiado y captura correctamente
la cinética de este proceso.

» R? global: El valor de 0.9786 (97.86 %) calculado sobre los valores finales de los
tres tamanos demuestra que el modelo no solo ajusta bien individualmente cada
tamano, sino que también captura correctamente las diferencias relativas entre
tamanos, es decir, el ordenamiento 50 nm >14 nm >74 nm observado experimen-
talmente.
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4.4 Validacion cuantitativa y métricas de precisiéon

La validacién cuantitativa del modelo se realizé comparando las predicciones numé-
ricas con los datos experimentales de Chithrani et al. a través de multiples métricas
estadisticas. La Tabla 3 resume los resultados de esta comparacion.

Tabla 3: Validacion cuantitativa del modelo: comparacion de predicciones con datos
experimentales.

Tamano  [ax Exp. Modelo Error R? indiv.
[nm] [NPs] |k NPs] [k NPs] [%]

14 3905 3.91 3.90 0.2 0.999
50 6018 6.02 5.70 5.2 0.960
74 2981 2.98 291 2.3 0.981

R?2 global — 0.9786

Analisis de precision por tamano:

» D = 14 nm: El ajuste (R? = 0.999, error = 0.2%) demuestra que el modelo
de agregacion limitada captura con alta fidelidad la dindmica de nanoparticulas
pequenas. La prediccion de 3.90k NPs vs 3.91k experimental representa una dife-
rencia de solo 10 nanoparticulas, dentro del rango de incertidumbre experimental.

= D = 50 nm: El R2 de 0.960 sigue siendo excelente, aunque el error de 5.2 % es
el mayor de los tres tamafios. La subestimacion (5.70k vs 6.02k) puede atribuirse
a procesos no incluidos explicitamente en el modelo actual, como:

e Reciclaje de receptores que permitiria mayor captacion después de la inter-
nalizaciéon inicial

e Heterogeneidad en la poblacion celular (algunas células con mayor I.y)

e Efectos de macropinocitosis que podrian contribuir adicionalmente a la cap-
tacion
No obstante, el modelo captura correctamente que este es el tamano de maxima
captacion y reproduce cuantitativamente el 95 % del valor experimental.

» D = 74 nm: El R2 = 0.981 con error = 2.3 % demuestra alta precision. El modelo
predice correctamente la menor captacion de este tamano debido a: (a) menor tasa
de endocitosis (¢, oc 1/R?), y (b) menor capacidad maxima (1. = 2981, el méas
bajo de los tres). La pequena subestimacion (2.91k vs 2.98k) esta bien dentro de
la variabilidad experimental tipica ( 10-15 % reportada por Chithrani et al.).

Significado del R? global:

El R2 global de 0.9786 indica que el modelo explica el 97.86 % de la variabilidad ob-
servada en la captacion celular entre los tres tamanos. Matematicamente, se calculd
como:
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€Xp _ , modelo)2
Rzlobal =1- ZZZ:(y(Z exp yz— p)2) = 0,9786 (174)
Y =y

donde 7 indexa los tres tamanos y y*® es la media de los valores experimentales (4.30k
NPs).

Este valor excepcionalmente alto confirma que el modelo no solo ajusta bien cada ta-
maio individualmente, sino que también captura correctamente las diferencias relativas
entre tamanos. Especificamente, el modelo reproduce:

» El ordenamiento correcto: captacion(50nm) >captacion(14nm) >captacion(74nm)

» Las magnitudes relativas: el ratio 50nm/74nm experimental (2.02) es muy cercano
al predicho (1.96)

= La no-linealidad: la captaciéon no escala mondétonamente con el tamano

4.5 Analisis de sensibilidad de parametros

Para evaluar la robustez del modelo, se analiz6 cualitativamente como los pardmetros
fisicos clave influyen en las predicciones del sistema. Esta evaluacion permite identificar
qué parametros requieren determinacion experimental precisa y cudles pueden estimarse
con mayor incertidumbre sin comprometer significativamente los resultados.

4.5.1. Parametro R,,;,

El radio minimo de endocitosis R, desempena un papel critico para nanoparticulas
pequenias (D <25 nm), determinando completamente si ocurre o no internalizacion
directa mediante endocitosis mediada por receptor. Para las nanoparticulas de 14 nm
estudiadas, este pardmetro establece el umbral de agregacion necesario (n 27). Una
variacion de Ry, de 23 nm a 20 nm permitiria que clusteres més pequetios (n 15 en
lugar de n 27) sean internalizados, alterando significativamente la cinética del proceso
y potencialmente incrementando la captacion final al requerir menos agregacion. Este
radio depende de propiedades fundamentales de la membrana celular (mo6dulo de flexion
B) y de la interaccion receptor-ligando (energia de adhesion Cj, y densidad de receptores
1), por lo que su valor deberia ser relativamente constante para un tipo celular dado.
Para nanoparticulas de 50 nm y 74 nm que estéan considerablemente por encima de este
umbral, variaciones razonables en Ry, (£3 nm) no afectan las predicciones.

4.5.2. Parametro de Difusion D

El coeficiente de difusion D desempena roles distintos en los dos procesos dindmicos
del modelo. En la tasa de agregacion k,,, este coeficiente representa la difusion de las
nanoparticulas en soluciéon acuosa, con valores tipicos del orden de Dyps ~ 1077 cm?/s
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segun la ecuacion de Stokes-Einstein. Esta difusiéon determina la frecuencia de encuen-
tros entre nanoparticulas y, por tanto, la velocidad a la cual se forman los clisteres.
En contraste, en la tasa de endocitosis ¢, el coeficiente esta asociado con la difusion
lateral de receptores en la membrana celular, cuyo valor es tipicamente Dg ~ 107°
cm?/s, dos ordenes de magnitud menor debido a las restricciones de movilidad en el
entorno bidimensional de la bicapa lipidica.

Esta difusion de receptores controla la velocidad con la cual los receptores pueden
reorganizarse alrededor de la nanoparticula adherida para completar el proceso de en-
volvimiento. Variaciones en el coeficiente de difusion de nanoparticulas afectarian prin-
cipalmente la cinética de agregacion en las primeras horas (especialmente para D = 14
nm), mientras que cambios en la difusién de receptores modificarian las pendientes de
las curvas de internalizacion durante la fase activa de endocitosis (2-6 h). Sin embar-
go, dado que el plateau final estd determinado por [.., ambos coeficientes influyen
primordialmente en las escalas temporales del proceso sin alterar sustancialmente las
magnitudes de equilibrio.

4.5.3. Parametro alpha

El parametro de eficiencia de endocitosis « es particularmente importante porque de-
termina el balance competitivo entre agregacion e internalizacion. Este parametro entra
en la expresion de ¢, de forma cuadrética (¢, o« o?), amplificando su influencia. Para
nanoparticulas de 14 nm, dado que ¢,(n = 1) = 0 (bloqueado por R;,) mientras que
k, ~ 1073 s, el balance favorece fuertemente la agregacion previa a la endocitosis. Sin
embargo, un incremento sustancial en « podria acelerar suficientemente la endocitosis
de clusteres pequenos (n 27-30) como para competir efectivamente con la agregacion
adicional, modificando las distribuciones finales de estados. Para nanoparticulas de 50
nm y 74 nm, donde ¢,(n = 1) # 0y k, = 0, el valor de a determina directamente la
velocidad de internalizacion sin competencia con agregacion. Variaciones de £20 % en «
resultan en cambios de aproximadamente +44 % en las tasas de endocitosis, afectando
principalmente las pendientes durante la fase de transicion (2-6 h).

4.5.4. Parametro de flexion de membrana B

El médulo de flexion de membrana B afecta el radio minimo segin la relacion R, =
V2B/(Cyr). Debido a la dependencia de raiz cuadrada, cambios sustanciales en B
(£50 %) resultan en variaciones relativamente modestas en R, (£22%). Para na-
noparticulas de 50 nm y 74 nm que estan considerablemente por encima del umbral
termodinamico, este parametro es practicamente irrelevante para las predicciones. So-
lo para nanoparticulas cercanas al radio critico (D 20-30 nm) la precision de B se
vuelve determinante, ya que pequenas variaciones podrian cambiar cualitativamente el
comportamiento del sistema (permitiendo o bloqueando endocitosis directa).

Las implicaciones practicas de este analisis de sensibilidad son significativas para la
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aplicabilidad del modelo. Para ajustar las predicciones a nuevos datos experimentales
obtenidos con diferentes tipos celulares o condiciones de cultivo, los pardmetros que
requieren re-calibracion son principalmente I, (determinado experimentalmente para
cada condicion) y potencialmente los factores de agregacion (dependientes de la fuerza
ionica del medio y de las propiedades superficiales de las nanoparticulas, tales como po-
tencial zeta y recubrimientos). El pardametro a, dado su papel en determinar el balance
entre agregacion e internalizaciéon, también podria requerir ajuste si las condiciones
experimentales alteran significativamente la dinamica de curvatura de membrana o la
cinética de formacion de vesiculas.

Los resultados presentados permiten establecer un conjunto de conclusiones sobre la
validez del modelo y su capacidad para describir cuantitativamente la dinamica de
internalizacion celular de nanoparticulas de oro.
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5 Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, se establecen las siguientes conclusiones:

= Validacién cuantitativa : El modelo reproduce con alta precision los datos ex-
perimentales de Chithrani et al. (2007) para los tres tamanos estudiados, alcan-
zando un coeficiente de determinacion global R? = 0.9786, con errores individuales
menores al 5.2 %.

= Barrera termodinamica como factor determinante: Se identificd y cuantifi-
¢6 una barrera termodinédmica minima con R,;, = 23,09 nm, derivada del balance
energético entre la curvatura de membrana celular y la adhesién receptor-ligando.
Este pardmetro permite explicar, a partir del modelo, por qué las nanoparticu-
las pequenas (D = 14 nm, R; = 7 nm) requieren obligatoriamente agregacion
previa para alcanzar el tamano minimo (ny;, = 27) que permite la endocitosis
mediada por receptor, mientras que nanoparticulas de 50 nm y 74 nm pueden ser
internalizadas directamente sin agregacion.

= Dependencia no monotdnica confirmada: El modelo captura exitosamen-
te la relaciéon no lineal entre el tamano de nanoparticula y la captacion celular.
Cabe destacar que esta dependencia no monotonica no fue impuesta explicitamen-
te, sino que emerge de la interaccion entre la barrera termodinamica y las tasas
de endocitosis definidas por el modelo. El ordenamiento experimental reproduci-
do correctamente es: captacion(50nm) >captacion(14nm) >captacion(74nm) . El
maximo en 50 nm resulta del balance 6éptimo entre superar la barrera termodina-
mica (favorece tamanos grandes) y minimizar el costo energético de curvatura de
membrana (¢, oc 1/R2, favorece tamarios intermedios).

= Integraciéon multiescala exitosa: El modelo integra coherentemente miltiples
escalas fisicas y temporales: (a) termodinamica molecular (energias de curvatura
y adhesion), (b) cinética de transporte (difusion de nanoparticulas y receptores),
(c) dindmica celular (saturacion de receptores y capacidad endocitica), y (d) evo-
lucion temporal (desde minutos para agregacion hasta horas para saturacion).
Esta integracion multiescala es esencial para capturar la complejidad del sistema
biolégico.

= Dindmica de agregacién y su rol en la endocitosis: Para nanoparticulas
de 14 nm, el modelo identifica una competencia entre dos procesos con escalas
temporales distintas: agregacion (7,ge ~ 3 —5 min) y endocitosis (Tendo ~ 3 —8 h),
resultando en una cinética bifasica caracteristica. Esta separacion de escalas esta
directamente relacionada con la dependencia cubica R, « n'/3, que implica que
alcanzar el umbral minimo de endocitosis requiere miltiples pasos de agregacion
secuencial, convirtiendo la agregacion en el factor limitante del proceso global de
internalizacion.

= Implicaciones para diseno de nanosistemas: Los resultados confirman que
nanoparticulas en el rango de 40-60 nm de diametro optimizan la captacion ce-
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lular para aplicaciones de entrega de farmacos mediante endocitosis mediada por
receptor. Este tamafio representa el balance 6ptimo entre: (i) superar la barrera
termodindmica minima, (ii) mantener tasas de endocitosis elevadas, y (iii) maxi-
mizar la capacidad celular de internalizaciéon antes de alcanzar saturacion.

= Validacion del enfoque compartimental: La representacion del sistema me-
diante compartimentos discretos que representan clusteres de diferentes tamanos,
conectados por tasas de agregacion y endocitosis dependientes del tamano, demos-
tré ser una estrategia computacionalmente eficiente y fisicamente significativa. El
método numérico BDF manejo exitosamente la rigidez del sistema (coexisten-
cia de procesos rapidos y lentos) con conservacion exacta de masa en todas las
simulaciones.

En sintesis, el modelo compartimental desarrollado constituye una herramienta pre-
dictiva cuantitativa que explica satisfactoriamente la dependencia no monoténica de
la captacion celular con el tamano de nanoparticulas de oro, identificando la barrera
termodindmica, la competencia agregacion-endocitosis, y la saturacion celular como los
tres mecanismos fundamentales que determinan la dinamica de internalizaciéon. El nivel
de precision alcanzado (R? global = 0.9786, errores <5.2 %) valida el enfoque teorico
y confirma que el modelo captura los procesos fisicos esenciales del sistema biologico
estudiado.

A partir de las conclusiones anteriores y reconociendo las limitaciones del modelo actual,
se identifican las siguientes lineas de trabajo futuro que permitirian extender y fortalecer
el enfoque desarrollado.
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6 Perspectivas a futuro

Con base en los resultados obtenidos y las limitaciones identificadas del modelo actual,
se proponen las siguientes recomendaciones para trabajos futuros:

6.1 Extensiones del modelo

1. El modelo actual considera agregacion irreversible, para nanoparticulas con re-
cubrimientos o en medios con alta fuerza idnica, la desagregacion puede ser sig-
nificativa. Se recomienda implementar tasas de desagregacion k2® que permitan
transiciones reversibles C, 1 <> C,,, particularmente relevante para clisteres pe-
quetios (n < 10).

2. El error de 5.2% observado para nanoparticulas de 50 nm sugiere que procesos
de reciclaje de receptores (donde receptores internalizados retornan a la membra-
na celular) podrian contribuir significativamente a la captacion. Se recomienda
implementar un término de reciclaje k..l — receptores disponibles que permita
reutilizacion de receptores después de la internalizacion, extendiendo potencial-
mente la capacidad efectiva mas alla de I,.y.

3. Para nanoparticulas grandes (74 nm) o bajo ciertas condiciones experimentales,
mecanismos alternativos como macropinocitosis, endocitosis independiente de cla-
trina, o endocitosis mediada por caveolina pueden contribuir significativamente.

macro

Se recomienda implementar términos de internalizaciéon adicionales como ¢, y

caveolina

e con sus propias dependencias de tamano y barreras termodinamicas.

4. El modelo actual se desarroll especificamente para nanoparticulas esféricas de
oro, donde el radio efectivo R,, determina completamente las propiedades geomé-
tricas del clister mediante la relacion R,, o« n'/? con empaquetamiento FCC. Se re-
comienda extender el marco teorico para incluir geometrias no esféricas (nanorods,
nanocubos, nanoplates, nanostars, nanodiscos) que exhiben comportamientos de
internalizacion significativamente diferentes debido a la anisotropia geométrica.
Para estas geometrias, seria necesario: (i) reformular el radio minimo R, en
términos de dimensiones caracteristicas (radio de curvatura local, relacion de as-
pecto), (ii) modificar las tasas de endocitosis ¢, para incorporar factores de forma
que reflejen el costo energético aumentado de envolver geometrias complejas, (iii)
considerar orientaciones preferenciales durante la adhesion y envolvimiento, y (iv)
implementar reglas de empaquetamiento especificas para la agregacion de parti-
culas anisotropicas. Esta extension permitiria explorar sistematicamente como la
morfologia de nanoparticulas puede ser optimizada para maximizar la captacion
celular, con aplicaciones directas al diseno racional de nanosistemas terapéuticos
donde la forma ha demostrado ser tan critica como el tamano para determinar la
biodistribucién y eficacia.

5. El modelo actual es méas preciso para nanoparticulas en el rango 10-100 nm y para
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el mecanismo de endocitosis mediada por receptor. Extrapolar fuera de este rango
0 a otros mecanismos requiere validacion experimental adicional y posiblemente
modificaciones estructurales del modelo.

Se recomienda que trabajos futuros reporten sisteméticamente no solo captacion
total, sino también cinética temporal con multiples puntos de medicion, distri-
buciones de tamanos de clasteres, y caracterizacion de saturacion celular, para
facilitar la validacion y refinamiento de modelos matematicos como el desarrolla-
do en este trabajo.
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Anexos

A. Derivacion de la ecuacion GHK

La llamada ecuacion de Nernst-Planck, que se deriva aqui, es la siguiente:
dC'  czF  dy

J — D=+ = 4+

rorat (dx TRT T d:v) ’

las unidades de J en esta ecuacion son cm/seg y el flujo total es debido a la actuaciéon
de dos fuerzas, la quimica y la eléctrica. Esta ecuacion puede ser expresada en funciéon
de la corriente total llevada por los iones y para hacer esto simplemente se multiplica
el flujo por la constante de Faraday (F) y se llega a la siguiente ecuacion:

dC  czF? N de
dz RT  dx )’

I:D(F—+

la ecuacion tiene unidades de Coul/seg.cm? o Amp/cm?, lo que indica que es una
expresion para la corriente total por unidad de area y por lo tanto una densidad de
corriente. Ahora, se resuelve esta ecuaciéon para la corriente idnica y asi obtener el
potencial de membrana en funcién de la permeabilidad de la membrana.

Corriente i6nica en funciéon de la permeabilidad de la membrana
La corriente iénica fue dada por la ecuaciéon de Nernst, que es la siguiente:

dC  czF? dy
I—D(F%-i- BT +%),

ahora, utilizando D = uR

dc dy
I = RTu— — cuF—
'ud:U a dx’
que puede ser resuelta integrando la corriente en todo el grosor de la membrana. La
misma solucion puede usarse para aniones (z = —1) cambiando solamente el signo. Esta
integracion puede ser simple pero en vez de hacer eso se realiza una simplificacién que
consiste en multiplicar ambos lados de la ecuacién por el siguiente factor:

I .
RTMGRI;’ (175)

y se obtiene entonces:
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d oF oF dc F erdy
—(CeRT) — @RT — + c——eRT ——

dx

y es equivalente a los términos del lado derecho de la ecuacion (11), por lo que igualan-
dolos se tiene que:

I =2 d oF
— RT = — (ceRT 1
RT,UGRT dx(ceR ) (176)

Cuando se integra en todo el grosor de la membrana es comun suponer que dy/dx
es una constante, lo que es exacto para iones univalentes a concentraciones iguales
en ambos lados de la membrana, aunque para sistemas biologicos es sblo correcta en
forma aproximada. La ecuacion resultante es llamada la ’ecuacion del campo constante’
(campo constante dy/dx a través del grosor de la membrana). Otras constantes son, R,
T, u, L

. d
Si 22 =cte; p=—=V(3)

[APe)]

Por lo tanto, el voltaje en “z” serd —V (z/d). La integracion se lleva a cabo desde adentro
hacia afuera, de manera que la corriente saliente sera positiva (un iéon positivo se movera
hacia afuera cuando dV/dz sea negativo). Esto produce las siguientes ecuaciones, en las

[1eh] [19%2

cuales los subindices “0” e “¢” indican concentracién externa e interna respectivamente.

I )
- e_lgTF:Sm dr = c@%
RTp Jo
(BT (e 1) = e
—— | —== ) (e’ —1) =cee —¢
RTpu \ VF

organizando los términos anteriores:

—VF
VuF coe ®7 — ¢

1) e#—l

I =

Recordando que P = D - x se tiene que:
RTu
P=——
Fo

esto, integrando sobre toda la membrana, por lo tanto , se reescribe la ecuaciéon como:
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VF? Pcoe# e}

I =
RT e#—l

Esta ecuacion puede ser aplicada directamente a los cationes Na+ y K+, y con un
cambio de signo, también para el anién Cl-, como se muestra en las ecuaciones siguientes:

—VF

VE?  [Nalpe "t — [Nal,

I a — P a —
Ne = RN E
;o _ VL [Klen (K],
K RT K e# —1
LoV [Clliemr — [Clo
o RT cl e# —1

Estas tres ecuaciones para la corriente llevada por los iones Na+, K+ y Cl-, estan
expresadas en funcién de la permeabilidad de la membrana para cada uno de estos
iones, tal como era nuestra intencién original, pero si hay una corriente total debida
a esos tres iones y la membrana es permeable a ellos, la suma de las contribuciones
individuales estara dada por:

It = Ing + I + Iy

Esta nueva expresion para la corriente total puede ser resuelta cuando el sistema se
encuentra en el estado estacionario; esto es, cuando la corriente total es cero (el potencial
V es una constante) y en este caso llegamos a la ecuacion de Goldman (1943), también
llamada ecuacion de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK). La corriente total (IT) es dada
arriba y sustituyendo:

VF? | Pyo[Nal.e ®7 — Pyo[Na); + Px[K]ee 7 — Pg[K]; + Pey[Cllse "7 — Pey[Clle

RT e_R—Vf —

Ir =

Si hacemos I7= 0, entonces,

[Pr[K]. + Pya[Nal. + Pey[Cli]e 7 = Py[K]; + Pya[Na; + Poi[Cl.

y por lo tanto,

VF PK[K]i—l-PNa[NG]i—i-PCl[Cl]e
PK[K]e + PNa[NCL]e + PCZ[CZ]Z
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donde, tomando logaritmos naturales a ambos lados, se obtiene a la ecuacién de Goldman-
Hodgkin y Katz, que es:

_ BT, [PulK]. + Pxa[Na]. + Pai[Cl)

1
F " | Pg|K]i + PralNal; + Pai[Cl.

Esta ecuacién nos proporciona el potencial de membrana en el estado estacionario en
funcién de las permeabilidades y concentraciones de los iones.
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B. Analisis de la Grafica de Concentracion vs
distancia radial y Cédigo en Python

Introduccién al Codigo en Python

El cédigo en Python desarrollado para este analisis tiene como objetivo modelar la
difusion de una sustancia B en un sistema con simetria esférica. En este modelo se
considera una condicién estacionaria donde la concentracién de B depende tinicamente
de la distancia radial r. La ecuacion diferencial que describe el sistema se resolvid de
forma analitica para obtener la concentracion [B](r), y posteriormente se grafico para
visualizar su comportamiento. Las condiciones de contorno empleadas son las siguientes:

= En el infinito (r — o0), la concentracion tiende a un valor constante [B].

» En la superficie esférica de radio R, la concentracion es cero ([B](R) = 0) debido
a que la sustancia es consumida completamente por una reaccion en esa region.

Codigo Python

A continuacion, se presenta el codigo en Python utilizado para generar la grafica:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Soluci n anal tica de la concentraci n [B](r)
def concentracion_radial(r, R, B_inf):
return B_inf * (1 - R / r)

# Par metros

R =1.0 # Radio de la esfera donde ocurre la reacci n
B_inf = 1.0 # Concentraci n m xima en el infinito

r_vals = np.linspace(l, 5, 500) # Valores de r desde R hasta 5

# C lculo de la concentraci n
B_vals = concentracion_radial(r_vals, R, B_inf)

# Graficar

plt.plot(r_vals, B_vals, label=’Concentraci n [B](r)’, color=’blue’)
plt.axvline(R, color=’red’, linestyle=’--’, label=’Radio R = 1.07)
plt.title(’Concentraci n radial [B](r) en funci n de r’)
plt.xlabel(’Distancia radial r?’)

plt.ylabel(’Concentraci n [B](r)?)

plt.legend )

plt.grid )

plt.show ()
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Figura 10: Concentracion radial [B](r)

Andalisis de la Grafica de Concentracion

La grafica obtenida mediante el co6digo muestra como varia la concentracion [B](r) en
funcion de la distancia radial r, desde la superficie esférica (r = R) hacia el exterior
(r > R). A continuacion, se analizan los elementos clave del gréfico:

Ejes:

= Eje X: Representa la distancia radial r, que varia desde el radio de la esfera
(R = 1) hasta un punto alejado (r = 5).

» Eje Y: Representa la concentracion [B](r) de la sustancia B en funcion de la
distancia radial.

Elementos del Grafico:

s Curva Azul: Es la solucion analitica de la ecuacion diferencial dada por:

B0 = Bl (1- 7).

r

donde [B] es la concentracion maxima en el infinito y R = 1 es el radio de la
superficie esférica.
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Interpretacion de la Grafica:

» En r = R =1, la concentracion [B](r) es exactamente cero ([B](R) = 0) debido
a que la reaccion en la superficie consume completamente el reactivo B.

» Para r > R, la concentracion [B](r) aumenta gradualmente hacia [B]. = 1, refle-
jando la condicion de contorno en el infinito, donde la concentraciéon se estabiliza.

» La forma de la curva muestra un comportamiento inversamente proporcional a r,
tipico de problemas de difusion esférica en estado estacionario.

El modelo y su correspondiente gréafica representan un fenémeno de difusion en sistemas
con geometria esférica. La sustancia B se difunde radialmente hacia una superficie
esférica donde es consumida completamente ([B](R) = 0), mientras que la concentracion
se estabiliza lejos de la esfera (r — o0).
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C. Solucién a la ecuacién de difusiéon en Python

Queremos verificar si la ecuacién de balance se cumple:

{gL—AErfc( al?) >—§0Erf< alt) )} it (A — &) =0,

2v/mt 2v/mt vrmt

Se definen los parametros involucrados en el modelo:
= m: parametro de movilidad.
= {: tiempo.
» Erfy Erfc: funciones de error y error complementario.
w &, o pardmetros de equilibrio.

Se define el avance del frente de adhesion como:

a(t) = 2av/mt,

Se conoce que:
B e /Ta Erf(a)é + & — e’ /Tl

A
1 — e**\/ma Erfe(a)

CAlculo de los Lados de la Ecuaciéon de Balance

El lado izquierdo de la ecuacion es:

e [e -t (200) g (2]

El lado derecho es:

m _a®?

€ 4mt (A — fo)

rhs =

Tmt

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)

Se minimiza la diferencia |lhs — rhs| usando un método de optimizacién numérica para
encontrar el valor de o. La funcién minimize_scalar de scipy.optimize busca el valor
de o que minimiza la diferencia entre los lados de la ecuacion de balance, estableciendo

un rango de busqueda (0.01, 10) para evitar valores no fisicos.
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Coédigo en Python

import numpy as np
from scipy.special
from scipy.optimiz

import erf, erfc
e import minimize_scalar

# Definir par metros

m =1 #
t =1 #
epsilon_0 = 1 #
epsilon_eq = 0.5

xi_ L = 2 #
xi_0 =1 #

def balance_equati
if alpha <= O0:
return np.

# Definir a(t)
a_t = 2 *x alph
a_dot = (alpha

# Calcular Del
numerator = (n
E3

numerator += (

denominator =
(alpha)
Delta = numera

# Lado izquier
lhs = (xi_L -
- xi_0

# Lado derecho
rhs = ((m / np

Difusividad
Tiempo
Par metro de equilibrio

Valor de xi en la frontera
Otro valor de xi

on (alpha):

inf

a * np.sqrt(m * t)
* m) / np.sqrt(m * t)

ta
p.exp(alpha**2) * np.sqrt(np.pi) * alpha
erf (alpha) * epsilon_0)
epsilon_O - np.exp(alpha**2) * np.sqrt(np.pi)
* alpha * epsilon_eq)
1 - np.exp(alpha**2) * np.sqrt(np.pi) * alpha * erfc

tor / denominator
do de la ecuaci n de balance
Delta * erfc(a_t / (2 * np.sqrt(m * t)))

* erf(a_t / (2 * np.sqrt(m * t)))) * a_dot

de la ecuaci n de balance
.sqrt(np.pi * m * t))

* np.exp(-a_t*x*2 / (4 * m * t)) * (Delta - xi_0))

return abs (lhs

# Encontrar el val

- rhs)

or ptimo de alpha

alpha_solution = minimize_scalar (
balance_equation, bounds=(0.01, 10), method=’bounded’) .x

# Calcular valores
a_t_final = 2 *x al
numerator_final =

numerator_final +=

denominator_final

Delta_final = nume

finales
pha_solution * np.sqrt(m * t)
(np.exp(alpha_solution**2) * np.sqrt(np.pi)

* alpha_solution * erf(alpha_solution) * epsilon_0)

(epsilon_0 - np.exp(alpha_solution*x2)

* np.sqrt(np.pi) * alpha_solution * epsilon_eq)
= (1 - np.exp(alpha_solution**2) * np.sqrt(np.pi)

* alpha_solution * erfc(alpha_solution))

rator_final / denominator_final
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# Verificar si la ecuaci n de balance se cumple

lhs_final = ((xi_L - Delta_final * erfc(a_t_final / (2 * np.sqrt(m * t

)))

- xi_0 * erf(a_t_final / (2 * np.sqrt(m * t))))
* (alpha_solution * m) / np.sqrt(m * t))

rhs_final = ((m / np.sqrt(onp.pi * m * t))

* np.exp(-a_t_final*x*2 / (4 * m * t))

* (Delta_final - xi_0))

balance_check = np.isclose(lhs_final, rhs_final, atol=1e-6)

# Imprimir resultados
print (f"alpha: {alpha_solutionl}")

5 print (f"a(t): {a_t_finall}")

print (f"Delta: {Delta_finall}")

7 print (£"1lhs (izquierda): {lhs_finall}")

print (f"rhs (derecha): {rhs_finall}")

print(f"La ecuaci n de balance se cumple:

El resultado mostrado por pantalla es el siguiente:

a(t) : 0,4846469733768511

Delta : 1,341613213712304

lhs (izquierda) : 0,18174224336542574
rhs (derecha) : 0,1817429866672126

La ecuacion de balance se cumple: True
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D. Verificacion de la consistencia de a(t) y A

Se quiere verificar si la tnica forma posible para a(t) = 2av/mt que satisface la ecuacion
de balance:

Primero se deriva a(t) con respecto al tiempo:

at) = & (20/mt) =

J_ F (184)

Para luego sustituir en la ecuacion de balance los argumentos de las funciones error:

a(t)  2av/mt _

= 185
2v/mt 2v/mt (185)
Sustituyendo en la ecuaciéon de balance:
am m 2
— A Erfe(a) — & Erf + (A =&) =0. 186
[§L r (Oé) &) r (Oé)] m \/me ( 50) ( )

Para que esta ecuacion sea valida para todo t, los términos dependientes de t deben
simplificarse correctamente. Factorizando F se obtiene:

m 1 —a? .
N a (& — A Erfe(a) — & Erf(a)) + ﬁe (A —¢&)| =0. (187)

Para que esto se cumpla para todo t, la expresion dentro del corchete debe anularse:

a (&g — AErfe(a) — & Brf(a)) + —=e (A — &) = 0. (188)

1
N3
Siendo A: , ,

A= e® /rmaErf(a)éy + & — e* /mal,
B 1 — e y/Ta Erfc(a)
la tinica forma posible que permite que la ecuacion de balance se satisfaga en todo mo-

mento. Esto implica que la dinamica del frente de adhesion sigue una ley de crecimiento
difusivo, lo cual es esperado en modelos de propagacion controlada por difusion.

(189)
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Jn'[s,, t,l = I)c'Lta-Er'F:[s ‘l {2 Sqrt[m-t]}] + HiBw Erf[s f (2 Sqrt[m-t]}]
28l Tk orm

"\ \textiexprl"
xiAtFront = :ﬂ'[a[t], tl

art) alt]

|+peltaErfe|——]

xi@ Erf|
24mt 2 \,"rn t
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: -2
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Figura 11: Verificacion en Mathematica para a(t).

Deduccién del valor para A

Se considera la siguiente ecuacion de balance:

[gL — AFErfc (%) — & Erf <Z%)} a+ Tmte—‘l(ﬁf( &) =0.  (190)

Sabemos que a(t) esta definido como:

a(t) = 2av/mt, (191)

y su derivada temporal es:

am
= —. 192
== (192)
Sustituyendo la derivada temporal en la ecuacion, obtenemos:
am m 2
— A Erfe(a) — & Erf(a + e (A - =0. 193
Al multiplicar ambos lados por y/mt/m para simplificar:
1 2
(€L — A Erfc(a) — & Erf(a)] o+ —=e ¥ (A = &) = 0. (194)
VLS
Reordenando para despejar A:
1 1
AEI‘fC(CL’) + ﬁeazA = é-L — 50 EI‘f(Oé) + ﬁ€a2€0. (195)
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Factorizando A en el lado izquierdo:

2 2

= €L - f() EI‘f(Oé) -+ Le_o‘ 50.

1
A | Erf —e
rfc(a) + =e NG

7

Despejando A:
2
B £L — fo EI‘f(Oé) -+ \/L;e_a 50

Erfe(a) + \%e“ﬂ

A

(196)

(197)

Multiplicando numerador y denominador por e’ \/Ta, se obtiene la forma alternativa:

e \/ma Erf(a)& + & — e\ /magy,
A= : .
1 — e \/ma Erfe(a)

De igual manera se verifico la consistencia en Wolfram Mathematica:

eqBalance = tx‘iL - Delta Erfclalpha) - xi8 Erf[alpha]}alpha n f Sqrtlm tI -
{m If Sqrt[P'i nt]:l Expl-alpha® 2] [De'l.ta - xi E] = B

S0 lveleq Balance, Del tal

oo withs alpha e ¥ 4/n il - alphae*™* +n xi8 Erfialphal,

{'lDELta - . T l}
-1-alphae™F = Erfecialphal

FUL1Simpld Fyrsl

-xi+alphae® P 3fx (il - xi@ Erflalphal

{{Delta -+

1

‘leKForrr{So'Lve[x'iL - wig Erfla‘lpha' - Delta Erf:[aLpha] .- B, DeLtal]

-1+alphas®' P <[r Erfealpha;

"olefoy O lefe\ D tektiDelran o\ W Frach\ \ tewtin L\ L tex tin ok \ textier iy \alphatn Y

4] 5nlve|x'iL - i@ Erflalpha' - Delta Erfc[aLpha] = @, Delta'

wil - i@ Erflalphal,
{-rDe'Lta - e l}
t Erfcialphal

Snl\relx'iL - i@ Erfla'Lpha' - Delta Erfc[aLpha] - [Exp[aLphaAZ]Sqrt[Pi]a‘lpha[xiB - xiLl), Delta]

o -alpha et ofr wip - xiL - alphae?lPna’ A7 wil-xie Erflalphal
{-DeLta - }}
u Erfcialpha)
5n1ve|
(#iL - Delta Erfclalphal - xi8 Erflalphal) alpha +
(L SqregPi]) Expi-alpha # 2] [Pelta - xig) = @,
Delta

]

xi# s alpha e ¥ ofn xil - alphae®lP"™

I A xi8 Erflalphal,
{-lDe'Lta -+ - l}
- 1. alphae®' e 4/ Erfealpha)

Figura 12: Verificaciéon en Mathematica para A.
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E. Ecuacion trascendental

Definicién del Potencial Quimico

Se asume que el potencial quimico y esté relacionado con la concentracion & mediante
la expresion logaritmica:

X =) + C. (199)

Este potencial quimico se evalia en los valores de concentracion en el sistema, es decir,
en s = a(t). Para establecer la condicion en la frontera, se evalta el potencial quimico
en los dos extremos del sistema:

» Por el lado de la fase inicial (s — —00):

X- =& + G (200)

» Por el lado de la fase en evolucion (s = a(t)):
X+ =Iné(a(t),t) + C,. (201)
La condicién de continuidad en la interfaz impone que:

X+ = X— (202)

A partir de la solucion dada para la concentracion &(s, t):

£(s,t) = A Exfe (2%/%) + & Ext (ﬁ) , (203)

se evalta en s = a(t):

£(a(t),t) = A Erfc (%) + & Exf (%) . (204)

Luego se utiliza la relacion:

g(a) = /T ae® Erfc(w), (205)

y la expresion para A:

— e maErf()§ + & — e VTagy

A 206
1 — e*y/ma Erfe(a) (206)
Entonces, la concentracion en el sistema se reescribe en términos de g(«):
&
T g(a)
t),t) =&——F—. 207
Efalt).1) = 02— (207)
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La ecuaciéon de continuidad del potencial quimico:

lnf(a(t),t) + Cb = lnfL + Cb-

Sustituyendo la expresion de £(a(t),1):

&o
T 9(a)
ml&l—gm)

Cancelando C} y reescribiendo:

& —g(a)

] In [& 77
no+In 1—g(a)

] = hlfL.

Restando In&;, en ambos lados:

In <§—2> + In

&o
T g9(a) -
1—9@)]—0

Usando la propiedad de logaritmos y exponenciando ambos lados:

-9l 1
I—gla) &
Ecuacion Final
C —Hnw l—g@)+1-2—g
P () I &

Donde:
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F. Coédigo de simulaciéon del modelo compartimental

El siguiente co6digo implementa el modelo compartimental de endocitosis mediada por
receptor para nanoparticulas de oro de tres tamanos distintos (14 nm, 50 nm y 74 nm).
Se definen dos clases principales: NanoparticleSystem, que encapsula los parametros
fisicos del sistema, y EndocytosisModel, que implementa la dindmica de internalizacion
mediante la resolucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con
el método BDF.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import solve_ivp
import warnings
warnings.filterwarnings(’ignore’)

class NanoparticleSystem:

"""Sistema de endocitosis de nanoparticulas

def

__init__(self, D_nm=14, N_total=10000, n_max=1000) :
# Tamano NP

self.D_nm = D_nm

self .R_0 = D_nm / 2.0

# Parametros fisicos

self .B = 20.0

self .D_coef = 0.1
self.alpha = 0.035
self.C_b = 15.0
self.xi_L = 0.005
self.fcc = 0.74

# Barrera termodinamica
self .R_min = np.sqrt(2 * self.B / (self.C_b * self.xi_L))
n_min_float = self.fcc * (self.R_min / self.R_0)*x*3

self .n_min = max(1l, int(np.ceil(n_min_float)))
# Sistema

self .N_total = N_total

self .n_max = n_max

# Informacion del sistema
print (f"Nanoparticula: D={D_nm}nm, R_O={self.R_0:.2f}nm")
print (f"Barrera: R_min={self.R_min:.2f}nm, n_min={self.n_minl}"

if self .R_O0 >= self.R_min:
print (f"Estado n=1: PUEDE endocitarse")
else:
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def

print (f"Estado n=1:

BLOQUEADO (R={self.R_0:.1f} < R_min)")

print (f"Requiere agregacion hasta n>={self.n_min}")

R_n(self, n):
"""Radio de cluster"""
if n == 0:

return 0.0

return self.R_0 *x (n / self.fcc)**x(1/3)

class EndocytosisModel:
"""Modelo compartimental de endocitosis"""

def

def

def

params) :
params
params.n_max

__init__(self,
self .params =
self .n_max =

tasas base

np.array ([self
for

np.array ([self
for

# Pre-calcular
self .k_array =
self .c_array =

n_blocked =

if params.n_min < 100:

print (f"c(n={params.n_min})

np.sum(self.c_array
print (f"Compartimentos bloqueados (c_n=0):
print (f"Tasa endocitosis c(n=1)

.k_n(n)
n in range(self.n_max + 1)])
.c_n(n)
n in range(self.n_max + 1)])

Il

0)
{n_blocked}")
{self.c_array[1]:.2e} s~-1")

f"{self.c_array[params.n_min]:.2e} s~-1")

k_n(self, n):
"""Tasa de agregacion"""
if n == O:

return 1.0

if self.params.D_nm < 15 and n < 30:

R_n = self.params.R_n(n)
h = 10.0
k_base =
if n < 15:

return k_base * 0.05
else:

return k_base *x 0.02

else:

return 0.0

c_n(self, n):

"""Tasa de endocitosis"""

if n == 0 or n < self.params
return 0.0

R_n = self.params.R_n(n)

return (self.params.alphax*x*2

106

(4 * np.pi * self.params.D_coef * R_n) / (h*%x2)

.n_min:
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98 def ode_system(self, t, y):
99 """Sistema de EDOs"""

100 N = self.n_max + 1

101 C = y[:N]

102

103 # Sistema de ecuaciones

104 dC = np.zeros(N)
105 dC[1:] = self.k_array[:-1] * C[:-1]
106 dC -= (self.k_array + self.c_array) * C

108 dI = self.c_array * C
109

110 return np.concatenate ([dC, dI])

112 def solve(self, t_max=40000, n_points=200):
113 """Resolver sistema"""
114 N = self.n_max + 1

116 yO = np.zeros (2*N)
117 yO[0] = self.params.N_total

119 t_eval = np.linspace(0, t_max, n_points)
120

121 print (f"Resolviendo: 0 - {t_max/3600:.1f} h")
122

123 sol = solve_ivp(

124 self.ode_system,

125 (0, t_max),

126 yo,

127 t_eval=t_eval,

128 method=’BDF’,

129 rtol=1e-6,

130 atol=1e-8

131 )

132

133 self.C_solution = sol.y[:N, :]

134 self.I_solution = sol.y[N:, :]
135 self.t_solution = sol.t

136

137 return self

138

139 def I_total(self, t_idx=-1):

140 """Total intermnalizadas"""

141 return np.sum(self.I_solution[:, t_idx])

143 def P_endocytosis(self, t_idx=-1):
144 """Probabilidad endocitosis"""
145 return self.I_total(t_idx) / self.params.N_total



158

160
161
162
163
164
165
166

167

def main():

"""Funcion principal"""

# Datos experimentales de Chithrani et al.

chithrani_final = {
14: 3.9057, # k NPs
50: 6.0189, # k NPs (MAXIMO)
74: 2.9811 # k NPs

}

models = {}

# Simular cada tamano
for D_nm in [14, 50, 74]:
params = NanoparticleSystem(
D_nm=D_nm,
N_total=10000,
n_max=1000
)

model = EndocytosisModel (params)

model .solve (t_max=40000, n_points=200)

models [D_nm] = model

# Resultados finales

print (£"\n{’D[nm]’>:>6} | {’Experimental >:>12} | "

f"{’Modelo’:>10} | {’Error’:>8}")
print ("-"*50)

for D in [14, 50, 74]:
m = models [D]
I_sim = m.I_total() / 1000

(2007)

error = (abs(chithrani_final[D] - I_sim)

/ chithrani_final[D] * 100)

print (£"{D:>6} | {chithrani_final[D]:>12.2f}
f"{I_sim:>10.2f} | {error:>7.1f}%")

" __main__":
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