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Introduccion

El enfoque del presente trabajo es el estudio de los modelos hiperbdlicos bidimensionales, es decir, la
geometria no euclidiana conocida como geometria hiperbdlica. Inicialmente nos enfocaremos en
conocer la estructura matematica que sustenta la teoria de dichos modelos, para esto, presentaremos
las variedades diferenciables como objetos inmersos en nuestro estudio.

En la segunda parte, se observard como a partir de las aplicaciones (funciones) definidas sobre
las variedades, obtendremos una forma de medir los elementos implicados en dichos objetos, es
decir, hablaremos de las métricas definidas sobre variedades diferenciables, para obtener métricas
riemannianas ya sea sobre espacios euclideos o sobre los modelos en cuestién, de donde surgird la
nocion de variedad riemanniana.

En la tercera parte de este trabajo buscamos que el lector pueda encontrar una breve descripcién de
la historia de la geometria hiperbdlica y distinga los diferentes modelos hiperbdlicos,sus elementos,
relaciones y métricas asociadas a cada uno de ellos.

Finalmente, nos enfocaremos en las transformaciones de Mobius que son una herramienta impor-
tante para establecer las isometrias en los modelos hiperbdlicos mas relevantes en nuestro estudio
que son el semiplano superior y el disco unitario, para construir a partir de alli las transformaciones
que son objetivo principal en el presente trabajo.



Objetivo General

& Establecer la existencia de transformaciones definidas en los modelos bidimensionales: Se-
miplano superior de Poincaré y el modelo del disco unitario de klein, de tal manera que se
mantengan invariantes.

Objetivos especificos

& Reconocer las variedades riemannianas como los objetos geométricos fundamentales para el
estudio de la geometria hiperbdlica.

# Definir las métricas riemannianas sobre cada uno de los modelos hiperbdlicos bidimensionales
y exponer sus elementos.

& Exponer el principio simétrico como un hecho previo fundamental para definir las transfor-
maciones de Mobius en los modelos hiperbélicos bidimensionales.



Planteamiento del problema

;Cuéles son las transformaciones de Mobius que envian a los modelos H? y D? en si mismos?

Delimitacién del problema

Nuestro enfoque estd dado para modelos hiperbdlicos bidimensionales, que tienen un comporta-
miento similar en forma general a las variedades riemannianas, de forma mas precisa, a modelos
similares a las superficies riemannianas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccidon

Este capitulo expondra las nociones que conducen a la obtenciéon de ideas para la generalizacién
del calculo, es decir, el lector tendra a su disposicién los conceptos basicos del cdlculo en superfices
més generales como los son las variedades diferenciables.

1.2. Variedades diferenciables

Definicion 1.2.1. Sea U € R"™ un conjunto abierto del espacio euclideo n-dimensional R™ y f :
U — R una funcion de valor real. Se dice que f es diferenciable de clase C* sobre U,si existen sus
derivadas parciales de orden 1,2, ...,k y son funciones continuas en U.

En particular, f es de clase C° si f es continua, f es de clase C! si existen y son continuas las

derivadas parciales % (siendo 7; : R™ — R la i-ésima proyeccién canénica (i=1,2,...,n))

Una aplicacién F : U — R, se dice que es diferenciable de clase C* si cada una de sus funciones
componentes, F; =r;jo F,i =1,2,...,n es de clase C*. Se dice que F es de clase C* si es de clase
C*, para todo k > 0.

Definicion 1.2.2. Una variedad topoldgica n-dimensional M es un espacio topologico Hausdorff,
2-contable y localmente euclideo.

Definicién 1.2.3. Si ¢ : U — R"™ es un homeomorfismo (lo cual brinda que U sea localmente
euclideo) siendo U un abierto conexo, ¢ recibe el nombre de homeomorfismo coordenado; U abierto
coordenado; al par (U,p) se le denomina sistema cooordenado o carta; cada aplicacion continua
x; = 10 se denomina funcion coordenada; y la n-upla (x1,...,z,) se dice que es el sistema de
funciones coordenadas asociada a la carta (U, p).
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Un conjunto de cartas U = {(Uq, pa) | € A} se denomina un atlas si verifica que

UUa=M

acA

Definicién 1.2.4. Una estructura diferenciable de clase C*(1 < K < oo) sobre una variedad
topoldgica M de dimension n es una coleccion

U={(Ua, pa) |a € A}
de sistemas de coordenadas que verifican:
i) U es atlas de M
i) Vo € AX A, siUy,NUg # 0, la aplicacion
80 ¢a + pa(UaNUp) = ¢s(Ua N (Up)
es diferenciable de clase C*.

iii) U es mazimal con respecto a i) yii), es decir, si (U, ) es un sistema de coordenadas tal que
wo it y s ot son de clase C* para todo o € A, entonces (U, p) € U.

Diremos de ahora en adelante que una variedad diferenciable de clase C* y de dimensién n es
una pareja (M,U).

Ademi4s, dos atlas diferenciables sobre M son equivalentes si su unién es también un atlas diferen-
ciable sobre M.

Figura 1.1: Variedad diferenciable
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1.3. Ejemplos de variedades diferenciables

Ejemplo 1.3.1. R" es una variedad diferenciable de dimension n, tomando como atlas U a una
unica carta U = R™ y el homomorfismo coordenado dado por la identidad en R™.

Ejemplo 1.3.2. Un subconjunto V- C R" es abierto si y solo st V es una variedad de dimension n
contenida en R™

Ejemplo 1.3.3. La esfera S? = {l‘ € R3|\/22 +y2 + 22 =1} es una variedad diferenciable de

dimension 2, con:

como abiertos coordenados y sus homeomorfismos correspondientes dados por:

orj : Ur; — By(1) = {2 € R?*|2? + 23 < 1}

donde @i () = (X1, ooy Thotys ooy Tht 1y oy Tgl)-

Ejemplo 1.3.4. Si M es una variedad de dimensién n y V. C M abierto con V # (), entonces V
es una variedad de dimension n. En efecto,

Sea (UonSOa) un atlas para M y A :7{04 € AlV,NV #0}. Para cada o € A, sean Vo, = VNV,
Ua = 90;1(‘/01) Yy ¢a = (p|[7a Uq = V.

Entonces (¢, Us) es un atlas para V.

1.4. Funciones diferenciables entre variedades

Al determinar y ejemplificar el concepto y propiedades de las variedades diferenciables, mostraremos
a continuacién las relaciones establecidas a partir de funciones definidas sobre una variedad o
funciones definidas entre variedades diferenciables y asi obtener hechos destacados que usaremos
implicitamente en estudios posteriores.

Definicion 1.4.1. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion f: M — R se dice que es dife-

renciable (de clase C*) si para toda carta (U, ), foe!:@(U) = R es una funcion diferenciable
de clase C*

Nota 1.4.1. La diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable de M y no de la
eleccion de las cartas; pues si (U,¢) y (V,¢) son dos cartas de M con UNV =0, fop ! es
diferenciable sii f o = es diferenciable. Esto es consecuencia del hecho de ser

fop™ =(fo¢ )(pop™

L es siempre diferenciable por la propia defincion de variedad diferenciable.

y de que ¢ o p~
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Notaremos por F (M) al conjunto de todas las aplicaciones diferenciables sobre M, en particular si
se cumplen las condiciones de la definicién anterior para un entorno del punto z € M diremos que
F(x) es el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables en el entorno de z.

Definicion 1.4.2. Sean My y Moy variedades diferenciables. Una aplicacion F : My — My se dice
que es diferenciable en un punto x de M si dado un sistema coordenado ¢1 : 'V C R" — M,
en F(p), existe un sistema coordenado w9 : U C R™ — My en p tal que F(p2(U) C v1(V) y la
aplicacion:

orloFowy:UCR™ — R™

es diferenciable en pa(p). La aplicacion es diferenciable en un abierto de M si es diferenciable en
todos los puntos de este abierto.

Definiciéon 1.4.3. Dos variedades diferenciables My y My se dice que son difeomorfas si existe
una aplicacion diferenciable F : My — My que admite una funcién inversa F~1 : My — M,
diferenciable. A F se le llamard difeomorfismo.

Ejemplo 1.4.1. Consideremos M; = (R,U;) donde Uy consta de la carta identidad y My =

(R,Uec), cuyo atlas estd formado por ¢ : R — R, definida por o(x) = x>.

Tomando F : My — My dada por F(z) = x1/3, es un difeomorfismo.Sin embargo, G : My — My
dada por G(x) = x, es diferenciable pero su inversa no lo es.

Ejemplo 1.4.2. Sea f : R? — R3 definida por:
f(z,y,2) = (xcosz — ysinz,xsinz + y cos z, 2)
Probaremos que:
a . flg2 toma valores en S*
b . La aplicacion inducida de S? en si misma es un difeomorfismo.

a. Sea fi,fo y f3 las funciones coordenadas de la aplicacion f. Entonces f(x,y,z) € S? sii
“f<$7y72)2H = fl(x7y72)2+f2(x7y72)2+f3(x7y72)2 =1, en 6f60t0 consideremos un punto (m,y,z)
en S2%:

£z, y,2)||* = (xcosz — ysinz)? + (zsin z + y cos 2)? + 2>
= 22 cos® z + z? sin? z + y2 sin? z + y2 cos? z 4 22
= 2%(cos® z + sin® 2) + y*(cos? 2 + sin’ 2) + 2°

- J S |
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b. Primero veremos que f es biyectiva. Supongamos que f(x,y,z) = f(x,y,z). Entonces z = 2"y

. / ] .
TCOSz —yYSinzg =2 cosz — Y sinz
. ! _: /
rsinz —ycosz = sinz — ¥y cosz

De donde:
(x —a')cosz— (y—19)sinz =0 (1.1)

de la primera igualdad y con cdlculos andlogos se obtiene:
(x —a')sinz+ (y —y')cosz =0 (1.2)

Sacando el determinante a los coeficientes de las ecuaciones (1) y (2) se obtiene que es igual a 1,
por tanto, la tUnica solucion es la solucion trivial y, asiz =12 ey =1y .
Para comprobar que f es sobreyectiva, sea (a,b,c) € S%; debemos resolver el siguiente sistemas:

rcosz —ysinz =a
rsinz —ycosz=1»

Zz=cC

E's decir,

rcosc—ysinc=a

rsinc—ycosc=0>

Usando la regla de Cramer tenemos que x = acosc + bsinc e y = bcosc —asinz.

Finalmente, veamos que f es diferenciable.

Sea py € S?, entonces f es diferenciable en py si po fop~1 es diferenciable en ¢(po), donde v y ¢
son cartas en S alrededor de po y f(po) respectivamente. Supongamos que py = (x,y, z) con z > 0.
Podemos considerar la carta de los hemisferios (Usg, p30) tanto para el punto pg como para el punto
f(po). Entonces la representante local de f respecto de @3g estd dada por p3go fo~t(z,y) y cuyas
componenetes son:

(x cos 1—:32—yQ—ysin\/l—xZ—y2),:1zsin\/1—:c2—y2—|—ycosx/1—x2—y2>

que es diferenciable en su dominio. La demostracion para f~1 es similar. Por tanto f es un difeo-
morfismo.
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1.5. Espacio tangente y cotangente

Uno de los elementos mas usados en la geometria son los vectores,puesto que me brinda informacion
de lo que sucede alrededor de los puntos sobre un objeto geométrico ya sea superificie variedad,
por tanto es importante caracterizarlos y mostrarlos dentro de su ambiente. Para ello definiremos
a continuacion los espacios vectoriales a usar dentro del analisis de las variedades diferenciables y
en particular dentro de nuestro enfoque que es la geometria hiperbdlica.

Definicion 1.5.1. Un vector tangente a una variedad diferenciable M de dimension n en un punto
x € M, es una aplicacion v : F(x) — R tal que fijada una carta coordenada (U, p) en M con x € U,
existe una n-upla (ay,...,a,) de nimeros reales tales que, para toda f € F:

vf = Zai (farf : () -
i=1

La anterior definicién se preserva sin importar la eleccién de la carta, es decir, podemos verificar
que para (V,¢) con = € V, existe una n-upla (by,...,b,) de nimeros reales tales que, para todo

feF,

., A(foo™h)
vf = Zz;blaﬁ fqﬁ(x) .

En efecto, supongamos que v tiene a (aq, ..., a,) como n-upla asociada a la carta (U, ¢), entonces:

87"1'

7j=1 =1 arj
., O(foo!
= Z b; [p(x)
=1 8rj

donde Jij (¢ o ~1) es la matriz jacobiana de la aplicacién ¢ o ¢! Por tanto
~, A(foo")
vf ; o, [ p(a)

donde .
bj=> ai!(¢oe™") Iy
i=1
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Lo anterior nos garantiza que una aplicacién v : F(z) — R es un vector tangente en x € M si
se verifica la condicién para una sola carta (U, ), puesto que para las otras se dard de manera
automatica. De ahora en adelante, el espacio formado por todos los vectores tangentes en un punto
x € M, lo notaremos por T, M.

Proposiciéon 1.5.1. Sea M una variedad de dimension n. El espacio tangente T, M en un punto
x es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los numeros reales R de dimension n. Si (U, p) es

una carta coordenada con x € U y (x1,...,x,) sus funciones coordenadas, {%,,% donde
K2 n

-1 . . .. .
%(m) = 65;1_ (z) = c,,%i(fogo_l) constituye una base de T, M, denominada base candnica asociada

a la carta (U, ).

Ejemplo 1.5.1. Sea M = {(x,y,2) € R3|z = 2% + y*} con

©:R? > M
definido por p(u,v) = (u,v,u? + v?) con funcion de coordenadas x(u,v) = u, y(u,v) = v y
2(u,v) = u? +v%
A partir de lo anterior se obtiene:
0 0
a—i(u, v) = (1,0, 2u) a—i(u,v) = (0,1,20).

Es claro que p = (1,1,2) € M y que p = ¢(q) con ¢ = (1,1), y por tanto

(G 5@} = 11.0.2.001,2)

es una base de T,M y el espacio tangente viene dado por: T,M = {(x,y, 2)|2z + 2y — z = 0}.

Sean M y N variedades diferenciables de dimensién m y n, respectivamente y F' : M — N una
aplicacién diferenciable. Dado un punto x € M, consideremos su punto imagen F(z) € N, y los
espacios tangentes T, My Tp ) N. Para v € T, M, definimos:

F.(v): F(F(z)) = R

como la aplicaciéon dada por:

[F.(v)] = v(ho F) , Vhe F(F(z)).

La anterior aplicacién estd bien definida, puesto que ho F' € F(x), al ser h y F diferenciables.

Proposicién 1.5.2. Para cada v € Ty M, Fi(v) € T M y la aplicacion

es lineal.
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A la aplicacién anterior la llamaremos aplicaciéon lineal tangente de F'.

Definicion 1.5.2. Denominaremos espacio cotangente en el punto x de la variedad diferenciable
M al espacio vectorial real TX(M) dual del espacio tangente T,(M) en x.

Un elemento w € T(M) es, por definicién, una aplicacién lineal w : T(M) — R, al cual podemos
llamarlo vector cotangente o 1-forma en el punto x.

Si (U, ¢) es una carta local con = € U, la base candnica {%, ey %} de T, M nos permite definir
por dualidad una base natural en el espacio cotangente T’ (M) cuyos elementos los representaremos

por {dx1,...,dz,} y que estan definidos por dx; (%) = 5;

A partir de estas definiciones, podemos ver como la aplicacion lineal tangente de una funcién
real se puede considerar como un elemento del espacio cotangente asi:

Sea f € F(M)y x € M, entonces f induce, de forma natural, la aplicacién lineal

y, se considera el isomorfismo

Os) Ty (R) = R
dada por )\% — A siendo 7 : R — R la funcién coordenada en R. Obtenemos la aplicacion
df = ¢f(x) o f* : Tx(M) —R
dada por:

df (v) =v(f) YveT,M

que denominaremos diferencial de la funciéon f en x € M.

Nota 1.5.1. Si M =R", df es la diferencial ordinaria.



Capitulo 2

Métricas riemannianas

2.1. Introduccion

Ya establecido el grupo de objetos en estudio (en este caso, variedades diferenciables), las funciones
definidas en ellas y algunas herramientas matematicas extra, debemos ingresar al campo de la
medida. Y es que todo empieza a tomar sentido pues la geometria se enfoca en mantener informacion
de cualquier punto dentro del objeto, su comportamiento y las relaciones respecto a los otros puntos.

Por tanto en este capitulo, nos centraremos en la forma de medir distancias, dngulos , etc , dentro
de una variedad diferenciable. Para terminar de hacernos la idea del enfoque de este capitulo,
podriamos decir que las métricas riemannianas me brindan resultados generalizados similares a los
resultados que otorga el producto interno en espacios vectoriales.

Para definir lo que es la métrica riemanniana recordemos lo siguiente:

Una funcion

(,):VxV =K
(z,y) = a=(z,y)

en donde V es un espacio vectorial y K es el cuerpo definido sobre dicho espacio vectorial, se dice
que es un producto interno si cumple las siguientes condiciones:

» Sesquilinealidad (ax + by, z) = a(z,z) + b(y, 2) y (ax + by, z) = a(x,y) + b(x, z)
» Hermiticidad (x,y) = (y, z)
» Definida positiva (z,x) >0y (x,z) = 0.

Es vélido aclarar que si el cuerpo tiene parte imaginaria nula, como el caso de los R™ , la propiedad
de ser sesquilineal se coonvierte en linealidad y el ser hermitica se convierte en simétrica.
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2.2. Definicién y ejemplos

Definicion 2.2.1. Una métrica riemanniana sobre una variedad diferenciable M es una co-
rrespondencia la cual asocia a cada punto p de M un producto interno (,), (esto es una forma
simétrica,bilineal definida positiva) sobre el espacio tangente T,M, la cual varia diferenciable-

mente en el siguiente sentido: si ¢ € R®™ — M es un sistema coordenado alrededor de p con

p(x1, ) = q € p(U) y 52-(q) = dpg 0, ..., 1,...,0), entonces <a%(q), a%.(q)>q = gij (1, oo Tn) €5

una funcion diferenciable sobre U.

De esta manera diremos que una variedad riemanniana es una variedad diferenciable con una
mélrica riemanniana sobre ella.

Por otra parte, si hacemos un analisis similar a como se escribe un producto interno en los espacios
vectoriales, podemos expresar la métrica riemanniana de manera local como:

Tomemos T, M el espacio vectorial y B la base asociada de vectores coordenados

9,2,
ory 77 oxy, P

se tiene que:

0 0o 0 0
< D1 D1 > , < dx1’ Ozn > w1
(v,w) = [v1, ... vy : . E
o) o) 9 0
< Tz Day > L. < 9z, Oz > Wn
donde (v1,...,v,) y (w1,...,w,) son las coordenadas de v y w en la base de vectores coordenados.

Si hacemos

9ij(p) == <ail’ 8(3;]> (P) = <£5@,8{z]>

(v,w) =3 > giuiey
i
y como en la base coordenada dx;(v) = v;, dxj(w) = w;, se puede escribir:
(, )= Z Zgz’jdwidl‘j
i g

Obteniendo asi la métrica riemanniana que suele notarse como g y en donde g;; se les conoce como
coeficientes de la métrica.

Obtenemos que:
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Ejemplo 2.2.1 (Métrica hiperbdlica). La métrica para el semiplano superior en donde:

1 1
M = {(z,y)ly >0} y QZ?dX2+?dy2

Ejemplo 2.2.2 (Métrica producto). Sean M y N wvariedades riemannianas y consideramos el
prodcuto cartesiano entre ellas M x N con la estructura producto y sean 7 : M X N — M y
mo : M x N — N las proyecciones naturales. La métrica riemanniana sujeta a estas condiciones
estd dada por:

(u,v)(py = (dmy - u,dmy - v)p + (dma - u, A2 - v)g,  V(p,q) € M X N u,v € T, (M x N)

p7q)(

Ahora, se dice que un difeomorfismo F' : M — N puede ser usado para traer métricas desde N
hasta M, por tanto:

Definicion 2.2.2. Si h es una métrica en N, F*h es la métrica en M definida como:

(F*h)p(v.w) = hpp)(dFp(v), dF,(w)),  v,w e T,M

A F*h posteriormente lo llamaremos pullback métrico.

2.3. Otras métricas para R"

Una métrica riemanniana g = g;; definida en un dominio 2 C R" se llama euclidiana si en () existe
un sistema de coordenadas x = (z1, ..., zn), tal que g;j(xz) = I donde I es la matriz identidad.

Con bastante frecuencia, en lugar de escribir g = g;; de la métrica riemanniana, escribiremos el
diferencial de la longitud de una curva suave (dl) o su cuadrado (dI?) asf:

d12 = gijdxidxj

Ejemplo 2.3.1. Coordenadas cartesianas Sea (x1,...,x,) € R™. La matriz g con funcion de
coordenadas x tiene la forma g(x) = I,. Consideremos la transformacion identidad en R™. La
matriz de Jacobi de dicha transformacion es I, de donde se tiene que la longitud de una curva
v(t) = (z1(t), ..., xn(t)) estd dada por:

b dx; 2 dx, 2
l= —_— dt
. \/(dt> i +<dt>

asi
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por tanto,

dx; 2 dxp 2
d? = = —_—
(dt> i +<dt>

Ejemplo 2.3.2. Coordenadas polares Sea (r,¢) € R%. La matriz g(z) en coordenadas cartesia-
nas (z1,x2) tiene la forma g(z) = (

10

0 1) =1, es decir, g;j = 0;;

El cambio de coordenadas estd dado por:

donder >0y 0 < <27

X1 =TCosp

To =rsing

La matriz de Jacobi de esta transformacion es:

y por tanto:

glryp) = AT« ITx A = (cos<p sin ¢ — rsin ¢ rcosgo) <

g
g
g

cos sin ¢
—rsing rcos

cos ¢
sen

—rsinp
T COS ¢

10

01

)(

)(

COS
sen ¢

cos? p + sin? ¢

—7 - Sen p cos p + 1 - cos psin

1 0
0 r2

—rsine
T COS

Ahora calculamos la longitud | de vy(t) = (r(t), (t)) en el sistema polar.

Obteniendo ast

9y 9y
ot’ ot

= (&

dt
dr
_(a pde) [
dt dt do
@
l:/b 9y Oy
a ot’ ot

dr

d

= dw)<1 0
do a at/\og
dt

dr o dyp
—a“‘l_ra

b
dr dep
_ / 2
>dt /a It +r at dt

COS ¢
sen

—rsinp
T COS

—cospsing -r+sinpcosy - r
r? - sin? p 4+ 12 - cos? @

)

12
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que es lo mismo que:

dr dp
12:7 257
=t

Ejemplo 2.3.3. Coordenadas esféricas Sea (r,,p) € R>. Sean (x1,x2,3) las funciones coor-
denadas en R3. El cambio de coorenadas viene dado por:

r1 = rcosb
ZTo = T COS psin 6

x3 = rsinpsinf
La matriz de Jacobi es:

cosf —rsinf 0
A= |cospsinf rcospcosf —rsinpsind
sinpsinf rsingpcosf rcospsinf

Por tanto:

1 0 0
g(r0,0) =ATx I« A= [0 r2 0
0 0 r2sin?6

y la longitud de una curva v(t) = (r(t),0(t), p(t)) esta dada por:
bl /dr\? dg\? do\?
— bl P Ed 2 qin2 s
l /a\/(dt) +7r (dt) + r2sin 0<dt> dt
dr? do\? de\?
2 _ (9r 2 (94U 2.2, (9%
dl _<dt> +r (dt) + r“sin 0<dt)

Obteniendo:

2.4. Isometrias

En esta seccién, veremos que las isometrias en la geometria euclidiana o no euclidiana, son aque-
llas caracteristicas ligadas a los objetos geométricos que resultan de aplicar transformaciones, mo-
vimientos o intercambios a un conjunto de puntos de tal manera que los mantiene invariantes. Por
ejemplo, en la geometria euclidiana tenemos la rotacion, reflexién y la traslaciéon como ejemplos de
isometrias en el plano.

Definicién 2.4.1. Sean (M, g) y (N, h) variedades riemannianas.
» Un difeomorfismo F : (M, g) — (N, h) se llama una isometria si F*h = g.

» Un difeomorfismo local F : (M, g) — (N, h) se llama una isometria local si F*h = g.
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La condicion F*h = g se puede entender como:

Para todope M, v,weT,M

9p(v,w) = hp ) (dEp(v), dFp(v))

Definicién 2.4.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana.

» SiveT,M, la longitud
[oll,,

de v es \/gp(v,v).

» Sia:fa,b] = M es una curva suave, su longitud es

b
L) = [ Jlco)]

» El dngulo entre dos vectores v,w € T,M se define como:

cos(v,w) = 791)(”’“})
[v]l, lwll,

Ejemplo 2.4.1. Las translaciones de R™ son isometrias que preservan la métrica euclidiana, dadas
por:
T:R" —R"
T T+ x

para un g fijo.

Ejemplo 2.4.2. Las transformaciones ortogonales de R™ también son isometrias de la métrica
euclidiana dadas por:

Q:R*—>R"
T Qx

donde Q) es una matriz de n x n ortogonal, es decir, QT -Q = I.



Capitulo 3

Geometria hiperbdlica

3.1. Introduccion histérica

La geometria hiperbdlica se da con el estudio a través del tiempo del quinto postulado de Euclides
(330 a.C - 275 a.C) plasmado en la obra llamada Elementos, escrita por el ya nombrado Euclides
y desarrollada con el fin de presentar la teorfa de sélidos de Platén (427 a.C - 347 a.C) y la de los
nimeros irracionales de Teeleto (417 a.C - 369 a.C) y considerada como el primer tratado cientifico
de la humanidad.

Como Euclides nombro el quinto postulado como: “Si una recta, al incidir sobre dos rectas, hace los
dngulos internos del mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente
se encontrardn en el lado en que estdn los dngulos menores que dos rectos”, a lo que Jhon Playfair,
después de un tiempo reescribié asi: “Por un punto exterior a una recta dada se puede trazar una
y solo una paralela a la recta dada”, convirtiéndose en el enunciado alternativo mas comiin y en el
ambiente geométrico conocido como “Postulado de las paralelas”.

Muchos mateméticos intentaron resolver el problema de las paralelas (mostrar que el quinto
postulado era consecuencia de los anteriores) sin lograr resultados, pues todas las demostraciones
eran falsas o erréneas. Es hasta el siglo XIX que Carl Gauus(1777-1855) quién por primera vez se
enfrenta directamente a dicho problema después de haberlo estudiado durante 40 anos, creando
asi lo que hoy conocemos como geometria no euclidiana. Es bueno dejar claro aqui, que dichos
resultados nunca fueron expuestos a la luz piblica por el temor que Gauss tenia de ser considerado
como “loco”.

Janus Bolyai (1802-1860), hijo del también matemético y amigo de Gauss, Farkus Bolyai, estudié
por aproxuimadamente 10 afios las consecuencias que se derivan de negar el quinto postulado,
suponiendo que por un punto exterior a una recta no existe ninguna paralela, o por el contrario,

existe mas de una.

Por esta ultima suposiciéon, Bolyai observo que la existencia de dos de estas rectas implicaba la

15
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existencia de una infinidad de ellas. Junto a su padre, redactaron un apéndice de 26 hojas con los
resultados hacia el ano de 1832, pero después de transcurrido un tiempo se dieron cuenta que tres
anos antes de su publicacién, el ruso Lovachevski habia producido una obra en la cual se trataba
la geometria no euclidiana.

Nicolai Lovachevski (1793-1856) quien partiendo de los cuatro primeros postulados de Euclides y
de un nuevo quinto postulado que afirmaba que por un punto exterior a una recta se puede trazar
al menos dos rectas paralelas a ella, formula una nueva geometria que da a conocer por primera
vez al mundo matematico en la Universidad de Kazan hacia el ano de 1826, para posteriormente
publicar los resultados en 1829 en la obra llamada “Sobre los elementos de la geometria”. A
esta nueva geometria, Lovachevski la llamé geometria imaginaria y es lo que hoy en dia conocemos
como “Geometria hiperbdlica”.

Después de la muerte de Lovachevski, aparece el matemaético italiano Eugenio Beltrami (1835-1900)
quién da solucién a la no contradiccion de la geometria de Lovachevski. Es asi como este hombre
destacado en el campo de la geometria diferencial y la fisica matematica, es el primero en demostrar
la consistencia de la geometria hiperbdlica a través de un modelo fisico, la pseudoesfera.

Segin Beltrami, las rectas para la geometria hiperbdlica estan representadas por las geodésicas en
la pseudoesfera, es decir, existen dos tipos: curvas que parten del ecuador y suben hasta el infinito,
y curvas que rodean el “cuello”de la pseudoesfera.

La prueba sobre la consistencia de la geometria hiperbdlica se da en 1868 en el libro llamado
“Teoria fundamental de espacios de curvatura constante”por lo cual Beltrami logra esto mediante
la vinculacién de tres tipos de modelos de geometria plana no euclidea. Posteriomente Felix Klein
(1849-1925) generaliza los modelos de Beltrami a todo el espacio n-dimensional.

Ademas Klein construye un modelo sustentado en la geometria proyectiva y lo da a conocer en 1872
en su famoso método de caracterizaciéon de geometrias, el programa Erlangen ' Para este modelo
se toma el disco abierto unidad, donde las rectas se representan como cuerdas de circunferencia
que intersecan el disco en su interior. A partir de este modelo aparece la relacién entre el espacio
hiperbdlico y el interior de la esfera euclidiana, por lo que si hay inconsistencias en la geometria
hiperbdlica, también las habra en la geometria euclidiana.

Por 1ltimo, y en relacién a la geometria hiperbdlica plana, podemos citar al francés Henri Poincaré
(1854-1912), un matematico,fisico, cientifico tedrico y filésofo que hizo aportes a la teoria de la
relatividad y del caos.

En 1887, cuando trabajaba en el “problema de los tres cuerpos”?, Poincaré describié dos modelos
de geometria hiperbdlica en dos dimensiones que son el disco unitario y el semiplano superior.

'El programa de Erlangen es un programa de investigacién publicado por Felix Klein en 1872 que propuso un
nuevo tipo de solucion a los problemas de la geometria del tiempo.

2Fl problema de los tres cuerpos consiste en determinar, en cualquier instante, las posiciones y velocidades de tres
cuerpos, de cualquier masa, sometidos a atracciéon gravitacional mutua y partiendo de unas posiciones y velocidades
dadas
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3.2. Modelos del plano hiperbdlico

Tenemos claro que asi como se representa el plano euclidiano a partir de puntos y rectas usuales en
R x R, para representar el plano hiperbdlico existen diferentes modelos. Veamos las caracteristicas
generales de cada uno de ellos:

& Modelo de Klein : También se conoce como disco proyectivo y modelo proyectivo de Klein;
representa el plano como el interior de un circulo y las rectas como las cuerdas del circulo.

& Disco de Pincaré: Tambien conocido coo disco unitario. Representa al plano de la misma
manera que lo representa el modelo de Klein, pero las rectas estan representadas por arcos de
circunferencia ortogonales a la circunferencia borde y los didmetros de dicha circunferencia.

& Semiplano de Poincaré : También se conoce como el sempliano superior ya que su plano es
el semiplano abierto del plano complejo, las rectas son la interseccién de una circunferencia
o de una recta perpendicular al borde de dicho semiplano,con el semiplano de Poincaré.

#® Modelo de Lorentz : Su plano es una hoja del hiperboloide de revolucién. Los puntos son
clases de equivalencias de vectores que satisfacen una determinada forma cuadratica y las
rectas resultan de la interseccién de la hoja superior del hiperboloide con los planos que
pasan por el origen.

De estas cuatro representaciones, trabajaremos con el disco de Poincaré y el semiplano de Poincaré
mas a fondo,definiendo los planos, los puntos, las rectas,las nociones de distancia entre dos puntos
y la medida de sus angulos. Ademas se trabajardan movimientos rigidos del plano hiperbdlico, que
son aquellas transformaciones biyectivas del plano en si mismo que conservan las distancias entre
puntos y preservan las medidas de angulos.

3.3. Modelo del semiplano superior

Este modelo estd dado por H? = {z = x + yi € C"|Im(z) =y > 0}.
Veamos ahora los elementos geométricos en este modelo:

= H-Puntos Son todos los puntos del plano complejo cuyo valor real es siempre positivo. Lla-
maremos ¥y a el conjunto de todos los H-Puntos.

» H-lineas Una H-linea puede ser:

e Un semicirculo dentro de ¥y y con centro en el eje X.

e La interseccion de ¥y y una recta perpendicular a el eje X.

= H-métrica
Vdz? +dy?  |dz|
dg = =

N Y ~ Imz
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Figura 3.1: Semiplano superior

3.4. Modelo del disco unitario

Este modelo tiene una representacion dada por:

D*={weC:|w <1}

y su borde estard dado por
OD? = {w e C: |w| =1}

Veamos ahora los elementos geométricos en este modelo:

= D-puntos Son todos los puntos del plano complejo que estan contenidos en la circunferencia
unitaria. LLamaremos Wy a el conjunto de todos los D-puntos.

= D-lineas Una D-linea puede ser:

e La interseccién de ¥p con la circunferencia ortogonal C*.
e La interseccién de W con el didmetro de C.
= D-métrica
2 |dw|
dp = ——3
1— |wl
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{)\p
D~ linea “nty

D —linea
%D — linen

®
D —punto
D —linea

Figura 3.2: Disco Unitario

3.5. Modelo de Lorentz

Para definir este modelo debemos conocer la forma cuadrética de Lorentz que estd dada por L(z) =
L(z,y,z) = 2% +y? — 2. Dada dicha forma cuadrética podemos decir que el espacio o modelo de
Lorentz tiene la siguiente representacién:

£ ={(t,z,y) eR® | L(t,z,y)=—1, t>0}

Veamos ahora los elementos geométricos en este modelo:

= £-puntos Son todos aquellos puntos situados en la hoja superior de un hiperboloide. Llama-
remos Vg al conjunto de todos los £-puntos.

= £-rectas Una recta es la interseccién no vacia entre We y un plano que pase por el origen.
Es decir, si IT es un plano que pasa por el origen tal que II tiene vectores que cumplen

L(z,y,z) <0, entonces
l=¢*nT

es una L-recta.

n £-métrica

de = \/dz? + dy? — dt>
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Figura 3.3: Modelo de Lorentz

20



Capitulo 4

Transformaciones de Mobius

4.1. Introduccion

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar las transformaciones lineales que son aplicaciones in-
yectivas, sobreyectivas y conformes (aquellas que preservan angulos) del plano complejo extendido
y asi poder redefinir y extender conceptos en los modelos del semiplano superior y el disco uni-

tario conocidos anteriormente. Este grupo de aplicaciones forman un grupo y lo denotaremos por
PSLy(C).

4.2. Transformaciones afines

En el transcurso del trabajo, encontraremos a menudo algunas de las siguientes funciones:

1 f(z) =cz ceR Funcién escalar

2 f(z)=2+A AeC Funcién traslacion

3 f(z) = Az A=el Funcién rotacién

4 f(z)=12 Funcién conjugacion.
5 f(z)=1 Funcién inversién.

Definicion 4.2.1. Una transformacion afin directa es una combinacion de las funciones escalar,
traslacion y rotacion, es decir, una funcion de la forma T(z) = Az + B

Nota 4.2.1. Haciendo |T(z) —T'(z)| = [(Az+ B) — (A2’ + B)| = |Az — AZ| = |A|]z = 2| se
obtiene que las transformaciones afines son isometrias si y solo si |A| =1

Lema 4.2.1. Una transformacion afin directa T'(z) = Az + B es una traslacion si y solo si A = 1.
Si|Al =1,A# 1 entonces T(z) es una rotacion alrededor de 125 con un dngulo de arg(A).

21
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Demostracién: La condicién necesaria es inmediata, sabiendo que T'(z) = Az + B y T una
traslacién entonces z + B = Az + B de donde se tiene que A = 1. la condicién suficiente se tiene
ya que si A =1 entonces T'(z) = z + B, cuya forma representa una traslacién.

Por otra parte, si |[A| =1y A # 1, tomemos un punto fijo C' de T'(z), es decir, T(C) = C. De esta
manera T(C) = AC + B, obteniendo que C' = %. Ahora:

B B(1-A)-B
 Az(1-A)+B(1-A)-B Az—A2*>+B—-AB-B
B 1-A N 1-A
 Az—Az2—AB  A(z(1-A) - B)

N 1-A N 1-A

2(1—A) - B (1—-A)C
:A<1—A>:A<Z_1—A>
=A(z—-0C)

Obteniendo que si |A| =1y A # 1 entonces T'(z) es una rotacién alrededor de C' con un dngulo de
arg(A). m

Proposiciéon 4.2.1. El conjunto de las transformaciones directas afines forman un grupo sobre la
composicion, que es denotado por Af f(C).

Demostracién: Tomando a I(z) = z como unidad del grupo Af f(C) y sabiendo que la composicién
de funciones es asociativa, solo queda por mostrar que Af f(C) es cerrado y existe la inversa.
Sea T(z) = Az + By S(z) = A’z + B’, entonces tenemos que:

S(z)oT(2) = A'(Az+ B) + B’
=AAz+ AB+ B
=Cz+D

es una transformacién directa afin donde C = A’/Ay D = A'B+ B'.

Para encontrar la inversa de T'(z) = Az + B que supondremos que es T~1(z) = Ez + F, haremos
lo siguiente:

2=T"Y2)oT(2)
=FE(Az+B)+ F
=FAz+ EB+F

de donde EA=1y EB+ F =0, obteniendoque E=A"'y F=-A"'B. m
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Corolario 4.2.1. Una transformacion directa afin preserva circunferencias y lineas.

Demostracién: Dada T'(z) = Az + B donde |A| = 1 es una rotacién alrededor de 125 por el lema
anterior, se tiene que dicha transformacién preserva tanto circunferencias como lineas.

Por otra parte si T(z) = Az + B donde |A| # 1 puede reescribirse como T'(z) = r(A’z + B’), donde
r € Ry |A| = 1. Nuevamente por el lema anterior, se tiene que es una rotacién alrededor de r-veces
%, preservando también circunferencias y lineas. m

Nota 4.2.2. Una aplicacion que preserva dngulos es llamada conforme; bajo este mismo argu-
mento diremos que T(z) serd conforme.
4.3. La proyeccién estereografica
Para esta seccién consideraremos la esfera unitaria S? en R? dada por
5% = {(u,v,w) € R¥u? +v* + w? =1}

Para algiin punto P € S?, existe una tinica linea del polo norte de la esfera,dado por N = (0,0, 1)
a P, que denotaremos como N P, dicha linea corta al plano complejo en un tnico punto z € C.

Definicién 4.3.1. La funcién SP : S? — {N} — C que asigna a un punto P, el punto z € C, dado
por la interseccion NP N C, es nombrada la proyeccion estereogrdfica

Proposicién 4.3.1. Parap € S? —{N} y2 € C, P = (u,v,w) y 2 = x + yi las coordenadas de la
proyeccion estereogrdfica SP : S? — {N} — C y su inversa SP~!: C — S? — {N} estdn dadas por:

U v
SP = ]
Y
_ . 2x 2y 2+ -1
sp~t = , )
(@ +yi) <:U2+y2—|—1 242+ 1722 +92 41
[ z+Z i(E—z) 221
C\zz4+1 224172241
Demostracién:

A partir de la figura 4.1 podemos darnos cuenta que |[NO| = 1,|LN| = w,|LN| = 1 — w, |20]| =
r = /22 +y2. Como |PL| = p entonces p = Vu2 + v2 + w? — w? = Vu2 + v2.
Ya que los tridngulos NLP y NOz son semejantes, se tiene que:
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y por tanto obtendriamos

probando asi que

Figura 4.1: Representacién de la proyeccién estereografica

Para la segunda parte de la proposicién, sea z = = + yi entonces:

u + v, u+twvt U v, u—vl
z = 1=
l—-w 1—w 1—w

implicando que:

(- w)(1+w)
T —wp
_1+w_ 14 1
C1l-—w 1—w
Esto nos brinda:
2 ot 4yP-1 221

= =W = =
22+y?+1 2+y?+1 2z+1

como tenemos:

U+ vt U+ vt

) — :}1— =
T+ Yy 1~ w w >+ yi
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2 2z + 2y1

y comparando las partes reales e imaginarias tenemos:

2x zZ+Zz
u = =
2+y2+1  2z+1

2y (z—2)i
v = = .
2 +y2+1 2Z+1

Probando asi que P~} (x +yi) = (2, G, 251). w

Definicién 4.3.2. El plano complejo extendido estd dado por Coo = CU {o0}.

Nota 4.3.1. Si identificamos, via proyeccion estereogrdfica, puntos del plano complejo con puntos
en la esfera S?> — {N} y relacionamos a {co} con el polo norte N entonces se tendrd una biyeccion
entre el plano complejo extendido Coy y S%. Desde este punto de vista a S* se le conoce como la
esfera de Riemann.

Proposicién 4.3.2. La funcién SP : S? — C4 dada por la proyeccion estereogrifica y su inversa
SP~1:Cy — S? son funciones conformes.

Demostracion: Debido a que la funcién identidad es una funcién conforme, es suficiente probar que
SP o SP~! es conforme, ya que la composicién de dos funciones conformes es de nuevo conforme.
Probaremos que SP~! : Cy, — S preservara dngulos para mostrar que el dngulo entre los dos
vectores tangentes en el punto de interseccién de las dos curvas formadas sobre S2.

Supongamos que una linea coincide con el eje x y la otra interseca al punto p formando un angulo
6. De esta manera tendremos dos lineas sobre S? dadas por: r(t) =p+ty s(t) = te?" +p

Ya que SP~1(2) = (zzzjfl’ (f;jil, gﬁ) tendremos que:

2 _
F<t):<(2(p+t) NCED) 1)

p+1)2+1" T (p+t)2+1

(1) 2(tcosf + p) 2t sin 6 t2 + 2tpcosf +p? — 1
S =
t2 4 2tpcos® 4+ p2 + 1712 4 2tpcosf + p? + 17 t2 + 2tpcosf +p? + 1

Ya que estas dos curvas se intersecan en ¢t = 0, por tanto el dngulo lo hallaremos derivando e
igualando a cero, esto es:
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7(0) = (2(192_1) 0, P )

(P2 +1)27 7 (p? +1)2

5(0) = (2(p2—1)cos9 2(p? +1)sinf 4pcosh )
L@+ T P+ TP+

Ahora sea w el dngulo que se forma entre #(0) y §'(0) entonces:

4(p% — 1) cos(0) + 16p? cos ()
vV (4(p? — 1)2 4 16p2) (4(p2 — 1)2 cos? (A) + 4(p? + 1)2sin? (9) + 16p2 cos? (6))
4(p* +1)% cos(9)
Ap* +1)°
= cos(f)

cos(w) =

Por tanto w = 6, lo que quiere decir que el 4ngulo se preserva mediante SP~!. m
Proposiciéon 4.3.3. La proyeccion estereogrdfica envia circunferencias a circunferencias y lineas.

Demostracion: Primer caso es inmediato ya que si tomamos un punto P en la circunferencia que
pasa por N, entonces la linea NP estara en el plano. Ya que la intersecciéon de dicha linea y el
plano C es una linea, entonces la proyeccion estereografica envia circunferencias en lineas.

22—1 . _ 2 _ 2
1 U= 35772,V = 357Y- Tomemos un plano en

En el segundo caso, por 4.3.1 tenemos que w =
R3 dado por: Au + Bv + Cw + D = 0 entonces:

2 zZz—1
B C D=0
ZZ+1$+ zZ+1yjL ZZ—I-lJr

24z + 2By +2® +y*(C+D)+D—-C=0

que es una circunferencia en C. m

4.4. Funcion Inversion

En esta seccién, estudiaremos la transformacién afin T dada por T'(z) = % y nombrada como la
transformacién inversion. Si z # 0 entonces existe un tnico w = % por tanto T': C—(0) — C—(0)
es una biyeccién. El objetivo es extender T a ser un homeomorfismo, T' : Co, — C4. Es bueno
tener en cuenta que % = % que conlleva a ver a T' como la composicién de dos funciones S'y R
dadas por S(z) =z y R(z) = 7z Ademds arg(R(z)) = arg(z) y |R(z)| = ‘—i', obteniendo asi que
R es una inversion en la circunferencia unitaria.
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Proposicién 4.4.1. Sea T una inversion. Si T(0) =o0 y T(o00) =0, entonces T : Coo — Coo
es un homeomorfismo.

Demostracion:
Recordemos que T': C — 0 — C — 0 es una biyeccion. Ademas se tiene que:

lim T(z) = lim T(1)= lim z=o00
|z]—0 |z| =00 |z]—o00

lim T'(z) = lim T(1) = lim 2z = 0.

|z]—o00 |z]—0 Z |z]—0

Mostrando asi que T es continua en 0 y co. De esto también se desprende que T : Co, — C4 es
una biyeccién y es continua. Dado que la inversa estd definida asi 77! : Co, — Co, entonces se
concluye que T es un homeomorfismo. m

Proposicion 4.4.2. Sea T una inversion. La funcion T envia circulos y lineas a circulos y lineas.

Demostracién: Sea w = T(z) = % Siw=a+biyz = x-+ yi entonces a partir de hacer
.1 . .. . .
a+bi= 57 Se tienen las siguientes igualdades:
— T _ —] — _a — _—=b_
= 22 b= 212 YT ZrE YT g

Sea A(z? +y?) + Bz + Cy + D = 0 la ecuacién de un circulo o si A = 0 la ecuacién de una linea.
Entonces:

A((w2m) + (st)") + B () + 0 () + 0 =0

(2 + 1) (A+ Ba— Cb+ D (a® +2)) — 0
A—I—Ba—Cb+D(a2+b2) =0

Lo que conlleva a una ecuacién asociada a un circulo si A # 0 0 a una lineasi A =0. m

Ejemplo 4.4.1. Imagen de la linea vertical x = c; a partir de la funcion inversion.
A partir de A+Ba—Cb+D (a2 + 62) = 0, se tiene que la imagen es la circunferencia —cy (a2 + b2)+
a =0, de tal manera que podemos reescribirlo como (a - %cl) +0v? = (%01)2 que resultaria siendo

una circunferencia centrada en (%cl,O) y con radio de %cl.



CAPITULO 4. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS 28

Nota 4.4.1. Sea z =x+yi y Z = x—yi. Si hacemos la proyeccion estereogrdfica inversa de dichos
puntos, dadas por:

2x 2y x2+y2—1>

SP7l(z2) = : :
(2) <x2+y2+1 ?24+y?+ 1022 +y2 41

2 —2 Zry?—1
PO = (g T
4y + 12+ 2+ 122 +y2 + 1
Vemos que SP~Y(z) y SP~Y(Z) difieren por una reflexion en el plano u—w. Si ® es dicha refelzion,
se tiene que SP o ® o SP~! corresponde a la conjugacion compleja, es decir SPo®o SP~1(z) =z
z

Si realizamos un andlisis similar para z y su inverso en la circunferencia unitaria dada por EEE

4 Como difieren estos puntos en funciones definidas sobre S? o en Cu ?

Ya que la circunferencia unitaria es fijada sobre la transformacion inversion, las correspondientes
funciones deberan fijar su ecuador. Por tanto, el polo norte se intercambiard con el polo sur ya que
la inversion envia 0 a oco.

Haciendo cdlculos similares a los expuestos anteriormente, se obtiene que SP~'(z) y SP~! (ﬁ)

difieren por una reflexion en el plano ecuatorial. Sea © : S? — S? dicha reflexion, entonces SP o

6o SP~! corresponde a la circunferencia unitaria, es decir,SP oo SP~1(z) = ‘Z% Lo que implica

que, la inversion T como funcion definida en S? estd dada por ® o © o si la vemos como funcion
en Coo estard dada por T =SPo®o®oSP~!1:Cs — Co

Proposiciéon 4.4.3. La inversion T : Coo — Co es una funcion conforme.

Demostracion: Por resultados anteriores sabemos que la inversion es la composicion de la conju-
gacién compleja y la inversién en el circulo unitario. Ademads la inversién T es igual a la funcién
dada en la nota anterior. Coomo SP, SP~!,© y ® son funciones conformes, entonces 1" es conforme.
|

4.5. Transformaciones de Mobius

Definicion 4.5.1. Una transformacion de Mobius f : Coo — Coo es una funcion

az+b

m, a,b,ec,de C y ad—bcyéO

f(z) =
Teorema 4.5.1. Sea f una transformacion de Mébius, entonces:

1. f puede ser expresado como una composicion de transformaciones afines e inversiones.

2. f es 1-1 y es continua.
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3. f envia circulos y lineas en circulos y lineas.

4. f es una funcion conforme.

Demostracidon: Inicialmente definamos a f como

az+b Slaz+b)—Y b o b

f(z):cz—kdi cz+d :E+cz+d'

Para el primer item tomemos las funciones wi(z) = ¢z + d, wa(z2) = w% y wy(2) = (b— %Lw, + 2),
entonces f = w3 o wy o wy lo que implica que f es una composicion de transformaciones afines e
inversiones. Es bueno aclarar que cuando ¢ = 0,f es compuesta solo por transformaciones afines.

az+b _ —dw+b
cotd entonces z = — ==

z€C, z# %d, f esta bien definida, es uno a uno, sobreyectiva y es continua. Como f : C — C,

por construccién sabemos que f(oo) = oo, si ¢ = 0. Si ¢ # 0, entonces f(%d) = 00. La inversa de f

estd dada por: f~!(w) = %. De nuevo, si ¢ =0, f~!(o0) = oo. Si ¢ # 0 entonces f~1(%) = oo.

Para el segundo ftem, si z # _Td yw= . De esta manera, en cada punto

Con las condiciones anteriores podemos afirmar que f~!: Cy — Co es continua.
Como f es continua, con inversa continua y biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Los dos tltimos items son consecuencia directa del item 1 y de la proposicién 4.4.3 expuesta
anteriormente. m

Definicién 4.5.2. Sea M(Cy) el conjunto de todas las transformaciones de Mobius

M(Cuc) = {f Coc = Cuclf(2) = 00 ad—be £0)

Este conjunto tiene una estructura adicional; esto es, un grupo con composicién de funciones y
puede ser identificado por GLy(C).

Ejemplo 4.5.1. La imagen de la circunferencia |z — 2| = 2 a través de f(z) = 575 Inicialmente
veamos que st z = 4, este punto estd en el circulo, por lo tanto su imagen deberd ser una linea.

También tenemos que, f(0) = 0 y f(2 4 2i) = %Z son imdgenes en el eje imaginario. Como la
funcion continua preserva , el interior de la circunferencia es enviado a la derecha o a la izquierda
del semiplano. Ya que f(2) = S, el conjunto {z € C : |z — 2| < 2} es enviado al conjunto

{z € C: R(z) > 0}.

4.6. La razon doble o razén cruzada

Como hemos visto anteriormente, sabemos que una transformacién de Mobius envia circulos en
circulos, entonces aqui nos dedicaremos a estudiar una transformacién de Mobius que envia un
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circulo especifico en otro circulo especifico. Es bueno aclarar que no se distinguird en nada entre
circulos y lineas, ya que una linea en C es un circulo en C, cerrado en co.

Definicion 4.6.1. Sean z, 21,22 y 23 cuatro puntos en Cy. Entonces la expresion

(z — z1)(22 — 23)
(2 — 23)(22 — 21)

(Z> 21,22, 253) =

es llamada la razon doble de los cuatro puntos z,z1,z9 Y 23

Para la deduccion de la definicién anterior, recordemos de la geometria euclidiana que 3 puntos de-
terminan un circulo. Sea C1 y Cs dos circulos cuyos puntos son z1, 22, 23 v w1, wa, w3 respectivamen-
te. Si encontramos una transformaciéon de Mébius h tal que h(z1) = w1, h(z2) = w2, h(z3) = w3
entonces h deberd ser una funcién definida entre C7 y Co.

Para ello, sea f: C; — R en donde f(21) =0, f(22) =1y f(z3) una transformacién de Mobius.

= Si z; # oo donde i = 1,2, 3 definimos la transformacion de Mébius f por:

(z—2z1)(22 — 23)
(z — z3)(22 — 21)

f(z) =
» Si z; = oo para algin i (lo que significa que C; es una linea) tenemos:

T @)= fe)=

z— 23

z— 2z

f(z) =

z— 23" 29 — 21

Para los dos items anteriores se cumple que f(z1) =0, f(z2) =1y f(23) = >

Sea g otra transformaciéon de Mébius en donde g(w1) = 0, g(wz) =1y g(ws) = oo.

Entonces haciendo h = g~ ! o f se satisface:

h(z1) =g to f(z1) =g !
hz) =g 'oflm)=g"
h(z3) =g ‘o f(zs) =g !

Como h(z;) = w; entonces podemos escribir g~ (f(2;)) = w; si y solo si g(w;) = f(2;) lo que implica
que:

(2 —21)(22 —23) _ (w—wi)(w2 —ws)

(z—23)(22 —21) (w—ws)(wy —wr)

lo cual significa que h preserva la razén cruzada.
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Ejemplo 4.6.1. Encontremos una transformacionde Mobius que envie 0 ai, 1 a2 y —1 a 4.

En efecto, calculando la razon doble tenemos:

2z ) o =2(w—1)
p S A C LR Rl Py Y

(2,0,1,—-1) =

igualando las expresiones y despejando w se tiene que:

o (16— 6i)z +2i
w=hz) = G2

4.7. El principio simétrico

Definicion 4.7.1. Dos puntos z1 y z2 son simétricos con respecto a una linea recta L si L es el
bisector perpendicular de la linea que une a 21 y 22.

Una circunferencia es ortogonal a una linea L si la tangente de la circunferencia es ortogonal a la
linea en el punto de interseccién.

Definicion 4.7.2. Dos puntos z1 y zo son simétricos con respecto a un circunferencia C, si cada
linea recta o circunferencia pasa por z1 y za interceptado con C' ortogonal.

Note que esto en particular significa que el centro a de C' y 0o son simétricos con respecto a C.Ya
que un circulo estd acotado no existe un circulo que atraviese a y oo y una linea atraviesa a (y oo)
es ortogonal a C.

Teorema 4.7.1. (El principio simétrico) Sea C' una linea o circulo en C y sea f una transfor-
macion de Mébius. Dos puntos z1 y zo son simétricos con respecto a C si y solo st sus imdgenes,
f(z1) y f(2z2) son simétricos con respecto a la imagen de C, f(C).

Demostracion: Ya que las transformaciones de Mobius son conformes, estas preservan también
ortogonalidad. Dos puntos son simétricos con respecto a un circulo o una linea si cada circulo o
linea contienen los puntos de interseccion con el circulo ortogonal o linea ortogonal dado. Ya que
esto se cumple para la clase de circulos o lineas y se preserva ortogonalidad, se preserva la condicién
de simetria. m

Proposiciéon 4.7.1. Dado un punto o y un circulo C con centro a y radio R. Entonces:

R2

es el punto simétrico a o con respecto a C.



CAPITULO 4. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS 32

Demostracién: Por la ecuacién establecida en la razén cruzada, (w,0,1,00) y (z,a— R, a+ Ri,a+
R) tenemos que los puntos a — R,a+ Ri y a+ R (y por tanto todos los de C') son enviados a el eje
real por:

z—(a—R)
———.
z—(a+ R)
Por el teorema anterior v es simétrico a a* con respecto a C si y solo si f(a) es simétrico a f(a*)

con respecto al eje real, lo que resulta equivalente a que f(a) y f(a*) son conjugados en C, es decir,
f(a) = f(a*) y por tanto obteniendo:

f(z) =

_a*—(a—R):iz—(&—R) _ _,a-(@-n)

Za*—(a—i—R) z—(a+ R) a—(a+R)

que al resolverlo para o® obtenemos:

2
af=——+a
a—a

De lo anterior, también podemos deducir que o* es tinico. m

Nota 4.7.1. De la ecuacion de la proposicion anterior tenemos que

arg(a* — a) = arg <aR2a> — arg <m> — arg(o— a)

Esto significa que los puntos simétricos se encuentran sobre la misma linea del centro a. Ademés
se tiene que:

R
la* —a| = —— por tanto R* = |a* — al|a — al.
a—a

4.8. Funciones de D y H

Teorema 4.8.1. Sea f una transformacion de Mébius definida de D? en si misma, entonces:

f(z):eie%, donde a€C y |a| <1.

Demostracién: Sea f una transformaciéon de Mobius. La funcién f envia la circunferencia unitaria
C, a la circunferencia unitaria C,. Por lo tanto, ya que el interior de C, es enviado a el interior de
Cy, debe existir un punto «, |a| < 1 que es enviado a el origen, es decir, existe « tal que f(a) = 0.
Usando la ecuacion de la proposicién 4.7.1 con a = 0 el punto

a* = 1 — =

a—0

Qi —

1
«
f(a) =0 con respecto a Cy,. Ya que el origen es el centro de C,,, dicho punto simétrico es co. Esto

es simétrico a « con respecto a C,. Por el principio de simetria tenemos que f(=) es simétrico a
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implica que f (é) = 00 lo cual deriva que f tiene un cero en « y un polo en é, que conlleva a que

f sea de la forma
z— zZ—«
k2" —ka
/) z—é adz—l

para alguna constante k.
También sabemos que f(1) debera ser enviado a algin punto sobre C,,, por lo tanto:

[1-af
o =1

L=[f(1)| = [kal

= |kal

lo cual implica que k& = €? para algin 6 € [0,27]. Asi f deberd verse como

Z—

donde |a| < 1.
az—1

Por dltimo, veamos que la funcién f envia el disco en si mismo. En efecto, sea a = a + bi, entonces:

‘f(i)‘:‘eiez’—a’:]z’—a|:\—a+(1—b)i|:\/(—a)2+(1—b)2:
ai—1 |a—1| |b—1+ ail (b—1)2 + a2 ’
21—«
D] =le?——| =1
FO =1 =1 =1,
o—1—a
_ |0~ T
FDl =l ——l=1.

Ya que f(a) =0y |a| < 1, el interior es enviado al interior, lo que prueba que f envia el disco en
s{ mismo. =

Proposicion 4.8.1. Una transformacion de Mébius f envia la recta real a la recta real si y solo st
los coeficientes a,b,c y d son reales.

Demostracion: Inicialmente asumamos que los coeficientes de f son reales. Entonces la imagen
de los tres puntos 0,1 y 2 son claramente tres puntos sobre el eje real. Ya que la imagen de una
linea es determinadada por la imagen de tres puntos sobre dicha linea, esto prueba que el eje real
es enviado al eje real.

Denotemos al eje real por Ry, ademds asumamos que f(Ry) = Ro. Esto implica que f envia tres
puntos qi, g2, g3 del eje real a tres puntos rq,rs,r3 sobre el eje real. Esto nos brindard que f esta
determinada por la razén cruzada entre (w,ry,72,73) = (2,41, g2, q3) que es lo mismo que:

(z—q)(q2 —q3)  (w—r1)(ra—173)

(z—@)e—qa) (w—r3)(rs—r)
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Cuando resolvemos para w obtenemos un transformacién de Mébius w = f(z) con coeficientes
reales, ya que q¢1,q2,qs3, 71,72 ¥ r3 son reales. Ademads, como son arbitrarios, entonces se cumple lo
que se queria demostar. m

Teorema 4.8.2. Sea f una transformacion de Mébius definida de H? en si mismo, entonces:

az+b
f(z)=——, con a,bjec,deR y ad—be> 0.
cz+d
Demostracién: Sea f una transformacién de Mobius que envia H? a H?. Ya que el eje real parte
a C'» en dos semicircunferencias, y la transformaciéon de Mobius envia dichas semicircunferencias
a una semicircunferencia, f debera enviar el eje real al eje real. Por la proposicién inmeditamente

anterior, podemos elegir a f como f(z) = Z‘jig, a,b,c,d € R, obteniendo:

az+b

cz+d
az+b

flz) =

1
= m(dC’Z’Q + bd + bCZ + adZ)

Por lo tanto:

Im(f(2)) =Im (gjig) = Im (ﬁ(ac\d2 + bd + bez + adz)) = \gg;cl;ﬁ Im(2)

lo que implica que f envia H? en si mismo si y solo si ad —bc >0 m



Conclusiones

& Desde un punto de vista de invariabilidad, cabe destacar que la funcién inversién juega un
papel importante puesto que contribuye para que los elementos en los modelos hiperbédlicos
definidos se preserven.

& En la misma direccién de este trabajo, se pueden efectuar estudios en donde se presenten las
geodésicas en los planos hiperbdlicos a partir de las transformaciones de Mobius.

& Si se definieran las geodésicas en este trabajo, se darfa espacio para implementar funciones de
un espacio hiperbdlico en si mismo de tal manera que si dicha funcién preserva las geodésicas,
entonces esta seria una isometria.

& Conociendo los espacios hiperbdlicos y su métrica, podrian definirsen las curvaturas corres-
pondientes, para asi mostrar que éstos poseen curvatura negativa.
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