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1. Resumen

Esta monografia aborda el uso de la modelacion matematica en la formacion inicial de docentes,
con el lanzamiento de martillo como caso central. Basado en la perspectiva de matematizacioén
horizontal y vertical (Freudenthal, Treffers), se desarrolld un proceso metodolégico que combind
analisis de video (Tracker) y simulacion (GeoGebra con calculo) para caracterizar las actividades
matematicas implicadas. Se concluye que este enfoque complejiza el conocimiento del profesor,
capacitandolo para aplicar las matematicas en la toma de decisiones y la mejora de situaciones

reales, promoviendo una ensefianza funcional y significativa.

Palabras clave: Modelacion matematica, formacion docente, matematizacion,

lanzamiento de martillo, actividades matematicas.
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2. Introduccion

La educacidon matematica contemporanea se enfrenta al desafio imperante de formar
ciudadanos capaces de comprender y transformar su realidad, exigiendo un enfoque que
trascienda la mera memorizacion de algoritmos y la aplicacion mecéanica de férmulas. En este
contexto, la modelacion matematica emerge como una estrategia didactica y un campo de estudio
crucial, al ofrecer un puente dindmico entre los conceptos matematicos abstractos y los
fenomenos del mundo real. Para que esta perspectiva se implemente efectivamente en las aulas,
es fundamental que la formacion inicial de docentes de matematicas prepare a los futuros
educadores para disefiar, implementar y evaluar procesos de modelacion de manera significativa
y profunda (Chavarria-Véasquez & Gamboa-Araya, 2024; Malaspina Jurado & Herrera Siesquen,

2021).

La relevancia de dotar al profesorado en formacion de las herramientas necesarias para
abordar la modelacién radica en su capacidad para promover el pensamiento critico, la
resolucion de problemas auténticos y la conexion interdisciplinar de las matematicas (Barquero
Ocampo & Chaves Montero, 2023). A menudo, la formacion docente tradicional se centra en un
conocimiento matematico descontextualizado, lo que puede limitar la habilidad del futuro
profesor para mostrar la aplicabilidad y la utilidad de la disciplina en diversos escenarios. Es aqui
donde la modelacién matematica se posiciona como un eje transformador, permitiendo a los
docentes en formacion experimentar de primera mano como las matematicas pueden ser una

poderosa herramienta para interpretar, analizar y predecir situaciones complejas del entorno.

El presente trabajo de grado se enmarca en esta necesidad educativa, abordando la

modelacién matematica a través del estudio de un fendmeno real y contextualizado. Se ha



PROCESOS DE MATEMATIZACION EN LA COMPRENSION DE UNA ACTIVIDAD DEPORTIVA; UNA PERSPECTIVA DESDE EL

CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

seleccionado el lanzamiento de martillo como actividad deportiva central debido a su particular
riqueza para la matematizacion. A diferencia de otras disciplinas, el lanzamiento de martillo
involucra una combinacién compleja de movimiento parabolico con una fase circular previa, lo
que exige la consideracion de multiples variables fisicas y biomecanicas (velocidad angular,
fuerza centripeta, &ngulo y altura de liberacion, entre otras). Esta complejidad lo convierte en un
terreno excepcional para el desarrollo de un proceso de matematizacion que va mas alla de la
simple aplicacion de ecuaciones de cinematica basica, invitando a la exploracioén profunda, la
formulacion de hipotesis y la validacion de modelos dindmicos, lo cual es ideal para complejizar

el conocimiento del profesor de matematicas de cara a su futura practica docente.

Para comprender a fondo este proceso, la investigacion ha adoptado un enfoque
metodoldgico cualitativo, permitiendo una inmersion profunda en la comprension de los
fendmenos involucrados. La recoleccion de informacion se realizé mediante entrevistas
semiestructuradas a un experto en lanzamientos y la grabacion de videos propios de la ejecucion
del lanzamiento de martillo. Para la sistematizacion y andlisis de la informacion, se emplearon
herramientas tecnologicas avanzadas como el software Tracker para la extraccion precisa de
datos cinematicos (altura, angulo, velocidad experimental) y GeoGebra para la simulacion
tridimensional de la trayectoria mediante funciones spline paramétricas. La aplicacion del
calculo diferencial para obtener velocidades de simulacion y la comparacion con datos
experimentales, junto con un analisis estadistico, fueron cruciales para la validacion y discusion

de los modelos generados.

Este estudio busca contribuir significativamente a la formacion inicial de docentes de

matematicas al proveer un ejemplo concreto y replicable de cémo un fenomeno real puede ser
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desglosado matematicamente a través de diversas Actividades Matematicas: el Descubrimiento,
la Explicacion (subjetiva y objetiva), la Formulacion, la Aplicacion y la Representacion. Al
vivenciar este proceso, el futuro profesor no solo afianza su conocimiento disciplinar, sino que
desarrolla habilidades esenciales para su practica pedagogica, como la capacidad de disenar
tareas que conecten la teoria matematica con la realidad, de fomentar el pensamiento critico y de

preparar a los estudiantes para enfrentar desafios interdisciplinares.
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3. Identificacion del problema

Las matematicas, concebidas como una actividad humana inherente segtin sefialan Bello
y Forero (2016), encuentran su maxima expresion en la capacidad de estructurar y facilitar la
comprension del mundo que nos rodea. Como bien expone Alsina (2009), siguiendo los
principios de actividad de la Educacion Matematica Realista (EMR), la finalidad ultima de las
matematicas es precisamente "matematizar (organizar) el mundo", incluyendo la propia
disciplina. Bajo esta premisa, la incorporacion de contextos reales en la ensefianza se vuelve
imperativa para hacer las matemadticas mas accesibles y significativas. Alsina (2009) sostiene que
el aprendizaje se optimiza cuando los estudiantes resuelven problemas en contextos que les
resultan familiares o tienen sentido, distinguiendo en este proceso cuatro niveles de
comprension: situacional, referencial, general y formal. No obstante, una problematica recurrente
en la practica educativa actual radica en el salto directo a los procedimientos estandares,
obviando los primeros tres niveles de comprension. Esta omision puede conducir a que el
alumno desconozca la funcionalidad y el proposito del objeto matematico que esté trabajando,

percibiendo la disciplina como algo abstracto y desvinculado de su realidad.

La creacion de situaciones didacticas genuinamente vinculadas al mundo real plantea un
desafio particular para los profesores de matematicas. Borromeo-Ferri (2006, citado por
Huincahue, 2015) subraya la importancia de la Modelacion Matematica como estrategia esencial
para establecer conexiones significativas entre las matematicas y "el resto del mundo". En esta
linea, Henry Pollakenfatiza la necesidad de que los docentes cuenten con una amplia gama de
situaciones que les permitan implementar procesos de modelacion. Por ello, surge la posibilidad

de enriquecer la experiencia de los profesores en formacion en dichos procesos, para que
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adquieran las herramientas necesarias que les permitan guiar a sus futuros estudiantes a través de
los niveles de comprension (situacional, referencial y general) de manera natural, hasta alcanzar
la comprension formal o abstracta en matematicas (Alsina, 2009). En este marco, la necesidad de
mejorar los procesos deportivos a través de una comprension profunda y matematica de sus
fenomenos se vuelve evidente, y es precisamente para abordar esta necesidad que se ha

seleccionado el lanzamiento de martillo como objeto de estudio en esta monografia.

La eleccion del lanzamiento de martillo no es fortuita; a diferencia de otras disciplinas
mas sencillas, este deporte ofrece una riqueza inherente para la matematizacion que lo convierte
en un laboratorio idoneo para la optimizacion de procesos. Su complejidad radica en la
combinacion de movimientos circulares previos a la liberacion y trayectorias parabdlicas post-
lanzamiento, lo que exige el modelado de multiples variables dinamicas (velocidad angular,
fuerza centripeta, angulo de liberacion, altura, resistencia del aire, entre otras). Esta
particularidad permite una aplicacion exhaustiva de la matematizacion horizontal y vertical, y la
manifestacion de todas las actividades matematicas (Descubrimiento, Explicacion, Formulacion,
Aplicacion, Representacion). Al analizar y modelar estas variables con herramientas matematicas
avanzadas (cdalculo, andlisis vectorial, estadistica), se puede identificar con precision los factores
que influyen en el rendimiento deportivo, diagnosticar ineficiencias y proponer estrategias de
mejora basadas en evidencia cuantitativa. Esta capacidad de la matematizacion para ofrecer una
comprension profunda y operativa del rendimiento es lo que se busca complejizar en el
conocimiento del profesor de matematicas, preparandolo para ensefar una disciplina funcional

que no solo describe el mundo, sino que ofrece medios para optimizarlo.
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En sintesis, el problema fundamental radica en la poca capacidad de abstraccion y de
comprension de los objetos matematicos que se genera al no facilitar problemas iniciales que
involucren situaciones reales y procesos de modelacion basados en los niveles de comprension
(situacional, referencial, general). Abordar este vacio en la formacion docente a través de casos
complejos y relevantes como el lanzamiento de martillo es esencial para formar educadores
capaces de tender puentes efectivos entre el aula y el mundo, y de utilizar las matematicas como

una herramienta para la mejora de procesos reales, incluyendo los deportivos.
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4. Objetivos de la monografia

4.1 Objetivo General

Analizar procesos de matematizacion vinculados a la comprension de la actividad deportiva del
lanzamiento de martillo como medio para complejizar el conocimiento del profesor de

matematicas en la perspectiva de la modelacion matematica

4.2 Objetivos especificos

e Desarrollar un proceso de matematizacion vinculado a la comprension y ejecucion

deportiva del lanzamiento de martillo.

o (Caracterizar actividades matematicas presentes en un proceso de matematizacion en el

contexto de la interpretacion del fendomeno del lanzamiento de martillo.

o Examinar elementos de la actividad matematica que permiten complejizar el
conocimiento del profesor de matematicas a partir del estudio de un caso asociado a la

caracterizacion de un fendmeno real.
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5. Justificacion

La matematizacion es fundamental en la formacion docente, ya que proporciona una base
solida para entender y ensefiar las matematicas. Segun Niss, Blum y Galbraith (2007), la
matematizacion se manifiesta como una estrategia didactica a través de la modelacion
matematica, la cual implica crear o utilizar modelos matematicos al formular problemas en
contextos especificos. Al desarrollar procesos de matematizacion, los futuros docentes adquieren
una comprension profunda de los principios y procesos matematicos (Maass, 2006; Borromeo
Ferri & Blum, 2009), lo que les permite transmitir efectivamente esa informacion y desarrollar
procesos de ensefianza-aprendizaje més significativos (Greefrath et al., 2021). Esta inmersion en
la modelacion fomenta no solo el desarrollo del conocimiento del contenido matematico, sino
también del conocimiento pedagdgico del contenido necesario para ensefiar estos procesos de

forma efectiva (Carrillo-Yaiiez et al., 2018; Juandi et al., 2021).

Segtin Confrey y Maloney (2007), la modelacion matematica implica encontrar una
situacion indeterminada, problematizarla e incorporar investigacion, razonamiento y estructuras
matematicas para transformarla. Es decir, la modelacion fomenta el pensamiento critico y el
razonamiento 16gico en los docentes en formacion, habilidades que son esenciales para su

practica profesional (Olawale & Hendricks, 2024).

También el contexto juega un papel importante en la ensefianza, ya que permite
establecer una conexion motivadora basada en aspectos comunes dentro del ambiente del
estudiante (Aardn, 2016). Basado en lo previamente expuesto y al reconocer la importancia de la
modelacion matematica en la formacion docente, surge una interesante posibilidad al situarla en

un contexto especifico, particularmente en el &mbito deportivo; en el lanzamiento de martillo.
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Segun el articulo "Biomechanics of the Hammer Throw: Narrative Review" de Castaldi et al.
(2022), se pueden analizar diversos aspectos biomecanicos, como los aspectos balisticos y

ambientales, asi como el movimiento del centro de masa tanto del martillo como del lanzador.

En el presente trabajo se propone analizar la practica del lanzamiento de martillo desde la
matematizacion, teniendo en cuenta las diversas actividades matematicas que se configuran en la
practica matematica segun lo establecido por Giaquinto (2005, p. 85). Estas son:
Descubrimiento, la Explicacion, la Formulacion, la Aplicacion, la Justificacion y la
Representacion. Siendo asi posible categorizar la matematizacion del lanzamiento de martillo,
permitiendo que el deporte y su andlisis estén al alcance del profesor en formacion,

enriqueciendo asi la gama de posibilidades para trabajar con diversos objetos matematicos.
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6. Marco teorico

6.1 Conociendo el lanzamiento de martillo

El lanzamiento de martillo es una disciplina atlética relativamente reciente en
comparacion con otras disciplinas del atletismo, pues sus raices se remontan a los Juegos de las

Tierras Altas de Escocia, donde se lanzaban martillos de herrero reales (Castaldi et al., 2022).

El lanzamiento de martillo implica un lanzamiento con dos manos de un implemento
pesado para lograr la maxima distancia. Este implemento consta de una bola de metal conectada
por un cable de acero a un mango metélico. El lanzamiento se realiza desde una plataforma
circular con dimensiones especificas, el didmetro es de 2,135 m y un angulo de apertura para la
zona de caida de 34,92° (en grados sexagesimales, con origen en el centro de la plataforma)

Establecidas por la world athletics (Book Of Rules | Official Documents, s. f.).

SEQUENCE OF HAMMER THROW

.
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Figura I Pasos para la realizacion del lanzamiento de martillo. (Castaldi et al., 2022)
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“Preliminary swings [1-3]. Entry phase [3—4—5-6]. Single support of the first turn (SS1)
[6-8]. Double support of the second turn (DS;) [8—10]. Single support of the second turn (SS»)
[10—12]. Double support of the third turn (DS3) [12—14]. Single support of the third turn (SS3)
[14-16]. Release [16—20]. First turn (T1) [3—8]. Second turn (T2) [8—12]. Third turn (T3) [12-16].
Low point of the hammer in the first turn (LP1) [5]. Low point of the hammer in the second turn
(LP2) [9]. Low point of the hammer in the third turn (LP3) [13]. Low point at release (LPr) [18].
High point of the hammer in the first turn (HP1) [7]. High point of the hammer in the second turn

(HP2) [11]. High point of the hammer in the third turn (HP3) [15].” (Castaldi et al., 2022)

El lanzamiento de martillo, como disciplina atlética de alta complejidad técnica, exige
una secuencia de movimientos precisos y coordinados para optimizar el rendimiento. Dentro de
esta secuencia, la fase de voleo se destaca como un componente crucial, ya que prepara el
implemento para la posterior fase de giros. El presente andlisis se centra en esta fase
preparatoria, examinandola a partir de la descripcion proporcionada por Frutos (2014) con el
objetivo de comprender la mecanica y la biomecéanica que intervienen en la generacion de inercia

y el establecimiento de una trayectoria adecuada para el martillo.

Segun Frutos (2014), la fase de voleo se define como el conjunto de movimientos
preparatorios que ejecuta el lanzador antes de iniciar los giros. Esta fase persigue un doble
objetivo: generar una inercia suficiente en la cabeza del martillo para facilitar su posterior
aceleracion y asegurar que el implemento describa una trayectoria 6ptima que permita una
entrada fluida y eficiente en la fase de giros. Frutos (2014) enfatiza que esta preparacion requiere
una correcta disposicion mecénica, postural y cinematica del lanzador. La descripcion técnica de

los voleos, seglin este autor, implica movimientos coordinados que se inician con una posicion
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especifica del lanzador, a partir de la cual se ejecutan los volteos, haciendo girar el martillo

alrededor del cuerpo siguiendo una trayectoria elipsoidal.

Desde una perspectiva biomecanica, la fase de voleo, segiin Frutos (2014), se caracteriza
por la aplicacion de principios fisicos como la generacion de inercia y el momento angular. La
extension de los brazos, por ejemplo, incrementa el radio de giro y, consecuentemente, el
momento angular del sistema martillo-lanzador, lo que facilita la posterior aceleracion del
martillo durante los giros. Asimismo, la trayectoria elipsoidal del martillo, segiin Frutos (2014),
optimiza la transferencia de energia al implemento. En la figura 2 se muestras las fases del

voleo.

Tabla 1. Cnterios para el analisis tfcmco de la fase de volteo en el lanzamuento de martillo (Gaede,
1990)
Representacion grifica Referencia Criterio de valoracion
IABC - cabeza Elevada de caraa ladireccion de lanzanuento
* 4 -brazos [zquierdo: flexionado, derecho: extendido
8 P *  BC -brazos Flexionados (a la altum del hombmw)
LN A —martllo Plano, alejado ala zquerda
* | ﬁ BC - martillo Plano. detrs de la espalda
/ I - tronco [Vertical (maxima torsion)
[ /1 r BC - caderas Cadera derecha: blogqueada
' " ABC - rodillas Ligeramente flexionadas
) . ABC - peso Sobre las dos prernas (centrado)

Figura 2. Fase de volteo en el lanzamiento de martillo. (Castaldi et al., 2022).

Segun Frutos (2014), basandose en Bingisser & Jensen (2011) y Judge (1999), durante el
volteo por la espalda (ver figura 3), los brazos se flexionan, pero se extienden tan pronto como
sea posible. Esta flexion permite una rapida transicion del martillo hacia la fase de aceleracion
mediante la modificacion del radio de giro, cuyo eje de rotacion es el hombro izquierdo. La
reduccion del radio de giro durante el volteo por la espalda incrementa la velocidad angular,
facilitando una répida llegada a la fase de aceleracion y conservando el momento angular.

Bermejo (2014) también destaca la importancia de la estabilidad y el equilibrio del tren inferior
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durante el volteo, en respuesta al momento de fuerza desequilibrante ejercido por el martillo
debido a su elevada masa y rotacion. Para ello, el lanzador adopta una posicion con los pies
separados a la anchura de los hombros, rodillas flexionadas para descender el centro de masas y
tronco alineado verticalmente, asegurando un equilibrio estable. Esta posicion, segun Bermejo
(2014) citando a Bingisser & Jensen (2011) y Judge (1999), proporciona equilibrio, estabilidad y

conservacion del momento angular.

Tabla 2. Critenos para el analisis tecmeoo de la transicion al primer giro en el lanzanmento de martill g
Gaede. 1990).
Representacion grafica Referencia Criterio de valoracdn
[EF - cabeza Elevada sigueal martillo
D -bmazos [zquierdo: extendido. derecho: flexionado
. a [ EF - brazos Extendidos (riangulo hombros-bmzos)
o1 E - martillo En el punto mas bajo
A/ , DEE - tronco Li geramente indlinado hacia delante
[T DEF - modillas Flexionados (posicion sentado)
. :,Il e EF - piema pivote  [Fotacon interna sobre & talon
’ " EF - piema libre F.etrasada sobre la parte media delpie
[DEF - peso Sobre ambas p1ernas

Figura 3 Transicion al primer giro en el lanzamiento de martillo. (Castaldi et al., 2022)

La transicion a la fase de giros, segun Bermejo (2014) basdndose en Gutiérrez & Soto (2001), se
inicia en apoyo bipodal, con el martillo ubicado lejos del lanzador, ligeramente a la derecha, y
los brazos extendidos. Esta fase culmina al retornar al apoyo bipodal tras el giro sobre un apoyo
simple. El objetivo principal de los giros es acelerar y cambiar el plano de movimiento del
martillo para lograr una proyeccion con velocidad maxima y un angulo cercano a los 40° en la
fase de suelta. Bermejo (2014) indica que el nimero de giros (entre 2 y 4) varia segun la
habilidad, velocidad y fuerza del atleta, citando a Judge (1999). Los giros combinan acciones de
desplazamiento rotatorio y traslacion lineal (Dapena, 1984, 1986, 1989a), alternando fases de

apoyo unipodal y bipodal (Gaede, 1990). Desde una perspectiva biomecanica, Bermejo (2014)
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describe, siguiendo a Dapena (1989a), dos tipos de movimiento al analizar el sistema lanzador-
artefacto: rotacion alrededor de un eje vertical comun y traslacion hacia la zona de lanzamiento
(Dapena, 1984). Al analizar el movimiento del martillo en relacion con un sistema de referencias
inercial, se distinguen tres tipos (Dapena, 1984, 1986, 1989a; Gutiérrez & Soto, 2001): rotacién
alrededor de un eje vertical (Z), rotaciéon alrededor de un eje longitudinal (X) y desplazamiento

del sistema, siendo las rotaciones los movimientos técnicamente mas relevantes.

Tabla 3. Criterios para el andlisis tienico de la fase de apoyo unipodal en los giros del lanzamiento de
martil lo (Gaede, 1990).
Representacion grifica | Referencia Criterio de valora didn
a KL -cabeza Sipue a martillo, centrada
. KL -brazos Fxtendidos, pasivos
y \ martil lo Cuiado lejos hacia la iagquierda
» . "\ L - martillo Delante v en un punto alto
‘ KL -tronco |iperamente inclinado hacia atras
piema pivote Activa giro sobme el tal dn
“ z piema libre Es elevada
- - L -piernapivote  [Flexionada, apoyvo sobme la parte media
i : L -piernalibme Flexionada (gim activo)

Figura 4, Fase de apoyo unipodal en el lanzamiento de martillo, fuente: (Castaldi et al., 2022).

La fase de giros en el lanzamiento de martillo, que sucede a la fase de voleo, tiene como
objetivo principal maximizar la velocidad del implemento antes de la suelta. Segu Frutos (2014),
esta fase se caracteriza por la ejecucion de entre tres y cuatro giros, adaptandose el numero a las
capacidades del lanzador. La finalidad principal de esta fase es la de acelerar el implemento a su

maxima velocidad, para asi poder transferir la mayor energia posible en el momento de la suelta.

Desde una perspectiva biomecénica, Frutos (2014) describe una accion coordinada entre
las piernas, que generan el impulso rotatorio, y el tronco, que transfiere la energia al martillo. El

analisis del movimiento del martillo, segiin Frutos (2014), puede realizarse mediante el angulo
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azimutal, una herramienta que permite determinar la posicion del implemento en cada instante

del lanzamiento.

[Tabla 4. Criterios para el analisis técnico de la fise de apoyo bipodal en los gims del lanzanuento def
marti llo (Gaede, 1990).
Representacén grafica Referencia Criterio de valoracion
Sigue al martillo, centada
IGHI - cabeza IConducen al martillo en un plano frontal
IGHI - brazos Sobre la altua dela cabeza
IG - martillo Delante v detras del punto mas bajo
. . :, [HI - martillo M xima totacién (hombroscadems)
T }'. s IG - tronco [Ligeramente inclinado atras (centrado)
W/ HI - tronco [Presion activaen direccion al giro
} HI- cademms Flexionadas (izquierda: considerablemente,
1) IG - rodillas derecha: ligeramente)
a ! 5 ‘__ LG-CM Descendido (rodilla flexionada)
y . HI- piema prvote  [Ligeramente flexionada giro sobre el talon
HI - piema libre Ligeramente flexionada, giro sobre la parte
media del pie

Figura 5. Apoyo bipodal en el lanzamiento de martillo. (Castaldi et al., 2022).

La fase de giros en el lanzamiento de martillo, que continua a la fase de voleo, se
caracteriza por la alternancia entre apoyos unipodales y bipodales, buscando la méxima
aceleracion del implemento. Segiin Bermejo (2014), basandose en Duran (2000), durante el
apoyo unipodal, el lanzador gira sobre su eje longitudinal (referido al cuerpo, no al sistema
lanzador-artefacto), con contacto talon-borde externo hasta el punto mas alto de la bola y punta-
borde interno desde este punto. Frutos (2014) enfatiza, citando a Bingisser & Jensen (2011), la
importancia de evitar la elevacion del cuerpo para no reducir el momento angular, adoptando una
posicion "sentada". Ademads, segun Duran (2000), la pierna de apoyo unipodal no se flexiona

durante el ascenso.

En cuanto al apoyo bipodal, Frutos (2014), basandose en Bondartschuk (1987), Judge
(1999), Kuznetsov (1965) y Maheras (2009), sefiala que esta fase facilita la aplicacion de fuerza
contra el suelo para obtener mayor velocidad angular del artefacto. Por ello, se recomienda una

mayor duracion de esta fase en relacion con el apoyo simple (Bartonietz et al., 1997; Dapena,
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1989b; Judge, 1999; Kuznetsov, 1965), teoria apoyada por estudios en competicion (Isele &
Nixdorf, 2010; Judge et al., 2008). Esto se logra retrasando el despegue del pie de la pierna libre
y disminuyendo la fase unipodal (Tschiene, 1980), aunque esta estrategia ha sido cuestionada
(Morris & Bartlett, 1993). Frutos (2014) también menciona que, aunque en menor medida
(Dapena & McDonald, 1989), también se puede incrementar la velocidad de giro en el apoyo
unipodal mediante la transferencia de momento angular con movimientos del cuerpo y brazos
(Brice et al., 2008; Dapena, 1984; Dapena & McDonald, 1989), y que, segiin Dapena (1989a), se

produce aceleracion en el apoyo bipodal y deceleracion en el unipodal (ver figura 6).

Velocidad
(mvs)

30

20

Figura 6. Grafica de velocidad-tiempo lanzamiento de martillo. (Castaldi et al., 2022).

La fase de suelta, segin Frutos (2014), se inicia al finalizar el Gltimo giro en apoyo
bipodal y culmina con la liberacion del martillo. El objetivo principal, considerando la

trayectoria parabdlica del implemento, es liberarlo con maxima velocidad, a una altura elevada y
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con un angulo 6ptimo cercano a los 45° (Dapena, Gutiérrez, Soto, & Rojas, 2003; Gutiérrez &
Soto, 2001). Frutos (2014) sefiala una similitud con la ejecucion de un giro (ver Tabla 5), con
modificaciones técnicas posteriores al contacto del pie derecho (Duréan, 2000). El
posicionamiento del pie derecho sobre el antepié, cuando la cabeza del martillo esta a la derecha
y diagonalmente abajo, inicia una extension coordinada de rodillas, caderas, espalda y hombros,
impulsada por la pierna derecha (Judge, 1999; Petrov, 1980) y aprovechando la transferencia de
impulsos de la cadena cinética muscular (Bartonietz & Borgstom, 1995). Contrariamente a la
teoria de mantener una distancia méxima y constante entre la cabeza del martillo y el eje de
rotacion, seguida de un rapido acortamiento previo a la suelta (Maronski, 1991), estudios
posteriores (Fujii & Ae, 2008; Fujii, Koyama, & Ae, 2007) han demostrado que esto no beneficia
la velocidad de salida, concluyendo que la fuerza aplicada a través del cable modifica el radio de

giro sin afectar significativamente la velocidad tangencial.

Tahla 5. Criterios para el andlisis témico de la fase de suelta en o lanzamiento de martillo (Gaede,
1950).
Repres entacién grifica Referenda Criterio de valoracdn
Figue al martill o, cenirada
[:C" ca]xl;za Frhada hacia atrs
et Conducen al martil o en un plano frontal
L ~ PN - brazos . , .
- b - ronc fVertical (maxima tosidn)
R ; - 0 - i Ligeramente inclinado hacia atrds
f - troneon :
Vi Extendidas
D - caderas .
- M - rodillas Flexionadas
{ b1 mdi]ln.i Flexiomadas, demcha: pade media del pie)
"jf /| & ) - prquierda: punta del pie
el [} - pierna pivote
o o libre i emwlida sobre el akin
- pl;m.a ]:d Sobre la punta, ligemmen te fle xionada
S 0 1Auerdo bloqueado

Figura 7, Fase de suelta o fase final del lanzamiento de martillo, fuente: (Castaldi et al., 2022).

6.2 Velocidad Angular

Frutos (2014) explica que, el incremento de la velocidad angular se determina

fundamentalmente por la aplicacion de momento de fuerza. El objetivo durante los giros es
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lograr que la cabeza del martillo adquiera un elevado momento angular (que relaciona radio,
masa y velocidad angular), incrementandose desde el primer hasta el ultimo giro (Dapena,
1989b; Dapena & Feltner, 1989). Este incremento del momento angular del sistema lanzador-
martillo es un impulso angular que depende del momento de fuerza que el lanzador ejerce en el

suelo (sistema de dos masas girando en torno a un eje comun).

Frutos (2014) explica que la fuerza centripeta tiende a desplazar al martillo hacia afuera y
al lanzador en sentido opuesto (Gutiérrez & Soto, 2001). El lanzador no se opone a esta fuerza,
sino que produce una gran tension en el cable (ver Figura 8) (Brice, Ness, Rosemond, Lyons, &
Davis, 2008), fuerza que se ha correlacionado positivamente con la distancia de lanzamiento
(Pataki & Ramacsay, 1982) y que depende de la aceleracion centripeta y la masa. La aceleracion
centripeta, segiin Frutos (2014), se relaciona directamente con la velocidad lineal e inversamente

con el radio de giro (de ambas masas y en sentido opuesto).
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Figura 8. Representacion de la fuerza del lanzador sobre el cable y de la bola sobre el cable (Gutiérrez y Soto, 1993)

6.3 Modelacion del lanzamiento de martillo
El movimiento circular del martillo alrededor del atleta se analiza mediante un sistema de
posicionamiento angular (ver Figura 2). Este sistema utiliza una circunferencia graduada
superpuesta al circulo de lanzamiento, observando el movimiento desde una perspectiva
superior. La direccion 0-180° de esta circunferencia coincide con la bisectriz del angulo que

define el sector de lanzamiento, segin las coordenadas del sistema de referencias (Gutiérrez &
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Soto, 2001). Este método especifico para determinar la posicion de la cabeza del martillo se

denomina angulo azimutal (Samozvetov, 1971).

> Inicio de la fase
7 de doble apoyo

punio bajo /-
del martillo |

punto alto
del martillo

Direccidén de

Fin de |a fase de Lanzamiento

doble apoyo

Figura 9. Representacion del angulo azimutal del martillo durante el movimiento de rotacion cuando se realizan los
giros. (Gutiérrez y Soto, 2001)

Frutos (2014) expone que, las fuerzas durante los giros del martillo se descomponen en
vectores (ver Figura 7). El componente tangencial (fuerza tangencial) influye en la velocidad
lineal de la cabeza del martillo y depende de la tension ejercida por el lanzador a través del cable
(Brice, Ness, & Rosemond, 2011). Cuando la tensiéon coincide con la direccion del giro (en
volteos, apoyo doble y fase final de suelta), se genera una aceleracion positiva que impulsa la
cabeza del martillo. Por el contrario, cuando la tension se opone al giro (en la primera parte del

apoyo simple, hasta que la cabeza del martillo alcanza el punto mas alto), se produce una
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aceleracion negativa.

Fer Fe

Levends Fc = fuerza del cable; FCE. = components tangencial de la fuaza del able; FCT = componente
tangancial de la fuerza dd cable; V = veloadad lmeal de la cabez del martllo; b = mgulo ente la
veloadad lineal ala fuerza del cable.

Figura 10. Fuerzas que se producen durante los giros cuando el vector de la fuerza del cable esta tirando delante de
la direccion del radio de rotacion (a) y detras (b) (Brice et al., 2011).

Durante la rotacion del sistema lanzador-martillo, el momento angular (L) del martillo es
el criterio de eficacia mas importante, expresado por la formulaL =m - r* - ® (donde m es la
masa, r es el radio y o es la velocidad angular). Frutos (2014) explica que, basdndose en esta
formula, existen tres estrategias para mejorar el rendimiento en la rotacion: incrementar la masa
del sistema, incrementar el radio de giro de la cabeza del martillo (distancia radial) o incrementar
la velocidad angular de la cabeza del martillo. Estas estrategias, segun Frutos (2014), se

relacionan con aspectos antropométricos, técnicos y fisicos, respectivamente.
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6.4 Parametros cinematicos de rendimiento en la fase de vuelo del artefacto

A diferencia de lanzamientos como la jabalina o el disco, la distancia horizontal del
martillo no se ve tan afectada por factores aerodinamicos como las caracteristicas del artefacto,
el viento, el angulo de ataque o la rotacion para la estabilidad (Best, Bartlett, & Sawyer, 1995;
Hubbard & Laporte, 1997; Hunter, 2005; Mizera & Horvath, 2002; Okamoto, Sakurai, &
Ikegami, 2008). Este aspecto, segin lo expuesto por Frutos (2014), implica la necesidad de
complejos modelos aerodindmicos para predecir la distancia de vuelo y establecer las

condiciones técnicas Optimas.

En el caso del lanzamiento de martillo, el rendimiento (distancia horizontal) esta
determinado principalmente por las condiciones cinematicas de la suelta, estimandose una
influencia del aire de aproximadamente un 2% (Dapena et al., 2003). Frutos (2014) identifica
tres factores criticos en estos movimientos parabolicos, similares a los del lanzamiento de peso
(Allegretti et al., 2007; Bartonietz et al., 1997; Bartonietz, Hinz, Lorenz, & Lunau, 1988;
Gutiérrez et al., 2002; Okamoto et al., 2008): la altura de liberacion del artefacto (h), el angulo

proyeccion (a) y la velocidad resultante de salida (v).

La figura 11 presenta valores de referencia para variables determinantes del vuelo del
artefacto que influyen en la distancia final del lanzamiento. Estos valores, segun Frutos (2014),

provienen de estudios con lanzadores de alto rendimiento.

28
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Tabla 6. Valores registrados en las variables cinemidticas de suelta del lanmmiento de martillo.

Autor Altura de liberacion ~ Velocidad de salida  Angulo de proyecddn
. 1.10-1.59 m (M) 22.05-25.27 m's (M) 35.91-40.81° (M)
Allegretti etal. (2007
egretti etal. 2007) 1.23-1.41 m (H) 24-25 mis (H) 36.18-40.79° (H)
. . 241 m/fs (M)
E L (2011
tice etal. (2011) 23.7 m/s H)
Cardenas (2003) 30 ms
Gutiérez y Rojas (2005) 2373 mfs
25 m's (M) 3Tt (M)
Hunter (2003) 26 m/s (H) 36° (H)
Isele y Nixdorf (2010) 1.46 m (M) 271 mis (M) 407 (M)
Judge, Hunter y Gilreath . "
(2008) 25.9-27.2 m/s (M) 41-43° (M)
Okamoto, Sakurai e .
Tkegami (2006) 1.46-1.84 m 28.4-289 m/'s 38.3-40
Ueya (1992) 1.32-1.72m 28.6-29.1 m/'s 38.9-45.2°
Umegaki et al. (2009) 1.49-163m 40.2-42*
Xie, Kong y Raynor (1998) 1.63-1.86 m 23.4-28 8 m's 39-43°

Figura 11. Valores cinemdticos de suelta en el lanzamiento de martillo. (Frutos, 2014)

6.5 Actividad matematica (A.M) establecidas por Giaquinto

Esta investigacion sobre los procesos de matematizacion en la comprension de una
actividad deportiva desde la perspectiva de un profesor permite revisar elementos asociados a las
A.M alo largo de la misma. Como sefialan Bello y Forero (2016), basdndose en los trabajos de

Giaquinto (2005), se pueden identificar diferentes categorias de A.M.

e Descubrimiento: hace referencia a la posibilidad de revelar propiedades de los objetos
matematicos en la resolucion de una situacion.
e Explicacion (subjetiva y objetiva): hace referencia a la posibilidad de argumentar el

razonamiento que se establece en la solucion del problema. Si es subjetiva, las razones
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que se incluyen obedecen a la misma manipulacion de la situacion; es objetiva si los
argumentos obedecen a conocimientos matematicos construidos en el desarrollo de otra
situacion.

e Formulacion: hace referencia a la construccidon y enunciacion de algoritmos que
permitan el desarrollo de diferentes situaciones parecidas o andlogas a la que se esta
resolviendo, al igual que a la adopcion y la construccion de un sistema simbdlico que
permita comunicar las conclusiones en la resolucion de una situacion.

e Aplicacion: esta actividad se sitia en la posibilidad de aplicar las conclusiones producto
de la practica matematica a otro tipo de situaciones.

e Prueba de teoremas. Definiciones y axiomas: hace referencia al acondicionamiento al
modelo que permite justificar matematicamente propiedades o definiciones de un objeto
matematico, lo que permite argumentar en una teoria la ubicacion, el orden en que se
adopta y se relacionan los objetos con sus propiedades y los axiomas de la teoria.

e Representacion. Sistemas de simbolos y sistemas de diagramas: la adopcién de
sistemas de representacion propios de los objetos matemadticos, como por ejemplo los
adoptados en el sistema cartesiano o en la teoria de grafos, permiten actividad matematica

alrededor del desarrollo de una situacion problema.

6.6 Perspectiva de matematizacion

La matematizacion, un concepto fundamental en la didactica de las matematicas, se
entiende como la actividad humana de organizar y estructurar la informacion de un problema,
permitiendo identificar los aspectos matematicos relevantes y descubrir sus inherentes

regularidades, relaciones y estructuras (Educrea, 2012). Inspirada en los principios de
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Freudenthal (1991), quien la concibe como un proceso activo para otorgar sentido matematico a
situaciones problematicas, esta actividad transforma la realidad en una forma mas abstracta y
organizada (Loyola Malqui & Huaman Vila, 2025). Su valor radica en la doble dimension que
propone: la matematizacion horizontal, centrada en trasladar un problema del contexto real al
lenguaje matematico, y la matematizacion vertical, que implica el trabajo y la sofisticacion de los
modelos dentro del propio dominio matematico (Educrea, 2012; Loyola Malqui & Huaméan Vila,
2025). Aun asi, estas dos perspectivas de matematizacion se relinen en un objetivo esencial como
la herramienta de estudiantes y docentes para solucionar problemas de la realidad mediante

procesos matematicos.

La matematizacion horizontal implica el paso de un problema contextualizado a un
problema matematico. En el caso del lanzamiento de martillo, esto se manifestaria en acciones
como observar la trayectoria del martillo, identificar variables clave (angulo de lanzamiento,
velocidad inicial, altura de liberacion), hacer suposiciones simplificadoras (ignorar la resistencia
del aire inicialmente) y traducir estas observaciones a un sistema de coordenadas o a ecuaciones

matematicas (por ejemplo, definir la posicion del martillo en funcion del tiempo).

Por su parte, la matematizacion vertical se refiere al trabajo dentro del mundo
matematico, donde el modelo se desarrolla y se refina. Para el lanzamiento de martillo, esto
involucraria la manipulacion algebraica de las ecuaciones de movimiento, el uso de célculo
diferencial para encontrar el angulo 6ptimo de lanzamiento, la aplicacion de la funcion Spline en
GeoGebra para ajustar datos de trayectorias reales, o la exploracion de conceptos como energia

cinética y potencial. Esta fase permite abstraer, generalizar y formalizar los conceptos
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matematicos, profundizando la comprension del fenomeno y de la disciplina misma (Treffers,

1987; Macias-Becerra et al., 2022).

Esta investigacion adoptard y desarrollara precisamente esta perspectiva amplia de la
matematizacion. Es decir, se comprendera y aplicard la matematizacién como un proceso que no
solo abarca la traduccion inicial de la situacién problematica a un lenguaje matematico, sino
también el posterior procesamiento y refinamiento de los modelos dentro del sistema matematico
para su analisis, argumentacion y generalizacion. Se busca que las matematicas, a través de este
enfoque, sirvan como una herramienta activa para la toma de decisiones y la mejora de la

comprension de la realidad, yendo mas alld de una mera descripcion o prediccion.

Autores como Treffers (1987) han profundizado en la integracion de estas dimensiones,
subrayando su importancia en el aprendizaje y la ensefanza de las matematicas (Loyola Malqui
& Huaman Vila, 2025; Macias-Becerra et al., 2022). Esta vision es crucial en el contexto de la
formacion inicial de docentes, ya que les permite desarrollar una comprension més profunda y
aplicada de la disciplina. Al incorporar esta perspectiva, el presente trabajo de grado busca no
solo analizar el fendmeno del lanzamiento de martillo a través de la modelacion, sino también
evidenciar como este proceso contribuye a una preparacion mas integral y contextualizada de los

futuros profesores de matematicas.

Desde la perspectiva de la modelacion, esta situacidon permite no solo la matematizacion
horizontal, al traducir su dinamica a términos matematicos, sino también la vertical, al trabajar
con modelos que pueden ser ajustados, interpretados y justificados. En este sentido, se convierte
en un contexto idoneo para analizar como se complejiza el conocimiento docente a través de la

modelacion de fendmenos auténticos.
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6.7 El Conocimiento del Profesor de Matemdticas y su Complejizacion

Para esta investigacion, la complejizacion del conocimiento del profesor implica un
enriquecimiento de su comprension no solo sobre la disciplina en si, sino también sobre como

esta se relaciona con el mundo real y como puede ser ensefiada de formas mas significativas.

Diversas perspectivas tedricas han abordado el conocimiento profesional del docente. Por
ejemplo, Shulman (1986, 1987) introdujo el concepto de Conocimiento Pedagogico del
Contenido (PCK), que se refiere a la amalgama de la materia y la pedagogia, es decir, como el
contenido es transformado para su ensefianza. Esto incluye conocer las formas de representar
ideas matematicas, las dificultades comunes de los estudiantes, las estrategias para abordarlas y
el curriculo. En el contexto de la matematizacion y la modelacion, la complejizacion del PCK de

un profesor implicaria:

e (Conocimiento del contenido: Una comprension profunda de los conceptos matematicos
subyacentes al lanzamiento de martillo (trayectorias parabolicas, vectores, fuerzas, etc.).

e Conocimiento didactico del contenido: Saber como presentar estos conceptos de manera
que los estudiantes puedan matematizar y modelar el fendmeno del lanzamiento de
martillo, incluyendo la seleccion de problemas, el uso de herramientas tecnologicas y la
gestion de la clase.

e Conocimiento curricular: Entender como se insertan estos procesos de matematizacion y
modelacion dentro del plan de estudios y qué progresiones de aprendizaje son adecuadas.

e Conocimiento de los estudiantes y su aprendizaje: Reconocer las concepciones previas de
los estudiantes sobre la actividad deportiva y las matematicas, y las estrategias para

fomentar su pensamiento matematico.
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6.8 La Modelacion Matemadtica como Eje Transformador en la Formacion

Inicial de Docentes de Matematicas

La formacion inicial de docentes de matematicas enfrenta el reto de preparar
profesionales que no solo dominen la disciplina, sino que también sean capaces de guiar a sus
futuros estudiantes en la aplicacion de conceptos matematicos a la resolucioén de problemas
complejos del mundo real. En este contexto, la modelacion matematica emerge como una
estrategia didéctica y un area de conocimiento fundamental. Su relevancia radica en que, al
involucrar al estudiante en la construccion de modelos, se promueve una comprension mas
profunda y contextualizada de las matematicas, trascendiendo el enfoque meramente algoritmico
y procedimental (Barquero Ocampo & Chaves Montero, 2023; Chavarria-Vasquez & Gamboa-

Araya, 2024).

La modelacion matematica se define como el proceso a través del cual se construyen
modelos matematicos que intentan explicar, predecir y solucionar aspectos de un fenémeno o
situacion real (Villa-Ochoa, 2007, citado en Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya, 2024). Este
proceso implica un ciclo iterativo que abarca desde la comprension de la situacion real hasta la
interpretacion y validacion de los resultados matematicos. Para el futuro docente, comprender y
experimentar este ciclo es crucial, pues le permite no solo dominar la técnica, sino también
apreciar el papel de las matematicas como herramienta para interpretar y transformar el mundo

(Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya, 2024; Malaspina Jurado & Herrera Siesquen, 2021).

La inclusion de la modelacion matematica en el curriculo de formacion inicial docente es
imprescindible porque dota a los futuros profesores de habilidades didacticas y pedagdgicas

especificas. Al participar activamente en procesos de modelacion, los docentes en formacion
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aprenden a disefiar y gestionar ambientes de aprendizaje que fomentan la investigacion, la
exploracion, la creacion de conjeturas y la argumentacion en el aula (Chavarria-Vasquez &
Gamboa-Araya, 2024). Esta experiencia directa les capacita para trascender la ensefianza

tradicional y propiciar un aprendizaje significativo en sus estudiantes.

Asimismo, la modelacion matematica enriquece el conocimiento didactico-matematico
del profesorado al establecer conexiones explicitas entre los conceptos matematicos abstractos y
su aplicacion en situaciones auténticas. Los docentes desarrollan la capacidad de identificar
variables relevantes, configurar modelos que representen sistemas complejos, interpretar
soluciones matematicas en el contexto real y generalizar los hallazgos a otros escenarios
(Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya, 2024). Esta perspectiva les permite no solo transmitir
conocimientos, sino ensefiar a pensar matematicamente, cultivando un pensamiento critico y una

capacidad de andlisis en sus estudiantes.

Este ciclo de modelacion, tal como lo describen diversos autores (e.g., Blum & Leiss,
2007, como se citd en Kaiser & Sriraman, 2007; Maal3, 2006), generalmente comprende las

siguientes fases interconectadas:

e Comprension y estructuracion de la situacion real: Se parte de un problema o fenémeno
del mundo real (el lanzamiento de martillo). En esta fase, el profesor y los estudiantes
identi fican el problema, comprenden su contexto, formulan preguntas y extraen la
informacion relevante, distinguiéndola de la irrelevante. Es crucial observar la actividad,
identificar variables fisicas y simplificar el escenario.

e Matematizacion (o construccion del modelo matematico): Se traduce el problema real a

un lenguaje matematico. Esto implica la seleccion de conceptos, teoremas y herramientas
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matematicas apropiadas para representar las relaciones identificadas en la fase anterior.
Para el lanzamiento de martillo, esto podria significar la formulacion de ecuaciones de
trayectoria parabdlica, el uso de vectores para la velocidad y la fuerza, y la realizacion de
suposiciones (como ignorar la resistencia del aire) que transforman el fendmeno en un
problema soluble matematicamente.

e Trabajo o manipulacion dentro del modelo matematico: Una vez formulado el modelo, se
utilizan herramientas y técnicas matematicas para resolver el problema dentro del sistema
matematico. Esto incluye resolver ecuaciones, realizar calculos, aplicar algoritmos,
optimizar funciones o utilizar software como GeoGebra para simular y analizar la
trayectoria del martillo.

e Interpretacion de los resultados matematicos en el contexto real: Las soluciones obtenidas
en la fase anterior se traducen de nuevo al contexto del problema original. Se analizan
qué significan esos nimeros o graficos en términos del lanzamiento de martillo (e.g., la
distancia alcanzada, la altura maxima, el tiempo de vuelo, el &ngulo ideal de salida).

e Validacion y refinamiento del modelo: Los resultados interpretados se contrastan con la
realidad o con datos experimentales. Se evalua si el modelo es adecuado, preciso y util
para explicar o predecir el fendémeno. Si hay discrepancias significativas (e.g., el modelo
ideal no se ajusta a una trayectoria real), se inicia un proceso de refinamiento, volviendo
a fases anteriores para ajustar suposiciones, afiadir variables o elegir modelos
matematicos mas complejos, como el uso de la funcion Spline para capturar las

variaciones de una trayectoria real.



37

PROCESOS DE MATEMATIZACION EN LA COMPRENSION DE UNA ACTIVIDAD DEPORTIVA; UNA PERSPECTIVA DESDE EL

CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Un aspecto fundamental de la formacion docente centrada en la modelacion es el
desarrollo de la habilidad para justificar las decisiones matematicas tomadas durante el proceso.
Esto implica no solo aplicar reglas y formulas, sino comprender por qué se eligen ciertos
modelos, como se interpretan los resultados y cudndo un modelo es adecuado o necesita ser
refinado. Esta justificacion profunda es esencial para la validacion de los modelos y para el
desarrollo de un rigor matematico aplicable a la resolucion de problemas (Chavarria-Vasquez &

Gamboa-Araya, 2024).

La modelacion matematica también impulsa una transferencia de conocimiento que va
mas alla del aula de matematicas. Al enfrentar problemas interdisciplinarios, los futuros docentes
aprenden a contextualizar la disciplina y a mostrar a sus estudiantes como las matematicas son
una herramienta poderosa para entender fendémenos en ciencias, tecnologia, ingenieria y otras
areas. Esta habilidad para aplicar y adaptar modelos a situaciones analogas prepara al docente
para un entorno educativo cada vez mas complejo y multidisciplinar (Chavarria-Vasquez &

Gamboa-Araya, 2024; Rojas, 2017).

Ademas, la modelacion contribuye a una complejizacion del conocimiento del profesor
de matematicas al confrontarlo con la variabilidad inherente de los datos reales y la necesidad de
un andlisis estadistico para la interpretacion de los resultados. Al trabajar con datos
experimentales que no siempre se ajustan perfectamente a los modelos teodricos, el docente en
formacion aprende a manejar la incertidumbre, a calcular el error y a discutir las limitaciones de
las modelaciones, habilidades esenciales para una comprension realista de las matematicas en la

practica (Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya, 2024).
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En sintesis, la modelacion matematica es un pilar indispensable en la formacion inicial de
docentes de matematicas. Va mas all4 de la ensefianza de un contenido especifico, ya que
configura una mentalidad pedagodgica que fomenta la investigacion, el pensamiento critico, la
resolucion de problemas auténticos y la conexion de las matematicas con el mundo real. De este
modo, se prepara a los futuros profesores para ser agentes de cambio en el aula, capaces de

inspirar en sus estudiantes una apreciacion profunda y funcional de la disciplina.

6.9 La Funcion Spline en GeoGebra

En GeoGebra, la funcion Spline permite la construccion de curvas suaves que atraviesan
una serie de puntos designados por el usuario. Un spline, en su concepcion matematica, se define
como una funcién compuesta por segmentos polindmicos. La relevancia de los splines radica en
su habilidad para generar representaciones graficas continuas y susceptibles de analisis
matematico, disminuyendo las fluctuaciones que a menudo se presentan al interpolar un niimero

significativo de puntos con un tUnico polinomio de alto grado (GeoGebra Team, n.d.).

En el contexto de GeoGebra, la funcion Spline genera curvas donde cada segmento entre
dos puntos consecutivos se define mediante una funcion polindmica. Para asegurar la
continuidad visual y matematica de la curva en los puntos de conexion (nodos), se aplican
condiciones que restringen las derivadas de los polinomios adyacentes en estos puntos. Estas
condiciones resultan en una curva con una tangente bien definida en cada nodo, contribuyendo a
la apariencia de suavidad. La adaptabilidad de la funcion Spline en GeoGebra la convierte en un
recurso valioso para la representacion de formas complejas, trayectorias continuas y la ejecucion
de interpolaciones en diversas areas de las matematicas y sus aplicaciones dentro del entorno

dinamico del software (GeoGebra Team, n.d.).
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6.10 Aspectos para analizar en el modelo

De acuerdo con lo encontrado en la revision tedrica y los resultados de la entrevista con
Carlos Ladino, se encuentra que las variables mas influyentes se encuentran en el final del
lanzamiento. Frutos (2014), en su recopilacion de datos, menciona tres de estos aspectos, los
cuales son: La altura de liberacion, la velocidad del implemento y el angulo de liberacion con

respecto al piso.

Para encontrar la distancia de un lanzamiento, se puede analizar desde lo fisico como un
lanzamiento parabdlico con una altura diferente a 0, Castaldi et al. (2022) lo describe con la

siguiente formula:

sinf + [sin 6?2 +2g—£lo
Yo

L =vécosO +
9

Ecuacion 1.Ecuacion de distancia de un lanzamiento de martillo. (Castaldi et al. , 2022)

Donde:

vy = Velocidad inicial
hy = Altura incial

g = Gravedad

6 = Angulo de salida

La férmula presentada se relaciona directamente con el lanzamiento de martillo porque
modela el movimiento de un proyectil con una altura inicial de lanzamiento distinta de cero, lo
cual describe con precision la fase de vuelo del martillo tras ser soltado por el atleta. Esta
ecuacion incorpora variables clave para el deporte: v, representa la velocidad con la que el

implemento es lanzado, un aspecto crucial destacado por Carlos Ladino (CL) y Frutos (2014).
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Ademas, 6 es el angulo de liberacion respecto al plano horizontal, también considerado
fundamental por CL ("angulo de despegue") y Frutos (2014) ("angulo de liberacion con respecto
al piso"). La presencia de h indica la altura desde la cual el martillo es soltado, un factor
siempre superior a cero en este deporte y mencionado por Frutos (2014) como influyente.
Finalmente, la formula calcula la distancia horizontal (L), el objetivo principal del lanzamiento
de martillo, e incluye la constante de la gravedad (g), la fuerza predominante en la trayectoria del

implemento.

Para analizar esta ecuacion, se ha de tener en cuenta que esta seria la distancia de un
lanzamiento ideal, es decir, donde no se tiene en cuenta la resistencia del aire, pues en el
lanzamiento de martillo si bien la resistencia del aire influye minimamente en su ejecucion se

puede despreciar esta, teniendo en cuenta la densidad del implemento.

Ademas, es necesario puntualizar como se estudia analiticamente la trayectoria de un
lanzamiento parabdlico con una altura inicial diferente a 0. A continuacion se muestra la

trayectoria de un lanzamiento parabolico, que también se puede observar aqui


https://www.geogebra.org/classic/ttequ3jw
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Figura 12 modelacion de un tiro parabélico en GeoGebra. Fuente: Elaboracion propia.

Para describir un tiro paraboélico analiticamente, en términos de X, y, en la pagina 64 del
libro de fisica de Resnick, Halliday y Krane (2001), se muestra la ecuacion que describe la
trayectoria de un movimiento parabdlico de un proyectil, donde al despejar la distancia maxima
se obtiene la siguiente ecuacion que permite obtener la distancia maxima en x en funcion del

angulo de salida o, la altura de salida y,, siendo g, la gravedad como una constante.

vocos(a) [ vosin(a) + \/v% sin2 (o) + Zgyo)

Xmax = Xo +
g

Ecuacion 2. Descripcion analitica de un tiro parabdlico.
Partiendo de esta ecuacion, se puede modificar de manera tal que su forma sea la misma

que la ecuacion 1
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v§ cos(a) | sin(a) + sinZ(aH_zgzyo
0

Xmax = Xo T
g

Ecuacion 3. Modificacion de descripcion analitica de un tiro parabélico
Llegando asi a que la ecuacion que permite estimar la distancia del lanzamiento de
martillo. Es decir, la ecuacion que permite hallar la distancia recorrida por el martillo se modela

analiticamente partiendo de la ecuacion de tiro parabolico con una altura (h) diferente de 0.

En este orden de ideas, dado que, para la toma de datos en la parte experimental, se tuvo
en cuenta la altura desde la que se liber6 el implemento, el &ngulo de liberacion y se hizo la toma
de la distancia, el dato que no se tiene en la practica es la velocidad con la que se libera el
implemento. Por tanto, despejando de la ecuacién 3, se obtiene que:

Vo = Lg
°7 cos ()/2g(h + L tan(x))

Ecuacion 4 Despeje de la velocidad en ecuacion 3

Con esta ecuacion, va a ser posible encontrar la velocidad tedrica, con los datos

experimentales encontrados.
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7. Método y técnicas de recoleccion, sistematizacion y andlisis de
la informacion para la investigacion sobre modelizacion

matematica en el lanzamiento de martillo

La investigacion pretende analizar procesos de matematizacion vinculados a la
comprension de la actividad deportiva del lanzamiento de martillo para complejizar el
conocimiento del profesor de matematicas en la perspectiva de la modelacion matematica. Para
lograr esto, se ha hecho un estudio cualitativo. Esta perspectiva ha permitido profundizar en la
comprension de los procesos involucrados en la actividad deportiva y su proceso de
matematizacion. Asi, el enfoque ha proporcionado una vision mas completa y rica del fenomeno

estudiado.

Con el proposito de entender los aspectos matematicos, fisicos y biomecanicos relevantes
en la ejecucion del lanzamiento de martillo, se utilizo la entrevista semiestructurada la cual
facilita la interaccion, lo que potencia la calidad de las conclusiones debido al involucramiento
de las partes durante este tipo de intervencion, como lo asegura Abad (s.f.). Esta entrevista fue
hecha con el entrenador de lanzamientos nivel III de la [AAF (méxima autoridad del atletismo)

Carlos Ladino (CL). Las preguntas hechas fueron:

1. Desde su conocimiento como entrenador de lanzamientos ;cudles son los aspectos fisicos
y biomecéanicos mas relevantes en la ejecucion del lanzamiento de martillo?

2. (Cudles son las fases 0 movimientos que se realizan en la ejecucion del lanzamiento?

3. ;Qué condiciones ideales tanto técnicas como fisicas son necesarias para tener el mejor

lanzamiento?
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4. (Cudl es el tiempo ideal que dure un lanzamiento desde su fase inicial (Voleo)?

5. (Como se entrena a un lanzador de martillo?

Con base en la entrevista y la revision tedrica, se obtuvieron los aspectos fisicos y
biomecanicos mas relevantes en la ejecucion del lanzamiento de martillo, con los que se
procedid a obtener los objetos matematicos involucrados y desarrollar un proceso de
matematizacion vinculado a la comprension y ejecucion de esos aspectos puntuales que son mas
influyentes en la ejecucion deportiva. Siguiente a ello, se realizaron videos propios durante la

ejecucion del lanzamiento de martillo desde la vista frontal y la vista lateral o longitudinal.

7.1 Analisis en tracker

La recoleccion de datos a través del software Tracker (Tracker Video Analysis and

Modeling Tool for Physics Education) para determinar la altura, el &ngulo de liberaciéon y la

distancia en los lanzamientos se llevo a cabo mediante las siguientes metodologias:

Para los 3 siguientes items se hizo uso de la vista lateral que es con la que se trabajo a lo

largo de todo el proyecto.

e Altura: Se emple6 el software de analisis de video "tracker" para calcular la altura de
liberacion. Este proceso implico la medicion de la distancia vertical entre dos puntos
especificos en el video: el punto A, correspondiente a la posicion del pie del atleta en el
momento del lanzamiento, y el punto B, que representa la posicion de las manos del

atleta al liberar el implemento.


https://opensourcephysics.github.io/tracker-website/
https://opensourcephysics.github.io/tracker-website/
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e Angulo de liberacion: La medicion del angulo de liberacion se realizo utilizando un
transportador incorporado en el software. Se tomd como referencia la linea horizontal del

suelo y el punto exacto en el que el atleta liber6 el martillo.

e Velocidad: La velocidad alcanzada en el punto de liberacién de cada lanzamiento se
encontro a partir de los calculos realizados por el software durante el andlisis del
lanzamiento, tomando en cuenta la velocidad correspondiente al fotograma

correspondiente a la liberacion del martillo.

Figura 13. Medicion del angulo con la herramienta transportador de Tracker. Fuente: Autor.

Recoleccion de datos para estimar la velocidad con la que se desplaza el martillo

Para optimizar el analisis en Tracker, se sigui6 la siguiente estrategia:

e Ubicacion del plano cartesiano: Se configuro el plano cartesiano de Tracker de manera

que todo el movimiento del martillo se ubicara preferentemente en el primer cuadrante.
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Esto asegurd que no se generaran datos negativos, facilitando el procesamiento y la

interpretacion.

Perspectiva de grabacion: Tanto en la vista frontal como en la vista lateral, los equipos de
grabacion se ubicaron en un plano tangente al circulo de lanzamiento. Esta disposicion
fue crucial para poder hacer un seguimiento preciso de la cabeza del martillo utilizando la
herramienta de "masa puntual" de Tracker, minimizando las distorsiones de la
perspectiva. Al colocar las camaras en un plano tangente, se asegura que el movimiento
principal del martillo, especialmente durante la fase critica de aceleracion y liberacion,
ocurra predominantemente de manera lateral con respecto a la cdmara, y no directamente
hacia o desde ella. Esto reduce significativamente las variaciones en la percepcion de
profundidad y el tamafio aparente del implemento en el encuadre. De este modo, la
herramienta de "masa puntual" de Tracker puede registrar con mayor fidelidad las
coordenadas bidimensionales de la cabeza del martillo en cada fotograma, permitiendo
calcular sus velocidades y trayectorias con una precision mejorada, al minimizar los

errores derivados de la vista lateral.

Vista lateral
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Figura 14. Medicion del angulo con la herramienta transportador de Tracker. Fuente: Elaboracion propia.

T ——T

Figura 15. Vista lateral lanzamiento de martillo. Fuente: Autor.

o Vista frontal
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Figura 16. Vista frontal lanzamiento de martillo. Fuente: Autor.

Lo ideal es que, tanto de la vista frontal como de la vista lateral, los equipos de grabacion
se encuentren en un plano tangente al circulo de lanzamiento para de esta manera poder hacer el

seguimiento del martillo (cabeza del martillo) con la herramienta masa puntual de tracker.
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7.2 Metodologia para el Andlisis y Discusion de la Informacion

En el presente proyecto de grado, con base en los datos sistematizados y los hallazgos
iniciales, se procedid a un analisis mas profundo y a la discusion, integrando herramientas de
modelacion matematica y célculo diferencial para complejizar el conocimiento del profesor de

matematicas.
Modelacion Tridimensional con GeoGebra

e Reconstruccion de la Trayectoria 3D: Para simular la trayectoria del lanzamiento de
martillo en tres dimensiones, se combinaron los datos obtenidos de Tracker de las dos
vistas: la vista frontal (que proporcioné datos de altura en el eje Z y posicion horizontal
en el eje Y) y la vista lateral (de donde se extrajo la profundidad en el eje X). Esta
combinacion permitio reconstruir cada punto de la trayectoria del martillo en un espacio

tridimensional como (x, y, z) para los tres sujetos analizados.

e Creacion de Curvas Spline: Utilizando la funcion spline de GeoGebra, se cre6 una lista
de puntos que fueron unidos para generar una curva suave. Las splines son
particularmente utiles para modelar movimientos que no siguen una funcién matematica
simple, como las fases de rotacion del martillo. En este estudio, se modelaron los dos
ultimos giros o pivotes del lanzamiento, asumiendo que cada punto (x, y, z) tenia un
parametro (t) en comun, representando el tiempo. La funcion spline en GeoGebra generd
una curva paramétrica, donde las coordenadas (x(t), y(t), z(t)) son definidas por funciones

del parametro t.
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e Andlisis de Velocidad Instantanea mediante Derivacion: Para analizar la variacion de la
velocidad y, especificamente, obtener la velocidad en el punto de liberacion del martillo,
se recurrio al calculo diferencial. Se derivo la funcion paramétrica del spline con respecto
al parametro t (tiempo), lo que proporciond el vector velocidad instantanea (x'(t), y'(t),

7'(t)) en cada punto de la trayectoria.

e Calculo de la Magnitud de la Velocidad: Una vez obtenido el vector velocidad
instantanea en el instante de tiempo de la liberacion del martillo (dato precisado desde
Tracker), se calcul6 su magnitud o norma. Esta magnitud se considero la velocidad inicial

del movimiento (Velocidad de Simulacidn), y se obtuvo aplicando la formula de la norma

de un vector en 3D: \/(x'(£))% + (' ()2 + (Z'(1))? . Este proceso se realizd para

los tres sujetos estudiados.

7.3 Comparacion y Validacion de Velocidades

e Velocidad Tedrica vs. Velocidad Experimental: Se realiz6 una comparacion entre la
velocidad experimental obtenida directamente del software Tracker y la velocidad de
simulacion calculada a partir de la derivada del spline en GeoGebra. Esta comparacion

fue crucial para validar la precision del modelo matematico construido.

e Andlisis de Error: Se calcul6 el porcentaje de error entre ambas velocidades para cada
sujeto, permitiendo cuantificar la concordancia o discrepancia entre el modelo y la
realidad. Se identificaron casos con errores aceptables (Anderson: 6.73%, Sara: 13.54%)

y casos con errores significativamente mayores (Ashley: 63.17%), lo que llevo a una
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discusion sobre posibles imprecisiones en la identificacion del punto de liberacion o el

seguimiento de la trayectoria en las grabaciones originales.

7.4 Anadlisis Estadistico y Generalizacion

o Inferencia Estadistica: Los resultados cuantitativos obtenidos (velocidades, errores)
fueron sometidos a un analisis estadistico inferencial para extraer conclusiones
significativas y discernir patrones en el rendimiento de los atletas. Esto permiti¢ evaluar

la significancia de las diferencias observadas y la variabilidad inherente de los datos.

e Generalizacion y Aplicabilidad: La discusion de los hallazgos se centrd en la
aplicabilidad del modelo y los métodos a situaciones analogas. Se exploré cémo los
conocimientos sobre la cinematica del lanzamiento de martillo, la funcion spline y el
calculo diferencial pueden ser transferidos a otros lanzamientos o gestos deportivos que
compartan caracteristicas similares, lo que contribuye a la complejizacion del
conocimiento del profesor de matematicas al mostrar la versatilidad de la modelacion

matematica.

Con base en los hallazgos encontrados se procedi6 a examinar elementos de la actividad
matematica que permiten complejizar el conocimiento del profesor de matematicas a partir del

estudio de un caso asociado a la caracterizacion de un fenomeno real.
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8. Analisis y Discusion

El presente apartado muestra el desarrollo un proceso de investigacion y analisis centrado
en la recoleccion y el procesamiento de datos, asi como en la profundizacion del conocimiento
matematico. Se iniciara con la entrevista como herramienta clave para la recoleccion de
informacion, seguida de un analisis detallado de las respuestas obtenidas. Posteriormente, se
explorara la recoleccion de datos y su andlisis a través de Tracker, lo que permitird comparar las
velocidades experimentales y tedricas obtenidas a partir de la ecuacion del movimiento

parabdlico.

Luego, se abordara el ambito de la estadistica descriptiva y las medidas de tendencia
central para comprender mejor los patrones de los datos recolectados. Se presentara una
simulacion en GeoGebra y se contrastara con la velocidad experimental obtenida de Tracker,
ofreciendo una perspectiva visual y comparativa. Finalmente, se discutiran las actividades
matematicas del proceso de matematizacion, destacando como este proceso contribuye a la
complejizacion del conocimiento del profesor de matematicas. El objetivo es proporcionar una
vision clara y estructurada de como se entrelazan la experimentacion, el analisis de datos y la

evolucion del saber pedagdgico en el contexto de la investigacion.

8.1 Resultados entrevista
La entrevista realizada a Carlos Ladino (CL), entrenador de lanzamientos nivel III de la
IAAF, constituy6 un eje fundamental para comprender la perspectiva experta sobre la

biomecénica y el entrenamiento del lanzamiento de martillo. Los resultados obtenidos no solo
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proporcionan informacion valiosa sobre la practica deportiva, sino que, en el contexto de este
trabajo, sirven como un puente critico para analizar y discutir la pertinencia y la capacidad
explicativa de la modelacion matematica en fendmenos reales, asi como su potencial para
complejizar el conocimiento del profesor de matematicas y fundamentar la toma de decisiones

para la mejora del rendimiento deportivo.

Al indagar sobre los aspectos fisicos y biomecanicos mas relevantes en la ejecucion, CL
destaco la velocidad final del implemento, la velocidad final del lanzador (que actia como
velocidad inicial del implemento), el angulo de ataque y el d&ngulo de despegue del implemento.
Estos elementos son, esencialmente, las condiciones iniciales criticas para el movimiento de
proyectil que caracteriza la fase de vuelo del martillo. La "velocidad final del implemento" es la
magnitud de la velocidad lineal tangencial que el martillo adquiere justo en el instante de suelta,
resultado de la transferencia de energia y momento angular desde el lanzador. Esta velocidad,
junto con el "angulo de despegue", define completamente la trayectoria parabdlica subsiguiente

(s1 se ignora la resistencia del aire) y, por ende, la distancia alcanzada.

El "angulo de ataque" (probablemente refiriéndose al &ngulo 6ptimo de aplicacion de
fuerza o la inclinacion del lanzador) es crucial para maximizar la componente horizontal de la
velocidad lineal del martillo y asegurar que la fuerza generada por el lanzador se transfiera de la
manera mas eficiente posible al implemento, justo antes de la liberacion. La perspectiva del
entrenador subraya que la efectividad del lanzamiento se reduce a un conjunto de parametros
cuantificables y optimizables, lo cual reafirma la posibilidad y la necesidad de una
matematizacion rigurosa para su comprension y mejora. En este sentido, la Formulacion de las

ecuaciones de tiro parabdlico y la subsiguiente Aplicacion del célculo diferencial para modelar la
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trayectoria y la velocidad en nuestro estudio, encuentran en esta vision experta una
correspondencia directa, al buscar precisamente la cuantificacion y optimizacion de estas

variables clave.

La definicion de un lanzamiento 6ptimo por parte de CL como aquel que logra la "mayor
amplitud con el menor esfuerzo posible" introduce el concepto de eficiencia biomecanica y
energética, un objetivo que la modelacion matematica puede abordar de manera precisa. La
mencion de una "aceleracion progresiva entre tres y cuatro giros", la "maxima extension
corporal" y la "mayor relajacion posible" no son meras descripciones técnicas; se refieren a

principios fundamentales de la fisica de la rotacion y la transferencia de energia.

La "aceleracion progresiva" durante los giros es vital para aumentar el momento angular
del sistema lanzador-martillo de forma controlada y continua, lo que se traduce directamente en
un incremento de la velocidad tangencial del martillo (v = wr, donde o es la velocidad angular
y 7 es el radio de giro). La "maxima extension corporal” permite al lanzador aumentar el radio de
giro del sistema al momento de la suelta, lo cual, para una misma velocidad angular, incrementa
linealmente la velocidad tangencial del martillo, o facilita una mayor aceleracion angular. Por su
parte, la "mayor relajacion posible" busca minimizar la tensidon muscular antagonista, asegurando
que la energia generada por los musculos principales (especialmente piernas y tronco) se
transfiera eficientemente al martillo, reduciendo la disipacion de energia. Este principio de "a
menor esfuerzo, mayor avance" subraya la optimizacion del impulso angular y la aplicacion de
fuerza en el tiempo, validando la necesidad de un analisis matemético que cuantifique esta

eficiencia energética y de movimiento.
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CL también proporcion6 datos numéricos especificos, como la velocidad rotacional ideal
de 32 metros por segundo entre el primer y cuarto giro, y un tiempo de vuelo 6ptimo de entre
uno y dos segundos. La "velocidad rotacional" se refiere, en el contexto del entrenador, a la
velocidad lineal tangencial que el martillo deberia alcanzar. Esta cifra es un punto de referencia
crucial para la fase circular del movimiento, directamente conectada con la energia cinética que
el implemento lleva al momento de la liberacion. Es importante destacar que, si bien el
entrenador hace referencia a esta velocidad tangencial ideal en la fase de giro, la velocidad inicial
del implemento utilizada para la modelacion de la trayectoria parabolica en este estudio fue
obtenida a través de la sistematizacion y andlisis de datos cinemadticos con el software Tracker
(como se detalla en la metodologia), y no directamente como un valor suministrado por el

experto.

El "tiempo de vuelo 6ptimo" (1-2 segundos) es una consecuencia directa de la
componente vertical de la velocidad inicial y la altura de liberacion, estando ambas bajo la
influencia de la gravedad. La observacion de CL de que un tiempo superior a 2.5 segundos indica
una baja velocidad de despegue (aproximadamente 24-25 m/s) ofrece criterios cuantitativos
directos para la validacion y discusion de los modelos generados en el estudio (a partir de datos
de Tracker y GeoGebra). La Aplicacion de nuestros modelos matematicos (donde se calculan las
velocidades y tiempos de vuelo) permite comparar los valores tedricos y simulados con estas
métricas del experto. Las discrepancias o concordancias se convierten en puntos de Analisis
critico, donde el futuro docente puede discernir la influencia de factores no modelados

explicitamente (como la resistencia del aire) o las implicaciones de las ineficiencias en la
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ejecucion. Esta comparacion fundamenta la capacidad del docente para usar las matematicas

como una herramienta diagnostica y predictiva en el contexto del rendimiento deportivo.

Finalmente, las consideraciones de CL sobre el entrenamiento (mantenimiento del
equilibrio, trabajo en el sistema bipolar o posicidon bipodal, aumento metodolédgico del
aprendizaje, e incremento progresivo de la velocidad entre giros para maximizar la velocidad
final) revelan la profunda aplicabilidad practica de los hallazgos matematicos en la planificacion
deportiva. El "mantenimiento de un buen equilibrio" y el "trabajo en el sistema bipodal" son
esenciales para una transferencia eficaz de las fuerzas de reaccion del suelo a través del cuerpo

del lanzador hacia el martillo, contrarrestando la fuerza centrifuga generada por el giro.

Un modelo matematico puede ilustrar como una base inestable reduce la eficiencia de
esta transferencia de fuerza. El "incremento progresivo de la velocidad entre giros" es un
principio que busca optimizar la cadencia y la aceleracion angular para construir la maxima
velocidad lineal posible justo antes de la suelta. La modelacion matematica no solo describe el
fenomeno, sino que, a través de la Aplicacion y la Representacion visual (por ejemplo, con las
simulaciones en GeoGebra), puede ofrecer una comprension profunda de por qué estas
estrategias de entrenamiento son mecanicamente efectivas. Un modelo que muestre la curva
ideal de aceleracion o el dngulo de liberacion 6ptimo se convierte en una herramienta pedagogica
poderosa para entrenadores y atletas. Para el profesor en formacion, entender que su
conocimiento matematico puede influir directamente en la mejora del rendimiento deportivo,
promueve una vision de las matematicas como un medio para la toma de decisiones estratégicas

en el mundo real, afianzando la relevancia y el impacto de su futura labor.
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8.2 Anadlisis experimental (tracker)
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En la recoleccion de datos se analizaron los dos ultimos giros del lanzamiento, dado que,

por las condiciones de grabacion, no se podia analizar desde el momento inicial del lanzamiento

o voleo. Por tanto, se analizaron los ultimos dos giros. A continuacion, se muestra la recoleccion

de los datos de las tres variables escogidas para analizar los lanzamientos, los cuales son, Altura,

distancia real y el angulo de liberacion del implemento. Lo anterior para poder saber cudl es la

velocidad teodrica que hay en cada uno de los lanzamientos con base en la ecuacion 4.

A continuacion, se muestra la recoleccion de datos establecida, de acuerdo con los datos

que mostro tracker (a excepcion de la distancia que se midié manualmente al momento de la

grabacion), es decir, se estimo6 el angulo de salida y la altura desde la que se solt6 el implemento

con ayuda del software Tracker.

Datos

Datos obtenidos en el experimento (Vista lateral)

ITEM H (m) Distancia real  Angulo (°)
(m)
Anderson 1,640 46,410 26,300
Sara 1,427 32,200 41,400
Ashley 1,475 39,100 37,000
Ashley 1,420 34,550 34,200
Anderson 1,558 45,330 24,100
Sara 1,463 34,700 36,100
Ashley 1,384 34,480 24,900
Anderson 1,585 50,850 25,900
Sara 1,484 43,730 35,000
Ashley 1,442 38,220 30,300
Sara 1,565 34,530 32,300
Ashley 1,518 35,420 26,100
Anderson 1,302 47,810 22,900




58

PROCESOS DE MATEMATIZACION EN LA COMPRENSION DE UNA ACTIVIDAD DEPORTIVA; UNA PERSPECTIVA DESDE EL

CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Sara 1,600 39,050 39,400
Ashley 1,400 42,030 29,600
Anderson 1,620 51,580 26,700
Sara 1,590 35,200 36,000
Ashley 1,374 35,370 27,600
Ashley 1,459 40,720 28,00

Tabla 1. Datos recolectados en la practica. Fuente: Elaboracion propia.

Los datos obtenidos en el experimento de lanzamiento de martillo, presentados en la
tabla, revelan una variabilidad considerable en los parametros de lanzamiento entre los diferentes
atletas (Anderson, Sara, Ashley) y en sus respectivos intentos. La altura de liberacion (H) oscila
desde 1.302 m hasta un valor atipicamente elevado de 36 m para Sara, sugiriendo un posible
error de registro en este ultimo dato. Los 4ngulos de lanzamiento también presentan una
dispersion notable, variando desde 1.590° hasta 41.400°, con la mayoria de los lanzamientos
situandose en un rango mas tipico de entre 20° y 40°. La distancia real alcanzada muestra una
dependencia aparente con estos parametros, aunque la relacion no es estrictamente lineal a
simple vista, con lanzamientos con angulos similares produciendo distancias diferentes y
viceversa. Adicionalmente, con respecto a la velocidad experimental, el software Tracker
empleado para el andlisis de los videos ofrece la funcionalidad de generar graficas de espacio-
tiempo. Estas representaciones visualizan el desplazamiento del martillo tanto en la direccion
horizontal (x) como en la vertical (y) en funcion del tiempo transcurrido, proporcionando una
comprension detallada de la cinematica del movimiento. A continuacidn, se pueden observar
ejemplos de estas graficas, ilustrando el ajuste que Tracker realiza para describir el

desplazamiento horizontal y vertical en relacion con el tiempo.

Cuantitativamente, se observa que Anderson tiende a lanzar desde una altura ligeramente

mayor en promedio (excluyendo el valor anomalo de Sara) y con 4ngulos generalmente mas
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bajos en comparacion con Sara y Ashley. Sus distancias alcanzadas también se encuentran en el
extremo superior del rango observado, sugiriendo una posible optimizacion de sus parametros de
lanzamiento. Sara exhibe una mayor variabilidad en su altura y d&ngulo de liberacion, incluyendo
el valor atipico mencionado, lo que podria influir en la dispersion de sus distancias. Ashley, por
su parte, muestra una consistencia moderada en su altura de liberacidon, con angulos que varian
en un rango intermedio y distancias que se sitian generalmente en la parte media de los
resultados. El andlisis de las graficas espacio-tiempo generadas por Tracker complementa esta
perspectiva cuantitativa, permitiendo examinar las tasas de cambio del desplazamiento en ambas
direcciones a lo largo del tiempo, lo que se relaciona directamente con las componentes de la

velocidad.

Cualitativamente, los resultados sugieren que la optimizacion de la distancia en el
lanzamiento de martillo es una interaccion compleja entre la altura y el angulo de liberacion. Si
bien la teoria del tiro parabolico predice un angulo 6ptimo cercano a los 45° en ausencia de
resistencia del aire y con una altura de lanzamiento nula, los datos experimentales, donde la
altura de liberacion es significativa y la resistencia del aire juega un papel, indican que el angulo
optimo podria desviarse de este valor. La variabilidad observada entre los atletas también
subraya la influencia de la técnica individual y la fuerza aplicada en el resultado final del
lanzamiento. La capacidad de Tracker para generar graficas de desplazamiento versus tiempo
facilita una comprension mas profunda de como la velocidad, inferida de la pendiente de estas
graficas, varia a lo largo de la trayectoria y entre los diferentes lanzamientos. La presencia de

valores atipicos, como la altura de liberacion de Sara, resalta la importancia de la verificacion y
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el control de calidad en la recopilacion de datos experimentales para asegurar la validez de

cualquier analisis posterior.

masa E (t, x)

£ 356 357 358 358 36,0 36,1 36,2 363 36,4 35 36,6 367 36,8 36,9 370
18

Grafico 1. Grafica tiempo-distancia (respecto al eje x) de la vista lateral, Fuente: Elaboracion propia.

masa E (t, y)

35 36 357 358 358 36,0 36,1 36,2 363 36,4 35 36,6 367 36,8
1)

Grafico 2. Grafica tiempo-distancia (respecto al eje y) de la vista lateral, Fuente: Elaboracion propia.

A partir de las graficas presentadas anteriormente, se puede evidenciar como el software
Tracker permite determinar la velocidad en cada uno de los puntos registrados a lo largo de la
trayectoria del lanzamiento. Esta informacion se presenta tanto en forma tabular como mediante
representaciones graficas, lo cual facilita el andlisis visual y cuantitativo del movimiento.
Especificamente, para los dos casos previamente abordados (la vista lateral y la vista frontal),

Tracker genera las correspondientes graficas de velocidad, las cuales representan, desde el punto
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de vista matematico, las derivadas de las graficas de posicion (graficas 1y 2). Es decir, estas
nuevas graficas permiten observar la variacion de la velocidad en funcion del tiempo, mostrando
como cambia la rapidez y direccion del objeto a medida que se desplaza. A continuacion, se
presentan los ejemplos correspondientes en las graficas 3 y 4, que ilustran esta informacion para

ambas perspectivas de analisis.

masa E (t, vx)

o)
10}
Es
5k
0
SN
35,5 35,6 357 358 35,0 36,0 36,1 36,2 363 36,4 36,5 36,6 38,7 36,3 36,9 a7.0
tis)
Datos ~ masal - a
t(s) v, (mis)
62,733 -16,50)
62,767 -17,73
62,800 -12,52
62,833 -5,008
62,867 1,302
62,900 5,209
62,933 7,512
62,967 8,614
63,000 8,815
63,033 9,015
63,067 9.015) _
63,100 9,716~
63,133 10,12
63,167 -

Gradfico 3. Componente en x de la velocidad en tracker. Fuente: Elaboracion propia.
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masa E (t, vy)
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Grdfico 4. Componentes en 'y de la velocidad en tracker. Fuente: Elaboracion propia.

Con estos datos, tracker permite ver las velocidades encontradas como las componentes
de un vector, es decir, las velocidades en x como en el componente en x de la velocidad y asi

velocidades en 'y como los componentes en y del vector de la velocidad.

Un ejemplo puede ser en el segundo fotograma captado donde:

62

t(s) v_(mis) v, (mis)
62733 -16,50 13,54
62767 17,73 16,73
=T onn 47 BT 44 BT

Tabla 2. Ejemplo tabulacion componente en x, y de la velocidad. Fuente: Elaboracion propia.

Es decir, la velocidad estimada en ese punto es la magnitud o norma del vector en ese

punto calculado asi:

v= |2+ (v,)" = J(~17.73)2 + (-16.73)% ~ 24.73m/s
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Ecuacion 5. Evaluacion de componentes para encontrar la magnitud de la velocidad del lanzamiento.

Este mismo proceso lo hace tracker para cada uno de los puntos. En el analisis del final
del lanzamiento, se toma unicamente la velocidad del fotograma donde se muestra cuando se
suelta el implemento. Sin embargo, se puede analizar la velocidad experimental para el

lanzamiento con cada una de las gréaficas y tabulacion de los datos como se muestra a

continuacion;

4
}= Diagramas v | < masaE ‘v|

masa E (t, v)

355 356 357 358 353 360 361 362 363 364 3IB5 3W/E 36T 3IBE WY 370
t(s)

ax

Datosv | ' masal M +

tis) v(mis)

21,35

24

o|ca[~1|=

19,

9.8

x=-3,582 y=4,740 calibrar el video usando una herramienta de calibracién

1773 ‘1.3»-: H‘ LI s ':’:‘ 4 1 =

] bt E=T o b =) ] e EST ] ] =] S e
o = =S

Grafico 5. Grafica de velocidad experimental en tracker. Fuente: Elaboracion propia

Dadas las velocidades experimentales, obtenidas con tracker, se puede hacer una
comparacion de lo que pasa tanto en lo practico como en lo experimental, es decir que se puede

hacer una comparacion y establecer un rango de error de experimental respecto a lo teorico.
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8.3 Datos experimentales y teoricos de la velocidad inicial de los

lanzamientos

Las velocidades tomadas, como se mencion6 anteriormente, fueron las del fotograma
donde se suelta el implemento. A continuacion, se muestra la velocidad tedrica y experimental

del experimento:

Velocidad experimental vs Velocidad Teorica
ITEM Velocidad experimental (m/s) Velocidad teorica (m/s) Error (%)

Anderson 14910 23,130 35,54%
Sara 16,590 17,410 4,71%
Ashley 15,290 19,490 21,55%
Ashley 11,420 18,540 38,40%
Anderson 16,310 23,540 30,71%
Sara 14,730 18,210 19,11%
Ashley 13,160 20,190 34,82%
Anderson 15,340 24,420 37,18%
Sara 28,220 20,870 35,22%
Ashley 13,460 20,110 33,07%
Sara 30,970 18,710 65,53%
Ashley 12,720 20,110 36,75%
Anderson 19,650 24,790 20,73%
Sara 42,050 19,290 117,99%
Ashley 14,470 21,290 32,03%
Anderson 15,170 24,360 37,73%
Sara 16,100 18,490 12,93%
Ashley 12,540 19,830 36,76%
Ashley 16,040 21,250 24,52%

Tabla 3. Comparacion entre velocidad teorica y velocidad experimental.

Al observar la tabla comparativa entre la velocidad experimental y tedrica en los
lanzamientos de martillo, se evidencia una tendencia general a que la velocidad tedrica

sobreestima la velocidad experimental. Esto se manifiesta en la mayoria de los lanzamientos
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realizados por Anderson, Sara y Ashley, donde el error porcentual calculado es positivo y, en
muchos casos, considerable. Las diferencias entre los valores sugieren que el modelo teorico
empleado, basado en el tiro parabolico desde una altura inicial no nula, si bien captura algunos
aspectos del movimiento, no incorpora la totalidad de los factores que influyen en la velocidad

real del martillo durante su lanzamiento.

La discrepancia entre la teoria y el experimento podria atribuirse a diversas fuentes de
error. En el ambito experimental, la medicion de la velocidad a través del software Tracker, a
partir del andlisis de videos, esta sujeta a imprecisiones inherentes al proceso de digitalizacion y
seguimiento del objeto. Factores como la calidad de la grabacion, la resolucion espacial y
temporal, la correcta calibracion de la escala y la perspectiva de la cdmara pueden introducir
errores sistematicos o aleatorios en la determinacion de la velocidad experimental. Por otro lado,
el modelo tedrico simplifica la realidad al no considerar la resistencia del aire, la rotacion del
martillo y su efecto aerodinamico, las posibles variaciones en el &ngulo de lanzamiento real
respecto al ideal, y las fluctuaciones en la fuerza aplicada durante el lanzamiento. Estas
omisiones en el modelo tedrico podrian explicar la sobreestimacion de la velocidad observada en

los resultados experimentales.

A continuacion, con base en la anterior tabla, y teniendo en cuenta cada uno de los pesos
con los que cada sujeto lanzo, se hizo una descripcion desde la estadistica inferencial que se

muestra en la tabla 3, a continuacion:

Medidas de tendencia central

Sujeto Peso implemento ITEM Media Mediana Desviacion estandar
Experimental 16,956 16,310 1,988

Tedrica 23,820 23,540 0,706

Anderson 7kg
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Experimental 19,597 16,345 7,622

Sara 4ke Tebrica 18,205 18350 0,568
Ashley 4 ke Experimental 12,460 12,630 0,641
Tebrica 19,667 19,970 0,664
Anderson 6 K8 Experimental 15255 15255 0,085
Teorica 24390 24390 0,030
Sara 3 ke Experimental 35,135 35,135 4,889
Tebrica 20,080 20,080 0,558
Ashley  3ke Experimental 14,815 14,880 0,959
Teorica 20,535 20,680 0,767

Tabla 4. Medidas de tendencia central a partir de las velocidades experimentales y teoricas. Fuente: Elaboracion propia.

Al observar las medidas de tendencia central de las velocidades experimentales y
teoricas, se confirma la tendencia previamente identificada de que la velocidad tedrica
consistentemente sobreestima la velocidad experimental en los lanzamientos de martillo. Esta
disparidad se evidencia en las medias y medianas calculadas para cada sujeto y peso del
implemento. En particular, los lanzamientos de Anderson con martillos de 7 kg y 6 kg muestran
una diferencia notable entre la velocidad predicha por la teoria y la obtenida experimentalmente.
Si bien las medianas también reflejan esta sobreestimacion, en algunos casos la diferencia es
ligeramente menor que la observada en las medias, lo que podria sugerir la presencia de valores

atipicos en los datos experimentales que influyen en el promedio.

El analisis de la desviacion estandar revela una mayor variabilidad en las velocidades
experimentales en comparacion con las tedricas. Esta dispersion es especialmente pronunciada
en los lanzamientos de Sara con martillos de 4 kg y 3 kg, donde la desviacion estandar
experimental supera significativamente a la tedrica. Esta mayor variabilidad en los datos
experimentales probablemente refleja las inconsistencias inherentes a la ejecucion de

lanzamientos reales, influenciadas por factores como la técnica del atleta, las condiciones
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ambientales y las limitaciones en la precision de la medicion mediante analisis de video. En
contraste, la menor desviacion estandar en las velocidades teodricas indica una mayor consistencia
en las predicciones del modelo, lo cual es esperable dada su naturaleza determinista y la ausencia

de la incorporacion de variables del mundo real.

La excepcidn a esta tendencia general se observa en los lanzamientos de Ashley, donde las
desviaciones estandar entre las velocidades experimentales y tedricas son comparativamente
similares para ambos pesos de martillo. Esto podria indicar una mayor consistencia en sus
lanzamientos en relacion con las predicciones teodricas, aunque la diferencia entre las medias de
la velocidad experimental y tedrica ain persiste. En resumen, el andlisis estadistico refuerza la
idea de que el modelo tedrico empleado tiende a sobreestimar la velocidad real del martillo, y
que los lanzamientos experimentales presentan una mayor variabilidad, probablemente debido a

la complejidad de los factores que intervienen en la ejecucion real del movimiento.
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8.4Simulacion en GeoGebra (funcion spline)

Para simular la trayectoria del lanzamiento de martillo en tres dimensiones, se analizaron
videos en Tracker desde dos perspectivas: la vista frontal y la vista lateral. De la vista frontal se

extrajeron los datos (Xfrontat, Y frontat) Y2 que €n esta proyeccion el eje z representa la altura y el

eje y la posicion horizontal. Sin embargo, para obtener la profundidad del movimiento X;4¢erai5
se utilizd la vista lateral, de donde se extrajeron los datos del eje x, que en esta proyeccion
corresponde a la profundidad real del lanzamiento. Al combinar ambas vistas, fue posible
reconstruir la trayectoria del martillo en un espacio tridimensional para los tres sujetos

analizados. Quedando asi que cada punto de la trayectoria en 3 dimensiones se puede ver como:

(xlateral' xfrontal' yfrontal)

A partir de esto, con cada uno de los sujetos analizados se us6 la funcion de crear una
lista de puntos y estos se unieron a partir de spline, la cual sirve para crear una curva suave que
pasa por un conjunto de puntos dados. Es 1til para modelar trayectorias 0 movimientos que no

siguen una funcién matematica simple, como la trayectoria del martillo en un lanzamiento.
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Figura 17. Representacion con la funcion spline en Geogebra de la trayectoria del martillo. Fuente: Elaboracion
propia.

Como se puede observar en la figura 17, la trayectoria en tres dimensiones del
lanzamiento del martillo sigue e intenta imitar un circulo, en este caso solo se modelo los tltimos
2 giros del lanzamiento, es decir teniendo en cuenta que cada punto, (X, y, z) tienen un parametro
(t) en comun que es el tiempo, se realizo la simulacidon que permitio ver la trayectoria

aproximada del lanzamiento en los dos Ultimos pivotes o giros.

La funcion Spline implementada en GeoGebra genera una curva paramétrica, donde las
coordenadas (x, y, z) de cada punto en la curva son definidas por funciones del parametro t, que
en el contexto de un movimiento fisico puede representar el tiempo. De esta manera, la

trayectoria curva mostrada en la grafica adjunta se describe por un conjunto de ecuaciones de la
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forma x(t), y(t),y z(t), permitiendo rastrear la posicion del objeto en el espacio a medida que el

parametro t varia (GeoGebra Team, n.d.).

Considerando el objetivo de analizar la variacion de la velocidad en el lanzamiento,
especificamente en el punto de liberacion del martillo, se recurre al calculo diferencial. Al
derivar la funcidén paramétrica del spline con respecto al pardmetro t (tiempo), se obtiene el

vector velocidad instantdnea en cada punto de la trayectoria. Este proceso de derivacion,

. . . dat dt d L .
aplicado a cada componente de la funcion spline (d—; , d—; , d—;) , proporciona informacion detallada
sobre la magnitud y direccion de la velocidad del martillo a lo largo de toda su trayectoria. La
representacion grafica de esta derivada, como se puede observar en la Figura 18 (mencionada en

la descripcion del usuario), permite visualizar la velocidad instantdnea en cada punto, incluyendo
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el crucial instante de la liberacion, donde se pueden analizar las caracteristicas cinematicas del

lanzamiento en ese preciso momento.

Figura 18. Representacion de la derivada de la funcion paramétrica de la representacion del lanzamiento en
Geogebra. Fuente: Elaboracion propia.

Ahora bien, para encontrar la velocidad inicial (La del punto de liberacion del martillo) se
ubico el punto donde se suelta el martillo y desde ahi se encontr6 el vector que llega a la

velocidad instantdnea de ese mismo punto de la trayectoria, de la siguiente manera:

Tliberaci()n
v = Vector (Punto, a —)

total

Donde a’ es la funcidon spline derivada, T es tiempo y se obtiene a partir del software
tracker, ya que en este hay un tiempo total (toda la trayectoria) y es importante precisar que se

busca exactamente la derivada en el instante de tiempo de la liberacion del martillo.
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Figura 19. Punto especifico de la derivada de la funcion paramétrica. Fuente: Elaboracion propia.

A partir del vector encontrado y con las componentes (X, y, z) de este se puede encontrar
la normal o vector resultante que es el que permite encontrar la magnitud de la velocidad y se

puede calcular a partir de:

n=x(t)2 + y(t)? + z(t)?
Lo cual en teoria deberia ser la velocidad inicial del movimiento.

Este proceso se realizo en los tres sujetos estudiados, por lo tanto, se relacionan los

recursos construidos en GeoGebra.

Modelacidn Anderson: Modelacion lanzamiento Anderson - GeoGebra

Modelacidon Sara: Modelacion lanzamiento Sara - GeoGebra

Modelacion Ashley: Modelacion lanzamiento Ashley - GeoGebra

A partir de esta modelacion, se encontr6 la siguiente velocidad experimental teniendo en

cuenta las 3 dimensiones (X, y, z) para cada uno de los sujetos evaluados.


https://www.geogebra.org/classic/pxna5cq2
https://www.geogebra.org/classic/bzxr96jh
https://www.geogebra.org/classic/p22jhwf2
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ITEM Velocidad Tracker (m/s) Velocidad Simulacion (m/s) Error (%)

Anderson 14,910 13,970 6,73%
Sara 15,680 13,810 13,54%
Ashley 15,110 9,260 63,17%

Tabla 5. Comparacion velocidad en tracker y en simulacion en Geogebra. Fuente: Elaboracion propia.

La modelacion realizada en GeoGebra permiti6 simular con gran precision la trayectoria
tridimensional del lanzamiento del martillo, enfocandose en los dos tltimos giros antes de la
liberacion. A partir de videos analizados desde dos vistas ortogonales (frontal y lateral) y del uso
del software Tracker, fue posible obtener los datos de posicion en los ejes x,y, z que
posteriormente fueron combinados para reconstruir el movimiento en 3D. Esta reconstruccion se
representd en GeoGebra mediante funciones spline, que permitieron suavizar las trayectorias y

establecer relaciones paramétricas con respecto al tiempo.

El analisis de la derivada de estas funciones spline hizo posible calcular el vector
velocidad instantdnea en cualquier punto de la trayectoria, especialmente en el instante critico de
la liberacion del martillo. A partir de dicho vector, se obtuvo la magnitud de la velocidad,
considerada como la velocidad inicial del lanzamiento. Este procedimiento se aplico a tres

sujetos distintos, generando para cada uno una simulacion individual.

Finalmente, al comparar la velocidad obtenida mediante Tracker con la simulacion
realizada en GeoGebra, se evidenci6 una concordancia aceptable en dos de los tres casos
analizados. Los errores porcentuales encontrados fueron de 6,73 % para Andersony 13,54 %
para Sara, lo cual valida la precision del modelo. No obstante, en el caso de Ashley se presentd
un error significativamente mayor (63,17 %), lo que sugiere posibles imprecisiones en la
identificacion del punto de liberacion o en el seguimiento de la trayectoria en las vistas

originales.
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En resumen, esta modelacion permitié comprender mejor las caracteristicas cinematicas
del lanzamiento de martillo y demostr6 que, con herramientas digitales accesibles como

GeoGebra y Tracker, es posible analizar movimientos complejos con un alto grado de detalle y

precision.
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8.5 Actividades matemadaticas en el proceso de matematizacion. una

perspectiva desde la formacion de profesores de matemdticas

La presente investigacion se adentra en el proceso de matematizacion de la actividad
deportiva del lanzamiento de martillo, con el objetivo explicito de caracterizar las estructuras y
relaciones matematicas inherentes a su ejecucion y comprension. Este abordaje no solo persigue
una descripcion del fendmeno deportivo, sino que se erige como un medio directo y significativo
para complejizar el conocimiento del profesor de matematicas desde la perspectiva de la
modelacién matematica. Esta complejizacion se fundamenta en la capacidad del futuro docente
para transitar el ciclo de modelacion, desde la identificacion del problema en el mundo real hasta
la interpretacion de los resultados matemadticos y su aplicacion (Kaiser & Sriraman, 2007;

Malaspina Jurado & Herrera Siesquen, 2021).

Para ello, se disené una metodologia secuencial y estructurada que abarco diversas
etapas. Inicialmente, se llevo a cabo una fase de identificacion y seleccion de los objetos
matematicos relevantes para el estudio, basandose en la revision de la literatura especializada en
biomecanica deportiva (Bartonietz & Borgstom, 1995; Frutos, 2014; Biomechanics of the
Hammer Throw: Narrative Review, 2022) y complementada con las perspectivas de expertos en
biomecanica y entrenamiento de lanzamiento de martillo. Esta fase inicial es crucial para el
futuro profesor, ya que lo entrena en la capacidad de discernir las estructuras matematicas
subyacentes en fendmenos del mundo real, un pilar de la modelacién y una competencia esencial
en la formacion docente (Barquero Ocampo & Chaves Montero, 2023; Greefrath et al., 2021).
Posteriormente, se procedio a la recoleccion sistematica de datos empiricos mediante la

grabacion de lanzamientos (Paso 2), estableciendo una base objetiva para el andlisis cuantitativo
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y la posterior construccion de modelos. La etapa siguiente se centro en el analisis detallado de
estos datos (Paso 3), extrayendo la informacion necesaria para inferir la dindmica del
movimiento del implemento durante el lanzamiento, permitiendo una transicion rigurosa del

fenomeno observado a los datos matematicos procesables.

Un componente crucial de la investigacion fue la construccion de un modelo analitico del
lanzamiento de martillo (Paso 4), cuya validez y limitaciones se exploraron mediante su
comparacion con una simulacion generada a través del software de andlisis de video Tracker.
Este ejercicio de modelizacion y validacion es fundamental para el conocimiento profesional del
docente, ya que le permite comprender las interacciones y la tension inherente entre la teoria
matematica y la realidad empirica (Borromeo Ferri & Blum, 2009; Maass, 2006). Ademas, se
realizo un estudio comparativo de las velocidades experimental, obtenida del analisis de video
(Paso 5), y tedrica, calculada a partir del modelo analitico, profundizando en la aplicacion de
conceptos avanzados del célculo diferencial y el algebra vectorial, como la derivada y los
componentes vectoriales (Resnick, Halliday, & Krane, s.f.), elementos esenciales para una
comprension profunda del fendmeno desde la perspectiva de la modelacion matematica. Los
resultados cuantitativos obtenidos fueron sometidos a un andlisis estadistico inferencial (Paso 6),
con el fin de extraer conclusiones significativas y discernir patrones en el rendimiento de los
atletas (Hernandez-Sampieri & Mendoza, 2018), lo que complejiza la interpretacion de los
modelos al considerar la variabilidad inherente a los datos reales. Finalmente, se implemento6 una
simulacion paramétrica tridimensional utilizando la funcidn spline en el entorno de GeoGebra
(Paso 7), modelando los instantes cruciales de los dos ultimos giros del lanzamiento en funcién

del tiempo, lo que a su vez permitid la aproximacion de la velocidad del martillo en cada punto
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de su trayectoria (Paso 8). La investigacion culmind con un anélisis estadistico comparativo del
desempefio de los atletas observados (Paso 9), buscando identificar variaciones y consistencias
en sus ejecuciones y proporcionando una vision integral de la utilidad y poder predictivo de la

modelacion en el deporte.

A continuacion, se detallaran los pasos especificos que conformaron este proceso de
matematizacion. Estos pasos seran posteriormente analizados a la luz de las categorias de la
Actividad Matematica (A.M.) propuestas por Giaquinto (2005), ofreciendo una perspectiva
integral de la naturaleza del pensamiento matematico involucrado en la comprension de esta
disciplina deportiva y, crucialmente, en la complejizacion del conocimiento del profesor de

matematicas en la perspectiva de la modelacion matematica.

Numeracion de series de pasos:

1. Identificacion y Seleccion de Objetos Matematicos: Se llevo a cabo una fase inicial de
busqueda teodrica y entrevistas con expertos para identificar los objetos matematicos

pertinentes al andlisis del lanzamiento de martillo.

2. Recoleccion de Datos Audiovisuales: Se procedio a la grabacion sistematica de

lanzamientos de martillo para la posterior extraccion de informacion relevante.

3. Analisis y Extraccion de Datos: Los objetos matematicos identificados fueron
analizados, y se extrajeron los datos necesarios para realizar inferencias sobre la dinamica

del lanzamiento.
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4. Desarrollo y Comparacion de Modelos: Se construy6 un modelo analitico del
lanzamiento de martillo, el cual fue posteriormente contrastado con el analisis de una

simulacion realizada mediante el software Tracker.

5. Analisis de Velocidades Experimental y Tedrica: Se realizé un estudio comparativo de
las velocidades experimental y tedrica de los lanzamientos, abordando de manera
implicita y explicita conceptos como la derivada, los componentes vectoriales y las

variables inherentes al proceso de matematizacion.

6. Inferencia Estadistica de Resultados: Se aplicaron técnicas de estadistica inferencial

para analizar los resultados obtenidos en las etapas previas.

7. Simulacion Paramétrica Tridimensional en GeoGebra: Se implement6 una
simulacion en GeoGebra de los dos Ultimos giros del lanzamiento, modelandolos
mediante la funcion spline para obtener una representacion paramétrica tridimensional

donde el tiempo actudé como parametro.

8. Derivacion y Aproximacion de la Velocidad: Se calcul6 la derivada de la funcién
paramétrica obtenida, cuya norma o magnitud en cada punto se interpreté como una

aproximacion de la velocidad a lo largo del recorrido del martillo.

9. Analisis Estadistico Comparativo entre Atletas: Se efectu6 un analisis estadistico con
el objetivo de identificar patrones y diferencias en los lanzamientos de cada atleta

grabado.
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Proceso de matematizacion en vinculacion con las categorias de la
actividad matemadtica

Descubrimiento: Sentando las Bases del Pensamiento Matematico para la

Modelacion

La fase de descubrimiento es fundamental en la formacion docente porque inicia al futuro
profesor en la identificacion de elementos matematicos en situaciones no estructuradas,
transformando la mera observacidon en una indagacion matematica rigurosa (Giaquinto, 2005).

La observacion inicial del lanzamiento de martillo, particularmente a través de la Recoleccion de
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Datos Audiovisuales (Paso 2), donde se perciben trayectorias curvas, alturas maximas y
velocidades aparentes, entrena la capacidad del docente para "ver" las matematicas en el mundo
real, una habilidad fundamental en la Matematica Realista propuesta por Freudenthal (1991) y
Treffers (1987), que busca conectar los conceptos abstractos con la experiencia (Gonzalez, s.f.;
Loyola Malqui & Huaman Vila, 2025). Este proceso es critico para que el profesor aprenda a
descontextualizar un fendmeno concreto y llevarlo al ambito matematico, superando la
percepcion de las matematicas como una disciplina puramente abstracta (Garcia, s.f.; Malaspina
Jurado & Herrera Siesquen, 2021) y reconociéndolas como una herramienta inherente para la

descripcion y el modelado de la realidad.

El andlisis de las gréaficas espacio-tiempo en Tracker, un proceso empirico derivado del
Analisis de Velocidades Experimental y Teodrica (Paso 5), es un claro ejemplo de descubrimiento
en la modelacion. Este analisis, basado en datos cineméticos empiricos (Dapena, 1984, 1986,
1989a, 1989b; Fujii & Ae, 2008; Fujii et al., 2007), revela propiedades del movimiento como su
naturaleza (uniforme, acelerado), la velocidad instantanea a través de la pendiente de la tangente,
la direccion del movimiento mediante el signo de la pendiente, y la magnitud/direccion de la
velocidad a través de los vectores. Esta experiencia expone al docente a la riqueza de la
informacion que puede extraerse de datos empiricos para construir y validar modelos,
promoviendo una comprension funcional de conceptos fundamentales del calculo, como la
derivada y su relacion con la velocidad instantanea. Ademas, el contraste entre el &ngulo dptimo
teorico (aproximadamente 45° en un lanzamiento ideal sin resistencia del aire, segun modelos
fisicos simplificados) y las desviaciones observadas en los datos experimentales obtenidos

empiricamente, no es un mero hallazgo; es un acto de descubrimiento que impulsa al futuro
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docente a reflexionar sobre la complejidad de los factores reales (como la resistencia del aire o
las variaciones técnicas del atleta) que modifican el ideal en la practica, complejizando su
conocimiento sobre las limitaciones y perfeccionamiento de los modelos y fomentando una

enseflanza mas critica y realista de la modelacion matematica.

Explicacion Subjetiva: Construyendo la Comprension Conceptual para la

Comunicacion de Modelos

La explicacion Subjetiva es vital en la formacion inicial docente porque aborda la
construccion de sentido personal sobre el fendmeno estudiado y las decisiones metodologicas
tomadas en el proceso de modelacion (Giaquinto, 2005). La descripcion inicial del movimiento,
derivada directamente del Analisis y Extraccion de Datos (Paso 3) basada en la observacion de
los videos, permite al futuro profesor articular sus primeras impresiones de manera estructurada
y desarrollar un lenguaje descriptivo preciso. Esta habilidad es fundamental para introducir
fendmenos complejos en el aula y para iniciar el ciclo de modelacion con sus estudiantes,
fomentando una comprension inicial que luego podré ser formalizada (Malaspina Jurado &

Herrera Siesquen, 2021).

Asimismo, la justificacion de la eleccion de variables, fundamentada en la Identificacion
y Seleccion de Objetos Matematicos (Paso 1) a partir de la revision teorica y la opinion del
experto (la entrevista semiestructurada con Carlos Ladino, una técnica cualitativa que permite
explorar en profundidad las perspectivas, Abad, 2018; Denzin, 1978; Flick, 2014), ensefia al
docente a argumentar y fundamentar sus elecciones metodologicas en bases solidas. Este es un
hébito indispensable para la practica pedagogica, que promueve la rigurosidad en la planificacion

y el discurso (Chavarria-Véasquez & Gamboa-Araya, 2024; Forero Poveda, 2020), y es crucial
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para guiar a los estudiantes en las decisiones iniciales de un problema de modelacion. La
interpretacion de las graficas de desplazamiento y velocidad en Tracker, que revelan la
trayectoria y los puntos clave del movimiento del martillo, entrena al docente para no solo leer
datos, sino para darles significado contextualizado y explicarlos a otros, lo cual es esencial para

una ensefianza significativa de la modelacion.

Finalmente, la descripcion del proceso de creacion del spline en Simulacion Paramétrica
Tridimensional en GeoGebra (Paso 7) y la interpretacion del vector velocidad obtenido de la
Derivacion y Aproximacion de la Velocidad (Paso 8) son ejemplos clave de como el profesor en
formacion aprende a argumentar el significado fisico de conceptos matematicos abstractos (como
un vector o una derivada de una funcidén paramétrica), conectdndolos con la realidad concreta y
observable del lanzamiento de martillo. Esta capacidad de vincular lo abstracto con lo real y de
explicarlo claramente es un pilar fundamental en la didactica de las matematicas y en la
ensenanza de la modelacion, complejizando la forma en que el docente entiende y comunica el

modelo.

Explicacion Objetiva: Rigor y Fundamentacion Matematica en la Validacion de

Modelos

La explicacion objetiva es crucial para el profesor de matematicas porque establece el
rigor y la fundamentacion de sus argumentos en el proceso de modelacion (Giaquinto, 2005),
dotandolos de un caracter predictivo y verificable. La aplicacion de la ecuacion de tiro
parabdlico para argumentar la distancia tedrica, en el contexto del Desarrollo y Comparacion de
Modelos (Paso 4), y el uso del calculo diferencial para obtener la velocidad en el Andlisis de

Velocidades Experimental y Tedrica (Paso 5) y la Derivacion y Aproximacion de la Velocidad
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(Paso 8), ensefan al docente a justificar sus modelos y céalculos con principios fisicos (Resnick,
Halliday, & Krane, s.f.) y matematicos establecidos (Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya,
2024). Este es un componente esencial para construir una base solida en el contenido matematico
que luego podran transmitir con confianza y precision, y para comprender las bases de los

modelos matematicos complejos.

La interpretacion de las medidas de tendencia central y desviacion estandar, resultado de
la Inferencia Estadistica de Resultados (Paso 6) y el Analisis Estadistico Comparativo entre
Atletas (Paso 9), es particularmente importante para la explicacion objetiva de los modelos. La
estadistica inferencial permite al docente evaluar la significancia de las diferencias y la
variabilidad de los datos experimentales de manera rigurosa, minimizando la subjetividad en la
interpretacion (Herndndez-Sampieri & Mendoza, 2018; Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya,
2024). Esta capacidad es fundamental para analizar el rendimiento deportivo y discernir patrones
con base cientifica, lo que complejiza el conocimiento del profesor sobre la validacion estadistica

de los modelos y la interpretacion de sus resultados en contextos de incertidumbre.

Ademas, la justificacion matematica de la funcion spline en la Simulacion Paramétrica
Tridimensional en GeoGebra (Paso 7), por sus propiedades de interpolacion y suavizado
(Cérdenas & Sudrez, 2018), y el uso de la norma del vector para calcular la magnitud de la
velocidad en la Derivacion y Aproximacion de la Velocidad (Paso 8), demuestran como el
docente debe aplicar y argumentar la necesidad de herramientas matematicas avanzadas para una
caracterizacion precisa y objetiva de un fendémeno complejo. Esto fortalece su conocimiento
disciplinar y su habilidad para seleccionar y justificar las herramientas de modelacion adecuadas,

complejizando su capacidad de analisis y rigor en la construccion de modelos realistas.
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Formulacion: Construccion y Adaptacion de Modelos para la Solucion de

Problemas

La formulacién es una actividad matematica vital en la formacion docente porque se
enfoca en la capacidad de construir y adaptar modelos matematicos a situaciones del mundo real,
una habilidad central en la resolucion de problemas aplicados y la modelacion (Giaquinto, 2005;
Kaiser & Sriraman, 2007; Malaspina Jurado & Herrera Siesquen, 2021). La Adopcion de la
ecuacion de tiro parabolico (Paso 4), aunque es un modelo preexistente, implica una actividad de
formulacion al adaptar sus condiciones de aplicacion (como la consideracion de la altura inicial)
al contexto especifico del lanzamiento de martillo. Esta capacidad de reconocer y seleccionar un
modelo adecuado y generalizable es crucial para el futuro profesor, ya que le permite identificar
su versatilidad para problemas semejantes en otras disciplinas deportivas de lanzamiento
(jabalina, disco, bala), entrenando asi su pensamiento modelizador y su capacidad de transferir
informacion (Barquero Ocampo & Chaves Montero, 2023; Chavarria-Vasquez & Gamboa-

Araya, 2024).

Un ejemplo mas avanzado de formulacion es la Construccion de la funcidn spline
paramétrica en GeoGebra (Paso 7). Este desarrollo representa la creacion de un modelo
matematico especifico y adaptado a la trayectoria observada del martillo, mostrando como el
docente puede desarrollar herramientas matematicas personalizadas para un fendmeno particular.
Esta formulacion es adaptable a situaciones similares que involucren trayectorias complejas,
buscando optimizar el gesto deportivo, y es un claro ejemplo de como la modelacién va mas alla
de la aplicacion de formulas preestablecidas, exigiendo creatividad y adaptacion de herramientas

matematicas avanzadas.
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La enunciacion del algoritmo para calcular la velocidad tedrica, definido bajo las
condiciones propias del lanzamiento de martillo (altura de liberacion, distancias, etc.), y el
desarrollo del método para obtener la velocidad experimental con Tracker (ambos implicitos en
el Analisis de Velocidades Experimental y Teorica, Paso 5), refuerzan la habilidad del docente
para definir procedimientos rigurosos y sistematicos para la construccion de datos para un
modelo. Finalmente, la construccion del método para obtener la velocidad a partir de la derivada
del spline (Paso 8) muestra la capacidad de formular nuevas aproximaciones integrando distintas
herramientas y conceptos del calculo diferencial para resolver un problema fisico, lo que
enriquece su repertorio de modelador y complejiza su conocimiento sobre las técnicas de

aproximacion y derivacion en contextos aplicados.

Aplicacion: Transferencia y Pertinencia de los Modelos Matematicos

La aplicacion es quizas la actividad matematica més evidente de la importancia de la
modelacion en la formacion docente (Giaquinto, 2005), ya que se refiere a la transferencia de
conceptos, modelos o métodos matematicos construidos o comprendidos en un fenémeno
particular a contextos analogos o diferentes para analizar o resolver problemas. En este proceso
de matematizacion del lanzamiento de martillo, la Aplicacion se evidencia en aspectos cruciales

para la formacion del profesorado y la utilidad practica de la modelacion.

La utilizacion de la velocidad tedrica para validar datos experimentales, ligada al Andlisis
Estadistico Comparativo entre Atletas (Paso 9), es una aplicacion directa que ensefia al docente a
contrastar la teoria con la préctica (Chavarria-Véasquez & Gamboa-Araya, 2024). Esta validacion

no solo verifica la coherencia del modelo, sino que también permite evaluar la eficiencia real de
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un lanzamiento (Dapena, 1984) y diagnosticar posibles areas de mejora, demostrando la funcién

diagnostica y predictiva de la modelacion en el rendimiento deportivo (Gutiérrez & Soto, 2001).

La modelizacion de trayectorias en otros lanzamientos o disciplinas, utilizando la funciéon
spline desarrollada en la Simulacion Paramétrica Tridimensional en GeoGebra (Paso 7),
demuestra la versatilidad de los métodos de interpolacion y representacion de modelos. Mas alla
del martillo, esta misma aproximacion paramétrica podria ser aplicada para analizar y modelar
trayectorias de otros implementos en atletismo (jabalina, disco, bala) o gestos deportivos
similares (Cardenas & Suérez, 2018), evidenciando la amplitud de la aplicabilidad matematica y
complejizando la visién del docente sobre el alcance de la modelacion més alla de un caso

particular.

Asimismo, la extrapolacion de conclusiones cinematicas a fendmenos analogos (Paso 9)
permite que los hallazgos sobre la variabilidad de la velocidad o la interaccion entre altura y
angulo de liberacion no se limiten al martillo. Estos pueden ser generalizados para comprender la
dindmica de otros movimientos proyectiles o rotacionales en fisica o ingenieria, fomentando la
capacidad del futuro profesor para transferir el conocimiento matematico a nuevos contextos y
demostrar la utilidad de las matematicas como herramienta universal de andlisis (Rojas, 2017;

Macias-Becerra et al., 2022).

Un aspecto sumamente importante de la aplicacion en la formacion inicial docente es el
disefio de herramientas pedagogicas basadas en el modelo. La experiencia de construir el modelo
analitico y la simulacién en GeoGebra (Paso 7 y 9) capacita al futuro profesor para transformar
estas construcciones matematicas en recursos didacticos dinamicos (Chavarria-Véasquez &

Gamboa-Araya, 2024; Olawale & Hendricks, 2024). Esto les permite ensefiar conceptos
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complejos de calculo (derivadas, vectores), geometria (trayectorias parabolicas, splines) o
estadistica (analisis de datos, error) en un contexto real y altamente motivador, demostrando
como la matematizacion impacta directamente en la practica pedagogica y complejiza su

conocimiento didactico-matematico (Bello & Forero, ¢.2016).

Representacion: Claridad y Comunicacion del Pensamiento Matematico a través de

Modelos

La representacion es una actividad matematica transversal que es esencial en la
formacion docente porque se relaciona directamente con la claridad y la efectividad en la
comunicacion del pensamiento matematico y de los modelos construidos (Giaquinto, 2005). El
uso de diversas formas de representacion, como las graficas espacio-tiempo y de velocidad en
Tracker (provenientes del analisis experimental y la extraccion de datos) y los modelos analiticos
a través de ecuaciones (Pasos 4 y 5), ensena al futuro profesor la importancia de traducir datos y

teorias en formatos comprensibles y visualizables.

La simulacion tridimensional en GeoGebra (Paso 7) proporciona una representacion
grafica dinamica de la trayectoria modelada con splines, lo cual es una herramienta poderosa
para visualizar fendémenos complejos (Cardenas & Suarez, 2018), mientras que los vectores
velocidad en GeoGebra (Paso 8) ofrecen una representacion grafica de la velocidad instantanea,
visualizando conceptos abstractos. Ademas, las tablas de datos experimentales y tedricos (Tabla
1 y 2), junto con las tablas de medidas de tendencia central y desviacion estandar (Tabla 3),
ofrecen una representacion organizada y estadistica de los resultados, vital para la comunicacion
de hallazgos cuantitativos. Las graficas de ajuste del movimiento en Tracker (Grafico 1y 2) y las

gréficas de velocidad obtenidas por Tracker (Grafico 3 y 4), junto con la tabla comparativa de
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velocidades Tracker vs. Simulacion (Tabla 4), son representaciones visuales y numéricas que

validan los modelos y facilitan la comparacion entre lo tedrico y lo empirico.

Esta habilidad de utilizar multiples formas de representacion (Chavarria-Vasquez &
Gamboa-Araya, 2024; Matematicas y contexto, 2000) es crucial para el docente, ya que le
permite explicar conceptos complejos de manera accesible a sus estudiantes, organizar la
informacion de forma efectiva y validar los modelos construidos de forma intuitiva. Un profesor
competente en representacion puede transitar fluidamente entre lo simbolico, lo grafico, lo
numérico y lo verbal, facilitando la comprension del proceso de matematizacion en el aula 'y
fortaleciendo su didactica, preparandolos para ensefiar la modelacion como un lenguaje que

interconecta diferentes representaciones de la realidad y del modelo matematico.

8.6 La Matematizacion del Lanzamiento de Martillo como Herramienta de Decision
y Mejora para el Conocimiento del Profesor de Matematicas

El analisis de los datos y modelos construidos a lo largo de esta investigacion,
desarrollado con exhaustividad en los apartados previos sobre las Actividades Matematicas, no
se limita a una descripcion del fenomeno del lanzamiento de martillo. Por el contrario,
profundiza en cémo el proceso de matematizacion, en su totalidad, se convierte en una
herramienta invaluable para que el futuro profesor de matematicas tome decisiones
fundamentadas y mejore su comprension de la actividad deportiva, complejizando su
conocimiento profesional en la perspectiva de la modelacion matematica. Esta perspectiva se
alinea con la vision de la matematizacion propuesta por Freudenthal (1991) y Trefters (1987),
quienes enfatizan que el objetivo final es el desarrollo de un pensamiento matematico funcional y

aplicado que impacte directamente en la realidad (Loyola Malqui & Huaman Vila, 2025;
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Gonziélez, s.f.). A continuacion, se detalla como la interconexion de las diversas actividades
matematicas, a través de la modelacion del lanzamiento de martillo, contribuyo a este propodsito

central.

El inicio de este camino de analisis se fundamento en el descubrimiento, una actividad
que transformo la mera observacion en una indagacion matematica rigurosa, tal como se detallo
previamente. Mediante la observacion inicial y el meticuloso anélisis de las graficas espacio-
tiempo generadas por Tracker, el futuro docente fue capaz de identificar y revelar propiedades
cinematicas cruciales del movimiento del martillo. Un hallazgo particularmente significativo fue
la deteccion de la relacion intrinseca entre la derivada y la velocidad instantdnea, una conexion
fundamental que dota al profesor de la capacidad de comprender la dindmica del movimiento
desde una perspectiva de calculo avanzada, reforzando su conocimiento para la ensefianza de la
modelacion y la interpretacion de fendmenos cambiantes. Este proceso de descubrimiento se
amplié al contrastar el angulo optimo tedrico ideal con las desviaciones observadas en los datos
experimentales (Dapena, 1984), lo cual fomentd una reflexion critica sobre los factores reales
que modifican el rendimiento y sent6 las bases para identificar posibles areas de mejora 'y
optimizacion en el lanzamiento, un aprendizaje valioso para abordar la complejidad de los

modelos en la practica y sus limitaciones.

Complementando este proceso inicial, la explicacion, tanto en su vertiente subjetiva
como en la objetiva, consolid6 la comprension profunda y la base argumentativa necesaria para
futuras intervenciones pedagogicas del profesor. La justificacion de las variables y la
interpretacion de los datos cinematicos, sustentadas en el rigor del calculo diferencial (Resnick,

Halliday, & Krane, s.f.) y la estadistica inferencial (Hernandez-Sampieri & Mendoza, 2018),
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capacitaron al docente para evaluar de forma objetiva la eficiencia de un lanzamiento especifico,
identificar desviaciones del 6ptimo matematico y, en consecuencia, precisar donde y como se
podria intervenir para mejorar el rendimiento deportivo (Gutiérrez & Soto, 2001). Esta capacidad
de explicar con fundamento tedrico-matematico es un pilar para la toma de decisiones
informadas, tanto en el anélisis deportivo como en la comunicacion de modelos matematicos a
estudiantes, complejizando su Pedagogical Content Knowledge (PCK) para la modelacion

(Greefrath et al., 2021).

La formulacion represento la fase donde se crearon las herramientas matematicas
indispensables para el diagndstico y la optimizacion del gesto deportivo, aspectos esenciales en
la modelacion. La adopcion y adaptacion de modelos preexistentes, como la ecuacion de tiro
parabdlico, junto con la construccion de modelos especificos como la funcidn spline paramétrica
en GeoGebra, como se detall6 anteriormente, proporcionaron al futuro docente y al propio
deportista una herramienta diagnostica invaluable. Con ella, se puede analizar la trayectoria
especifica del martillo con alta fidelidad, identificar puntos criticos de liberacion o dngulos
ineficientes, y comparar el rendimiento individual con modelos éptimos previamente
establecidos (Maronski, 1991), lo que se traduce directamente en la capacidad de proponer
mejoras técnicas y estratégicas. Este proceso de formulacion en un contexto real complejiza el
conocimiento del profesor sobre como construir, refinar y validar modelos matematicos,
preparandolo para disefiar tareas de modelacion auténticas en el aula (Carrillo-Yafiez et al., 2018;

Juandi et al., 2021).

Finalmente, la aplicacion y la representacion son las actividades que materializaron el

impacto de la matematizacion en la capacidad de toma de decisiones y mejora, tanto a nivel
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pedagogico como deportivo. La utilizacion de la velocidad teorica para validar datos
experimentales (Dapena, 1984) permitio un contraste directo entre la teoria y la practica,
evaluando la eficiencia real del lanzamiento. La trascendencia de la aplicacidon se manifesto en la
modelizacion de trayectorias en otros lanzamientos o disciplinas y la extrapolacion de
conclusiones cinematicas a fendémenos analogos (Rojas, 2017), demostrando cémo el docente en
formacion puede transferir el conocimiento matematico adquirido a otras areas de la fisica o el
deporte, evidenciando la versatilidad de la modelacion y su capacidad de generalizacion. Mas
alla del analisis cientifico, la aplicacion didactica se concreto en el disefio de herramientas
pedagbgicas basadas en el propio modelo analitico y la simulacion en GeoGebra. Esto capacita al
futuro profesor para transformar sus construcciones matematicas en recursos educativos
dindmicos (Chavarria-Vasquez & Gamboa-Araya, 2024; Olawale & Hendricks, 2024), que
permiten ensefiar conceptos complejos de calculo, geometria y estadistica en un entorno real y
altamente motivador. La representacion, omnipresente a través de graficas (espacio-tiempo,
velocidad, 3D), ecuaciones, tablas de datos y vectores, no solo facilité la comprension, sino que
proporciono el lenguaje visual y simbolico para comunicar diagnosticos precisos sobre el
lanzamiento y proponer estrategias de mejora basadas en evidencia matematica, convirtiendo las
matematicas en una herramienta para la accion y la optimizacion del rendimiento, lo que es clave
para la ensefianza efectiva de la modelacion y la complejizacion del conocimiento didactico del

profesor (Bello & Forero, ¢.2016).

En sintesis, el analisis profundo de los procesos de matematizacion del lanzamiento de
martillo demuestra concluyentemente que este enfoque dota al futuro profesor de matematicas de

una capacidad excepcional para comprender criticamente, analizar rigurosamente y proponer
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mejoras activas en un fenomeno real. Al ir mas alla de la simple descripcion, la matematizacion,
en la perspectiva de la modelaciéon matematica, permite identificar variables clave, proponer
escenarios Optimos, analizar desviaciones y fundamentar decisiones orientadas a la optimizacion.
Este enfoque no solo complejiza su conocimiento profesional en un sentido tedrico, al integrar
conceptos avanzados de calculo, estadistica y biomecanica, sino que lo prepara para ensefar
matematicas como una disciplina viva, pertinente y directamente aplicable a los desafios del
mundo real, y para guiar a sus propios estudiantes en el ciclo de la modelaciéon matematica como

una forma auténtica de hacer y comprender las matematicas.
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9. Conclusiones

El estudio demostr6 que el desarrollo de un proceso de matematizacion, enmarcado en el
analisis de un fenomeno real como el lanzamiento de martillo, es un catalizador potente para un
aprendizaje matematico profundo. Este proceso, que transita rigurosamente entre la observacion
cualitativa (a través de entrevistas con expertos en biomecéanica deportiva) y el analisis
cuantitativo (mediante la extraccion y sistematizacion de datos de videos con el software
Tracker), culminé en la construccion de modelos matematicos capaces no solo de describir el

movimiento del implemento, sino también de explicar y predecir su comportamiento dindmico.

La integracion de herramientas tecnoldgicas fue fundamental en este desarrollo. La
utilizacion de Tracker permitio la sistematizacion precisa de datos cinematicos, convirtiendo la
observacion empirica en informacion cuantitativa manejable. Por su parte, GeoGebra se reveld
como una herramienta indispensable para la simulacion tridimensional y la representacion
dindmica de la trayectoria del martillo mediante funciones spline paramétricas. Esta capacidad de
transitar entre el dato crudo, el analisis numérico y la visualizacidn interactiva enriquecio
profundamente la comprension espacial y temporal del movimiento, constituyendo un prototipo

de proceso de modelacion replicable y adaptable.

Asimismo, la aplicacion del calculo diferencial, especificamente a través de las derivadas
del spline para obtener la velocidad de simulacion, y su posterior comparacion con la velocidad
experimental y tedrica, valido la potencia de las matematicas para modelar y aproximar la
realidad fisica del lanzamiento. Este ejercicio de validacion y analisis de error no solo confirmé
la coherencia de los modelos construidos, sino que también expuso sus limitaciones y la

variabilidad inherente de los datos empiricos. Esta experiencia directa es una leccion esencial
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para el futuro profesor, quien aprende a apreciar la incertidumbre y la necesidad de refinar los

modelos en la practica, un componente crucial de la perspectiva de la modelacion matematica.

Adicionalmente, la investigacion permitio la clara identificacion y caracterizacion de las
cinco Actividades Matematicas (A.M.) propuestas por Giaquinto (2005) —Descubrimiento,
Explicacion (Subjetiva y Objetiva), Formulacion, Aplicacion y Representacion— dentro del
proceso de modelacion del lanzamiento de martillo. Esta caracterizacion concluye que la
matematizacion trasciende la mera aplicacion de formulas o algoritmos preestablecidos; en
cambio, es un proceso dinamico y multifacético. Estas actividades se revelaron como pilares para
desarrollar un pensamiento matematico integral en el contexto de un fendmeno real, fomentando
la observacion critica, la argumentacion fundamentada, la creatividad en la construccion de

modelos y la efectividad en la comunicacion de los hallazgos.

Particularmente, la fase de descubrimiento demostro ser un potente motor para el
aprendizaje, al permitir la observacion inicial del lanzamiento y el analisis de graficas en
Tracker. Esto promovi6 la identificacion autonoma de propiedades cinematicas del movimiento y
la relacion inherente entre la derivada y la velocidad. Este tipo de descubrimiento activo,
impulsado por datos empiricos, es fundamental para caracterizar como el estudiante (y el

profesor en formacion) puede "desenterrar” las matematicas presentes en su entorno.

La explicacion, tanto subjetiva (basada en observaciones iniciales y juicios previos al
modelado formal) como objetiva (sustentada en principios matematicos y analisis riguroso de
datos), es crucial para construir y comunicar el conocimiento matematico. El proceso de

justificar la eleccion de variables, interpretar graficas complejas y aplicar modelos analiticos
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caracteriz6 la necesidad de una argumentacion solida y coherente, que vincula los conceptos

abstractos con el fenomeno real.

La formulacién de modelos, evidenciada en la adaptacion de modelos fisicos clasicos
como el tiro parabdlico al contexto del lanzamiento y la construccion de un modelo mas
complejo como el spline paramétrico, caracterizo la habilidad de crear y refinar estructuras
matematicas adecuadas para representar el fendémeno. Esto subraya que la matematizacion
requiere que el docente sea un constructor de modelos, no solo un aplicador, lo que implica la
capacidad de seleccionar o disefar las herramientas matematicas mas apropiadas para cada

problema especifico.

La aplicacion de los modelos y conclusiones a contextos analogos (como otros
lanzamientos deportivos o fendmenos cinematicos) y el disefio de herramientas pedagogicas
basadas en la modelacion, caracterizo la transferibilidad y utilidad del conocimiento adquirido.
Esto demostré como las matematicas pueden ir mas alla de un caso particular, ofreciendo

soluciones generalizables.

Finalmente, la representacion se caracterizé como un elemento transversal y esencial en
todo el proceso de matematizacion. La variedad de representaciones utilizadas (graficas de
Tracker, modelos analiticos, simulaciones 3D en GeoGebra, tablas de datos, vectores) facilitéo no
solo el andlisis detallado del fendémeno, sino también la claridad y efectividad en la
comunicacion de los hallazgos. Un dominio de multiples formas de representacion es

indispensable para interpretar y explicar fendmenos complejos.
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El estudio del lanzamiento de martillo, a través de sus actividades de matematizacion,
proveyo6 elementos clave que complejizan de manera significativa el conocimiento del profesor
de matematicas. Esta complejizacién no es meramente conceptual, sino que abarca su

conocimiento didactico y su perspectiva sobre la utilidad de las matematicas.

La perspectiva de matematizacion adoptada no es simplemente un ejercicio académico,
sino una herramienta profundamente funcional y transformadora para la toma de decisiones en la
practica. Al sumergirse en la matematizacion de un fenémeno real como el rendimiento
deportivo, el profesor en formacion desarrolla una vision de las matematicas como una disciplina
inherentemente activa, heuristica y orientada a la solucion de problemas. Esta vision lo dota de la
capacidad no solo de analizar y comprender situaciones complejas, sino, crucialmente, de
optimizarlas y fundamentar decisiones. Esta capacidad de ir més all4 de la descripcion para
influir en la realidad prepara al futuro docente no solo para impartir conocimiento disciplinar,
sino para cultivar en sus estudiantes un pensamiento critico, una habilidad de resolucion de
problemas y una apreciacion auténtica del poder de las matematicas en la vida practica y en su
entorno cotidiano. La matematizacion, por tanto, se consolida como un pilar en la formacion del
profesor de matematicas, capacitdndolo para ser un agente de transformacion en el aula, guiando

a sus estudiantes hacia una comprension profunda y funcional de las matematicas.
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