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Resumen

En este trabajo vamos a estudiar los aspectos basicos de las transformaciones de Mébius, para esto
expondremos la notacion de circunferencias fundamentales, su asociacion con las transformaciones y
algunas propiedades elementales.|3]

El objetivo de este trabajo es mostrar de manera resumida la conservaciéon de las formas que lleva
las transformaciones de Mobius, mostrando a su vez que estas transformaciones son bilineales y

proyectivas observando que las mismas se transforman en el plano complejo y en la esfera de Riemann.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

Cada vez que en matematicas se aborda una teoria particular se hace necesario establecer un lenguaje,
un conjunto de notaciones que nos indican de manera practica que son los elementos y como se
manejan. Para este trabajo realizamos un analisis en los nimeros complejos. Para facilidad del lector,
hacemos uso del plano cartesiano como la composicion del eje real y el eje imaginario, de modo que
el punto (x,y) esta relacionado con el nimero complejo z por la siguiente ecuacion z = x + iy donde
i es el valor complejo i = V-1. El valor de x = Re(z) es la parte real de z e y = Im(z) es la parte
imaginaria de z. El conjugado de z es una proyeccion simétrica con respecto al eje real, de modo que
Z =x—1iy es el conjugado de z. El modulo de z denotado como |z| = 4/x? +p? es la distancia del
punto z al origen.

De manera similar podemos definir el nimero complejo z # 0 en coordenadas polares como sigue
z=r(cosO +1isinb)

donde r y O son dos valores reales no negativos y cos 0 +isin@ es llamado factor angular de z. Este
es un namero complejo de modulo uno denotado por €'?. Es necesario tener en cuenta los conceptos
basicos del algebra lineal, debido a que en los temas a tratar hacemos uso de asociacion de funciones
o circunferencias con matrices. Sin embargo, nos restringimos a matrices 2 x 2 de la forma

a b A B
5 = @ = .
c d C D
La primera matriz esta asociada a una transformaciéon de Mdobius, la segunda esta asociada a una
circunferencia fundamental.
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

2. Circunferencias y matrices asociadas a las transformaciones
de Mo6bius

Decimos que una circunferencia consta de todos los puntos que equidistan de un punto el cual es
denominado como centro de la circunferencia, esto ocurre en lo que llamaremos un z-plano. En la
geometria cartesiana, tomabamos los puntos (x,y) que equidistan de un centro (a,b) a una distancia
0 y obteniamos la formula (x —a)? + (y — b)? = p2. Cambiamos las variables a la notacion de numeros
complejos de la siguiente manera (x,y) =x+iy=zy (a,b)=a+ib=1y.

Tenemos entonces que el radio p es la distancia entre cualquier z y el punto y, es decir, [z—y| = p,
también que |z—|?> = p2. Ahora bien, recordando las propiedades del modulo de niimeros complejos,
obtenemos |z — y|> = (z— y)(2—¥) = zZ— yz— yZ + yy, finalmente llegamos a la ecuacion de la
circunferencia con centro y y radio p

22—772—7/2+7/)7—p2:0. (1)
Para entender la asociacion de (l) con una matriz. es necesario ver su forma general

C(z,2)=Azz—-Bz-Cz+D =0, (2)

donde A y D son reales y By C son complejos conjugados. Es decir, la matriz

A B
QZ(C D) 3)

es una matriz hermitiana. Cabe resaltar que la ecuacion (I) es un caso particular de la ecuacion (2) y
por ende representan la misma circunferencia si A # 0, no es dificil de ver pues

B=-Ay; C=-Ay=B; D=A(yy-p°) (4)
Cada matriz € hermitiana esta asociada a una ecuacion de la forma (2) y representa una circunferencia
excepto cuando A=B=C =0.

Fijemonos en la ecuacion (#). Al detallar que es la misma circunferencia de la ecuacion (I), podemos
darnos cuenta que si tenemos dos matrices hermitianas C;,,, estas representan la misma circun-
ferencia si y solo si C; = AC,, donde A es un real diferente de cero. Para determinar los diferentes
tipos de circunferencias incluidos en una misma matriz hermitiana usaremos su determinante

|C|=A=AD-BC =AD-|BJ% (5)

Evidentemente A es un namero real, que se conoce como el discriminante de la circunferencia C.
Si observamos la ecuacion (I), vemos que el discriminante de circunferencia es 6 = —p?, para la
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

circunferencia dada por la ecuacion (2), y que le corresponde la matriz de la ecuacion (3), tiene por
discriminante

A=-A%p? (6)

Ahora se hace evidente que son la misma circunferencia, pues cada discriminante esta ligado al otro
por un producto escalar.

Notese que siempre que A # 0 y A <0 tenemos que € es una circunferencia real ordinaria. En el caso
de que A =0 la ecuacién general @D se convierte en una ecuacion lineal, de modo que obtenemos la
ecuacion de la recta con coeficientes reales. Para el caso de que A # 0 pero A = 0 los puntos aparecen
como un punto circular, pues p = 0. Finalmente, podemos ver que pasa cuando A > 0. De acuerdo con
la ecuacion @, observamos que p2 < 0. De manera que tenemos una circunferencia imaginaria con
radio imaginario p y un centro real p. Una circunferencia imaginaria no tiene puntos reales. Es decir
que no existen x ni y reales tales que z = x+1y y z sea un punto de la circunferencia. Sin embargo,

su radio puede ser hallado con las ecuaciones {#) y ().

Veamos el ejemplo de la circunferencia imaginaria unidad dado por la siguiente ecuacion y matriz

=0 e=(g 7). "

Esta ecuacion no puede ser resuelta por un nimero complejo ordinario z. Sin embargo, podemos
escribir la circunferencia en la forma x2 +y? = —1 y esta ecuacién puede resolverse por puntos en el
espacio, cuyas coordenadas x, 7 no son ambos nimeros reales. Una solucion trivial seria x =0y p =1.

La circunferencia € se dice que tiene una orientacion positiva si A > 0, es decir —C es la misma
circunferencia con orientacion negativa. Esta orientacion puede ser presentada por una flecha en la
circunferencia que va en sentido antihorario si es positiva. Esta nocion de orientacion puede llevarse
al caso de circunferencias imaginarias, pues esta sigue siendo determinada por el signo de A.

Sea €1 y €, representaciones de dos circunferencias diferentes. Es decir, que son matrices no pro-
porcionales la una de la otra. Sean 1; y A, dos nimeros reales no ambos cero, definimos entonces a
C =1,C; + 1,C, como un haz de circunferencias.

En geometria proyectiva |2], un haz es una familia de objetos geométricos con una propiedad comun.
Por ejemplo el conjunto de las circunferencias de Apolonio (Figura [[), podemos apreciar dos haces
ortogonales de circunferencias.

Haciendo uso de la definicion del haz de circunferencias, podemos ver que el determinante esta dado

por
|@| _ /\1A1 + /\2A2 /\1B1 + /\2B2 (8)

/\1C1 + /\2C2 /\1D1 + AZDZ
= AMAZ+2A1500 ), + A 03 (9)
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Figura 1: Haz de circunferencias de Apolonio

La ecuacion (J) es una forma cuadratica en las variables A; y A, con coeficientes reales donde
A =|Cql, Ax=ICal, 2A1=A1Dy+A;Dy - B1Cy - ByCy. (10)

Ahora bien, sea A; y A, # 0, si C;,C, son las circunferencias ()1, p1), (72, 02), entonces por la
ecuacion (3) y la ecuacion (6) tenemos

Ar=-Afpi Ay=-A3p; 2A15=A1Ax(5° - pT - p3), (1)
donde 0 = |y; — ;| es la distancia entre los centros de cada circunferencia.

Supongamos que C; y €, son ambas circunferencias reales y que ellas tienen al menos un punto real
en comun (Figura [2). Entonces el angulo w entre las dos direcciones de las C; y €, esta definido
como el angulo formado por las tangentes de las dos circunferencias en el punto comtn en la direccion
definida por la orientacion.

Por el teorema del coseno de geometria elemental tenemos que

6% = p +p5 F2p1p2c08 w. (12)
Por lo tanto,
2A12 = $2A1A2p1p2 COSw = —2\/—A1\/ —Az COS w. (13)
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

El simbolo es determinado unicamente por las orientaciones de las dos circunferencias C;, C;, y

Ap _ Ay
VAR VAW,

Para las circunferencias reales es necesario y suficiente que w sea un angulo real. Es decir

Cosw = (14)

-1 <cosw < +1,

Figura 2: Representacion de C; y €,

lo que equivale a decir que AjAy —A?, >0 con A; <0 es la condicion para que la forma cuadratica
(9) tenga un valor no positivo para todo real A; y A,.

Inversiéon Sea € una circunferencia y z un punto que no esta en el interior de la circunferencia €
y es diferente a su centro. Entonces hay un tnico punto z* diferente de z que es comun a todas las
circunferencias que pasan por z que son ortogonales a C.
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Lo anterior es un teorema que define lo que es un punto inverso respecto a una circunferencia funda-
mental. Ahora bien, cada punto en el plano, excepto el centro z = = —C/A de una circunferencia
fundamental, es llevado por la inversion en un punto definido en la imagen de z* por

AZ'z+ Bz + Cz+ D = (7, 2). (15)
En este caso, z* esta definido de manera inica como funcion de z

3 Cz+D
~ AZ+B

*

_ P
=7+5 5 (16)

Sea z" = f(z) una relacion. Con el fin de hacer la inversion una correspondencia uno a uno (biyectiva)
de todo el plano sobre si mismo, es necesario completar el plano de los niimeros complejos ordinarios
anadiéndole un elemento mas que se llama el punto infinito y es representado por el simbolo co. De
este modo, completamos la definicion de inversiéon poniendo

f(y)=o0 (17)
pues la inmersion es involutiva, esto es, f(z*) = z. De modo que es natural poner
fleo) =7y, (18)

con lo cual podemos decir que z* = f(z) es una correspondencia del plano complejo en si mismo. De

0 se deriva
lim f(z) =co, lim f(z)=y

randd Z—00

que con respecto a (I7) y expresa la continuidad de la inversion en el centro  y en oo respectiva-
mente. Procedemos entonces a hacer énfasis en lo que podria considerarse como el corazon de este
trabajo.

Se dice que una transformacion Z = ¢(z) del z-plano en el Z-plano es isogonal en el punto z, si envia
dos curvas cualesquiera que se encuentran en z; formando el d4ngulo w, en dos curvas formando el
angulo () = +w en Z) = ¢(z(). Se dice que la transformacion es conforme en zy, si () = w.

Es entonces cuando podemos intuir hacia donde nos dirigimos, mas alla de la preservacion de angulos
en la inversion, es la conservacion de otros elementos, de aqui que surge el siguiente teorema.

Teorema 1. Cada inversion lleva circunferencias en circunferencias, circunferencias reales (incluidas las
rectas) en circunferencias reales y circunferencias imaginarias en circunferencias imaginarias.
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Demostraciéon. Suponemos que la circunferencia fundamental (la circunferencia bajo la que se hace la
inversion) € de la inversion es una circunferencia real propia (|Cy| < 0, Ay # 0). Para el caso de una
linea recta debemos tener en cuenta que A = 0 y por tanto la ecuacion de la recta esta dada por
Bz+Cz+D =0, sustituimos la definicion de inversion obteniendo Bz*+c¢z*+ D = 0 y el discriminante
de su matriz es A = —BC = |B|*. Es decir, A* = A esto nos lleva a que transforma rectas en rectas.
Debido a la definicion geométrica de la inversion, sus propiedades geométricas no dependen de la
posicion de € en el plano ni de la magnitud del radio py. Por tanto, podemos elegir o =0y py = 1.
Por la inversion viene dada por z* = 1/Z. Sea € cualquier circunferencia. Su imagen por inversion
se obtiene sustituyendo z = 1/z* en (2). Después de la multiplicacion por el factor positivo z*z* la
ecuacion sera

-1 1 - :
z*z*(E(T*, —*) =Dz'z*+Bz"+Cz*+ A =0. (19)
ztz
. . . .~ _ (D B e
Esta es la ecuacion de la imagen de la circunferencia C* = c Alvysu discriminante cumple que

A" = A. Asi € es real si € es real e imaginario si € es imaginario. [

Teorema 2. La inversion es una transformacion isogonal que cambia el angulo entre dos curvas en el angulo
negativo
w'=-w (20)

Demostraciéon. Para dos circunferencias €;,, encontramos las imagenes €, segun (19). Entonces
1,42 g 17&2 Seg
A} =Aq, A5 =A,, A}, = Ay, por lo tanto por ([4) tenemos que

cosw” = cos w, (21)

sin cambio de signo, pues la inversion convierte la orientacion de cualquier circunferencia real en la
inversa. Esto puede deducirse facilmente de la construccion geométrica indicada en la figura 3] Asi,
" = tw. sin embargo, con el mismo argumento se concluye que w* = —w ]

2.1. Relacién cruzada

Para concluir con los preeliminares de niimeros complejos vamos a abordar dos conceptos sencillos
que nos seran de utilidad al final de este trabajo.

= Relacion o razén simple Sean z;, z;, z3 tres nimeros complejos no colineales los tres, entonces
la relacion simple esta definida como

Z21—2) -

— S1 23 # 21
(21}22’23)2{ 1723

22
o0 si Z1 =23 ( )
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2 CIRCUNFERENCIAS Y MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Figura 3: Inversion de angulos

No abordaremos de manera detallada en esta propiedad de los nimeros complejos pues queda
fuera de los parametros de este trabajo.

» Relacion cruzada Sean z;, z;,, z3 tres nimeros complejos no colineales los tres, entonces la
relacion cruzada esta definida como

(21 —23)(22 — 24)

(21 —24)(22 — 23)

(21,22;23,24) = (23)

De la misma manera no vamos a profundizar, pero estas definiciones nos seran de utilidad en
uno de los teoremas fuertes de este trabajo.
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

3. Propiedades de las transformaciones de Mobius

3.1. Propiedades basicas

Las transformaciones de Mobius son funciones que aplican de un z-plano (complejo) al Z-plano
(extendido) C*. Estas funciones tienen la forma

az+b

Z=bhlz)= cz+d’

(24)

A esta transformacion podemos asociarle una matriz compuesta por los coeficientes constantes de la

transformacion
a b
o=[¢ a

Cada una de las componentes de la matriz es un nimero constante complejo y su determinante es
|H|=0=ad-bc
con ¢ distinto de cero, pues de serlo tendriamos que ad —bc=0,ad =bcya= %, por tanto

be
7Z+b

cz+d

b(§z+1)
~ cz+d

b(cz+4d)

d(cz+4d)

De este modo, la transformacion es contante. La transformacion §) evidentemente define la transfor-
macion de Mobius, mientras la transformacion define la matriz salvo por un factor constante gf) con
g cualquier complejo distinto de cero.

La inversion de la transformacion de Mo6bius es una correspondencia uno a uno entre el z-plano y
el Z-plano, donde este Gltimo puede considerarse como una segunda copia del z-plano. Si ambos
planos coinciden podemos decir que la transformacion representa un mapeo del plano extendido en
si mismo, a diferentes valores de z le corresponden diferentes valores de Z y viceversa.

El punto z,, = —d/c es llamado polo norte de la funcion £(z). Esta imagen en el Z-plano es el punto

Z =00
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Una transformacion de Mobius es llamada homografa en la variable z, es decir que preserva las
razones de distancias, esto debido a lo siguiente.

En lugar de las variables z y Z introducimos las variables homogéneas z1,z,; 72, Z, respectivamente,

tales que

z= a Z = é
2 Z,
De la relacion podemos obtener

1

—Z1 =az; + bz,

q

1

EZZ =Cczy + de (25)

Lo anterior podemos verlo de la siguiente manera

az+b
cz+d

21
0(5)4' b

21
o(3)+d
azy+bz,

2

Z =

cz1+dz;
22

Zl azy +b22
Z, cz;+dzy

Dado que si = 7 de donde a = acy b = ad con a € Q entonces
Z
=1 =azy+bzyy =2 =czy+dz,,
q

donde g es un nimero complejo arbitrario diferente de cero. Esto es una transformaciéon homogénea
en variables z; y z,, luego hacemos uso de la matriz §) y la siguiente notaciéon columna

De manera que (25) se puede ver de la siguiente manera

3=ghz. (26)
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Finalmente es llamada "transformacion bilineal"porque esta deriva de la relacion bilineal entre dos
variables zy Z
czZ+dZ —-az—-b=0. (27)

Nota: Se puede denominar "transformacién bilineal"debido a la relacion bilineal que subyace en su
definicion. La ecuacion (27) es una representacion implicita de la transformacion de Mobius, donde z
y Z son dos variables complejas. En esta ecuacion, la relacion entre z y Z es de naturaleza bilineal,
ya que ambas variables aparecen en términos lineales y en productos cruzados.

Sin embargo, es importante destacar que, aunque esta representacion implicita muestra una relacion
bilineal entre las variables z y Z, la expresion directa de una transformacion de Mabius (24), es no
lineal en términos de z debido a la division de ntiimeros complejos. Por lo tanto, aunque se pueda
hablar de una relacion bilineal subyacente en las transformaciones de Mobius, no son estrictamente
bilineales en el sentido en que se usan comtnmente en algebra lineal. La terminologia puede variar
segin el contexto, pero en general, se les llama transformaciones de Mdobius o transformaciones
homograficas.

Para recalcar, la ecuacion (I6) que define una inversion

_ C02+D0
B A02+BO

*

no se categoriza como una transformacion de Mobius dado que no seria una transformacion bilineal
ni proyectiva. Este es un caso especial de una transformacion de la forma Z = (2) la cual es lla-
mada anti-homografa. Para entender este concepto vamos a entrar en dos aspectos importantes, las
transformaciones de M6bius como un grupo y el segundo las trasnformaciones de Mdobius de tipo
simple.

3.2. El grupo de las transformaciones de Mdbius

Sean 1, ), dos transformaciones de Mébius

(a1 b _ (a2 by
ﬁl_(cl dl) y j52_(6'2 dz ’
Si estas transformaciones son llevadas a cabo en sucesion, primero z; = H;(z), entonces Z = H,(z1) y
obtenemos la transformacion

Z = Fi(Fi (2)) (28)
Esta transformacion es entendida como el producto de dos transformaciones ), H, en ese orden. Esta
es a su vez una transformacion de Mobius 3

_ aZﬁl (Z) + b2 _ (611612 + szl )Z + 612[71 + bZdl

B C251(Z) + d2 B (Czal + d2C1 )Z + C2b1 + dZdl '
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Notemos que la matriz )3 se puede ver como el producto de las matrices H; y H,

D3 =501 = ( (29)

arag + bZCI ﬂzbl + b2d1
cray + d2C1 CZbl + d2d1 )

La funcion producto (28) es con certeza no constante y su inversa a su vez es una transformacion de

Mobius
_dZ-b

- —Z+a
d -b
- al
Teniendo en cuenta que ) = (CCI Z), tenemos que HH~! = I,. En efecto,
a b\(d -b\ (ad-bd -ab+ab
c di\-c a)] \cd-dc -cb+da
_ [ad —bc 0
B 0 ad —bc

~ (ad —bc)((l) (1))

z=(H)'(2) (30)

y su matriz inversa omite el factor 1/0

Se hace evidente que el factor no afecta a la identidad, pues sabemos que las transformaciones son
equivalentes salvo un factor escalar.

Una transformacion lineal de Mobius especial es la identidad Z = z que viene dad por la matriz

identidad
I 1 0
~\0 1

El producto de matrices es asociativa, la misma es por lo tanto valida para tres o mas transformaciones
de Mobius.

Teorema 3. El sistema de todas las transformaciones de Mibius es un grupo con la composicion funcional
como un grupo multiplicativo.

Por medio de la proyeccion estereografica, cada transformacion de Mobius puede ser transferida a
la esfera. Aparece alli como cierta transformacion de la esfera sobre si misma. El grupo de todas las
transformaciones esféricas es isomorfo al grupo de las transformaciones de Mobius.

La representacion analitica de las transformaciones esféricas se sale del objetivo de este trabajo.
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

3.3. Transformaciones de Mobius de tipo simple
Si ¢ = 0 podemos asumir que d = 1, con lo cual H(z) se puede ver como una funcion lineal
Z=az+b.

Si ¢ # 0 la formula (24) puede ser escrita de la siguiente forma haciendo la division de polinomios

d
az+5 = %(czb+d;+(b—ﬂ7).
De donde %17 = ¢t Ay
o 1
con lo que zg_zcz+d' (31)

De este modo una transformacion de Mdobius aparece como un producto de transformaciones de
Mbobius de tipo simple

1. Translacion

0 117) con b # 0 complejo (32)

Z =z+b con matriz asociada I} = (

—>
Cada recta paralela al vector translacion 0b es invariante o transformado en si mismo por la
traslacion (32). Las lineas de cada haz son intercambiadas en particular, esto es valido para un

haz perpendicular al vector @ Cada uno de estos haces corresponde en la esfera a un haz
parabolico de circunferencias, todos pasando por el punto S. Este es el tnico punto invariante
por la transformacion esférica que corresponde a (32). Por esto z = co es el Gnico punto cons-
truido de la translacion. La translacion I, es el producto (que resulta de la composicion de dos
inversiones) (Figura [4)

Demostracion. El aspecto geométrico sugiere elegir lineas rectas como circunferencias funda-

—
mentales de la inversion, estas lineas deben ser perpendiculares al vector translacion 0b. Para
la primera inversiéon podemos tomar la linea a través de 0 dada por la ecuacion bz + bz = 0,

b
7' =—=Z

b

Como segundo ciculo fundamental elegimos la linea bz + bz = bb que tiene una distancia |b|/2

como inversion obtenemos
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

bz+bz=1bb

Figura 4: Translacion del punto z al punto Z =z +b

—
de 0 medida en direccion de 0b la correspondiente inversion de z* es

bz - bb
b
bz+bb

b
=z+Db.

2. Rotacion

ia . . elO( O
Z =e€'z  con matriz asociada R, = 0 1
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

Cada circunferencia con centro en 0 es invariante. Son intercambiados las circunferencias del
haz que son ortogonales al haz de circunferencias concéntricas que es el haz de todas las lineas
que pasan por 0. Las rotaciones sobre 0 en el plano corresponden a las rotaciones de la esfera
sobre el eje polar N'S.

Si @ no es un multiplo entero de 27 entonces N y S son los tnicos puntos construidos de la
esfera de rotaciones, en consecuencia, 0 y co son los tnicos puntos fijos de la rotacion (33).

Cada rotacion es el producto de dos inversiones

Figura 5: Rotacion del punto z al punto Z = ze'®

Demostracion. Como circunferencia fundamental para la primera inversion elegimos el eje real
iz—1z = 0. Por esto z* = Z. Como segunda circunferencia tomamos la linea a través de 0 la cual
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3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS

hace el angulo %a con el eje real
ie—i(a/Z)Z _ iei(a/2)z -0.

La segunda inversion toma z* en

Z — (ei(a/Z)/e—i(a/2))z‘*

ei(a/2) B
T a2’
— ei(a/2)ei(a/2)§
=9z,
O
3. Dilatacion alrededor de 0 con coeficiente de extension p > 0
Z =pz con matriz asociada D, = (8 (1)) (34)

Cada recta que pasa por el origen es invariante. Todos las circunferencias alrededor de 0 estan
intercambiadas. Nuevamente los puntos fijos son 0 y co. Toda dilatacion es producto de dos
inversiones.

Demostracion. Como primer circunferencia fundamental tomemos la circunferencia unitaria al-

rededor de 0

*

1
zZ = —.

N

Para la segunda inversion tomemos la circunferencia con el radio 4/p sobre 0. Entonces

_P _
Z_Z_*_pz.

4. Reciprocidad

1 : . (01
Z = _con matriz asociada R = (1 0) (35)

En la esfera, la reciprocidad lleva el punto P(&,7,C) en el punto (&,—#,C); pues si z = (& +
in)/(1 + C), entonces 1/z = (£ —in)/(1 — C) Por lo tanto, en la esfera la reciprocidad es una
rotacion de 180° alrededor del eje &.
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Todas las circunferencias en planos paralelos a 7 y todas las circunferencias maximos cuyos
planos contenidos el eje £ son invariantes. Asi, cada circunferencia a través de 1 y —1 y cada
circunferencias del haz hiperbolico ortogonal se transforma sobre si mismo.

De la interpretacion de la reciprocidad como una rotacion de la esfera es obvio que también la
reciprocidad es producto de dos inversiones.

3.4. Propiedades de la transformaciones de Mébius

La notacion matricial de los tipos simples de transformaciones de M&bius nos permite escribir la
matriz de una transformacion lineal de Mébius en la forma

H =1 RaDypps

y en virtud de tenemos que si ¢ = |cle’” # 0y —8/c = |5/cle’?. Si hacemos el producto matricial

obtenemos
5—1 b\(e'* 0\(la] ©
“\0o 1/J\0o 1J{0 1

(e b\(la] ©
o0 1Jl0 1

_({lale’® b
R () 1)

De modo que la transformacion de Mébius £(z) = |ale’®z + b es lineal.

En el caso no lineal podemos ver la transformacion de la siguiente forma
B =10/Dpss RIa Dy Ry,

Asi, cada transformacion de Mobius aparece como producto de no mas que siete transformaciones
de los cuatro tipos simples en un cierto orden. Por lo tanto, es producto de un nimero par (menor o
igual a catorce) de inversiones.

De los teoremas de la seccion [2] concluimos
Teorema 4. Cada transformacion de Mobius es una aplicacion conforme del plano z completo en el plano Z

completo. Lleva circunferencias en circunferencias, circunferencias reales en circunferencias reales (incluyendo
lineas rectas) y circunferencias imaginarias en circunferencias imaginarias
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Segun la seccion |2, a toda circunferencia € se le puede dar una orientacion. Es geométricamente evi-
dente que el mapeo con una transformacion de Mobius de uno de los tres primeros tipos (translacion,
rotacion y dilatacion) conserva la orientacion de cada circunferencia en el plano. Su interior se mapea
en el interior de la imagen de la circunferencia.

La construccion geométrica del punto 1/z para un z # 0 dado, muestra que la reciprocidad conserva
la orientaciéon de una circunferencia que no contiene 0, pero invierte la orientacion de cualquier
circunferencia que contiene 0 como un punto interior. Por esta razon tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5. Toda transformacion de Mibius 5 conserva la orientacion de cualquier circunferencia que no
contenga el polo de 5. Si C contiene el polo de 5 entonces la imagen € de C tiene su orientacion opuesta a
la de C. Si el polo de 5 se encuentra en C, entonces la imagen de C es una linea recta.

Cualquier anti-homografia se obtiene siguiendo la inversién z* = Z con respecto al eje real por una
transformacion de Mobius adecuada, por tanto una anti-homografia se obtiene como producto de un
ntmero impar (menor a quince) de inversiones. Se trata por tanto de una transformaciéon isogonal que
invierte el sentido de giro. Esta aplica circunferencias a circunferencias.

Teorema 6. Sean z1,2;, 23,24 cuatro puntos cualesquiera del plano completo de los cuales tres no colineales.
Sean §) una transformacion de Mibius y Z]- = f)(zj) con j=1,2,3,4 entonces

(21,225,253, Z4) = (21,225 23, 24)

Mas brevemente, la relacion cruzada es un invariante (invariante de cuatro puntos) del grupo de todas las
transformaciones de Mobius.

Demostracion. Si los cuatro puntos son transformados en Z; por una inversion, luego su relacion

cruzada es dada por su valor conjugado, por tanto, la relaciéon cruzada es invariante bajo un producto
de dos o cualquier nimero par de inversiones. ]

Ejemplo 1. Supongamos que tenemos cuatro puntos en el plano complejo:
z1, 2y, 23, 24
Aplicamos inversiéon a cada uno de los puntos zy, z;, 23,24 para obtener
Z1=12|, Zy=2z), Zz=2z3 Zyi=2y

por definiciéon tenemos que
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esto quiere decir

Partiendo de la definicion (23) podemos ver

2 Z4—2)
PoZ =70 za70) )
2 23—2p
Pom0)z70) )

ko k% R\
(21,22523,24) =

2 Z3—21

(po @ —70)Z—70) )
2 Z4—21

(F’O Z—70)Za—70) )

Al hacer nuevamente la inversion repetimos el mismo proceso obteniendo un doble conjugado, con lo
cual se puede ver que es invariante.

Es necesario comentar que con todo lo anterior podemos crear una transformacion de Mdobius que
cumpla ciertas condiciones requeridas, tomemos como ejemplo una transformaciéon que aplique la
circunferencia en si misma y un punto interno en un punto externo, dado que al hacer una inversion,
los puntos externos se transforman en internos y viceversa, asi, al aplicar una doble inversion los
puntos internos vuelven a ser internos preservando la circunferencia inicial.
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4 CONCLUSIONES

4. Conclusiones

La demostracion de los tres teoremas anteriores nos dejan 3 conclusiones claras

1. Las transformaciones de M6bius conforman un grupo multiplicativo con la composicion como
operacion binaria.

2. Las transformaciones de Mobius transforman circunferencias a circunferencias, bien sean lineas,
circunferencias reales o imaginarias.

3. Toda transformacion de Mobius conserva la orientacion de cualquier circunferencia que no
contenga el polo de la circunferencia transformada.

4. La relacion cruzada es un invariante en el grupo de las transformaciones de Mébius.
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