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1. INTRODUCCION

El concepto de Ciencias es una invencién del ser humano, la cual se ha venido desarro-
llando a través de los siglos con el fin de generar y acumular conocimiento cientifico de
las diferentes estructuras de los fenémenos naturales, por medio del estudio sisteméatico

y organizacion de este conocimiento y sus resultados en principios generales.

El estudio del fendmeno natural de interés, en este caso especifico los sistemas oscilatorios,
hace referencia al estudio de una porcién del universo (V) en el cual nos encontramos, y
que posee una serie de caracteristicas (color, olor, forma,etc) y propiedades (masa, carga,
etc). Este estudio se debe realizar por un observador ubicado en un sistema de referencia
externo a esta porcién del universo. Es de destacar que la totalidad del universo (U) no
hace referencia, inicamente a lo que se encuentra en el exterior del fenémeno de interés,

sino también a las interacciones que tiene esta porcién del universo con el resto del mismo.

Coémo se esquematiza en la Figura 1.
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Figura 1: Esquema de estudio de fenémeno natural de interés

En las ciencias, uno de sus principales objetivos se basa en realizar un modelo del

fenémeno de interés, el cual lo representa en una version simplificada, dado que la reali-




dad es tan compleja y existen tantos fenomenos involucrados. Por lo tanto es oportuno
definir un modelo como un sistema simplificado y esquematico que representa la realidad,
conectando a las cantidades fundamentales por medio de leyes especificas, que toman la
forma de ecuaciones matematicas determinadas por la interaccion de la porcion de uni-

verso de interés con el resto del mismo.

La construccién de un modelo que esté asociado a un sistema real, conlleva varios elemen-
tos tales como: la identificacién de las interacciones del fenémeno con el resto del universo,
el realizar las aproximaciones necesarias en donde se descartan diferentes interacciones
de menor interés y establecer una serie de suposiciones que permitan la formulacién de
un modelo "facil” y factible de aplicar, y cuya validacion se determina por medio de la

evaluacion dada por las practicas experimentales del mismo.

En los sistemas estudiados por la Mecanica Cldsica, denominada asi en la actualidad
para diferenciarla de teorias modernas, se ha constituido como una de las primeras ramas
de la fisica, cuyo estudio de los movimientos de los cuerpos materiales ha sido la base
para el progresivo desarrollo de otras teorias planteadas a través de los siglos. La mo-
delizacién de estos sistemas mecanicos se basa en la suposicion de que estan conformados
por particulas o cuerpos rigidos (para el interés especifico de este trabajo por particulas),
y en la "creencia” que éstos cumplen ciertos conceptos basicos tales como las leyes de la
dindmica, la conservacion de la energia, la concertacién del momentum lineal y anular

) 9 )

etc.

El mundo esta lleno de cuerpos que se mueven, estos movimientos se pueden clasificar
en dos grupos en general; aquellos objetos que se mueven de un lugar a otro, como por
ejemplo un balén de fitbol, y aquellos objetos que se encuentran restringidos al rededor
de un punto de equilibrio estable, como por ejemplo los péndulo. Este segundo tipo de

movimiento se conoce como movimiento oscilatorio.

El estudio de los movimientos oscilatorios de los sistemas mecdnicos se ha convertido en
la fisica, en uno de los campos de mayor interés ademas de un pilar fundamental en el
estudio de los fendmenos naturales, dado que en la naturaleza todo sistema posee cierta

capacidad de oscilacion.



Ahora bien, dada la importancia del movimiento oscilatorio en el estudio de los fendémenos
naturales y considerando que su contextualizacion y profundizacién es de relevancia para
la éptima comprension de los mismos y para los interesados en estos tipos de estudios,
tales como fisicos e ingenieros, en el presente trabajo de grado se pretende establecer
algunas consideraciones a tener en cuenta en el estudio de los sistemas oscilatorios. Entre
estas consideraciones a tener en cuenta se propondra una estructura mental que permita
facilitar la conceptualizacién de los sistemas oscilatorios, ademas de resolver en detalle al-

gunos sistemas oscilatorios de interés, determinados bajo la estructura mental propuesta.



2. PLANTEAMIENTO DE LA PROPUESTA DE LA ESTRUCTURA
MENTAL

Desde hace ya algunas décadas, varios educadores se han preocupado por saber si los es-
tudiantes realmente disfrutan y comprende de lo que realizan en sus diferentes clases de
ciencias naturales, y a pesar de que las respuestas obtenidas no han sido muy satisfacto-
rias, en la actualidad surge un enfoque determinado como ensenanza contextualizada, la
cual se basa en el concepto que si se ensena una determinada tematica bajo un cierto con-
texto la ensenanza es mucho mas significativa. Por estas razones, en los tltimos tiempos
a crecido la divulgacion de articulos que intentan embarcar en cierto contexto especifico
las ciencias naturales, haciendo uso de elementos tales como: el arte, clubes de ciencias,
actividades de verano rurales, lo cotidiano, la prensa y la historia, errores conceptuales
frecuentes, por medio de los alimentos, haciendo uso de los museos, etc. como se compila
por Pinto & Sénchez (2012).

Ahora bien, dada la trasversalidad que tienen los sistemas oscilatorios en el estudio de
diferentes fenémenos naturales, la contextualizacion del estudio de los mismos es de vital
importancia para optimizar su comprension, y ya que se puede designar como un pro-
blema de lo cognitivo, el cual se puede plantear hoy en dia desde la filosofia del lenguaje,
la lingiiistica y algunas ciencias experimentales segiin Martinez (2001). Por tal razén, en
el presente trabajo de grado se propone una estructura mental que facilite la conceptu-
alizaciéon del estudio de los sistemas oscilatorios (ver figura 2), el cual estara establecido
a lo largo y ancho de sus posibles configuraciones, delimitadas por las dimensiones de:
restricciones espaciales (nimero de dimensiones), complejidad del sistema oscilatorio (ide-
alizado, efectos de amortiguamiento, efectos de forzamiento) y la configuracién de modos

normales (grados de libertad).
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DIMENSIONES EFECTO GRADOS DE LIBERTAD
Un Grado de Libertad
> Idealizado% N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
—»Amoniguamiento%,\l Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
L—— Forzamiento %N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
— Idealizado %N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
— Amortiguamiento%N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
—— Forzamiento %N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
— Idealizado*é N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad
Un Grado de Libertad
——VAmortiguamiento%N Grado de Libertad
Infinitos Grado de Libertad

Un Grado de Libertad
. Forzamiento%:q Grado de Libertad
nfinitos Grado de Libertad

Figura 2: Esquema de las variaciones entre Dimensiones, Efectos y Grados de Libertad, de los sistemas fisicos bajo el

Unidimensional

Bidimensional

O v =m — -

Tridimensional

estudio de su desarrollo temporal.

Notese que el anterior esquema mental permite abordar, de una manera general, los dife-
rentes sistemas oscilatorios dada la intercepcién entre las tres dimensiones especificadas
anteriormente (ver fisura 3). Se puede observar, a manera de ejemplo, que al ver la
intercepcién conformada por Unidimensional — Idealizado — Un grado de libertad,
se llega al estudio del Movimiento Armdnico Simple, tema donde se estudian sistemas
oscilatorios tales como el Péndulo y el sistema Masa-Resorte. Si la intercepcién es
Bidimensional — Idealizado — Un grado de libertad, se llega al estudio de los os-
ctladores armonicos acoplados de manera perpendicular, donde se estudian las populares
Lineas de Lissajous. Por ultimo y siendo esta la intercepcién mas general de la propuesta
es Tridimensional — Forzamiento — Infinitos. grados de libertad , lo cual representa

las ondas electromagnéticas forzadas en materiales.
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Confiquracion de modos Normales

JIMIFINITOS GRADOS Movimiento
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Sy .
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Reastriccion Espacial

[ (B fectos)

Figura 3: Esquema de las intercepciones entre restricciones espaciales, complejidad del sistema oscilatorio y la

configuracion de modos normales.

Ahora bien, dado que se considera en el presente trabajo, que ademas de la contextua-
lizaciéon de los sistemas oscilatorios, es necesario la profundizacién de los mismos, por
tal razon, en las posteriores secciones se profundizaran en algunos sistemas oscilatorios
que se muestran en el esquema de la figura 3, y que se consideran de especial interés
para abordar adecuadamente sistemas oscilatorios més complejos. Sin embargo, para
una adecuada profundizacién y comprension de los sistemas que se proponen abordar, es
necesario tener en cuenta una serie de elementos (ver tabla 1), que permitan el desarrollo

adecuado de los sistemas oscilatorios que se presentaran posteriormente.
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ELEMENTOS SIMULACIONES PRACTICAS DE

MATEMATICOS LABORATORIO

Programacion para el de- | practicas que permitan, por
sarrollo de los métodos medio de sistemas de sis-
Numéricos temas de adquisicion de
Animaciones y simulacio- | datos libres, profundizar en
nes que permitan apreciar | €l estudio de los sistemas
caracteristicas de los siste-| oscilatorios propuestos.

mas oscilatorios estudiados

Ecuaciones Diferenciales

Serie de Taylor

Transformada de Laplace

Métodos Numéricos

Tabla 1: Algunos de los aspectos que se proponen como herramienta para abordar Los Sistemas Oscilatorios.

También es pertinente destacar que dados los sistemas mecanicos que se aborden durante
el desarrollo de este trabajo de grado, son susceptibles a desarrollar analogamente con
Circuitos Eléctricos cuyo comportamiento corresponda a los sistemas oscilatorios desa-

rrollados.
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3. EL PENDULO MATEMATICO NO LINEAL

El péndulo es un objeto muy familiar para el comtn de las personas. Su apariencia méas
comun es en los relojes antiguos que siguen siendo muy populares hoy en dia, incluso en
esta era de relojes de cuarzo y atémicos. Una gran parte de la fascinacion por el péndulo
se basa en la conocida regularidad de su periodo y en su relacién con la fundamental

fuerza natural de la gravedad.

La historia de la fisica del péndulo se remonta a los mismos inicios de la ciencia moderna.
Se podria iniciar con las observaciones de Galileo de las lamparas oscilantes en la catedral
de Pisa. Mediante su pulso cardiaco, como reloj, presumiblemente, Galileo logra deter-
minar el hecho cuantitativo que el periodo de oscilacién de un péndulo es independiente

de su amplitud de desplazamiento.

Existen muchos tipos de péndulos, en este apartado se estudiaréd el péndulo matemaético
No lineal, el cual se encuentra en la intersecciéon dimensional del esquema de la Figura
3en UNIDIMENSIONAL — IDEALIZADO — UN GRADO DE LIBERTAD.
Este sistema fisico estard compuesto por una particula de masa m sujeta de una cuerda
ideal (inextensible y con masa mucho menor que la de la particula, meyerqs < m) de
longitud L.No se supondran amplitudes iniciales de angulos pequenos, como se hace
convencionalmente, por lo cual este péndulo se considera como un sistema No lineal.
Tampoco se tendran en cuenta fuerzas disipadoras como la viscosidad provocada por la
interaccién de la particula con el aire.Esto implica que las tnicas fuerzas que actian
sobre la particula son el peso de la misma (mg) y la fuerza de tensién (Fr) ejercida por

la cuerda.

Es de resaltar que el estudio de sistemas No lineales, ha tomado una vital importancia
en la actualidad, ya que este campo ha permitido hallar soluciones mas acordes a la
realidad, a diferencia de los sistemas lineales, debido a que la base de este estudio es

afinar las aproximaciones.
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3.1. PERIODO DEL PENDULO MATEMATICO NO LINEAL

Para el estudio del periodo del péndulo matemético No Lineal, se analizara el cambio de

energia mecéanica en los dos puntos de su trayectoria que se muestra en la Figura 4.

)]
B

TIERRA

Figura 4: Péndulo matemético en dos instantes de tiempo dados para un dngulo inicial (6g) arbitrario

Del cambio de energia mecanica se obtiene

AE =0
By — B, (1)

Es de resaltar que en el punto A de la trayectoria del péndulo solo existe energia potencial
gravitacional, mientras que en el punto B, al ser un punto cualquiera de la trayectoria,

hay presencia tanto de energia cinética como de potencial gravitacional. Reescribiendo
do(t)
dt ’

la expresion anterior en términos de estos tipos de energia y despejando de esta

entonces

—mgL cos (6y) = 1mL2 (%Ef)) —mgLcos (6(t))

2
%Sf) — \/%\/cos (6(t)) — cos (bo)

Ahora bien, recordando que wy = 4/ %, y despejando dt ya que el objetivo es determinar

(2)

el periodo de tiempo

15



1 do(t)

it = V2uwq \/cos (0(t)) — cos (6o)

Planteando la integracién de la anterior expresién se obtiene

/T/4 P N do(t)
0 V2wy Jo  +/cos (0(t)) — cos (o)

4 [P do(t)
)

T —
V2wy Jo  +/cos (0(t)) — cos (o)

Es de resaltar que los limites de integracion fueron determinados debido a los puntos que
se estan analizando, mostrados en la Figura 4. También es importante notar que esta
no es una expresion facilmente integrable, por lo cual, para que sea integrable se iniciard

usando la identidad cos (8) = 1 — 2sin? (3/2) de lo cual, y por analogia, se obtiene

2 [P de(t)
T'=— = = (5)
wo Jo  y/sin? (6y/2) — sin’ (A(t)/2)
: : . . [ 0(t) : :
Ahora bien, realizando el cambio de variable sin - )= ksin () con k = sin (0y/2), y

por medio de su correspondiente derivada se determina que

. 2k cos (o) da
7O cos (0()/2) = keos (@) da —  db(t) = s

(6)
Antes de hacer la sustitucién correspondiente, es necesario observar que en la expresion
anterior, existen dos variables diferentes (o y 6(t)), por lo tanto, y para dejar la expresién
anterior en términos de «, se hara uso de la geometria, como se muestra en la Figura 5,

de donde se obtiene

16



ksin(a)

0(t)/2

\/1 — k2sin*(a)

Figura 5: Representacién geométrica de sin (6(t)/2)

cos (0(t)/2) = 1/1 — kZsin? () (7)

Sustituyendo 7 en 6

2k cos (o) da
1 — k2sin? (a)

do(t) =

Por lo tanto, ya determinada df(t), la expresién 5 se reescribe como

cos (o) do
/ V1 —sin? (a)y/1 — k2sin? () ®)

Recordando que cos () = /1 — sin® () entonces

/ 1 — k2sin” (o) 10

La integral en la expresion anterior es conocida como una integral eliptica de primera

especie, que en primera instancia se puede determinar como una funciéon que depende de

w/2 d
k, es decir F'(k) = a
0 /1—k%sin®(a)

, por lo tanto

T = iF(/f) (11)

Wo

17



Ahora bien, para dar solucién a F'(k), se hard uso de la serie de Maclaurin, donde hay

que tener en cuenta que se esta derivando una integral, y se obtiene

S F(0)RT 1 1 9 25
F(k) = = 1+ —mk® + —nk* 4+ —mk® 4 ... 12
(F) /0 D T = g R g g (12)

n=0

Factorizando y recordando que k = sin (6y/2)

F(k) = %W (1 + i sin? (60/2) + 634 sin* (60/2) + % sin® (00/2) + - ) (13)

1 | L

Ya determinada F'(k) y con — = /= entonces, el periodo del péndulo matemético No
Wo g

Lineal esta dado por la expresién

- 27r\/§ (1 + isirf (60/2) + 634 sin? (6,/2) + % in® (6y/2) + - - ) (14)

Se pude apreciar que técnicamente el periodo depende de la longitud de la cuerda ideal
ya que 6y es una constante al ser la amplitud inicial. También es importante notar
que a medida que aumentan los términos de F'(k) se hacen mds pequefios por lo tanto

despreciables.

T(Seg)

2 4

1 4

0 | L(m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Gréfica 1: Periodo del péndulo matematico No Lineal con respecto a la longitud de la cuerda ideal para amplitudes

iniciales de 7 /6,7/4,7/3 y m/2, de la curva inferior a la superior respectivamente
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En la anterior grafica se muestra el periodo en funcién de la longitud de la cuerda ideal
para amplitudes iniciales de 7/6,7/4,7/3 y m/2. Nétese que la diferencia entre los
periodos para las diferentes amplitudes no son apreciables, corroborando nuevamente,
en cierta manera, la observacion realizada por Galileo, de que el periodo del péndulo es

independiente de su amplitud inicial.

351T(Seg)

2.5

2 _/\
1.5

1 _/\
0.5

0 teta(Rad)
0 2 L 3m/2 21

Gréfica 2: Periodo del péndulo matemético No Lineal con respecto a la amplitud inicial para longitudes de una cuerda

ideal de 25 ¢m, 50 ¢m, 75 ¢m y 100 c¢m, de la curva inferior a la superior respectivamente

La anterior grafica muestra el periodo en funciéon de la amplitud inicial para longitudes
de la cuerda ideal de 25 ¢m, 50 ¢cm,75 em y 100 cm. Es de destacar que la diferencia
entre las graficas, que es apreciable, se debe a la longitud de la cuerda, también que en
cada caso el periodo aumenta, pero disminuye de nuevo debido a la geometria circular de

la trayectoria del péndulo.

3.2. SOLUCION GENERAL DE PENDULO MATEMATICO NO LINEAL

Para dar la solucion general del péndulo matematico No Lineal, se hara uso del cambio
de energia mecanica del sistema, al igual que se hizo para el periodo, con los mismos

pardmetros y marco de referencia mostrado en la Figura 4. Se partirda de lo obtenido

19



anteriormente en la expresion 2, obteniendo

1 do(t)

dt —
' V2w /cos (0(t)) — cos ()

Con la identidad cos (3) = 1 — 2sin® (3/2) se obtiene

_ 1 do(t)
2wo /sin’ (A /2) — sin® (0(t)/2)

dt (15)

Realizando nuevamente el cambio de variable sin ((¢)/2) = ksin («) con k = sin (6y/2), y
también recordando su correspondiente derivada y la expresién 8, se reescribe la anterior

expresion como

gt = 1 cos (o) do (16)
wo y/1 — sin? (a)y/1 — k2 sin? ()
Recordando nuevamente que cos (o) = /1 — sin? () entonces
1
dt da (17)

N w_o\/l—l{:QsinQ(oz)

Ya que lo que se desea es determinar la solucion de la ecuacion de movimiento, es necesario
recordar que cuando un tiempo 7 varia desde 0 — ¢, la posicion angular varia desde
0y — 60(t) y por lo tanto « varia desde apax — «(t).Integrando la expresiéon anterior

con los parametros dados

t 1 a(t) dOZ
/ dr = —
0 wWo Janax /1 — k2sin? (a)
1 [omax da

t=——

1 fe® da (18)
+ J—
wo Jo V1 —k2sin? (@)  wo /0 V1 — k2sin? ()

Recordando los desarrollos realizados para el periodo del péndulo matematico No Lineal

se puede deducir que

4 AMAX d& N T B 1 AMAX dC(

T— > -
wo Jo V1 — k2sin? () 4 wo Jo V1 — k2sin? ()
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Sustituyendo en 18

=1L /a(t) da = /a(t) da —w (t+ Z) (19)
4 woJo  \/1—k?sin®(a) 0o /1—Kk2sin? () ’ 4

a(t) d
Donde / 7 a = F(k,a).Esta es conocida como una funcién eliptica de
0 _

k2 sin? ()
primera especie. de esto se obtiene

F(k,a) = wy (t + %) (20)

Noétese que para encontrar la solucion de la ecuacién de movimiento del péndulo matematico
No Lineal, es necesario determinar la funcién inversa de F'(k, ), la cual en la literatura

se encuentra determinada como la funcidn eliptica sn (k,U) de Jacobi donde

U=F(k,u) + sn(k,U)=sin(VU)

Con base en la propiedad anterior y por analogia, 20 se reescribe como

k sn [k,wo (t + %)] = sin (a) (21)

Recordando que sin () = sin (6(t)/2) y despejando (t) se obtiene

O(t) = 2 arcsin {k: sn {k wo (t + %)] } (22)

La expresion 22 representa la posicion angular general para el péndulo mateméatico No
Lineal (para cualquier amplitud inicial), con k = sin (0y/2) y T como el periodo determi-

nado anteriormente.
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Grafica 3: Se muestra la posicién angular con respecto al tiempo del péndulo matemdtico No Lineal (linea continua) y lo

que se esperarfa del péndulo linealizado (linea punteada) para diferentes amplitudes iniciales

En las anteriores graficas se muestra en linea continua la posicién angular para la solucion
general del péndulo matematico No Lineal, contrastada con las graficas obtenidas con la
posicién para el péndulo linealizado, para cuatro diferentes amplitudes iniciales. Es de
apreciar que para la gréfica de 0y = 7/36 = 5° existe una buena proximidad entre las
soluciones, tanto la No Lineal como la linealizada, lo cual valida la soluciéon general al
coincidir con lo que se esperaria de la solucion linealizada.También es de apreciar que con
las siguientes amplitudes iniciales, al no ser pequenas, existen variaciones en la solucién

general como era de esperarse.

Derivando con respecto al tiempo la expresion 22, haciendo uso de métodos computa-
ciondles debido a la complejidad de la funcién, se obtiene que la velocidad general del

péndulo matematico No Lineal esta dada por
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u(t) =

Notese, que la anterior expresion, que representa la velocidad del péndulo matemaético
No Lineal, contiene otros tipos de funciones elipticas de Jacobi, como lo son cn 'y Dn.

Las gréficas correspondientes a la anterior expresion son

R
0.4 |V(Rad/Seg) v ad/Seg)l
: !
’
0.2
0 t(Seg) 0 7
0.5 1 5 2/ 25 3 05 l'
-0.2 3
_1 3
\
-0.4
00 = 7T/9
v(Rad/Seg),’
]

0():7"-/6 00:77'/2

Gréfica 4: Se muestra la velocidad con respecto al tiempo del péndulo matemético No Lineal (linea continua) y lo que se

esperaria del péndulo linealizado (linea punteada oscura) para diferentes amplitudes iniciales

En las anteriores graficas muestran la velocidad con respecto al tiempo para el péndulo
matematico No Lineal (linea continua) y el linealizado (linea punteada) para diferentes

amplitudes iniciales. Derivando nuevamente respecto al tiempo se obtiene
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Gréfica 5: Se muestra la aceleracién con respecto al tiempo del péndulo matemético No Lineal (linea continua) y lo que se

esperaria del péndulo linealizado (linea punteada oscura) para diferentes amplitudes iniciales
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Es de destacar, como en las graficas de velocidad y aceleracién para el péndulo matematico
No Lineal, se nota una variaciéon apreciable de lo esperado con el péndulo linealizado,
excepto con la amplitud inicial de 7/36 para el cual hay una gran proximidad, al igual
que en la posiciéon angular, ratificando como solucion general para el péndulo matemaético

la expresion 22.

3.3. ENERGIA DEL PENDULO MATEMATICO NO LINEAL

Para el estudio energético del péndulo matemético No lineal, se hard uso de de la depen-
do(t

dencia de sus variables posicién 0(t) y velocidad d—i) = v(t), es decir de su diagrama

de fase, para de esta manera mostrara la energia mecanica del sistema. Al realizar las

correspondientes graficas del diagrama de fase se obtiene

] : ad)
Angulo (Rad)
0.1 0.2
0.05
0 v(Rad/Beq) 0
02 03 $4 K5 -1 -0.5 .

-0% -03 -02 -0.1 0 0.1
-0.05

-0.1

90 = 7'('/36

v(Rad/$eq)

O = m/6 Oy =7/2

Gréfica 6: Se muestra el diagrama de fase para el péndulo matemético No Lineal (linea continua) y lo que se esperaria del

péndulo linealizado (linea punteada oscura) para diferentes amplitudes iniciales

En las anteriores graficas se muestra el diagrama de fase para el péndulo matematico No

Lineal (en linea continua) con respecto a lo que se esperaria con el péndulo linealizado
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(en linea punteada) para diferentes amplitudes iniciales. Se destaca la proximidad de las

soluciones para angulos pequenos mostrando nuevamente la validez de la expresion 22.

También es de notar que empiezan a existir variaciones entre los diagramas de fase desde
la amplitud de 7/9, pero es mas notoria a partir de w/4. Estas variaciones se le pueden
atribuir a que la aproximaciéon para el péndulo matematico linealizado deja de ser valida
para amplitudes iniciales grandes y se esperaria, como se observa en las graficas anteriores,

variaciones en la energia mecdanica del sistema.

Para hacer un mejor anélisis de la variacién de la energia mecénica dependiendo de sus
amplitud inicial, se compararan los diagramas de fase para el péndulo matematico No

Lineal, como se muestra en la siguiente grafica.

lo (Rad)

Rad/Seq)

4\ 2

L
.

Grafica 7: Se muestra los diagramas de fase del péndulo matematico No Lineal para diferentes amplitudes iniciales

Notse que aparte de las variaciones de la elipse al aumentar la amplitud inicial, también
aumenta su tamano, por lo cual se puede concluir que su energia mecanica también va
en aumento a medida que se aumenta la amplitud inicial del péndulo. Esto es razonable
desde un punto de vista fisico ya que a mayor amplitud inicial mayor sera el recorrido
que debe realizar el péndulo, por lo cual requiere de mayor energia mecanica el sistema

para hacer este movimiento oscilatorio.
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3.4. SOLUCION DEL PENDULO NO LINEAL POR MEDIO DEL METODO
DE RUNGE KUTTA DE CUARTO ORDEN

Dado que no es factible siempre encontrar la soluciéon de una ecuaciéon diferencial, y aun
exista dicha solucién no es siempre posible encontrar una soluciéon explicita o implicita.
En muchos casos, sobre todo en el caso de sistemas NO lineales, es necesario confor-
marse con solo una aproximacion de la soluciéon. Sin embargo, si se supone que dicha
ecuaciéon diferencial tiene una solucién, esta solucién debe poderse representar en un
espacio geométrico, el cual es una serie de puntos unidos por medio de una curva a par-
tir del conocimiento de las condiciones iniciales del sistema que representa la ecuacion

diferencial. Esta afirmacién es la base del estudio de los métodos numéricos.

Estos métodos numéricos constituyen una serie de técnicas que permiten la solucién de
ecuaciones diferenciales por medio de procedimientos aritméticos. Aunque existen mu-
chos tipos de métodos numéricos, todos estos comparten la caracteristica de requerir un
sin nimero de tediosos calculos aritméticos, por lo cual, y debido al gran desarrollo com-
putacional de las ultimas décadas, estos métodos se desarrollan bajo la implementacion de
programas de computadora con los cuales es posible crear codigos que permitan realizar

los calculos aritméticos e interaciones con mayor eficiencia y precision.

El método de Runge Kutta de cuarto orden, es probablemente el método numérico mas
popular. El objetivo de este método se basa en dar solucién a ecuaciones diferenciales

del tipo d_y = f(z,y), por medio de interacciones cuya solucién general tiene la forma
x

Yigr = Yi + (25,45, h)h (25)

Ty — T

Donde h es el tamano del paso y esta determinado por h = , siendo n el nimero
de interaciones, ndtese que a mayor numero de interaciones mas pequeno el paso y por
lo tanto mas exacta la solucién aproximada de la ecuacion diferencial. También es nece-
sario definir ¢(z;, y;, h) como una pendiente estimada entre los puntos consecutivos de la
solucién aproximada, conocida también como funcién de incremento y que se encuentra

definida para el método de Runge Kutta de cuarto orden como

1
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Donde

klzf(xlvyz)
h k
k‘zzf(%‘l'g,yri-éh)
h k
ks_f($i+§7yi+§2h>

ks = f (xi + h,y; + ksh)

Ahora bien, haciendo uso de 26 y 25 se puede determinar que la solucién aproximada de

la ecuacién diferencial por medio de este método esta dada por

1
Yiv1 = Y + 6 (k)l + 2k32 + 2]{33 + k?4) h (27)
En el caso de la solucién de EDOs por medio del método de Runge Kutta de cuarto orden,
donde se hard énfasis en las ecuaciones diferenciales de segundo orden, ya que es el caso

especifico de los osciladores arménicos. Ahora bien, suponiendo una ecuacion diferencial

d
de la forma d—g + d—y = f(x,y) es necesario realizar un cambio de variable de la forma
x x
z = d_y de lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer
x

grado

dy

— =z(x

s (z,)

z
— = f(z,2) — z(x,
o = J(@,2) = 2(z,y)

Cuyas soluciones aproximadas por medio del método de Runge Kutta de cuarto orden

estan dadas por

1 1
Yi+t1 = Y + 6 (k‘l =+ 2]€2 + 2]€3 + k‘4) h Y Zit1 = % + 6 (ll + 2[2 + 2[5 + l4) h (28)
Notese como los célculos aritméticos para la solucién de ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden se extienden aun mas y por consiguiente se hacen mucho mas tediosos de
realizar a mano, razén por la cual se ha desarrollado un cédigo dirigido a la solucién de

los osciladores arménicos (ver anexos).
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Ahora bien, para dar solucion al péndulo No lineal por medio de esté método es necesario
recordar en primea instancia que la ecuacion diferencial representativa de este sistema

fisico esta dado por

d*0(t)

oy wisin (0(t)) =0 (29)
. : ) . do(t) . . .
Ahora bien, realizando en cambio de variable v = i se obtiene el sistema de ecuaciones
dot)
da
d
d—: — —w2sin (0(1))
Manteniendo la condicién inicial v(0) = 0 Rad/s y variando la amplitud inicial del
péndulo No lineal se obtiene
Angulo (Rad) Angulo (Rad)
0.08 03
0.06 X
0.2
0.04
0.1
0.02
0 t (Seg) 0
0 0.5 1.5 2 5 3 0
-0.02 0.1
-0.04
-0.2
-0.06
-0.08 03

90 = 7'('/36
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Angulo (Rad)

00 = 7T/2

Grafica 8: Se muestra la posicién angular con respecto al tiempo del péndulo matematico No Lineal por medio de la
expresién 22 (linea continua) y la solucién por medio del método de Runge Kutta cuarto orden (linea punteada) para

diferentes amplitudes iniciales

Es necesario destacar como este método tiene una gran proximidad a la solucién general
encontrada en 22. Sin embargo, por el cardcter de No linealidad del péndulo se hace
menos preciso al aumentar la amplitud inicial, pero hay que resaltar que este método es
mucho mas exacto que las soluciones para el péndulo linealizado, como se puede observar
al comparar las graficas 8 y 3, donde el método de Runge Kutta de cuarto orden posee

una mayor cercania.

3.5. ANALISIS DEL PENDULO NO LINEAL POR MEDIO DE TRACKER

En este apartado, se mostraran los resultados de la préactica de laboratorio propuestas
para el péndulo matematico No lineal. Es de anotar que estas practica de laboratorio
es de facil realizacion para los estudiantes, ya que se basa en uso del programa Tracker,
el cual es un programa gratuito de analisis de videos basado en programacién Java y
que esta disenado para el uso de la ensenanza de la fisica lo cual permitira estudiar el

comportamiento de los osciladores armoénicos.

Ahora bien, para esta practica de laboratorio se hard uso de un péndulo de longitud
[ = 0.5 m, el cual se estudiara a diferentes amplitudes iniciales y un periodo de — con el

fin de evitar en lo posible la interferencias de fuerzas disipadoras, como la del aire. Este
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péndulo se analizara por medio del programa tracker, de lo cual se obtiene las siguientes

graficas
0'Z)Angulo (Rad) Angulo (Rad)
0.15
0.1
0.05
0 t (Seg)
0 005 01 015 02 025 03 035 \04
\X 0 0.1 02 03 04 05
0o = 117/180 0o = T /45

08 Angulo (RAd) Angulo (Rad)
p N
0.6

08

X
0.4 06
X

0.4 x
0.2

02
0 X _t(Seq)

0 0.1 0.2 0.3 04 \ x 05 0 t (Seg)
0 005 01 015 02 025 03 035 04 04% 05

0y = 117 /45 0o = 297 /90

Gréfica 9: Se muestra la posicién angular con respecto al tiempo del péndulo matemético No Lineal por medio de la
expresién 22 (linea continua) y la simulacién dada por el programa Tracker (linea punteada) para diferentes amplitudes

iniciales

Es de destacar como la simulacién determinada por tracker, tiene una aproximacion
considerable a lo determinado por la solucién general del péndulo No lineal, a pesar de
unas leves diferencias que se podrian atribuir a la interaccién del aire con el sistema del

péndulo. Sin embargo, esta practica de laboratorio reafirma la validez de la expresion 22.

También es de destacar en esta seccion que la solucion del péndulo matemético no lineal,
permite profundizar en el estudio de este sistema, no solo para aproximaciones a pequenos

angulos, sino la generalizacién de las caracteristicas del mismo.
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4. EL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO SOLUCIONADO
POR MEDIO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

En la naturaleza se puede observar que las oscilaciones de los sistemas fisicos reales desa-
parecen al transcurrir el tiempo. Estos sistemas poseen caracteristicas disipadoras que in-
evitablemente hacen perder la energia mecéanica de la oscilacion. A estos sistemas fisicos se

les conocen como osciladores armonicos amortiguados, este sistema oscilatorio se encuen-
tra en la interseccién dimensional del esquema de la figura 3en UNIDIMENSIONAL —
AMORTIGUAMIENTO — UN GRADO DE LIBERTAD.

Para el estudio del oscilador arménico amortiguado, se tomard en este caso como sistema
fisico el sistema masa-resorte el cual estd compuesto por un cuerpo de masa m y un

resorte de constante k como se muestra en la Figura 6.

Figura 6: Sistema masa-resorte amortiguado donde se muestran tres diferentes instantes de tiempos, y las

correspondientes fuerzas que actiian sobre éste
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La figura anterior muestra el sistema masa-resorte en tres diferentes instantes de tiempo.
En su estado natural, donde L es la longitud natural del resorte, en su estado de equilibrio,
donde ygq, es la posicién de equilibrio del sistema, y en su estado de oscilacién, donde
y(t) es la posicién de la masa en un instante de tiempo ¢. También se muestran las fuerzas
que actian sobre el sistema en estos instantes de tiempo, siendo F, la fuerza eldstica del
resorte, mg el peso de la masa y f, es una fuerza resistiva causante de la disipacion de la
energia mecanica del sistema. Del instante de tiempo 2 para el sistema, donde el sistema

se encuentra en equilibrio y haciendo uso de las leyes de la dindmica se obtiene

Fa—mg=0 — F,=mg (30)

Ahora bien, del instante de tiempo 3, donde el sistema ya se encuentra en movimiento

oscilatorio, se obtiene, de igual manera por la aplicacion de las leyes de la dinamica

d?Y (t
Fo—mg— fr =m0 (31)
Sustituyendo la expresién 30 en 31
d*Y (t)
Foo—Fq—f = 32
2 1= fr=m dt2 (32)

Ya que en general las fuerzas resistivas se pueden escribir como F, = > 7, 7

la cual es dependiente de una constante y la velocidad del sistema y las fuerzas elasticas

dx(t))i

se generalizan como F, = > rk;x(t)", igualmente dependientes de una constate y la

posicién del sistema. De esta manera la expresion 32 se reescribe como

oo - d2 t
; kiy(t Z K’zy(Equz ; b; (d—)) —m ig )

- - ‘ d*y(t
i=1 i=1

Y(t)

dt? Zb ( ) +Z§;mY(t)i =0 (33)
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La expresion 33 en la ecuacion de movimiento general para el oscilador arménico amor-

tiguado. Sin embargo, en este caso especifico y por cuestiones de simplicidad, se tomara
dx(t)

dt)

una fuerza resistiva tipo Stoke (FT =b , v una fuerza elastica tipo Hooke (F, = kz(t)).

Por lo tanto

mdQY(t) N de(t)

d*Y (t) dY (t)
a2 ) T

y7e 7 +wiY (t) =0 (34)

+rY(t)=0 —

b K
La expresién anterior, con I' = — y w? = —, es la ecuacién de movimiento a solucionar
m m

para el oscilador arménico amortiguado.

4.1. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO DEL OSCILADOR
ARMONICO AMORTIGUADO POR MEDIO DE LA TRANSFOR-
MADA DE LAPLACE

En este apartado se mostrara la solucién alternativa a la ecuacién de movimiento del
oscilador armoénico amortiguado, la cual se hard por medio de la transformada de Laplace.
Es importante recordar que esta transformada se especifica su interés en una integral
impropia que transforma una funcién F'(¢) en una funcién de parametro s, y que se

simboliza como

b

L {F@)}= /000 F(t)e @'dt = lim [ F(t)e “'dt = f(w)

b—oo 0

Aplicando el laplaciano a la expresion 34 se obtiene

L {d?l;(t)}wL {%ﬁt)}ng Y(#H) =0 (35)

Ahora bien, tomando de los desarrollos encontrados en la literatura de la transformada

de Laplace que

L {d”;;ft)} = [w”f(w) — W F(0) — - — F”_l(O)}

34



Se obtiene que el laplaciano de la expresion 35 esta determinado por

dY (0)
dt

why(w) —wY (0) — +T [wy(w) = Y(0)] + wiy(w) =0 (36)

Despejando de la expresién anterior y(w) y con las condiciones iniciales de Y (0) = Ay y
dY (0)

——~ = () se obtiene
dt

(37)

y(w)ZAO[ Ehes }

w? +Tw + wi

La anterior expresion representa la funcion inversa de la posicion del oscilador armoénico
amortiguado, en otras palabras, nos representa la posicion del sistema oscilatorio en el

espacio de las frecuencias (dependiendo de la frecuencia), de donde se obtiene.

y (m)

0.01
0.008
0.006

0.004

0.002

oy wW(H2)
-2 |0 2 4 o6 8 10 12 14 16 18 20

Grafica 10: Posicién del oscilador arménico amortiguado en el espacio de frecuencias.

Noétese que la anterior grafica muestra como evoluciona la posicién del sistema oscilatorio
con respecto a la su frecuencia, se puede observar que se tendra una posicion maxima
dada la frecuencia, pero también que para frecuencias altas el sistema busca un punto de
equilibrio, al igual que en las frecuencias bajas, las cuales corresponden a grandes tiempos

transcurridos, lo cual se espera dado el amortiguamiento del sistema oscilatorio.
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Ahora bien, dado que la propuesta del esquema mental se desarrolla bajo la trasversalidad
del tiempo (como se muestra en la figura 2),es necesario hacer uso del laplaciano inverso
(L ~1), para poder regresar la funcién posicién. Ahora bien, antes de aplicar el lapaciano
inverso, se reescribird la expresién 37 iniciando por factorizar su denominador, de tal

manera que

w+T

y(w) = Ao _~ (38)
(0+3) +o
2 r T
Donde w? = w2 — —. Ahora bien, con ' = 5 + 5 la expresion 38 se reescribe como
N r
w f—
9 r Way
=A 39
y(w) 0 T 2 + 2y T 2 ( )
w4+ = | +w? w4+ =] +w?
2 2
Aplicando el lapaciano inverso a la anterior expresién
n I
Y r w
L =4, |L 2 L -
{y(w)} 0 F 2 + 20)1} F 2
(w+—) + w2 (w+§) + w2
40)

Ahora bien, tomando de los desarrollos de la transformada inversa de Laplace, de los

cuales existen tablas, las siguientes propiedades

p

L ' {f)} = F(t)

L - {(“’i} — o cos (kt)

Propiedades = < w+ Q)Z 4+ k2

k .
L -1 {m} = €7at Sin (k?t)
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Aplicando las anteriores propiedades a 40 se obtiene

r
—t
Y(t) = Aoe 2

[C cos (wyt) + Cy sin (wyt)] (41)

r ) ., .
Con Cy =1y Cy = 5, bara este caso. La anterior expresiéon representa la posicion
Wy
con respecto al tiempo del oscilador armoénico amortiguado solucionado por medio de la
transformada de Laplace. Realizando una comparacion con las graficas obtenidas por

medio de 41 y las obtenidas con los métodos convencionales se obtiene

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

Gréfica 11: Comparacion de la posicién con respecto al tiempo del oscilador arménico amortiguado para diferentes

coeficientes de amortiguamiento.

En la anterior grafica se muestra en linea punteada la soluciéon convencional y en linea
continua la solucion 41 para diferentes coeficientes de amortiguamiento. Es de destacar
la congruencia entre las graficas, lo cual valida la solucién determinada por medio de la

transformada de Laplace. Derivando la expresion 41

r
v(t) = —Ange_gt sin (wyt)
(42)

oo [T
a(t) = AgCse 2" B sin (wyt) — w,, cos (wyt)
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Las expresiones 42 representan la velocidad y aceleracion con respecto al tiempo, respec-
2

tivamente, obtenidas por medio de la transformada de Laplace. Donde C5 = — + w, y

. , v
sus correspondientes graficas son

06 V(m/Seg) a(m/Seg"2)

Grafica 12: Comparacién de la velocidad y aceleracién con respecto al tiempo del oscilador arménico amortiguado para

diferentes coeficientes de amortiguamiento.

Al igual que en la posicion del oscilador arménico amortiguado, la velocidad y aceleracién
de éste muestra nuevamente la congruencia con las soluciones convencionales. Sin em-
bargo, para el lector puede presentar dudas respecto a la diferencia, en cuanto la forma,
de las soluciones mostrada en los libros tradicionales de oscilaciones y ondas y 41. pero

esto esto se puede justificar recordando la identidad trigonométrica

C1
cos (wyt — ) = cos (wyt) cos () + sin (wyt) sin (¢)
c
2

cos (wyt — ) = C cos (wyt) + Cy sin (wyt)

Por lo que la expresion 41 se reescribe como

r
Y(t) = Aoe_at cos (wyt — )

Ahora bien, ya que ¢ es un desfase y la funcién cosenoidal es periddica, no existe variacién

entre —p y +¢, por lo que
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r
Y(t) = Aoe_at cos (wyt + @)

Noétese que esta es la expresion convencional utilizada, lo cual puede llegar a satisfacer
las dudas del lector con respecto a la solucién determinada por medio de la transformada

de Laplace, y valida nuevamente esta solucion.

4.2. ENERGIA DEL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO

En este apartado se hard el estudio energético del oscilador armoénico amortiguado, para
lo cual es necesario recordar que debido a la fuerza resistiva que actia sobre el sistema la
energia mecanica no se conserva, es decir no es constante, si no que se disipa al transcurrir

el tiempo.

Al realizar la comparacién grafica entre las variables de la energia cinética y potencial
elastica, es decir la velocidad y posicion del sistema respectivamente, para obtener su

respectivo diagrama de fase, se obtiene.

0.15 y(m) 0.15 y(m)

0.05 ﬁ R\
v(m/Seq) 0 v(m/Seq)
0.2 0.4 6 0.8 0 0.2 4 0.6 0.8
-0.1
-0.15 -0.15
I'=0 I'=0.7
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Gréfica 13: Se muestra el diagrama de fase del oscilador arménico amortiguado para diferentes coeficientes de

amortiguamiento

Es de destacar nuevamente que cuando el coeficiente de amortiguamiento es cero, la
energia mecanica del sistema se conserva, por lo que se obtiene en su diagrama de fase
la elipse que se ha estudiado anteriormente. Sin embargo, a medida que aumenta este
coeficiente, se forma en el diagrama de fase una espiral que cada vez se cierra mas rapido,
al aumentar I', lo cual muestra claramente la disipacién de la energia mecanica por causa

de la fuerza resistiva que actia sobre el sistema.

4.3. SOLUCION DEL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO POR
MEDIO DEL METODO DE RUNGE KUTTA DE CUARTO ORDEN

Para esta solucion de oscilador armoénico amortiguado, con base en las explicaciones dadas
en la seccién 3.4, es necesario recordar que la ecuacion diferencial a resolver el la dada
por la expresion 34, donde al realizar nuevamente el cambio de variable v = T de donde

se obtiene el sistema de ecuaciones

av(t) _ .
dvdt
i —Tv — WY (t)
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Ahora bien, manteniendo la condicién inicial v(0) = 0 m/s y variando el amortiguamiento

del sistema se obtiene

0.03
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0.01
0 s . t (Seq)
‘%:u',:‘
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-0.02 1
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Gréfica 14: Comparacion de la posicién con respecto al tiempo del oscilador arménico amortiguado para diferentes
coeficientes de amortiguamiento con la solucién del método de Runge Kutta de cuarto orden (linea punteada) y la

solucién dada por la expresién 41 (linea continua).

Como se puede observar, este método tiene una muy buena proximidad con lo determi-
nado en la grafica 11, lo cual se debe a su linealidad a diferencia del caso anterior del

péndulo No lineal.

4.4. ANALISIS DEL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO POR
MEDIO DE TRACKER

Para esta practica de laboratorio, se hara uso de un sistema masa-resorte compuesto
por una mas masa de m = 50 g y un resorte de constante k ~ 2.5 N/m, la cual fue
determinada por medio de la ley de Hooke midiendo su elongacién al colgar la masa
de 50 g y manteniendo el sistema en equilibrio. El comportamiento de este sistema
oscilatorio se graba en dos diferentes fluidos (aire y agua), y se analizard por medio del

software Tracker obteniendo
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Grafica 15: Se muestra la evolucién temporal del sistema masa-resorte amortiguado en el aire para su posicién con

respecto al tiempo y su diagramas de fase del por medio de la simulacién dada por el programa Tracker

Notese, que el amortiguamiento en el aire del sistema masa-resorte es tan pequeno que en
los primeros segundos de su evolucion temporal se comporta como un Oscilador Arménico
Simple, y es necesario que pase un tiempo relativamente grande para que su amor-
tiguamiento en la posicién sea apreciable. Este amortiguamiento leve también se ve

representado en su diagrama de fase, donde se ve una leve disipacion de su energia.

0.06 1y (m)
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Gréfica 16: Se muestra la posicién con respecto al tiempo y los diagramas de fase del sistema masa-resorte amortiguado

en agua por medio de la simulacién dada por el programa Tracker

Es de destacar, como es de esperarse, que el sistema se amortigua con mayor rapidez en
el agua que en aire debido a su coeficiente de amortiguamiento I" y la energia se disipa
mas rapidamente como se puede observar en los diagramas de fase. Sin embargo, debido

a que no se puede calcular este, por un medio externo a esta préctica de laboratorio, no es
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factible la comparacion con la expresion 41, pero esta practica si nos permite determinar
estos coeficientes al linealizarla por medio de la expresién para la amplitud del oscilador

armoénico amortiguado

r
—t
A(t) = Aoe 2

S Lu[A(t)] = In(Ag) — gt (43)

r
Notese que la expresion 43 es una funcion lineal cuya pendiente es m = —. Si deter-
minamos los datos de las amplitudes y tiempos en los maximos por medio de Tracker y

haciendo el ajuste correspondiente se obtiene

Ln[A(t)] (cm)
3 1.8 |LN[A()] (cm)
”s X s — " Ln[A(t)] = —0.263t + 1.451
) 14
2| Ln[A(t)] = —0.004t + 2.768 N
1
1.5 0.8
06
1 04
0.2
S
05 . 0 1 2 3 4 3 ;6(( ea)
o t (Seq) -0.2
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Aire Agua

Gréfica 17: Linealizacién de las amplitudes méximas para el oscilador arménico amortiguado en el aire y el agua

Por medio de esta linealizacion de las amplitudes, se puede determinar que los coe-
ficientes de amortiguamientos, en esta practica de laboratorio, para el aire y el agua
aproximadamente I' 45, = 0.008 y I'4guq = 0.526. Como era de esperarse, el coeficiente
de amortiguamiento del agua tiene una diferencia considerable con respecto al del aire,
razén por la cual este se amortigua con menos rapidez y es posible considerarlo como un

oscilador armonico simple en sus primeros segundos de movimiento.

Es de destacar en esta seccién que la solucion del oscilador arménico amortiguado por
medio de la transformada de Laplace, muestra un método alterno para dar solucién a estos
sistemas dindmicos, mostrando otros tipos de parametros como el de el comportamiento
de mismo en el espacio de frecuencias, lo cual no solo es importante mostrar en el estudio
de los sistemas oscilatorios, sino que es recomendable también en cursos afines como el

de ecuaciones diferenciales.

43



5. EL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO CON
FORZAMIENTO PERIODICO ARBITRARIO

En el presente apartado se estudiara un sistema oscilatorio de especial importancia. Se
indagara en el comportamiento de un oscilador libre, como el Oscilador Armonico Amor-
tiguado estudiado en la seccién anterior, cuando se somete a una a una fuerza externa

dependiente del tiempo y periédica F'(t 4+ T).

Cuando esta fuerza periddica externa actia sobre el sistema oscilatorio, este tipo de
movimiento es conocido como El Oscilador Armonico Amortiguado y Forzado,este sistema

oscilatorio se encuentra en la interseccion dimensional del esquema de la figura 3 en

UNIDIMENSIONAL —- FORZAMIENTO — UN GRADO DE LIBERTAD.

Es tipico de este tipo de movimiento que el sistema impulsado por F(t + T') acepte
cualquier frecuencia que proporcione dicha fuerza, aunque al inicio del movimiento el
sistema tienda a oscilar con su frecuencia natural propia (conocida como parte transitoria
del movimiento), a cabo de un tiempo dado por las caracteristicas del sistema, como por
ejemplo el coeficiente de amortiguamiento o la frecuencia de forzamiento, éste sede a la

influencia externa (conocida como la parte estacionaria del movimiento).

Para el estudio del oscilador armoénico amortiguado y forzado, se hara de nuevo el sistema

masa-resorte como se muestra en la figura
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Figura 7: Sistema masa-resorte amortiguado y forzado donde se muestran tres diferentes instantes de tiempos, y las

correspondientes fuerzas que actiian sobre éste

En la anterior figura, se muestra el sistema masa-resorte amortiguado y forzado, donde

F(t+T) es la fuerza de forzamiento. Haciendo uso de las leyes de dindmica se obtiene

d*Y (t)

Fit+T)—f, — F.=m—=

(44)
Ahora bien, realizando las mismas aproximaciones de una fuerza resistiva tipo Stoke y una
elastica tipo Hooke, que se hicieron en el oscilador armoénico amortiguado, la expresion

44 se reescribe como

d?Y () dY (t)
r
@ @

+wiY (t) = %F(t +T) (45)

La expresion 45, con I' = — y w? = — | es la ecuacién de movimiento del oscilador
m

armonico amortiguado y forzado.
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5.1. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO DEL OSCILADOR
ARMONICO AMORTIGUADO CON FORZAMIENTO ARBITRARIO
POR MEDIO DE LA SERIE DE FOURIER

Para iniciar a dar solucion a la ecuacion de movimiento determinada por la expresion 45,
es necesario observar que es una ecuacion diferencial no homogénea, cuya solucion esta

dada por una solucion homogénea y una particular

Y(t) = Y(t)Homogenea + Y(t)Particular (46)

Ya que la solucion homogénea esta dada por la solucién de la ecuacién de movimiento del
oscilador arménico amortiguado, nos concentraremos en la solucion particular. Debido a
que la fuerza de forzamiento debe ser periédica, es susceptible reescribirla en términos de
la serie de Fourier, la cual es una serie infinita que converge puntualmente en funciones
periddicas continuas o por partes, y cuya forma compleja esta dada por F(t + 1) =
> e’ @r™) donde wp es la frecuencia de forzamiento.Por lo tanto, reescribiendo la

n=—oo

expresion 45 haciendo uso de la variable compleja se obtiene

dQZ(t) dZ( ) C Cn (wpn
preal S +wpZ(t) =) Ee( Fnt) (47)

n=—0oo

En donde la parte real de Z(t) ({Re[Z(t)]}) es la solucién de Y (t) particuiar- Ahora bien,

proponiendo como solucién

(t): Z Anei(wpnt—Sn) (48)

n=—oo

Y cuyas respectivas derivadas son

dZ(t - .
() _ Z Ananiez(antfén)

n=-—o00 n=-—o00

Sustituyendo la solucion propuesta y sus receptivas derivadas en 47 se obtiene
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Z lwrnt=on) [—Anw%nz +T'A,wrni + w%An} = Z D, e'@rnt)

n=—oo n=—oo

—Apwin® + TA,wpni + wiA, = D,er (50)

Cn ; . .y .
Donde D,, = —. Recordando que €' = cos(a) + isin(a), la expresién 50 se reescribe
m

COo1mo

—Apwin® +TA,wpni + wi A, = D, [cos(6,) + isin(d,)] (51)
Tomando la parte real e imaginaria de la anterior expresion

{Re} : —A,win® + wiA, = D, cos(d,)

{Im} :TA,wpn = D, sin(d,) (52)

Ahora bien, de las expresiones 52, se puede deducir con facilidad las siguientes expresiones

D,
A” - N 9 1/2
[(wg — win?)” + (Twen) ]

0, = ArcoTan (M)

(53)

2 _ 2.2
Wi — wen

Las expresiones 53, son respectivamente la amplitud y el dngulo de desfase para el os-
cilador armoénico amortiguado con forzamientos peridédicos arbitrarios, también es de
resaltar que estos depende de la frecuencia de forzamiento externo. Ya determinadas A,

y 0,, de la la solucién propuesta en 48 se obtiene

Z(t) — ZOO Aneiwpntefién

n=—oo

Z(t) =520 Apernt (cos(d,) —isin(dy,))

n=—oo

(54)

Representando geométricamente el angulo de desfase 6,
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T'nwr

2 2,2
Wy — Wi

Figura 8: Representacién geométrica de tan(dyp)

De donde se obtiene

W2 — win?
0s(8) =
[(wo —w2n?)” + (Twen) ] (55)
r
sin(5,) = — 7
[(wg —w2n?)? + (Fan)ﬂ
Sustituyendo A,,, D, y las expresiones 55 en 54
Z(t) = Z Ane™r cos(6,) — i Z Ane™r sin(4,,)
1 0 ch (w2 — W2 n?) elwrnt . o e (anF) elwrnt
Z(t):g Z 2 02 25 2_22 2 2 212 2
S (Wi —win?)” + (Twen) (Wi —wpn?)” + (Twpn)
1 — : - :
Z ) = — nEn iwpnt 7 nFn wpnt 56
2 2.2
— r
En donde E, = Yo — W y F, = ner . Ya que lo

(wg — w2n?)? + (Twpn)? (wWg — w2n?)? + (Twpn)?
que se requiere es la parte real de Z (t), es necesario recordar por medio del andlisis de

. ap — an . . . . .
Fourier que ¢, = ——, por 10 que, tomando €1l priumera 1nstan01a, el primer termino
2

de la expresion 56 se reescribe como
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1 Ap — an IWEN
Re [Z(t)lTermminO] = E Z En < 2 ) . t

1 > n— b, ib,,
Re [Z(t) lTermmino] = E {COEO + Z En (a 5 ! ) iwpnt + Z E ( —t > zwpnt}
n=1

n=—oo

Re [Z(t)17ermmino) = ~ {COEO + ZEn (a . 1 ) iwpnt | ZE (a 1 ) ewnt}
n=1

Con E,, = E_,

R@ [Z(t)lTermmino] — {COEO —|— Z E [( Zb > ein’nt + (an _; an> einnt:| }

1 e eiwpnt + e—iwpnt N eiwpnt . e—innt
Re [Z(t)lTermmino] = E {COEO —+ ZEn |:Cln ( 2 ) — (Z)an ( 2(2) >:| }

n=1

Notese que en el segundo termino de la expresion anterior fue necesario multiplicar por
()
(¢)

para de esta manera obtener

Re [Z(t)17ermmino) = % {C()Eo + Z E, [a, cos (wpnt) + b, sin (wpnt)]} (57)

n=1
1 . . : )
Donde Ey = —; segin su definicién. Ahora bien, de manera andloga para el segundo
w

. 0 ., .
termino de la expresién 56 se obtiene

m
n=1

1 [ee]
Re [Z(t)arermmino] = — {Z F, [a, cos (wpnt) — b, sin (ant)]} (58)
De 57 y 58 en 56
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1 = .
= — {COE() + Z (Enan, — Fuby) cos (wpnt) + (Enb, + Fha,) sin (wpnt)}
(59)

n=1

Re [Z(t)] - Y(t)ParticulaT

Donde cg,a,, y b, son los coeficientes de Fourier y estan determinados por

( 1 T/2
Co = — f(t)dt
T J 1)
o T/2
CoeficientesdeFourier = ¢ a, = — f(t) cos (wpnt) dt
T J 1/
2 T/2
b, = = f(t)sin (wpnt) dt
\ T -T/2
Reescribiendo la expresion 59 se obtiene
1 - :
Y(t)Particular = {COEO + Z gn COoS (ant) + On S (ant)} (60)
m n=1

La expresién 60, con &, = E,a, — F,,b, v 0, = E,b, + F,a, es la solucién particular de

la ecuacién de movimiento 45. Por lo tanto de 44

——t
Y(t) = Age 2 cos(wyt+ )+ —
m

n=1

F o0
! {COEO + Z & cos (wpnt) + o, sin (wpnt)} (61)

La anterior expresion representa la posicién de un oscilador arménico amortiguado con

forzamientos peridédicos, no solo con forzamientos coseno o senoidales como se realizan

convencionalmente. Derivando dos veces la expresion 61

T
——t |
—Ape 2 {5 cos (wyt + @) + wy sin (wyt + gp)} e

dy (t) B
0=
R w—y {COE() + ; On COS (WFnt) — &y sin (ant)} (62)

20



cf;;(t): a(t) = Age 2 {E_w]cos<wvt+<p)+r%sin(wvtw>},..

win? = _
- l:n {CoE() - Z &n cos (wpnt) + op sin (wpnt)} (63)

n=1

las expresiones 62 y 63, representan respectivamente la velocidad (v(t)) y la aceleracién

(a(t)) de un oscilador arménico amortiguado con forzamiento periédico arbitrario.

5.2. OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO PARA UNA FUNCION
DE FORZAMIENTO COSENOIDAL

En este apartado se hara el estudio de un oscilador arménico amortiguado con forzamiento
T

cosenoidal f(t +T) = cos(wpt) con T = BL el cual es el tipo de forzamiento peridédico

que se puede encontrar en general en la literatura, con el fin de comparar las soluciones

61, 62 y 63, con lo obtenido convencionalmente.

f(t+T)

WAL
VY

Grafica 18: Funcién de forzamiento cosenoidal
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Es necesario destacar, para la obtencion de los coeficientes de Forier, que en el caso de

las funciones cosenoidales es oportuno recordar las soluciones de las siguientes integrales

T/2
/ cos (mwpt) dt = 0

—T/2

0 m#n

T/2
/ cos (mwpt) cos (nwpt) dt =
—T/2

m=n%0

/T/2 cos (mwpt) sin (nwpt) dt = 0
-T/2

En este caso en especifico de la funcion de forzamiento que estamos tomando m =n = 1,
por lo que los coeficientes de Fourier son, haciendo uso de las anteriores integrales, ¢y = 0,
=1y b, =0.Y ya que solo existe esta solucion en el caso que n = 1, las sumatorias
de las expresiones 61, 62 y 63, solo se evaluaran hasta este valor, por lo que haciendo uso

de estas soluciones se obtiene.

y (m)
0.6

0.4

; MJ\I\M\ s
L

a (m/Seg”2)

oIl nn/\ n A ﬂ MAAAARAAAAAA: (seq), _° U%nvﬂUn"ﬂU’}Uﬂ"\’nUOVAV[\V/Z\VAVAVA#AVAVM\ V/\VA\;}s(Seg)

Gréfica 19: Funcién de Posicién, Velocidad y aceleracién con respecto al tiempo del oscilador arménico amortiguado con

forzamiento de una funcién cosenoidal
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Notese, como la parte transitoria del oscilador, debido a la influencia de las fuerzas
disipadoras del sistema, se aprecia aproximadamente hasta el segundo 25, después del
cual el sistema sede a la frecuencia de forzamiento y entra a la etapa estacionaria del
movimiento. Ahora bien, para realizar el estudio de la energia del oscilador armoénico
amortiguado con forzamiento peridédico cosenoidal, se hard uso de las dependencias de la
energia cinética y potencial, velocidad y posicion, realizando el correspondiente diagrama

de fase.

Grafica 20: Diagrama de fase del oscilador arménico amortiguado con forzamiento de una funcién cosenoidal

Es de destacar como la energia se disipa, como es de esperarse debido al amortiguamiento
en la etapa transitoria del movimiento, pero tiempo después se estabiliza debido a la
frecuencia de forzamiento, como se puede esperar en la etapa estacionaria del oscilador

armonico amortiguado con forzamiento periddico.
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5.3. OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO PARA UNA FUNCION
DE FORZAMIENTO CUADRADA

En este apartado se hara uso de una funcién bien conocida como lo es la funcion cuadrada,
para que sea la funcién de forzamiento de entrada de nuestro oscilador armoénico amor-

tiguado. La funcion cuadrada que se determino para este ejemplo esta definida como

T
1 O<t< =
2

ft+T) =

T
0 —<t<
2 T

Noétese que esta funcién de forzamiento tiene un periodo de T'= 7, y cuya grafica es

f (t+T)
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 t (Seg)
0 1 2 3 4 5 6

Gréfica 21: Funcién de forzamiento cuadrada

Ahora bien, haciendo uso de la expresiones 61, 62 y 63, para determinar la posicion,

velocidad y aceleraciéon respectivamente del oscilador se obtiene
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Grafica 22: Funcién de Posicién, Velocidad y aceleracién con respecto al tiempo del oscilador arménico amortiguado con

forzamiento de una funcién cuadrada

Es de apreciar, como se observa la parte transitoria de la oscilacién debido al amor-
tiguamiento, aproximadamente hasta el segundo 12, y después de este tiempo la parte

estacionaria, y como el oscilador sede a la frecuencia del forzamiento. Al analizar la

velocidad y posicion del movimiento se obtiene
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Gréfica 23: Diagrama de fase del oscilador arménico amortiguado con forzamiento de una funcién cuadrada

Se puede observar como, nuevamente, la energia se atenua debido a las fuerzas de disi-
pacién que intervienen en el sistema, pero después de superar la etapa transitoria del

movimiento se empieza a estabilizar debido al forzamiento.

5.4. OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO PARA UNA FUNCION
DE FORZAMIENTO TRIANGULAR

Con el fin de ejemplificar otro forzamiento arbitrario se hard uso de una funcién de

forzamiento triangular la cual se ha definido como

t
T O<t<m
ft+T) =
t

—— 41 <t<?2
T—|— T T

Notese que el periodo de esta funcion es de T' = 27 y cuya grafica es
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Grafica 24: Funcién de forzamiento triangular

Haciendo nuevamente uso de las expresiones 61, 62, 63 se obtiene
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Gréfica 25: Funcién de Posicién, Velocidad y aceleracién con respecto al tiempo del oscilador arménico amortiguado con

forzamiento de una funcién triangular

o7



Notese que en este ejemplo la parte transitoria del movimiento se aprecia aproximada-
mente hasta el segundo seis, después del que se observa la parte estacionaria debido a la

funcion de forzamiento. Analizando la energia se obtiene

|V (m/Seg)

Grafica 26: Diagrama de fase del oscilador arménico amortiguado con forzamiento de una funcién triangular

Nuevamente se puede observar la disipacion de la energia durante la parte transitoria y

su estabilizacién debido al forzamiento

5.5. LA RESONANCIA EN FORZAMIENTOS ARBITRARIOS

Ahora se considerara la respuesta de la amplitud del oscilador armoénico amortiguado con
forzamiento periddico arbitrario, en su parte estacionaria, cuando se varia la frecuencia
de forzamiento. La palabra relevante en este fenémeno es resonancia, la cual es; tal
vez, la caracteristica mas relevantes de los osciladores forzados, y es un fenémeno que
resulta familiar para casi toda persona, al menos de manera cualitativa. La descripcion
de este fenémeno se basa en que cuando la frecuencia de forzamiento wp se aproxima a

la frecuencia natural del oscilador wy, por lo tanto wrp >~ wyp, la amplitud del oscilador
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crece a su maximo mediante la constante repeticién de una pequena fuerza, este es el
fenomeno de resonancia cuyo ejemplo mas comun es el empujar un columpio. Ahora
bien, cuando la frecuencia de forzamiento se encuentra muy por arriba o debajo de wy

produce amplitudes mucho mas pequenas.

En este apartado se estudiara este fenémeno para forzamientos arbitrarios como los es-

tudiados en los anteriores ejemplos. Se iniciard por retoma la expresion 51 y se escribe
Cn . an — 1by, :
en esta D, = — ademds de cn = ———— se obtiene

m

AT Aywopni i A, = (an cos(én)Q—Ti—nbn sin(d,,)) i (an 81n((5n)27—nbn cos(6y)) (64)

Ahora bien, tomando la parte real e imaginaria de la expresion 64

(an, cos(dy,) + by sin(dy,))
(an sin(d,,) — bn2(7:7;s(5n)) (65)
2m

{Re} : —A,win® + wiA, =

{Im} :TA,wrn =

Elevando al cuadrado y sumando la parte real e imaginaria obtenidas en 65, se puede

obtener

a? + b2

1/2
[(wg — w%n2)2 + (prn)Q]

A2 [(wg —w2n?)’ + (Fan)ﬂ =

n

A, =

2 bQ
Donde T, — Y100

m
del oscilador arménico amortiguado con forzamiento peridédico determinada en 53, pero

La expresion 66 es analoga a la expresiéon de la amplitud
reescrito en términos de los coeficientes reales de la serie de Fourier. Ahora bien, si

aplicamos esta expresion a los ejemplos anteriores de funciones de forzamiento cosenoidal,

cuadrada y triangular se obtiene
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Grafica 27: Curvas de resonancia para el oscilador arménico amortiguado con forzamiento cosenoidal, cuadrada y

triangular respectivamente

Es de destacar, como en estas curvas de resonancia, efectivamente la amplitud maxima si
corresponde a wy que en este caso es aproximadamente 5.77H z debido a que se tomaron
como parametros £k = 10N/m y m = 300g. También es necesario observar que existen
picos donde aumenta la amplitud del oscilador, no en la misma magnitud que el pico
de resonancia, pero que se podrian interpretar como las amplitudes maximas, dada la

frecuencia de forzamineto, para la suma de los coeficientes determinados por la expresion

66 .
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5.6. ANALISIS DEL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO CON
FORZAMIENTO ARBITRARIO POR MEDIO DE TRACKER

Esta practica de laboratorio se hizo uso de un sistema masa-resorte compuesto por una
mas masa de m = 42.6g y un resorte de constante x =~ 3.982 N/m, la cual fue determinada
por medio de la ley de Hooke, el coeficiente de amortiguamiento es de I' = 0.008 el cual
es el coeficiente del aire determinado en la préactica anterior. El forzamiento se producira
por medio de un electroiman el cual ejerce una fuerza de F' = —0.0061655/V, la cual se
determiné por medio de las leyes de la dinamica con el montaje de sistema masa-resorte,

este electroiman es temporizado por medio de un circuito para generar la funcién.

0 0<t<5
F(t+T)=

—0.0061655 5 <t <10

Como se puede observar, el periodo de esta funcion de forzamiento cuadrada es de

T = 10 s. El comportamiento de este sistema oscilatorio se graba y se analizara por
medio del software Tracker obteniendo.

y(m)
0.02 x X x
iﬁﬁﬁﬁ””ﬁ!ﬂﬁﬁaﬁﬁ
b X 4
0.01 1k K[ i §
o[ [ F[Tf ; t(Seq)
b [ k 2 } 5 8 10
oo {[F I KT | g
o % | g g H H ﬂ ;

Gréfica 28:Se muestra la posicién con respecto al tiempo del sistema masa-resorte amortiguado con forzamiento periédico
arbitrario por medio de la simulacién dada por el programa Tracker (Linea punteada) y su comparacién con la expresién

61 (Linea continua)
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Gréfica 29:Se muestra el diagrama de fase del sistema masa-resorte amortiguado con forzamiento periédico arbitrario por
medio de la simulacién dada por el programa Tracker (Linea punteada) y su comparacién con la expresién 61 (Linea

continua)

Es de destacarse, como la simulacion de este sistema oscilatorio tiene una aproximacion
aceptable con respecto a lo predicho por medio de la expresiéon 61, lo cual es una marea
de verificar la validez de la misma, también se puede observar en el diagrama de fase,
como la energia del sistema se estabiliza después de una breve disipacion, minima dado
que el amortiguamiento del aire no es apreciable en periodos de tiempo cortos. Tambien
se puede observar que la posicién del sistema no difiere en gran escala de un M.A.S. dado

que la fuerza del electroiman es bastante pequena.

Es de notar en esta secciéon que el estudio de el oscilador armoénico amortiguado con
forzamiento periédico arbitrario permite desarrollar y mejorar la comprensiéon de las car-
acteristicas de este sistema oscilatorio, no solo para forzamientos periédicos de tipos seno
o cosenoidales como se muestran en general, sino para todo tipo de forzamiento periddico,

los cuales se pueden dar en la realidad.
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6. INTRODUCCION A LOS OSCILADORES ACOPLADOS

En los anteriores apartados se han estudiado osciladores que solo tienen una frecuencia
natural de oscilaciéon. Sin embargo, en la naturaleza los sistemas fisicos estan constitu-
idos por un gran numero de particulas, las cuales pueden oscilar a diferentes frecuen-
cias naturales, estos osciladores son conocidos como osciladores acoplados,este sistema
oscilatorio se encuentra en la interseccion dimensional del esquema de la figura 3 en
UNIDIMENSIONAL - IDEALIZADO — N GRADO DE LIBERTAD. Cuando
todas estas particulas poseen una misma frecuencia se conoce como modo normal de
oscilacion. Para esta introduccion a los osciladores acoplados se estudiara un sistema

acoplado de dos particulas como el que se muestra a continuacién

D
=

o —— — —— =
|

N

1

-7--

Figura 9: Sistema acoplado donde se muestran las correspondientes fuerzas que actian sobre éste

Del anterior sistema acoplado se puede obtener facilmente que las ecuaciones de movimiento

para las particulas son

—— +wir; —wh(rg —21) =0

1A
d%xz
dt?

d2331
2

(67)

+ wWaxg + wh(wg — 1) =0
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g K .
Donde w? = Z y w% = —. Notese que las expresiones 67 se encuentran acopladas, es
decir una depende de la otra, por lo que para sus respectivas soluciones es necesario

desacoplaras. Ahora bine, suponiendo que existen soluciones especiales tales de la forma

{ x1 = D1, cos (wpt + 6,,) (68)

xo = Doy, cos (wpt + 0,,)

Remplazando las soluciones especiales 68 y sus respectivas derivadas en el sistema de

ecuaciones diferenciales 67 se obtiene

{ (wg + wh — w?2) Dy, — wh Doy, =0 (69)

—wi Dy + (Wi +wh — w?2) Doy =0

Para el desacoplamiento de las ecuaciones se hara uso de su forma matricial la cual es

Wi+ wh —w? —w D\ _ (0 (70)
—wk wi+wd —w?) \ Dy, 0

Ya que para que Dy, v D, admitan una solucién no trivial es necesario que el determi-

nante de 70 sea igual a cero, se puede obtener con facilidad las soluciones

2 2 _ 2 2
Wi + 2wy = w; = w;

n —

{ Wi = w? = w? )

Cada posible valor w? es una frecuencia normal que representa cada posible modo normal

del oscilador. Al sustituir w? y w? en algunas de las expresiones de 69 se obtiene

Dln D]_n D]_n 1 9
=1— = = para Wy

D2n Dgn Dln 1 (72)
=—-1— = = para w;

D2n Dgn _Dln —1

Las expresiones 72 son las relaciones que existen entre las partes del sistema oscilatorio,

de tal manera que solo resta determinar una amplitud arbitraria la cual se define por

medio de las condiciones iniciales del sistema. Escribiendo D;, = a;,C, con j = 1,2
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entonces Dy, = a1,C,, v Ds, = as,C,, de tal forma que ay, y as, son valores arbitrarios

los cuales despues de fijados cumplen la relacion

Q12 = —Q22

{ a1 = a1 (73)

Dadas estas relaciones, resta determinar los valores de C,, dadas las condiciones iniciales
del sistema, y ya que las soluciones especiales 68 son homogéneas y lineales, su super-

posiciones también es solucién del sistema oscilatorio, y por lo tanto

2
xj(t) = Z ajnCy cos (wit + 0,,) (74)

n=1

v (m/Seg)

Gréfica 39: Se muestra la posicién, velocidad y aceleracién con respecto al tiempo, ademas del diagrama de fase para el

sistema acoplado de la Figura 9
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En la anterior grafica, se muestra el desarrollo temporal y el diagrama de fase del sistema
acoplado de la Figura 9, con condiciones iniciales x1(0) = 30cm, x5(0) = 0y v,(0) =
v2(0) = 0, condiciones que determinan un acoplamiento asimétrico . En las graficas se

muestra la evolucion temporal de cada una de las particulas del sistema y su diagrama

de fase.

6.1. ANALISIS DEL LOS PENDULOS ACOPLADOS POR MEDIO DE
TRACKER

En esta practica de laboratorio se hard uso de un sistema de dos péndulos de masa
m = 100 g y longitud L = 50 ¢m, los cuales estan acoplados por medio de un resorte de
constante £ ~ 3.6 N/m, la cual fue determinada por medio de la ley de Hooke al colgar
de este una masa de 50 g y medir su elongacién. El comportamiento de este sistema se
analizard por medio del programa Tracker en uno de sus modos normales al desplazar

los dos péndulos una misma distancia determinada como se muestra en la Figura 9 y

obteniendo
x_1(m) x_2(m)
0.15 0.15
X
0.1 % xx . 0.1
X x «
0.05 X x x 0.05
X X
X
0 * X « _ t(Seq) 0
o \bs 1 15 |\~ 5 3 o 105
X
-0.05 x x -0.05
X X
X
0.1 o} % -0.1
“ X
-0.15 -0.15
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v_1(m/Seg) 2
0.6
0.4
0.2 X
0
05 [ 1
X
-0.21\* X
X
x X
041 \% X
X
-0.6 X/ x

0.6

0.4

0.2

v_2(m/Seg)
X

X
X
X
X
X
X

1

Gréfica 31:Se muestra la evolucién temporal de la posicién de cada uno de los péndulos comparando lo obtenido en con la

expresién 74 (en linea continua)y los datos del programa Tracker (en linea punteada)

XV 1(m/Seq)

X%0.8 1

x_2(m)

v_2(m/Seq)

0.8 1

Gréfica 32:Se muestra los diagramas de fase de cada uno de los péndulos comparando lo obtenido en con la expresién 74

(en linea continua)y los datos del programa Tracker (en linea punteada)

Notese, como la simulaciéon obtenida por medio del programa Tracker, posee una aprox-

imacién aceptable con la expresion 74. También es posible apreciar como en este modo

normal los péndulos se comportan como osciladores armoénicos simples, mostrando de esta

manera como los osciladores acoplados se componen de la superposicién de movimientos

mas simples como el M.A.S.
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7. INTRODUCCION AL MOVIMIENTO ONDULATORIO

En este apartado se hablara brevemente del movimiento ondulatorio, el cual sera mostrando
haciendo usos de los sistemas oscilatorios discretos estudiados en los apartados anteriores,
se puede hacer un paso a los sistemas continuos obteniendo de esta manera la ecuacion

de onda y sus respectiva solucion.

7.1. LA ECUACION DE ONDA UNIDIMENSIONAL

Para iniciar el estudio del movimiento ondulatorio se hard uso de una serie de sis-
temas masa-resorte de n osciladores acoplados entre si, con las condiciones que todas
las particulas posean la misma masa m, los resorte idénticos con constante de elasti-
cidad xk y no se tendran encenta interacciones con campos gravitacionales,este sistema
oscilatorio se encuentra en la interseccién dimensional del esquema de la figura 3 en

UNIDIMENSIONAL — IDEALIZADO — INFINITOS GRADO DE LIBERTAD,

tal y como se muestra en la figura

Figura 10: Sistema acoplado n osciladores donde se muestran las correspondientes fuerzas que actiian sobre éste

De la anterior figura se puede obtener con relativa facilidad que la ecuaciéon de movimiento

para la j-ecima particula esta dada por

= wh (Tj41 — 7 — x5+ Tj-1) (75)
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La expresién 75 se puede reescribir de manera general como

d*V(z,t)

o WE [U(x + Ax,t) — U(x,t) — U(x,t) + U(z — Az, )] (76)

K
Donde w% = — y ¥(z,t) una funcién que depende de la posicién y el tiempo. Ahora bien,
m

para realizar el paso al continue es necesario notar que n debe tender a infinito (n — o0)

y la masa m y la distancia entre estas Az deben tender a cero (m — 0, Az — 0). Por lo
2

x
tanto multiplicando por — la expresién 76 y tomando el limite se obtiene

Az?

d*>V(z,t) 2 lim U(r+ Az, t) = W(r,t) V(a,t)+V(r - Az,t) | Az
dt? Bazso | Ax y Az | Az
A (2.1 /de QA (z.1) /da
d¥(z,t) d¥(x,t)
dQ\D(Iv t) 2 1 dx z+Az dx T 2
ez wRAIgEO Ax A

A2V (x,t)/dx?

d?VU(x,t)  dEPV(z,t) . 4
T g AlilllowRAm (77)

Notese que en la expresion 77 Alimow rAx = Constante la cual tiene unidades de velocidad
T—

por lo cual la denotaremos como v por lo tanto

d*V(z,t) L 2 (x,t)
a2z da? (78)

La anterior expresion es conocida como la ecuacion de onda unidimensional, la cual fue
obtenida por medio del paso del un sistema discreto a uno continuo haciendo uso de los
sistemas anteriormente estudiados. Sin embargo, es necesario anotar que al atacar al
sistema directamente desde el continuo, como se realiza en la mayoria de los textos, se

llega a la misma expresion.
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7.2. SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA UNIDIMENSIONAL

Para dar solucién a la ecuacién de onda unidimensional dada por la expresion 78, se
haréd la suposicion que esta solucién consta de una funcion que depende de la posicion
del sistema (Q(z)) y otra que depende del tiempo (W (t)), de tal manera que la solucién

estara dada por

U(z,t) = Qx)W(t) (79)

Este solucién es conocida como el método de separacion de variables. Ahora bien, dadas

sus respectivas segundas derivadas con respecto al tiempo y la posicion

A*W (z,t d*W (t
(2.0) _ oy W)
dt dt (80)
d*U(x,t) (t)sz(m)
de? dx?
Al sustituir las expresiones 80 en 78 se obtiene con relativa facilidad
2 2 72
L W) v dQ(x):Q (81)

W(t) dt2 Q(z) da?

Donde €2 es una constante dado la variable con respecto se realizan las derivadas, y por

lo tanto hay tres diferentes casos de solucién dado el valor que tome la constante

Caso Ecuaciéon Diferencial | Solucion de la Ecuacién Diferencial
0 =0 d?W (t)/dt>=0 W (t)=It+J
— d?Q(z)/dz%=0 Q(z)=Kz+L
_ 22 d?W (t)/dt?>—W (t)32=0 W (t)=E cosh(Bt)+F sinh(8t)
R>0-0=5 dzﬁg&ﬂ;)( ?fjg@&ﬁ%ﬂf 2v2:0 Q(x)=vg(c§sh£‘(ﬁ/1z)w))+gsirﬂél((gf/v)x)
2 t)/dt“+W (t)a*=0 t)=Acos(at)+ B sin(at
0<0=20=-a d2Q(z)/dz?4+Q(z)a? /v2=0 Q(z)=C cos((a/v)z)+Dsin((a/v)x)

Tabla 2: Soluciones de la expresion 81 dados los diferentes posible valores de la constante §2

Se puede observar que los dos primeros casos de solucién para 2 =0y €2 > 0, no poseen
una coherencia desde el punto de vista fisico, dado que sus soluciones estdn dadas por
funciones lineales e hiperbodlicas las cuales no concuerdan con los movimientos ondulato-
rios que se pueden observar en la naturaleza, razon por la cual se toma como solucién el
caso en que 2 < 0 ya que su solucién esta determinada por medio de funciones coseno y

senoidales. Al sustituir dichas soluciones vélidas en 79 se obtiene
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U(z,t) = io: [A,, cos (ant) + By sin (ay,t)] [C’n Ccos (%x) + D, sin <%x)] (82)

Donde las constantes A,,, B,, C,, D, y a,, se determinan por medio de las condiciones de
frontera y las condiciones iniciales del sistema. Nétese que la soluciéon de la ecuacién de
onda unidimensional determinada por la expresion 82 se da en términos de una sumatoria,
dado que esta formada por un sistema de osciladores acoplados de manera unidimensional
por lo cual su movimiento mas general se determina en base de la superposicion de los

modos normales de oscilacion.

7.3. CUERDA ATADA EN SUS EXTREMOS

En este apartado se estudiara, a manera de ejemplo, las ondas mecanicas dadas en una
cuerda atada en sus extremos al ser perturbada. Ahora bien, dadas las condiciones de

frontera W(0,t) = W(L,t) = 0 se puede obtener con relativa facilidad de la expresion 82

0= nio; [A,, cos (ant) + By, sin (ap,t)] [C’n cos (%0) + D, sin (%0)} —C,=0 (83)
g [A,, cos (apt) + By, sin (a,t)] [Dn sin (%L)] e — ? (84)

Al sustituir 83 y 84 en 82 se obtiene

i [A Ccos ( ) + B, sin (n—zvtﬂ sin (%x) (85)

n=1

mm
Dado el caso especifico en que sus condiciones iniciales sean ¥ (x,0) = x sin <Ta7> y

d¥(x,0 ) iy . .
L = 0 se obtiene de la expresion 85 y su respectiva derivada

dt
. /mm > nmv . /nmv . /nT ,
X sin <TI> = ; [An cos (T()) + B, sin (T())] sin (TQS) — A, =x st n=m

(86)
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n=1

Con las expresiones 86 y 87 en 85 se obtiene

o0

U(x,t) = ZXCOS (%t) sin (n%x) (88)

n=1

La anterior expresion representa la solucién de la ecuacion para una cuerda de longitud
L atada en sus extremos dadas las condiciones de frontera e iniciales anterior mente
determinadas y con v = y/Fr/u. Ahora bien, la representacién espacial de esta cuerda

para diferentes valores de n esta dada por

() ¥ (z)

() (z)

Gréfica 33: Se muestra la representacién espacial para diferentes valores de n con x = 0.5m

Estas graficas representan la posicion de la onda de la cuerda para diferentes valores de
n y son conocidos en la literatura como armonicos de la cuerda, los cuales son los modos

fundamentales de vibracion de la misma. Dados estos arménicos, es posible generalizar
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la longitud de onda () y definir la cantidad de longitud de onda por ciclo transcurrido

lo cual se conoce como niimero de onda angular (K), los cuales respectivamente son

Estudiando el comportamiento temporal de la ecuacién de onda 88 se obtiene

L(t)

t(Seg)
z

w(t)

t(Seg)
2

w(t)

t(Seg)

w(t)

t(Seg)

n=3

n=4

Gréfica 34: Se muestra el comportamiento temporal para diferentes arménicos con x = 0.5m y v = 2m/Seg

Es de destacar que el comportamiento temporal de la onda de la cuerda es como el de un

oscilador aménico simple con diferentes frecuencias angulares dependiendo del arménico,

lo cual se debe a que este corresponde a un diferencial de la cuerda el cual es, como se

vio en la determinacion de la ecuacién de onda, uno de estos osciladores. Ahora bien, de

este comportamiento temporal se puede definir la frecuencia angular de la onda (w), el

periodo de tiempo de la onda (7") y la frecuencia de la onda (f) como




2 B 2L

T, =——=1T,=—

Wn nv
foma = fu= > fa=nf
n_Tn n_2L n="NnJ1

Notese que los anteriores términos son los definidos cotidianamente en la literatura al
estudiar las fuentes sonoras. También es factible relacionar el comportamiento espacial
y temporal de la onda por medio de la razén entre la longitud de onda ()\,,) y el periodo

de tiempo de la onda (7},) obteniendo

2L
A A B
E—ﬁ—)U—T%’U—)\f
nv

Las anteriores expresiones definen la velocidad de la onda producida en la cuerda. Es de
destacar que a partir de este ejemplo de la cuerda atada a sus extremos se a podido definir

una serie de parametros trabajados cotidianamente en estos cursos inclusive a nivel de

bachillerato.
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8. CONCLUSIONES

Las consideraciones que se tienen en cuenta en el presente trabajo de grado, per-
miten mejorar, en cierto grado, la comprension y la profundizacion del estudio de los
sistemas oscilatorios.

La propuesta del esquema mental, bajo las intersecciones de las diferentes dimen-
siones propuestas y su trasversalidad temporal, permite abordar los diferentes sis-
temas oscilatorios, ademas de mejorar su contextualizacién para su respectivo estu-
dio.

Los sistemas oscilatorios que se abordan a profundidad en el presente trabajo de
grado, permiten evidenciar diferentes caracteristicas de dichos sistemas que se consi-
deran relevantes, ademas de que estos sistemas se consideren de especial importancia
para poder abordar sistemas oscilatorios mas complejos.

Las practicas de laboratorio desarrolladas, permiten ratificar los calculos tedricos

realizados, ademas de ser la manera de evaluar su validez.

1)
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10. ANEXOS

10.1. CODIGO CABECERA PARA EL METODO DE RUNGE KUTTA
CUARTO ORDEN

% METODO DE RUNGE KUTTA 4 ORDEN PARA EDOs
function [t,x,v] =rk_2(f,t0,tf,x0,v0,n)
h=(tf-t0)/n;
t=t0:h:tf,;
x=zeros(n+1,1);
v=zeros(n+1,1);
x(1)=x0; v(1)=v0;
for i=1:n
ki=h*v(i);
11=h*f (£t (i) ,x(1),v(i));
k2=h*(v(i)+11/2);
12=h*f (t (1) +h/2,x(i)+k1/2,v(i)+11/2);
k3=hx*(v(1)+12/2);
13=h*f (t(i)+h/2,x(i)+k2/2,v(i)+12/2);
k4=h*(v(i)+13);
14=hx*f (t (1) +h,x(1)+k3,v(i)+13);
x(i+1)=x(1)+(k1+2%¥k2+2xk3+k4) /6;
v(i+1)=v(i)+(11+2%12+2%13+14)/6;
end

end
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10.2. CODIGO PARA EL EL PENDULO MATEMATICO NO LINEAL
POR MEDIO DEL METODO DE RUNGE KUTTA CUARTO OR-
DEN

disp (7% PENDULO NO LINEAL POR MEDIO DEL METODO DE RUNGE KUTTA DE ORDEN 4x’)
wO=input (’frecuencia angular, wo: 7);
x0=input (’4ngulo inicial en radianes, x0: ’);
vO=input (’velocidad inicial en Rad/s, vO: ’);
tf=input ("tiempo final, tf: 7);
n=input (’nimero de pasos, n: ’);
f=0(t,x,v) -wO*wO*sin(x);

%condiciones iniciales

t0=0;

hold on

%hsolucién numérica
[t,x,v]=rk_2(f,t0,tf,x0,v0,n);

plot(t,x,’bx’)

grid on

xlabel(’t (Seg)’)

ylabel(’x (Rad)’);

legend (’RK4 Péndulo’)

title(’oscilador amortiguado’)

hold off

10.3. CODIGO PARA EL EL OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO
POR MEDIO DEL METODO DE RUNGE KUTTA CUARTO OR-
DEN

disp (’*0SCILADOR AMORTIGUADO POR MEDIO DEL METODO DE RUNGE KUTTADE ORDEN 4x’)

wO=input (’frecuencia angular, wo: 7);
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g=input (’rozamiento, gamma: ’);

x0=input (’posicién inicial en metros, x0: ’);

vO=input (’velocidad inicial en m/s, vO: ’);
tf=input (’tiempo final, tf: 7);
n=input (’nimero de pasos, n: ’);

f=0(t,x,v) -g*v-wO*wO*x;
%hcondiciones iniciales

t0=0;

hold on

%solucion numérica
[t,x,v]=rk_2(f,t0,tf,x0,v0,n);
plot(t,x,’r*’)

grid on

xlabel (’t (Seg)’)

ylabel(’x (m)’);

legend (’RK4 Amortiguado’)
title(’oscilador amortiguado’)
hold off
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