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RESUMEN

La presente propuesta de investigacion esta orientada a desarrollar un tratamiento cualitativo al
problema referido a la nocion de densidad de los nimeros racionales positivos ya que, autores
como Broitman et al. (2003) expresan al respecto que no existe en la literatura investigativa una
variedad de trabajos que desde diferentes perspectivas den cuenta del proceso de su ensefianza-
aprendizaje, por esta razon, se ha seleccionado trabajar bajo los principios de la educacion
matematica realista con el propdsito de exponer las matematizaciones gestionadas por los
estudiantes del grado octavo al enfrentarse a situaciones de orden entre fracciones orientadas a
construir la nocién de densidad de los nimeros racionales positivos a través de la construccion de
un instrumento (cuestionario) que pueda ser aplicado previo a la instruccién, como un topico que
puede aportar al marco de trabajos investigativos realizando un andlisis a priori desde la
perspectiva (Zolkower, Bressan y Gallego, 2016).

Palabras clave: Orden, densidad, matematizacion, procesos, racionales positivos, fraccion,
decimal.

ABSTRACT

This research proposal is aimed at developing a qualitative treatment of the problem related to
the notion of density of positive rational numbers, since authors such as Broitman et al. (2003)
express in this regard that there is not in the research literature a variety of works that from different
perspectives account for the teaching-learning process, for this reason, it has been selected to work
under the principles of realistic mathematics education with the purpose to expose the
mathematizations managed by eighth grade students when facing situations of order between
fractions aimed at constructing the notion of density of positive rational numbers through the

construction of an instrument (questionnaire) that can be applied prior to instruction , as a topic



that can contribute to the framework of research work by carrying out an a priori analysis from the
perspective (Zolkower, Bressan & Gallego, 2016).

Keywords: Order, density, mathematization, processes, positive rationals, fraction, decimal.
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INTRODUCCION

La propuesta de investigacion que se presenta a continuacion, aborda el orden entre nimeros
racionales positivos y la nocion de densidad, entendida esta ultima como la posibilidad de hallar
un numero racional entre otros dos ndmeros racionales dados y que, desde una perspectiva
personal, es un primer paso en la comprension de la propiedad de densidad de los nimeros
racionales y de objetos matematicos mas complejos como los del célculo. Sin embargo, en la
revision bibliogréfica realizada se identifico que al respecto del trabajo en el aula sobre la nocion
de densidad de los nimeros racionales positivos no son muchos los informes de investigacion que
se puedan encontrar.

Algunos de estos resultados de investigacion sugieren la necesidad de utilizar diferentes tipos
de notaciones, otros establecen la necesidad de establecer primero la equivalencia de fracciones
para la comprension de la propiedad de densidad y la conveniencia de iniciar el estudio de los
numeros racionales a partir de la relacion parte-todo. Sin embargo, dentro de las dificultades
detectadas en la teoria al respecto de la propiedad de densidad se encontrd, que un factor principal
de dichas dificultades es el orden entre nimeros racionales.

En este trabajo de grado se trata de relacionar el orden entre nimeros racionales positivos con
respecto a la nocion de densidad haciendo uso de los principios de la Educacion Matematica
Realista (EMR), como un elemento que contribuye a la ensefianza de este concepto. Para tal
proposito, dentro de la indagacion realizada se pudo reconocer que el proceso de construccion de
una sesion de clases dentro de la EMR, no es un proceso inmediato, ya que como lo expresa
Bressan et al (2016) para identificar al respecto de un objeto matematico los niveles de
matematizacion alcanzados por los estudiantes es necesario realizar analisis didacticos a prioriy a

posteriori que posibiliten un desarrollo constante del acto educativo, no obstante, para realizar



estos analisis a priori, Puig (1997) expresa que implicito en la propuesta de Freudenthal, la cual,
fundamenta la EMR, se encuentran una serie de analisis fenomenoldgicos que deberian realizarse
previo a la ensefianza, para delimitar el campo de fendmenos y estrategias didacticas sobre dicho
objeto matematico. Por esta razdn, esta propuesta investigativa tiene como proposito principal la
construccién de un instrumento que permita determinar los niveles de matematizacion que
alcanzan estudiantes del grado octavo a través de situaciones de orden entre nimeros racionales
orientadas a construir la nocion de densidad realizando un acercamiento al analisis
fenomenoldgico que propicie delimitar los fendmenos y las estrategias didacticas al respecto de
estos objetos matematicos.

De acuerdo con lo anterior, en la primera parte de este trabajo, se especifica la problematica
abordada de manera superficial anteriormente, asi mismo, se justifica la problematica y se genera
una pregunta de investigacion. En el segundo capitulo, se expone el marco teorico, en el cual, se
encontrard en un primer momento la apuesta tedrica de (Puig, 1997) que contribuyd mucho en el
desarrollo de esta investigacion a través de los analisis fenomenoldgicos y sus reflexiones
explicitas sobre lo que esta implicito en la propuesta de Freudenthal. A su vez, se expondran los
principios de la Educacion Matematica Realista, los cuales, contribuyeron a la construccion de
categorias y a desarrollar los procedimientos de analisis. Sumado a lo anterior, se expondran
dificultades y aspectos didacticos de los nameros racionales positivos debido a que no se
encontraron unos minimos didacticos al respecto, en ese sentido, correspondio tratar de conectar
diversas investigacion al respecto de las fracciones, numeros decimales y la ensefianza de los
numeros racionales positivos y por ultimo, se presenta una posible conexion entre la idea de
modelo desde la Educacion matematica Realista y la propuesta de (Duval, 1999) al respecto de los

registros de representacion semioética y sus funciones.

Xl



Para la tercera parte de esta investigacion, se expondra la metodologia seleccionada, la cual es
cualitativa y se seleccioné como método el estudio de caso mdltiple, debido a que hace mayor
énfasis sobre el analisis de los datos para cuando el tema no ha sido desarrollado desde multiples
perspectivas. Asi mismo, se exponen las técnicas de recoleccion de la informacion y como seran
utilizadas para tal propoésito. Seguidamente, se presentard la construccion del instrumento
(cuestionario) y se especificaran las elecciones tomadas sobre el mismo junto con el acercamiento
al analisis fenomenoldgico desde la apuesta tedrica de (Puig, 1997) de donde surgen los fendmenos
que se indagaran a través del cuestionario abierto, posterior al acercamiento del acercamiento al
analisis fenomenoldgico, se expone junto con las categorias de andlisis el instrumento. Asi mismo,
se expone la poblacién que son, 4 estudiantes del grado octavo del Santa Lucia IED junto con sus
caracteristicas.

Luego, en el apartado cuarto de esta investigacion, se expone la manera en la que se analizara
la informacion y el andlisis de la informacion recolectada a través de los instrumentos de
recoleccion de datos, el marco tedrico y las categorias de analisis, para esclarecer, en un primer
momento se realiza un analisis pregunta a pregunta, que se tuvo que presentar en los ANEXOS
por cuestiones de espacio, no obstante, a partir de éste se presenta un andlisis de los niveles de
matematizacion alcanzados por cada uno de los casos o estudiantes y por cada una de las tareas.

En el apartado quinto de esta investigacion, se exponen las conclusiones y reflexiones al
respecto del instrumento y los objetivos propuestos para su construccidn, asi mismo, se presenta
una posible respuesta a la pregunta de investigacion junto con el instrumento cualificado para
futuras aplicaciones que le permitan complementarse y posibilitar procesos de andlisis mas

refinados.

Xl



Por ultimo, en el apartado seis se presenta la bibliografia que sustenta esta investigacion y en el
apartado séptimo, se expone el analisis pregunta a pregunta de cada uno de los casos por cada una
de las tareas que como se menciono, por cuestiones de espacio correspondi6 ubicarlo en ANEXOS,
no obstante, se presentan como referentes en hipervinculos para corroborar y complementar

informacion puesta en el andlisis de los resultados o apartado quinto.
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1. Contextualizacion del problema

1.1. Antecedentes

Uno de los referentes que influyd en la seleccion de la temética central de esta propuesta
investigativa fue el de Fandifio (2009), en el cual plantea explicitamente la relacion existente entre
algunos elementos de la fraccion y el nimero racional con respecto a algunos procesos trabajados
en el célculo como los son la continuidad de la recta, el nimero real, la continuidad etc. En ese
sentido y sustentado en su propia revision bibliogréafica internacional y nacional, la autora expresa
que varias de las dificultades y obstaculos epistemolégicos reconocidos en el calculo no devienen
del mismo célculo sino de elementos anteriores como lo son la fraccion y el nimero racional.

Bajo esta premisa, categoriza algunas dificultades y obstaculos epistemoldgicos, ontogenéticos
y didacticos. Dentro de los obstaculos didacticos expresa Fandifio (2009) se encuentran la
vinculacion temprana de elementos infinitamente actuales de la geometria para la ensefianza de la
fraccion y la interpretacion de la recta como un collar de perlas no continuo, a su vez, dentro de
los obstaculos ontogenéticos presenta, la dificultad que representa para los estudiantes el
enfrentarse con las propiedades de orden entre fracciones y numeros racionales argumentando que,
el uso excesivo del conteo con nimeros naturales es el factor mas influyente que obstruye el
transito entre la aritmética con ndmeros naturales y la aritmética con fracciones y, racionales en
consecuencia, emerge la problematica entre el orden y la densidad racional.

Con el aporte de Fandifio (2009) se continud indagando en la temética de la densidad. En tal
indagacion, se encuentra una propuesta de trabajo frente al tema de la densidad racional realizada
por Guichdén y Duarte (2014), quienes exponen estrategias para abordar en el aula el concepto de
densidad haciendo uso de intervalos racionales donde llegan a establecer como uno de sus

resultados, la importancia de variar la forma en que se presentan los extremos de los intervalos



(decimal, fraccion) ya que dependiendo de la representacion utilizada los estudiantes gestionan o
no la densidad racional, a su vez, fue un referente importante en tanto posibilit6 la construccion de
un instrumento diagnostico cuyo resultado permitio identificar en el aula la ausencia de tratamiento
al respecto de la densidad racional.

Del referente anterior, se extrajo el trabajo investigativo de Broitman, Itzcovich y Quaranta
(2003) quienes realizan un estudio acerca de la ensefianza-aprendizaje de la notacion decimal de
los nimeros racionales y las concepciones que tienen los estudiantes sobre el valor posicional de
los numeros decimales donde, las dificultades y conocimientos disponibles pueden constituirse en
puntos de partida para nuevos aprendizajes. Ademas de lo anterior, presenta un tratamiento a la
densidad racional que busca analizar los procedimientos y las reflexiones de los educandos a
propdsito de problemas en los que inicialmente los nimeros decimales son visualizados como
subunidades que llegan a un limite mas alla del cual resultan indivisibles.

Respecto a la densidad, Broitman et al. (2003) expresan que muchos de los tratamientos que se
realizan sobre los numeros decimales tienen como contexto el dinero y la medida, en ese sentido,
el primero permite dependiendo del pais trabajar hasta centésimos y en el segundo, aunque se
considera que cada unidad se puede dividir infinitamente, en muchas ocasiones la subdivision de
tales unidades solo alcanza los limites de lo empirico por los instrumentos de medida utilizados
permeando los limites de lo Gtil y lo razonable, sin embargo, si se restringe el trabajo con los
nimeros decimales a tales contextos, propicia no poner en juego las propiedades de los nimeros
decimales y por tanto de los nimeros racionales. Dentro de las situaciones planteadas por los
autores, se utilizan intervalos en donde los estudiantes deben tratar de sumar tantos nimeros como
puedan hasta acercarse a un limite superior y el que tenga la mayor cantidad de sumandos gana el

juego. A través de la situacion anterior expresan los autores, los estudiantes lograron evocar el uso



de nimeros decimales para obtener una mayor cantidad de sumandos, reconociendo que cada
sumando agregado tiene un valor menor y por ello puede ser desarrollado infinitamente.

Otro documento que hace referencia a la densidad es el de Panizza y Alvares (1990), quienes
presentan en su articulo los resultados de una investigacion mayor sobre la representacion,
adquisicion y utilizacion del concepto de densidad en los niveles de ensefianza media y
universitaria el cual, analiza en tres momentos las concepciones de los estudiantes. Tales
momentos son inicial, intermedio y final. En el proceso, reconocieron que los resultados debian
estudiarse teniendo en cuenta la interaccion de la densidad racional con respecto a la constitucién
de clases de equivalencia, la representacion interna de los nimeros basada en aspectos
superficiales como la notacion y la representacion de operaciones y, la influencia de estos
elementos en el control de la conducta.

En dicho articulo se vislumbra la constitucion de investigacion de tipo cuantitativo y
exploratorio, ya que en el momento en que se realizo, las investigaciones al respecto eran
inexistentes; en su investigacion, aplicaron dos tareas de distinta complejidad a tres grupos de
estudiantes uno de escuela media y dos de universidad obteniendo como resultados, que en el
estado inicial los estudiantes se categorizan por ser sujetos novicios (estudiantes de escuela media
e inicios de universidad) los cuales definen los niumeros superficial y operatoriamente, a su vez
son inconsistentes dependiendo de la notacion usada para abordar un problemay , se les dificulta
en mayor grado la notacion fraccion que la decimal. Los estados intermedios de los estudiantes se
caracterizan por continuar con inconsistencias frente a la notacion, pero existe una tendencia a
abordar algunos aspectos de la propiedad de densidad, aunque perdura la superficialidad y la
operatividad lo cual, se vislumbra en el hecho de que la recuperacion de la propiedad de densidad

frente a un problema depende de la notacion utilizada. Por Gltimo, en el estado final se reconoce



que las clases algebraicas de numeros tienen su sustento en las propiedades que los definen.
Finalmente, expresan que las caracteristicas fundamentales del proceso de adquisicién de la
propiedad son: La propiedad de densidad inicialmente se asocia a conjuntos numéricos
superficiales y seguido asociada a clases algebraicas de nimeros, los aprendices acceden a la
densidad de manera confiable cuando se construyen las clases algebraicas de numeros y la parte
operatoria es puesta en un segundo plano, los elementos operatorios para la adquisicion de la
propiedad de densidad inicialmente deben partir de la notacion decimal, la notacion decimal
infinita periddica tienen un efecto negativo en la adquisicién de la densidad.

Recientemente Cabarcas y Soler (2017) realizaron una investigacion cuyo objetivo fue analizar
cuéles son las dificultades que tienen los estudiantes del grado noveno para comprender la
densidad racional haciendo uso del registro fraccién y decimal. Esta investigacion es de caracter
mixto pues tiene un componente cuantitativo en tanto median los aciertos y desaciertos frente a la
interpretacion, orden y densidad de los nimeros racionales y cualitativo en tanto fue un estudio de
caso multiple que les permiti6 interpretar las producciones de los educandos. Dentro de sus
resultados manifiestan que, la mayor dificultad de esta poblacion se encuentra en poder aceptar
que entre dos numeros racionales existen infinitos nimeros racionales (densidad), asi mismo,
expresan que el registro fraccién representa mas dificultad que el registro decimal y en
contraposicion de lo estipulado por Fandifio, explicitan que la recta numérica fue un recurso
importante en el proceso de comprension de la propiedad de densidad.

Gairin (1998) por su parte, presenta puntos de anclaje sobre los cuales construir propuestas
didacticas al respecto de los numeros racionales positivos, a su vez, manifiesta la importancia de
conectar la representacion fraccion y decimal a través de la interpretacion de la fraccion como

cociente partitivo, no obstante, recomienda que la mejor forma de abordar los nUmeros racionales



es a través del contexto de medida de magnitudes ya que les permite a los estudiantes reelaborar
la idea de nimero que construyeron tan diferenciado como el recuento. Asi mismo, expresa que
en la ensefianza-aprendizaje del ndmero racional se deben asimilar los cambios estructurales
(algebraicos y topoldgicos) con respecto a los nimeros naturales bajo dos ideas complejas la
existencia de un inverso multiplicativo y la nocion de densidad respecto del orden.

Por su parte Nardoni, Camara y Pochulo (2014) en su trabajo, dan cuenta de la complejidad
para evaluar la comprension sobre los nimeros racionales en estudiantes al finalizar la secundaria,
dicho estudio desarrollado en el marco del Enfoque ontosemidtico (EOS) en donde se trabajaron
entrevistas clinicas y situaciones problema concluyen que, los procesos algoritmicos de los
estudiantes se confunden entre si, no hacen uso de representaciones graficas respecto a la fraccion
para solucionar problemas y, no utilizan ni solucionan problemas con nimeros racionales sino solo
a través del lenguaje natural. En consecuencia, los estudiantes de la investigacion no tienen una
comprension de los nimeros racionales en tanto no dominan el sistema de practicas del objeto
matematico (nimero racional) estableciendo dentro de las dificultades reconocidas a través de sus
resultados la densidad respecto del orden.

Crespo (2004) realizé un recorrido historico por las ideas que influyeron en la construccion
matematica del concepto de continuidad y a su vez, expone las concepciones de los estudiantes
frente al concepto de continuidad en distintas edades. En lo que respecta a la densidad, manifiesta
que la mayoria de los estudiantes tienden a confundir la densidad de la recta con la continuidad de
la recta debido a la vinculacion indebida de interpretaciones de la recta de manera intuitiva.
Respecto al recorrido histérico, aborda la influencia del pensamiento aristotélico en las
concepciones del infinito y la geometria, las paradojas y el infinito para llegar hasta Zen6n del cual

toma una de sus paradojas (dicotomia) para identificar las concepciones de los estudiantes en



distintas edades encontrando que, los nifios del primer ciclo de la Ensefianza General Basica EGB
trivializan el problema de la continuidad mientras que conforme avanza la edad tienden a reconocer
la paradoja entre los 16 y 18 afios o nivel polimodal.

Obando (2003) hace uso de algunos elementos de la teoria de las situaciones didacticas y como
metodologia la ingenieria didactica para abordar el problema de como organizar la ensefianza de
los nimeros racionales a partir de la relacion parte-todo. Al respecto, parte de un analisis histérico
del concepto de numero racional comprendiendo que la dicotomia griega continuo-discreto, unidad
aritmética-unidad geométrica y numero-magnitud es uno de esos problemas epistemoldgicos que
se debe llevar al aula para posibilitar la superacion de tales dicotomias para ello, postula utilizar la
concepcién numérica de Stevin quien antes de descartes unifico la magnitud y el nimero para
resolver problemas de la vida econdmica de su época, a su vez, a través de su analisis histdrico
comprende que las practicas sociales de medicion son una fuente importante para la
conceptualizacién de la fraccién y la aceptacion de las partes de la unidad como nimeros.

Ademas de lo anterior, realiza un analisis didactico con el cual reconoce que la relacién parte-
todo es un recurso que permite acceder a otros aspectos de los nimeros racionales como la
equivalencia y la suma de fracciones; asi mismo, reconoce que la relacion parte-todo es un puente
de entrada a la conceptualizacion de la unidad como divisible en partes menores, como también
sus dos caracteristicas esto es, unidad simple-compuesta y continuo-discreto. Sumado a lo anterior,
dentro de sus resultados identifica que la relacion parte-todo en muchas ocasiones centra su mirada
en la particién y el conteo, lo cual, no contribuye a transitar de los naturales a los racionales, a su
vez, menciona la importancia de hacer un tratamiento cuidadoso al tipo de unidad y contexto en el

que se presenta dicha unidad, pues los educandos conceptualizan de distinta forma dependiendo



del contexto y reconoce que la relacion parte-todo, tiene una debilidad respecto a la estructura
multiplicativa de los nimeros racionales.

Vega (1999) reporta una posible disociacién entre la notacion fraccion y decimal presente en el
articulo de Panizza y Alvarez (1990) y emprende un trabajo investigativo en el cual identifica que
para la comprension de la densidad de los racionales los estudiantes primero deben pasar por la
relacion parte-todo y las distintas interpretaciones de las fracciones para luego realizar un
tratamiento a la equivalencia de fracciones y seguido el orden para después poder abordar la
densidad. Dentro de sus resultados identifica que los estudiantes trasladan las propiedades de orden
de los nimeros naturales al de los racionales cuando no se utilicen potencias de 10, ya que éstas si
representan un foco de dificultad, gestionando un problema de orden entre fracciones.

En conformidad con estos antecedentes y algunas apuestas tedricas de la EMR junto con (Maza,
1999) surge el siguiente problema de investigacion.

1.2 Delimitacién del problema

Concuerdan Panizza y Alvarez (1990), Broitman et al. (1999) y Cabarcas y Soler (2017) en que
la propiedad de densidad de los nimeros racionales es uno de esos conceptos que poco son
abordados en la escuela y que, ademas, sufre de no tener alrededor suyo una variedad de trabajos
investigativos que posibiliten comprender de manera compleja su impacto en la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas. Asi mismo, concuerdan con Fandifio (2009), Guich6n y Duarte
(2014), Nardoni et al. (2014) y Vega (1999) que la principal dificultad respecto a la nocion de
densidad racional deviene de extender las propiedades de orden de los numeros naturales al
conjunto de los racionales bajo la idea de “siguiente” originada por el conteo con numero naturales,
siendo uno de los factores que impide el transito de la aritmética con naturales a la aritmética con

racionales, ya que para los educandos esto implica, asimilar los cambios estructurales (algebraicos



y topoldgicos) de los racionales con respecto a los nimeros naturales bajo dos ideas complejas,
que son: la existencia de un inverso multiplicativo y la nocion de densidad respecto del orden
(Gairin, 1998).

Sin embargo, como lo expresa Maza (1999) el caracter de numero de los nimeros racionales
implica la posibilidad de ser ordenados, pero, también son densos y por ello, el estudiante debe
tener la oportunidad de comprender que los numeros racionales se pueden ordenar a través de
procesos de comparacion para determinar entre dos 0 mas nimeros racionales cual es el mayor,
menor o igual, sin embargo, no existe en ellos un orden inductivo, esto es, no existe un racional
siguiente de uno dado debido a su caracter denso, por esta razon es necesario no solo centrar la
ensefianza-aprendizaje del nimero racional en la equivalencia como se hace tradicionalmente, sino
también considerando su orden, pues es alli donde se encuentra una de las problematicas para la
comprension de la propiedad de densidad (Fandifio, 2009).

De los antecedentes presentados, en la literatura investigativa internacional y local respecto al
problema de la ensefianza-aprendizaje de la propiedad de densidad, se pueden identificar la
preocupacion constante por el efecto adverso del uso de un tipo de notacién (fraccion-decimal), la
preocupacion por el efecto adverso que propicia utilizar modelos geométricos actualmente
infinitos como los segmentos para su ensefianza que segun Fandifio-Pinilla (2009) genera sobre
tales representaciones nociones intuitivas que obstaculizan la comprension de la continuidad de la
recta y por ltimo, el hecho de no considerar inicialmente la relacion parte-todo para la
comprension de la equivalencia y el orden entre fracciones que posibilite la comprension de la
propiedad de densidad, no obstante, en estas investigaciones no se ha utilizado un instrumento de
recoleccion de la informacion que combine las relaciones de orden entre nimeros racionales

positivos y situaciones o problemas contextualizados desde la nocion de densidad que permita



diagnosticar el estado de estos objetos matematicos en los estudiantes como elemento previo al
desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje. Es por esta razon que este trabajo pretende
contribuir a la investigacion en educacion matematica al respecto de la nocion de densidad
utilizando los principios de la Educacion Matematica Realista al tratar de responder la siguiente
pregunta:

¢ Qué niveles de matematizacion alcanzan los estudiantes del grado octavo al abordar tareas de
orden entre numeros racionales positivos orientadas a construir la nocién de densidad?

Para responder a esta pregunta problema, esta investigacion se propone documentar los niveles
de matematizacion alcanzados por los estudiantes del grado octavo al abordar situaciones de orden
entre nimeros racionales positivos orientadas a construir la nocion de densidad. A partir, de la
construccién de un instrumento (cuestionario) que contenga los elementos didacticos y fendmenos
obtenidos del acercamiento al andlisis fenomenoldgico al respecto del orden y la nocién de
densidad de los numeros racionales positivos; tercero, realizar un acercamiento al analisis
fenomenoldgico de acuerdo con los tipos de fenomenologia propuesto por (Puig, 1997) al respecto
de la propuesta de Freudenthal que permita delimitar los fendmenos e indicaciones didacticas al
respecto, por ultimo, establecer unas categorias de analisis de acuerdo con las orientaciones
didacticas del marco tedrico y los niveles de matematizacion propuestos en la EMR por cada una

de las tareas del cuestionario.



2. Marco teorico

2.1 El analisis fenomenoldgico

Puig (1997) manifiesta que algunos conceptos respecto a la educacién matematica realista de
cierta manera son mal interpretados debido a que su creador Hans Freudenthal hace mayor énfasis
sobre la praxis que en la definicion teorica lo cual, no es desacertado, sin embargo, es importante
tratar de comprender tedricamente lo que Hans Freudenthal quiso movilizar a través de su escrito
en la educacién matematica.

Para tratar de definir lo que es el analisis fenomenoldgico segin la interpretacion de Hans
Freudenthal, Puig (1997) manifiesta que los términos que dan origen al método son retomados por
Freudenthal de la tradicion filoséfica los cuales son, Noumenon y Phainémenon, sin embargo,
estos términos Freudenthal no los utiliza basandose en las apuestas tedricas de Hegel, Husserl o
Heidegger, al contrario, les da una interpretacion particular. De esta manera, Puig (1997) expresa
que para Freudenthal el Noumenon es el objeto de pensamiento y Phainomenon es la experiencia
que se tiene del Noumenon, no obstante, Freudenthal no hace mayor énfasis en estos términos.

De esta manera, expresa Puig (1997) que Noumenon viene del griego “nous” y puede
interpretarse como “lo que es pensado mediante la razén” o “lo inteligible” y Phainomenon puede
interpretarse como “lo que parece” en consecuencia, los fendmenos son la apariencia de las cosas.
Desde la tradicion filoséfica el Noumenon y Phainomenon pertenecen a mundos distintos de tal
manera que, bajo algunos sistemas filosoficos solo los Noumenon son reales y los Phainomenon
se contraponen a la verdad de los Noumenon, pues sostienen una dualidad entre el mundo de lo
sensible y el mundo inteligible o la experiencia posible y lo que queda fuera de la experiencia. En

ese sentido, cuando se establece que los conceptos matematicos son Noumenon, se los esta
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situando fuera de nuestra experiencia, pero, para Freudenthal, los conceptos matematicos no caen
fuera de nuestra experiencia ni fuera de los fenGmenos que organiza.

En ese sentido, Puig (1997) arguye que se podria cambiar ¢l término Noumenon por “medio de
organizacion” debido a la funcion que cumplen los conceptos en su relacion con los fendémenos y
el término Phainomenon (fendmeno) se puede mantener porque hace alusion a nuestra experiencia
matematica, esto es, despojandolo de la idea de ‘“apariencia”, tenemos que los medios de
organizacion de los fendbmenos es aquello con lo que pretendemos dar cuenta de nuestra
experiencia matematica y esto a su vez, es tomado como objeto de experiencia. Por ello, Puig
(1997) expresa que el par (Phainomenon/Noumenon) o (Fendmeno/Medios de organizacion)
queda definido por la relacion entre ambos y no por la pertenencia a mundos distintos, en
consecuencia, se producen otros pares (Phainomenon/Noumenon) donde los Noumenon se
convierten en fendmenos en otro par (Phainomenon/Noumenon) por tanto, hacer fenomenologia
es describir uno de esos pares (Phainomenon/Noumenon) que en nuestro caso seria el par
(fendbmenos/ Nocion de densidad de los nUmeros racionales).

Para esclarecer lo anterior, (Puig, 1997) arguye que:

El analisis fenomenoldgico de un concepto o de una estructura matematica consiste entonces
en describir cuales son los fendmenos para los que es el medio de organizacion y qué relacién
tiene el concepto o la estructura con esos fendmenos. La descripcion de los fendmenos para
los que es un medio de organizacién ha de considerar la totalidad de los fendmenos para los
que actualmente es asi, esto es, ha de tomar las matematicas en su desarrollo actual y en su
uso actual, pero también es conveniente que se indique cuales son los fenGmenos para cuya

organizacion fue creado y a qué fendmenos se extendid posteriormente. La descripcién de
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la relacion con los fendmenos en cuestion ha de mostrar de qué manera actla sobre esos
fendbmenos como medio de organizacion y de qué poder nos dota sobre ellos. (Pag. 2-3)
2.1.1 tipos de andlisis fenomenoldgico. Segun Puig (1997) en la propuesta tedrica de Hans
Freudenthal se encuentran implicitos distintos tipos de andlisis fenomenoldgicos, cada uno
importante para la didactica, pero sélo uno con nombre propio, los cuales son:
a) Fenomenologia
b) Fenomenologia didactica

c) Fenomenologia genética

d) Fenomenologia histérica

Como se expresé anteriormente, la fenomenologia se preocupa por considerar los fendmenos
con respecto al concepto cuyo analisis se realiza. Es asi que para el (a) se trata de considerar los
fendmenos que estan organizando las matematicas en su estado actual; en el caso (b), se consideran
los fendmenos presentes en el mundo de los estudiantes y los propuestos en las secuencias de
ensefianza. Para el caso del (c), se consideran los fendmenos relacionados con el desarrollo
cognitivo de los estudiantes y, por Gltimo, en el caso del (d), se consideran los fenémenos para los
cuales su organizacidn se construyd y como se extendio a otros fenGmenos.

En consecuencia, para la fenomenologia pura, los conceptos matematicos y estructuras
matematicas se tratan como productos cognitivos mientras que, en el caso de la fenomenologia
didactica, se tratan como procesos cognitivos, esto es, se les sitda en el sistema educativo como
objeto de ensefianza y siendo aprendidos por estudiantes. A su vez, expresa Puig (1997) que para
Freudenthal, pensar que la fenomenologia didactica deberia estar basada en una fenomenologia
genética es erroneo puesto que el orden en que deberian secuenciarse los distintos tipos de analisis

fenomenoldgico empieza por (a) para lo cual se necesitan conocer las matematicas y sus
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aplicaciones, ésta, a su vez se complementa con (d) pues los hechos histéricos dan cuenta de los
fendmenos que dieron origen a la organizacion de algunos fendmenos respecto a un concepto
matematico, seguido se pasa a (b) para el cual, es necesario conocer el proceso de ensefianza-
aprendizaje del concepto matematico terminando en una fenomenologia genética.

2.1.2 concepcion de las matematicas. Aunque Freudenthal segin Puig (1997) no explicita una
concepcion de las matematicas, es importante realizar una interpretacion de una posible
concepcidn en coherencia con lo propuesto por él, sin embargo, la propuesta de este autor se podria
desarrollar sin adoptar ningiin compromiso epistemolégico u ontolégico sobre las matematicas y
solo aceptar, que para la organizacion de la ensefianza podemos reconocer los conceptos
matematicos como medios de organizacién de fendmenos no obstante, la concepcion que tengan
tanto los estudiantes como los docentes de las matematicas influye en cémo se vislumbra la
actividad matematica.

De eta manera para Puig (1997) los fendmenos que van a ser organizados por los conceptos
matematicos son fenémenos de este mundo del cual, todos tenemos una nocion de realidad, pero
a su vez, las experiencias que tengamos con ese mundo fisico tienen que ver con los objetos del
mundo, por lo tanto, los fendmenos que organizan las matematicas son los objetos del mundo esto
es, sus propiedades, las acciones que realizamos sobre ellos y las acciones que realizamos sobre
esas propiedades hace que podamos interpretar que los conceptos matematicos no se encuentran
en un mundo ideal como lo pensaba Platon ni tampoco, tienen una existencia anterior a la actividad
matematica como tampoco, se encuentran fuera de nuestra experiencia. En consecuencia, los
conceptos matematicos entran a ser parte de nuestra experiencia a través de los fenémenos que

posteriormente se transforman en conceptos matematicos y que a su vez organizan otros
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fendmenos propiciando que las matematicas crezcan con cada producto de la actividad
matematica.

Para esclarecer expresa:

Los fendmenos que organizan los conceptos matematicos son los fenémenos de ese mundo
que contiene los productos de la cognicion humana y en particular los productos de la propia
actividad matematica. (Puig, 1997, p. 7)

A su vez:

La progresion escalonada de pares fendmenos / medios de organizacion comporta dos
procesos: el proceso de creacidn de conceptos matematicos como medios de organizacion,
que viene indicado por cada par, y el proceso por el cual se objetiva un medio de
organizacion de forma que puede entrar a formar parte de un nuevo par, ahora en la posicién
de los fendmenos. La progresion escalonada dibuja una imagen de la produccion de objetos
matematicos cada vez de nivel mas elevado, mas abstractos, y muestra que la actividad
matematica genera su propio contenido. (p. 7)

2.1.3 sistemas matematicos de signos. Asevera Puig (1997) en su interpretacion de la
fenomenologia didactica que, a cualquier mirada ya sea experta o no, los textos matematicos tienen
una variedad de simbolos que no pertenecen al lenguaje vernaculo, este hecho, hace que por lo
comun se haga una diferencia entre el lenguaje vernaculo y el “lenguaje matematico”. Esta idea,
es apoyada por quienes consideran que la unica forma de expresar las matematicas es a través del
lenguaje formal. Como consecuencia de esta diferencia, se da existencia a dos tipos de conjuntos
de signos, esto es, uno compuesto por los signos denominados “artificiales” que son los heredados

de la matematica como ciencia y el otro compuesto por los signos de alguna lengua vernacula.
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Sin embargo, mas alla de los tipos de signos y sus diferencias, en cuanto a lo didactico nos
debemos preocupar mas por los procesos de sentido y produccion de significado de los simbolos
que por el estudio propio de los simbolos, en consecuencia, desde una perspectiva didactica la
diferencia entre simbolo artificial y vernaculo deja de ser crucial lo cual, permite considerar el
sistema de signos de manera global, por ello:

Lo que hay que calificar de matematico entonces no es un tipo particular de signos, sino
sobre todo determinados sistemas de signos, es decir, hay que hablar de sistemas
matematicos de signos y no de sistemas de signos matematicos. (...) Lo que se esta usando
en la actividad matematica no lo voy a separar, por tanto, en signos matematicos o un sistema
de signos matematicos, el lenguaje vernaculo y, quiza, otros medios de representacion. Por
el contrario, voy a considerar que todos los signos que se usan, estan combinados
constituyendo un sistema matematico de signos. Ahora bien, una vez he subrayado que lo
VoY a tratar como un sistema, tengo que sefialar que, a diferencia de los que sucede con el
sistema de las lenguas vernaculas, sus signos no son homogéneos. Ademas, como quiero
tomar en consideracion todos los signos que se usan en la actividad matematica, me parece
mas conveniente adoptar una terminologia tomada de la semidtica, en vez de una tomada de
la linguistica, ya que muchos de los signos que se usan en la actividad matematica no tienen
naturaleza linguistica. En ese sentido, prefiero no usar la pareja significante / significado que
introdujo Saussure para describir las dos caras del signo, sino hablar —como hacen Eco o
Barthes, siguiendo a Hjemslev— de expresion y contenido de un signo (o una funcion
semidtica, en general). En esos términos, los sistemas matematicos de signos contienen

signos cuya materia de la expresion es heterogénea —caracteristica que los separa de las
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lenguas vernaculas, como ya he dicho, y que comparten con los sistemas de signos de otras
actividades humanas como el cine o la cancion.” (Puig, 1997, p. 9).

Esta toma de partido didactico desde la semidtica realizado por Puig (1997) permite entrever
que el signo se concibe como la expresion de un contenido que a su vez se convierte en signo. De
esta manera, el caracter dinamico del signo se relaciona de manera coherente con la relacion
fendmenos/medios de organizacion, ya que:

(...) los conceptos matematicos son creados por los sistemas matematicos de signos que los
describen. (...) De ahi que los objetos matemadticos asi creados no sean entonces objetos
ideales que se cologuen fuera del mundo de nuestra experiencia ya que tienen la existencia
material que les dan los sistemas de signos que simultdneamente los describen y los crean.
(...) Correlativamente, la abstraccion progresiva generada en el proceso de objetivacion de
los medios de organizacion y su situacion como fendmenos ante unos nuevos medios de
organizacion tiene su expresion en la creacion de sistemas matematicos de signos también
mas abstractos, con los que se crean esos conceptos mas abstractos.” (Puig, 1997, p. 10)

2.1.4 objetos mentales vs conceptos. Segun Puig (1997) en la propuesta de Freudenthal se
reconoce un elemento importante que sustenta la toma de partido didactico para desarrollar su
propuesta, pues para Freudenthal existe una diferencia entre el objeto metal y el concepto, en otras
palabras, la diferencia entre lo que entienden y comprenden quienes estudian los conceptos
matematicos y los conceptos matematicos como disciplina cientifica historica y culturalmente
establecida, sin embargo, se encuentran estrechamente relacionadas. En ese sentido, haciendo uso
del vocabulario de la semidtica expresa Puig (1997), lo que se puede entender en la teoria de

Freudenthal sobre el objeto mental es que se le considera como el campo semantico del concepto
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matematico que se estudia mientras que el concepto matematico es la construccion historica y
culturalmente aceptada, en otras palabras, son cristalizaciones de objetos mentales.

Conforme con lo anterior, los objetos mentales sobre un concepto matematico se obtienen en
tanto se estudia éste a través de sus fendmenos que le dan sentido, por ello:

El objetivo de los sistemas educativos que marca Freudenthal es esta constitucion de buenos
objetos mentales. Adquirir el concepto implica examinar codmo ha sido establecido en las
matematicas organizado local o globalmente en un sistema deductivo. La relacion particular
que cada concepto matematico tiene con el objeto mental correspondiente determina como
se relaciona la constitucion del objeto mental con la adquisicién del concepto. Los
constituyentes del objeto mental bueno se determinan gracias al analisis fenomenoldgico del
concepto correspondiente.” (Puig, 1997, p.20)

Asi mismo la distancia entre el objeto mental y el concepto en ocasiones es abismal, pues
existen conceptos matematicos cuyos fendmenos no permiten tender un puente que acorte la
distancia y por ello, antes de una fenomenologia didactica se debe realizar una fenomenologia que
permita establecer los fendbmenos donde se pueden desarrollar esos objetos mentales, en otras
palabras:

e En ocasiones, hay componentes esenciales para la formacion del concepto que no son
pertinentes para la constitucién del objeto mental. Es el caso del nimero cardinal: la
comparacion de conjuntos sin estructura es esencial para el concepto, pero apenas
desempefia papel alguno para la constitucion del objeto mental porque, en las situaciones
reales en que una persona experimenta el fenomeno que se organiza con el objeto mental

numero en su significado cardinal, los conjuntos de objetos rara vez carecen de estructura
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y, ademas, la estructura es un medio para realizar la comparacion, en vez de algo que hay
que eliminar para hacerla.

e En ocasiones, lo que muestra una fenomenologia didactica es que los fendmenos
organizados por el concepto son tan variados que se constituyen de hecho objetos mentales
diferentes segun el campo de fendmenos que se elija para explorar en la ensefianza, o varios
objetos mentales si se exploran varios tipos de fendmenos. Para la adquisicion del concepto
es preciso integrar entonces esos distintos objetos mentales en un Gnico objeto mental. Este
es el caso, por ejemplo, del concepto de area.

e En ocasiones, incluso es dificil distinguir el objeto mental del concepto. Al menos si se
quiere tener un objeto mental unitario: sélo mediante el acceso al concepto es posible
unificar un conjunto heterogéneo de objetos mentales. Este es el caso del concepto de
funcion.

e Finalmente, hay objetos mentales cuyo campo de fenémenos s6lo se presentan en un
contexto matematico o matematizado. Un ejemplo de ello en la Educacion Secundaria lo
proporcionan los conceptos de la geometria analitica. (Puig, 1997, p. 24).

2.2 Principios de la Educacion Matematica Realista (EMR)

Habiendo presentado una interpretacion a la teoria propuesta por Freudenthal, a continuacion,
se daran a conocer los principios sobre los cuales se sustenta ésta, denominados los principios de
la Educacion Matemética Realista, a saber:

2.2.1 principio de actividad. Segun Bressan (2004) para Freudenthal las matematicas mas alla
de transmitirse se aprenden en tanto se hacen en la actividad de matematizar, por ello y teniendo

en cuenta que no todos los estudiantes seran matematicos en sus profesiones se hace fundamental
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acercarlos a utilizar las matematicas en contextos que les otorgue un significado y los acerque al
concepto. De esta manera (Freudenthal, 1991) expresa:
(...) hacer matematica (matematizar) es mas importante que aprenderla como producto
terminado. El énfasis no esta en aprender algoritmos, sino en el proceso de algoritmizacion,
no en el algebra sino en la actividad de algebrizar, no en las abstracciones sino en la accion
de abstraer, no en la forma y la estructura sino en formalizar y estructurar. (Citado en
Bressan, 2004, p. 2)

2.2.2 principio de realidad. Segun Bressan (2004) para Freudenthal la matematica surge como
matematizacion de la realidad, esto es, como organizacion de la realidad, haciendo uso de
problemas contextualizados, sin embargo, (Freudenthal, 1991) expresa:

Yo prefiero aplicar el término “realidad” a lo que la experiencia del sentido comin toma
como real en un cierto escenario. (citado en Bressan, 2004, p. 3)

Esta cita se puede complementar con lo expresado por Puig (1997) quien manifiesta que existen
ciertos conceptos matematicos cuyos fendmenos no tienen otro contexto que el matematico y aun
asi sigue siendo real pues segun Bressan (2004) para Freudenthal la matematica es una actividad
humana y en tanto humana es real porque cumple con los criterios de ser realizable, imaginable y
razonable. A su vez, cabe aclarar que segun Bressan (2004) los contextos realistas tienen un
caracter relativo en tanto dependen de las experiencias previas de los educandos y de su capacidad
para imaginarlo.

De esta manera:

Desde este punto de vista, resultard tan “real” para un estudiante de primer ciclo trabajar
sobre el colectivo al que diariamente aborda para venir a la escuela, como, posteriormente,

hacerlo sobre el lenguaje de flechas que representa lo que en el colectivo acontece, 0 en
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estudiantes mas avanzados, recurrir a lo que se sabe sobre nimeros y operaciones para
resolver mentalmente problemas tales como 39 x 41, 252 + 12 o inventar un método para
predecir las dos Gltimas cifras de una potencia de 7 dado el exponente. (Bressan, 2004, p.3)

Cabe aclarar que, para Freudenthal los contextos no son una fachada que impide comprender
las matematicas abstractas sino al contrario son elementos que acortan la distancia entre los objetos
mentales y el concepto (Puig, 1997). Por ello (Freudenthal, 1973) expresa:

Enfocar el contexto como un ruido, susceptible de perturbar la claridad del mensaje
matematico, es un error; el contexto por si mismo constituye el mensaje, siendo las
matematicas un medio para decodificarlo. (Citado en Bressan, 2004, p.3)

2.2.3 principio de reinvencion guiada. Segun Bressan (2004) para Freudenthal la matematica
es otra forma de sentido comdn pero mejor organizada, esto es palabras de Puig (1997) hace
referencia a que los objetos mentales se van enriqueciendo conforme a nuevas matematizaciones
y con ello se cristalizan objetos mentales de una matematica de orden superior. No obstante, para
que estas cristalizaciones sucedan debe darse la oportunidad de que los estudiantes reinventen las
matematicas en las aulas a través de la asignacion de roles y responsabilidades del docente y el
estudiante a partir de una interaccion denominada reinvencion guiada, la cual, para (Freudenthal,
1991) significa:

...un balance sutil entre la libertad de inventar Yy la fuerza de guiar. (citado en Bressan, 2004,
p. 5)

De esta manera:

La educacion matematica debe dar a los alumnos la oportunidad guiada por el maestro de
reinventar la matematica (no crean, ni descubren, sino que reinventan modelos, conceptos,

operaciones y estrategias matematicas con un proceso similar a los que usan los matematicos
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al inventarlas). Aqui el docente posee un papel bien definido en tanto sujeto que media entre
los alumnos y las situaciones problematicas en juego, entre los alumnos entre si, entre las
producciones informales de los alumnos y las herramientas formales, ya institucionalizadas,
de la matematica como disciplina. (Bressan, 2004, pag. 5-6)

Cabe resaltar que, para desarrollar este proceso de la mejor manera, el docente debe tener la
capacidad de anticipacion, observacion, auto observacion y reflexion acerca de los aprendizajes
de los estudiantes que le permitiran conocer las comprensiones y habilidades de los mismos que
propicien los cambios de nivel de matematizacion.

2.2.4 Principio de niveles. Segun Bressan (2004) Freudenthal complementa su teoria con lo
propuesto por Treffers quien habla de matematizacion progresiva, aceptando que los estudiantes
pasan por distintos niveles de comprension caracterizados por distintos tipos de actividades
mentales y linglisticas (Bressan, Gallego, Pérez, Zolkower, 2016). Esta matematizacion
progresiva reconoce que los estudiantes deben comenzar por matematizar un contenido de la
realidad para luego analizar su propia actividad matematica (Bressan, 2004).

Esta matematizacion progresiva se desglosa en dos tipos:

e Matematizacion horizontal, que consiste en convertir un problema contextual en un
problema matematico, basandose en la intuicion, el sentido comdn, la aproximacion
empirica, la observacién y la experimentacion inductiva.

e Matematizacion vertical, ya dentro de la matematica misma, que conlleva estrategias de
reflexion, esquematizacion, generalizacion, prueba, simbolizacion y rigorizacion
(limitando interpretaciones y validez), con el objeto de lograr mayores niveles de

formalizacién matematica. (Bressan, 2004, p. 6)
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Para la definicion de tales niveles se utilizaran como referencia a (Bressan, Gallego, Pérez y
Zolkower, 2016, pp.7-8), quienes lo denominan niveles de matematizacion, que son:

e Nivel situacional: se da la interpretacion de la situacion problematica y el uso de estrategias
ligadas totalmente al contexto de la situacion misma. Los estudiantes, apoyandose en sus
conocimientos informales, su sentido comun y su experiencia, pueden identificar y
describir la matematica que yace en el contexto, visualizar, esquematizar y formular el
problema de diferentes formas, descubrir relaciones y regularidades, reconocer analogias
con otros problemas, etc. A este proceso se lo denomina matematizacion horizontal.

e Nivel referencial: es donde aparecen las representaciones o modelos graficos, materiales o
notacionales, y las descripciones, conceptos y procedimientos personales que
esquematizan el problema. De alli que los modelos se consideren como (modelos de) en
tanto estan referidos a las situaciones particulares que les dieron origen.

e Nivel general: se desarrolla a través de la exploracion, reflexién y generalizacion de lo
aparecido en el nivel anterior, pero propiciando una focalizacion matematica sobre las
estrategias que supere la referencia al contexto. En este nivel, por la reflexion sobre los
conceptos, procedimientos, estrategias y modelos utilizados en el nivel anterior, surgen
aspectos generalizables de los mismos y los alumnos pueden concluir que son utilizables
en conjuntos de problemas homologos a los estudiados, dando lugar a los (modelos para)
la resolucion de los mismos.

e Nivel formal: se comprende y se actua con los conceptos, procedimientos y notaciones
convencionales propios de la rama de la matematica con que se esta trabajando.

Estos niveles de matematizacion indican las autoras, son dinamicos y un estudiante puede

funcionar en diferentes niveles de comprension para distintos contenidos o aspectos diferentes de
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un mismo contenido, por ello, dichos niveles mas que describir de forma exacta qué puede hacer

cada alumno, sirven para seguir sus procesos globales de aprendizaje, pues la idea es que los

estudiantes puedan revertir el proceso de matematizacion cada vez que lo requieran ya que las

matematizaciones de nivel superior estan conectadas con las de nivel inferior. En otras palabras:
Comenzando desde la realidad, los alumnos pueden cruzar la frontera a la matematica por si
mismos, aprendiendo a estructurar, organizar, simbolizar, visualizar, esquematizar y mucho
mas. En resumen, estructurando el proceso de matematizacién horizontal por si mismos.
Pero también, sea simultanea o posteriormente, ellos pueden progresar en su tratamiento del
material matematico dentro de la matematica misma, incrementando su eficiencia de
procedimientos, aplicacion de abreviaturas, reemplazando el lenguaje relativo a la propia
lengua por el lenguaje convencional de simbolos y variables, en otras palabras, por abstraer,
generalizar, unificar y cuando es necesario especificar... (Streefland citado por Bressan,
Gallego, Pérez y Zolkower, 2016, p.8)

Conforme con lo anterior, un elemento importante en este proceso es la reflexidn sobre la propia
actividad en los alumnos, pues permite el cambio de nivel, es decir, puede propiciar un cambio de
perspectiva o un cambio total, en suma, como lo expresa Freudenthal citado en Bressan et al (2016)
los estudiante en un principio deberian tener la oportunidad de conocer lo que estan haciendo y lo
gue aun es mas importante, deberian tener la posibilidad de pensar sobre lo que cada uno hace y
sobre lo que hacen sus pares, a este proceso es a lo que se le denomina la reflexién en el proceso
de aprendizaje.

2.2.5 ¢ Qué es la didactica desde la perspectiva de la EMR?. Segun Freudenthal (1991) citado
en Bressan et al. (2016) la actividad primordial del docente desde esta perspectiva es la de

didactizar, esto es, una actividad organizadora que aborda también lo horizontal y lo vertical,
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horizontalmente los docentes trabajan en torno a fendmenos de ensefianza-aprendizaje que
emergen en sus aulas y en las de otros, por otro lado, en lo vertical los docentes reflexionan y
generalizan a partir de estas situaciones hasta reinventar su propia caja de herramientas didacticas
para facilitar la matematizacion. En otras palabras:
La didactica de una disciplina significa la organizacién de los procesos de ensefianza-
aprendizaje relevantes a esa area... Nuestra vision de la didactica reflejara lo dicho sobre la
matematica... la matematica surgiendo de la matematizacion es despejada por la didactica
surgiendo de la didactizacion. Noétese que el paralelismo intentado aun se extiende a
distinguir la didactizacion horizontal y vertical: desde la realidad didactica para tornarse
consciente de ella por un lado y para paradigmatizar por el otro (Freudenthal citado en
Bressan et al, 2016, p. 9).

Lo anterior implica que para Freudenthal segun Bressan et al (2016) el curriculo significa
proceso, no una regla prestablecida cuya expresién la constituyen los desarrollos educativos que
no son elaboraciones de “académicos” y no se restringen a disefios curriculares, sino que son
disefios estratégicos fundados que incluyen una filosofia educativa explicita incorporando todo
tipo de materiales a partir de la practica en las escuelas con el proposito de:

fomentar un cambio en la marcha de la ensefianza actual de la clase (Gravemeijer & Terwel
citados en Bressan et al, 2016, p. 9).
2.3 Al respecto de las representaciones

1.3.1 LaEMRYy las representaciones. Bressan (2021) manifiesta que en la actualidad se habla

de representaciones internas y externas que cumplen un papel fundamental en el aprendizaje de

las matematicas ya que:
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Las representaciones sirven a las personas tanto como estimulos para los sentidos en los
procesos de construccion de nuevas estructuras mentales, como para la comunicacion a otros,
y la objetivacion o validacion hacia si mismo de comprensiones (imagenes mentales y
concepciones). (Bressa, 2021, p. 1)

A su vez, manifiesta Bressan (2021) al igual que Duval (1999) que la manera en la que los
sujetos alcanzan a comprender los objetos matematicos o conceptos matematicos es a través de
sus representaciones, sin embargo, no deben confundirse las representaciones del objeto con el
objeto mismo, no obstante, existe una relacion estrecha entre las representaciones externas y los
objetos matematicos en el aprendizaje ya que la posibilidad de efectuar tratamientos sobre los
objetos matematicos se realizan a partir de las transformaciones ejercidas sobre sus
representaciones.

Sumado a lo anterior, concuerda con algunas teorias semidticas de la didactica de las
matematicas que:

Dominar un concepto matematico consiste en conocer sus principales representaciones, el
significado de cada una de ellas, asi como operar con las reglas internas de cada sistema;
también consiste en convertir o traducir unas representaciones en otras, detectando qué
sistema es mas ventajoso para trabajar con determinadas propiedades. Este conocimiento
proporciona el dominio formal de cada estructura conceptual. (Bressan, 2015, p. 1)

Sin embargo, Bressan (2015) disiente de las teorias semioticas en el sentido de valorar las
representaciones ya que expresa:

(Cual es la mejor representacion? No podemos abogar por una en particular, seglin para

qué, para quién y cuando, tendra valor una u otra. (Bressan, 2015, p. 2)
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Lo anterior lo fundamenta en el hecho de que la mayoria de las representaciones matematicas
no solo cumplen una funciéon modeladora de las propias matematicas sino también cumplen la
funcion de modelar los fendmenos de otras ciencias y del mundo real, de alli que las matematicas
tengan un poder modelizador, a su vez, manifiesta que muchos fenémenos y objetos de la vida real
se pueden usar como ejemplos de ideas matematicas, de alli que también se les pueda llamar
modelos. En ese sentido, sostiene que la idea de modelo en la EMR difiere de la idea comun de
modelo que se tiene, esto es, no considera pertinente separar representacion de modelo, es decir,
son representaciones las representaciones cuando se utilizan en un contexto matematico y son
modelos cuando se utilizan para modelar un fenémeno de la realidad, no obstante, aclara (Bressan,
2015) que:

En la EMR los modelos son representaciones de las situaciones donde se reflejan aspectos
esenciales de los conceptos y relaciones matematicas que son relevantes para solucionarla.
El uso de modelos en la EMR dista del concepto generalizado de modelizacion matematica,
como traduccion de situaciones problemadticas a expresiones matematicas que pueden
funcionar como modelos. En esta corriente el modelo es el resultado de organizar una
actividad por parte del sujeto, sosteniendo una profunda implicacidon constitutiva entre
modelo y situacion. (Gravemeijer, 2002). En la EMR se respetan los modelos que surgen de
los propios alumnos y se acercan otros inspirados en las estrategias informales ya sea
utilizadas por los estudiantes o que aparecen en la historia de la matematica -estudiados a
partir de la fenomenologia didactica. (...) Esto significa que el término “modelo” no esta
tomado en sentido literal (como ejemplo de algo) o solamente involucrando objetos y
simbolismo matemadtico puro, sino que materiales, bosquejos visuales, situaciones

paradigmaticas, esquemas, diagramas, y aun simbolos pueden servir de modelos. (pag. 2-3)
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Conforme con lo anterior, esta interpretacion de lo que es un modelo debe cumplir tres
caracteristicas que son: estar enraizados en contextos realistas, ser imaginables y ser lo
suficientemente flexibles para posibilitar la aplicacion de €stos a un nivel mas avanzado o mas
general, en otras palabras, el modelo deberia propiciar la matematizacion vertical sin obstaculizar
la matematizacion horizontal posibilitando que los estudiantes puedan retornar a sus pensamientos
y a sus pasos en el proceso de matematizacion, esto es lo que le da valor a los modelos en este
enfoque didactico sumado al hecho de que, a los estudiantes se les posibilite la reinvencién de las
matematicas apoyados en sus procedimientos informales. De esta manera, los modelos en la EMR
estdn compuestos de tres usos, el primero es su uso representacional (modelo de), el segundo es su
uso como modelo de trabajo (opera sobre €l) y el tercero es su uso como modelo de reflexion
(modelo para).

A partir de lo anterior, Bressan (2015) expresa que los desarrollistas curriculares debemos
buscar o construir situaciones problema que sean adecuadas a la construccion de modelos y
ajustarla para propiciar la evolucion del modelo posibilitando mayor comprension en los
estudiantes. De esta manera, es prioritario realizar un analisis fenomenologico didactico que
gestione la construccion o descubrimiento de problemas y tareas ya que, este andlisis
fenomenologico didactico se centra en como el conocimiento matematico y los conceptos pueden
manifestarse por ellos mismo y como pueden ser constituidos, parte de este analisis se realiza a
través de experimentos y de deliberacion entre colegas en donde los conocimientos de los
estudiantes y las ideas sobre conceptos matematicos deseados funcionan como una pre-imagen
para el docente. A su vez, en un documento (Gallego y Perez, 2013) manifiestan que el Grupo

Patagonico de Didactica de las Matematicas (GPDM):
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han realizado variadas experiencias, incluyendo planificacion conjunta, observaciones de
clases y analisis de registros, producciones de estudiantes y narrativas de docentes, dando
lugar a la elaboracidn de materiales curriculares, publicaciones y comunicaciones cientificas.
(p. 13)

Sumado a lo anterior, (Zolkower, Bressan y Gallego, 2006) expresan que:

Para aprender a identificar distintos niveles de matematizacion, los docentes del GPDM se
dedicaron a anticipar respuestas de los alumnos a las actividades planificadas y a contrastar
sus predicciones con lo ocurrido en las clases. Estos analisis didacticos a priori y a
posteriori se centraron en la comparacién y categorizacion de producciones,
identificandose tanto modelos y estrategias, como formas de simbolizacion,
esquematizacion y formalizacion. (p. 22)

Como se puede observar en las dos citas anteriores las coordinadoras del GPDM hacen explicito
el hecho de que para identificar niveles de matematizacion en grupos de estudiantes y para realizar
procesos investigativos (experimentos) realizan analisis de las representaciones y  de
simbolizacion en las producciones de los estudiantes, no obstante, en el documento de Bressan
(2021) enfocado especificamente a las representaciones y modelos desde la perspectiva de la EMR,
no se presentan claridades al respecto de como categorizar las producciones y gestiones
representacionales de los estudiantes aunque sean una parte fundamental en el proceso de
construccién de pre-imagenes para el docente que tomara como punto de partida para el desarrollo
curricular, la construccion de problemas adaptables y progresivamente complejos o por lo
contrario de descubrirlos a partir del analisis fenomenoldgico didactico, asi mismo, teniendo en
cuenta los niveles de matematizacion expuestos en Bressan et al (2016) y Bressan (2004) lo cuales

implican sumado a otros aspectos una progresion en la complejidad de las representaciones
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gestionadas por los estudiantes no es posible equiparar todas las representaciones en un solo nivel
ya que no es lo mismo si un estudiante solo expresa en lenguaje natural su organizacion del
problema realista a matematizar con respecto a un estudiante que gestion6 un esquema o alguna
representacion informal o desde las matematicas.

Teniendo en cuenta los argumentos anteriores y que uno de los propdsitos de esta investigacion
es documentar los niveles de matematizacion alcanzados por los estudiantes del grado octavo al
respecto de situaciones de orden en procura de la construccién de la nocién de densidad racional
es que, se ha tomado la decision de retomar la apuesta tedrica de Duval (1999) como apoyo teorico
en el proceso de analisis a priori de la informacion obtenida a partir del cuestionario abierto.

En ese sentido, a continuacion, se expone lo que se retomara de la apuesta tedrica de Duval
(1999) al respecto de las representaciones. Manifiesta este autor que, la nocién de representacion
tuvo tres momentos que le dieron origen e introduccion en el campo de la educacién, el primer
momento se dio entre 1924-1926 a través de las investigaciones de Piaget bajo el nombre de
representacion mental, dicho estudio se realizé con el apoyo de entrevistas, la cuales contribuyeron
a considerar el error como indicadores de una vision distinta de las cosas, en este estudio la
representacion es concebida como “evocacion de los objetos ausentes”. El segundo momento se
dio entre 1955-1960 bajo la concepcion de la representacion como representacion interna o
computacional, esto es, la transformacion que hace un sistema de la informacion de los datos que
recibe para que produzcan una respuesta adaptada, por ello, no se trata de una creencia ni de una
evocacion de los objetos ausentes que permita la conciencia vivida de un sujeto sino que se trata
de codificacion de la informacidn, en consecuencia, el método empleado debe ser el de los tiempos

de reaccion (calcular). Por Gltimo, en el tercer momento hacia 1985 aparece como representacion
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semidtica en el marco de los trabajos sobre la adquisicion de los conocimientos matematicos y
sobre las dificultades que su aprendizaje implica.

El considerar las representaciones como representaciones semioticas implica, reconocer que
éstas son relativas a un sistema particular de signos y que existen relaciones (actividades) entre los
diferentes sistemas semioticos, sobre todo, en lo que respecta a la conversion de las
representaciones de un sistema semidtico a otro. No obstante, aunque se vinculd las
representaciones semioticas al campo de la educacion, las apuestas tedricas del momento limitaban
la funcionalidad de las representaciones a la comunicacion lo cual, implica omitir el hecho de que
las representaciones semioticas cumplen aparte de la comunicacion otras funciones como la de
transformacion y objetivacion o toma de consciencia.

El desconocimiento de estas dos, conlleva a considerar que las representaciones semidticas son
un soporte de las representaciones mentales, estimando que se pasa espontaneamente de la forma
que representa al contenido representado, esto implica, que el contenido seria facilmente separable
de su forma o lo que es lo mismo, si hay noesis sin semiosis la operacion de conversion no es otra
cosa que una operacion cognitiva neutra, minima o nula, sin embargo no lo es, ya que en el
aprendizaje de las matematicas se comprueba que la conversidn de una representacidn para muchos
estudiantes de diferentes niveles de escolaridad, es una operacion dificil o incluso imposible.

Conforme con lo anterior, para Benveniste citado en Duval (1999) la semiosis implica no solo
una variedad de sistemas semidticos sino la posibilidad de ponerlos en correspondencia, por ello,
bajo esta perspectiva los sistemas semioticos deben permitir cumplir las tres actividades cognitivas
inherentes a toda representacion que son: primero debe constituir una marca o un conjunto de
marcas que sean identificables como una representacion de alguna cosa en un sistema semiotico

determinado; segundo, debe permitir transformar las representaciones de acuerdo con las Unicas
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reglas propias al sistema, de tal manera que generen economia respecto a las representaciones
iniciales y tercero, permitir convertir las representaciones producidas en un sistema de
representaciones en otro sistema de tal manera que se gestionen otras significaciones relativas a
aquello que es representado. Sin embargo, aunque existen diversos sistemas de representaciones,
algunos no posibilitan las tres actividades cognitivas fundamentales como el lenguaje morse, pero,
el lenguaje natural, las lenguas simbdlicas, los gréaficos etc. si las posibilitan y es a estos sistemas
de representacion a los que se llamaran registros de representacion semioética, ademas, son los
elementos de los que dispone un sujeto para objetivarse.

Ahora bien, por el momento se reconoce que los sistemas de representacion semidtica que
permiten movilizar las tres actividades fundamentales de la cognicion se les conoce como registros
de representacion semiotica no obstante ;Qué se entiende por representacion? Y ;qué tipos de
representaciones reconoce Duval? En ese sentido, el autor realiza una clasificacion haciendo uso
de oposiciones, la primera oposicion es de las representaciones conscientes/inconscientes, las
representaciones conscientes son aquellas que presentan un caracter intencional y que cumplen
una funcion de objetivacion, este caracter intencional de las representaciones permite reconocer lo
fundamental de la significacion en la determinacién de los objetos que pueden ser observados ya
que es solo a través de la significacidon que se hace la aprehension perceptiva o conceptual de un
objeto. En ese sentido, cuando la determinacion de un objeto presupone la aprehensién de una
multiplicidad de datos que exceden la capacidad de aprehension simultanea solo puede realizarse
bajo la significacion, por lo tanto, la significacion y estatus de objeto susceptible de ser visto o
aprehendido por alguien son los dos aspectos reciprocos de toda representacidn consciente.

La segunda oposicion es representacion externa/interna, esta oposicion a su vez se divide en

dos precisiones suplementarias, la primera es que todas las representaciones llamadas externas son
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producidas por un sujeto o por un sistema y la segunda es que la produccion de una representacion
externa solo puede efectuarse a través de un sistema semiotico, en ese sentido, las representaciones
externas son por naturaleza representaciones semioticas. Por su parte, las representaciones internas
son representaciones que pertenecen a un sujeto y que no son comunicadas a otro a través de la
produccién de una representacion externa, sin embargo, aunque las representaciones externas
tengan una funcion de comunicacion no se les puede limitar a ésta ya que, cumplen otras dos
funciones cognitivas que complementan las representaciones internas que son, la funcion de
objetivacion como todas las representaciones conscientes y la funcién de tratamiento, esto es, las
representaciones semioticas son externas y conscientes ya que permiten una mirada del objeto a
través de la percepcion de estimulos que tienen un valor de significantes (Duval, 1999).

Aunado a lo anterior, arguye Duval (1999) que comUnmente se tiende a equiparar las
representaciones semioticas con las representaciones mentales (internas), sin embargo, las
representaciones semidticas pueden interpretarse de dos maneras, la primera es que pueden ser
aprehendidas bajo el aspecto de representante y la segunda es que puede ser aprehendida bajo el
aspecto de lo que es representado, en oposicion, las representaciones mentales solo tienen una
interpretacion bajo el aspecto de lo que es representado por lo tanto, esta diferenciacion entre
representaciones semidticas y mentales permite deducir que las representaciones mentales solo se
prestan a tratamientos a través de la movilizacion de un registro semidtico y de la practica mental
sobre ese registro, esto, permite establecer que no existe noesis sin semiosis, pues el desarrollo de
las representaciones mentales esta ligado a la adquisicion y a la interiorizacion de sistemas y
representaciones, comenzando por el lenguaje ordinario Vygotsky (1962) citado en (Duval, 1999).

Por ultimo, se tiene otro tipo de representacion que merece también parte de la atencion porque

hace parte de esa compleja interaccién entre las representaciones internas/externas y
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conscientes/inconscientes ~ denominadas  representaciones  computacionales. Dichas
representaciones se clasifican dentro de las representaciones inconscientes debido a que no
cumplen una de las funciones de las representaciones conscientes, es decir, no evocan un objeto
en su ausencia, no obstante, aungque sean inconscientes juegan un papel importante, pues permiten
explicar como el aprendizaje puede desarrollar en los individuos sus capacidades cognitivas de
tratamiento. Estas representaciones computacionales son aquellas cuyos significantes de
naturaleza homogénea no requieren de la mirada al objeto y permiten la transformacién algoritmica
de una serie de significantes en otra serie, esto es, expresan la informacion externa en un sistema
de manera tal que la hacen direccionable, combinable y recuperable en el interior de ese sistema.

Como se ha sugerido anteriormente, la produccién de imagenes mentales implican procesos
fisicos o psicologicos semejantes a los que estan en juego en la percepcion; por su parte, la
produccidn de representaciones semidticas estdn sometidas al respecto de reglas sintacticas de
formacion y de transformacion de unidades significantes, en consecuencia, las representaciones
computacionales pueden asociarse con operaciones elementales del tipo de las que pueden ser
efectuadas por una maquina de Turing Jhonson-Laird (1983) citado en (Duval, 1999), la
combinacion de estas operaciones elementales permite entrever la complejidad propia de cada
comportamiento y de cada resultado observable. El costo del tratamiento aumenta con el nimero
de operaciones combinadas y la reiteracion de cada operacion combinada.

La diferente naturaleza de las representaciones semidticas y de las representaciones
computacionales radica en la existencia de dos tipos de transformaciones cuya complementariedad
es primordial para dar cuenta del funcionamiento y del desarrollo cognitivo del pensamiento
humano que son: las transformaciones cuasi-instantaneas y las transformaciones intencionales. Las

primeras transformaciones mencionadas son las que se efectlan incluso antes de haber sido
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observados y producen las informaciones y, las significaciones de las cuales un sujeto toma
inmediatamente consciencia, no obstante, aunque sean realizados fuera del campo de atencién
producen la informacion necesaria para la vision del objeto. Por su parte las transformaciones
intencionales, son aquellas que para ser ejecutadas toman tiempo de un control consciente y que
se basan en los datos previamente observados, aunque el objeto observado esté ausente, esto es,
solo pueden dirigirse a lo que un sujeto ve u observa de manera cuasi-instantanea sumado a que
solo pueden ser ejecutadas una después de otra y son sensibles a la cantidad de elementos que se
deben integrar. De esta manera (Duval,1999) manifiesta:
Toda actividad cognitiva humana se basa en la complementariedad de estos dos tipos de
transformaciones. Dada la no extensibilidad de la capacidad de transformacién intencional,
la diferencia de los desempefios cognitivos entre los sujetos depende de la diversidad y de
la arquitectura de las transformaciones cuasi-instantaneas de que ellos dispongan. El
conjunto de las transformaciones cuasi-instantaneas de que dispone un sujeto, determina el
nivel y el horizonte epistémico para la aplicacion de las transformaciones intencionales.
Mientras méas posibilidades de transformaciones cuasi-instantaneas posea un sujeto, es
mayor el nimero de elementos inmediatamente integrados y fusionados en una sola unidad
informacional (“Chunk™) y, por tanto, el nivel epistémico de los objetos a los que puede
aspirar es superior. (p. 41)
En otras palabras, el objetivo de estas transformaciones es proporcionar a la percepcion
inmediata de la consciencia unidades informacionales mas ricas que posibiliten la aproximacion a
objetos mas complejos, de esta manera la adquisicion de nuevas transformaciones cuasi-

instantaneas es pues la condicidn de progreso cualitativo en el aprendizaje.
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Habiendo presentado los distintos tipos de representacion considerados por Duval (1999) y su
implicacion en el aprendizaje y la cognicion, a continuacion, se tratara de explicitar las tres
actividades fundamentales de la cognicion ligadas a la semiosis, a saber:

e Formacion de representaciones semidticas y conformidad a las restricciones de un sistema
semidtico: Formar una representacion es recurrir a un(os) signo(s) para actualizar o
sustituir la vision de un objeto, dichos signos pertenecen a un sistema semiotico ya
construido y utilizados por otros. La formacion de representaciones comprende tres actos
elementales que son: la designacién nominal de objetos, la reproduccion de su contorno
percibido y la codificacion de algunas relaciones o de algunas propiedades de un
movimiento. La formacion de representaciones al estar condicionadas a un sistema de
representacion semiotica debe respetar las reglas propias del sistema empleado no solo por
su comunicabilidad sino para hacer posible el uso de los medios de tratamiento que ofrece
ese sistema semidtico empleado o reglas de conformidad, estas reglas de conformidad
definen el sistema de representacion y por tanto, los tipos de unidades constitutivas de todas
las representaciones posibles que permita el registro seleccionado.

e Tratamiento de las representaciones semioticas y expansion informacional: Un tratamiento
es la transformacion de una representacion semidtica al interior de un mismo registro de
representacion semiotica o de un sistema, en otras palabras, el tratamiento de una
representacion semiética corresponde a una expansion informacional.

e Conversion de las representaciones y cambio de registros: La conversion es la
transformacion de la representacion de un objeto, de una situacion o de una informacion
dada en un registro de representacion semidtica, en una representacion de este mismo

objeto, esta misma situacion o esta misma informacion en otro registro de representacion
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semidtica distinto al primero, esta conversion es una transformacién externa relativa al
registro de representacion de partida. En la conversion debe percibirse la diferencia entre
el representante y lo representado, sin esta diferencia la actividad de conversion resulta
imposible o incomprensible, en ese sentido, expresa Duval (1999) que no hay reglas
estandarizadas que faciliten la actividad de conversién, no obstante, la conversion en
ocasiones se utiliza con el objetivo de economizar el tratamiento lo cual implica, que
después de realizada la conversion un sujeto se queda con el registro sobre el cual se
trabaja, a su vez, esta actividad de conversion dista de ser inmediata y simple ya que es la
actividad cognitiva menos espontanea y mas dificil de adquirir para la gran mayoria de los

estudiantes.

Ahora bien, expresa Duval (1999) que en el analisis del desarrollo del conocimiento y de las

dificultades detectadas en los aprendizajes fundamentales respecto al razonamiento, a la

comprension de textos y a la adquisicion de tratamientos l6gicos y matematicos se enfrenta a tres

fendmenos que estan estrechamente relacionados que son:

La diversificacidon de los registros de representacion semioética, debido a que la lengua
natural y las lenguas simbolicas no pueden encapsularse en un solo sistema de
representacion semidtica puesto que cada sistema de representacion semidtica tiene sus
propias reglas de conformidad, a su vez, la lengua natural no es la Unica encargada de
posibilitar la creacion de representaciones y significados, por tanto, cada sistema de
representacion semiotica permite aprehender caracteristicas de un mismo objeto a través
de las actividades de tratamiento y conversion.

La diferencia entre representante y representado, esto es, la diferencia entre forma y

contenido, dicha diferenciacion esta relacionada a la comprension de lo que una
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representacion representa y en consecuencia a la posibilidad de relacionar e integrar otras
representaciones en los procedimientos de tratamiento, sin embargo, esta diferencia no se
aprende espontaneamente cualquiera que sea el registro de representacion y cualquiera sea
la edad del sujeto.

La coordinacion entre los diferentes registros de representacion semiotica a disposicion.
Duval (1993) expresa que el uso de diversos registros de representacion parece ser una
caracteristica del pensamiento humano y que a su vez, lo diferencia del razonamiento
animal y computacional, pues en las ultimas la rigidez funcional impide la produccion de
representaciones nuevas sobre un mismo objeto de manera auténoma, en oposicion, el
progreso del conocimiento siempre va acompafado de la produccién y desarrollo de
registros semidticos que conviven parcialmente con anteriores ya aprehendidos. Asi
mismo, expresa Duval (1999) gue una representacion solo puede funcionar como tal solo
cuando se cumplen dos condiciones: la primera es que disponga de al menos dos sistemas
semidticos diferentes para producir la representacidn de un objeto, de una situacién, de un
proceso etc. y el segundo es que pueda espontaneamente convertir de un sistema semidtico
a otro las representaciones producidas sin notarlo, en consecuencia, cuando estas dos
condiciones no se cumplen el representante y el representado se confunden por ello, no
puede darse una coordinacion de representaciones de un mismo objeto. Dicha coordinacion
de registros permite, primero la economia en el coste de la memoria al realizar conversiones
entre distintos sistemas de representacion semidtica, segundo la complementariedad de los
distintos sistemas de representacion semidtica sobre un objeto permite aprehender distintas

caracteristicas del objeto y tercero permite conceptualizar objetos en tanto se realicen las

37



transformaciones de conversion entre distintos registros de representacion semiotica de un
objeto.

Sumado a lo anterior y para ser especificos en el lenguaje utilizado en el analisis de la
informacidn que se expondrd mas adelante, se retomara una clasificacion realizada por Oviedo,
Kanashiro, Benzaquen y Gorrochategui (2012) acerca de las representaciones semioticas y
registros semidticos que sobre el concepto de fraccidn se pueden establecer, a saber:

Concepto: Numero fraccion:

Registro semidtico r: Lenguaje comdn
Representacion semidtica R} : Un cuarto.
Representacion semidtica R3: La mitad de la mitad.
Registro semidtico r2: Lenguaje aritmético.

.z s s 1 . . .
Representacion semidtica R?: ; (Escritura fraccionaria)

Representacion semidtica R3: 0,25 (Escritura decimal)

Representacion semidtica R3: 25 x 10~2 (Escritura exponencial)

Registro semidtico r3: Lenguaje algebraico

Representacion semidtica R3: {x € Q*/ 4x — 1 = 0} (Escritura Conjuntista)
Representacion semidtica R3: y = f(x):x — % (Escritura funcional)
Registro semidtico r*: Esquemas gréaficos.

Representacion semiotica Ry:

Representacion semiotica R;: ‘ y |\

(Oviedo et al, 2012, p. 33)
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Conforme con lo anterior un ejemplo de una actividad de tratamiento seria:
° %—> 0,25 —» 25 x 1072 debido a que dentro de un mismo registro semidtico estamos

representando el mismo objeto, aunque sus representaciones semidticas sean distintas en
algunos aspectos.

Por su parte una actividad de conversion seria:
1 . . .
e Uncuarto —» R {x € Q*/ 4x — 1 = 0} es decir, representar el mismo objeto, pero en

registros semidticos distintos.

Habiendo expuesto este apartado importante para el desarrollo del analisis a priori de los niveles
de matematizacién alcanzados por los estudiantes a continuacion, se presentan algunos elementos
que también contribuyeron a la constituciéon del problema, a la construccion del cuestionario
abierto para recopilar la informacion y a realizar un anélisis de las dificultades presentes en las
producciones de los estudiantes, que funcionan como indicadores para la generacion de
conclusiones y comprobaciones teodricas expuestas al final de esta investigacion. Cabe aclarar,
aunque esta investigacion no pretende desarrollar un proceso de ensefianza-aprendizaje entre tanto,
las indicaciones didacticas y genéticas que nos proporcionan los procesos de ensefianza-
aprendizaje al respecto de las propiedades de orden entre numeros racionales positivos, las
fracciones y la nocion de densidad contribuyen a delimitar el marco de problemas y

representaciones que los estudiantes pueden gestionar al respecto de estos objetos matematicos.

2.4 Dificultades observables en el aprendizaje de los nimeros racionales en su notacion
fraccion
Manifiesta Fandifio (2009) que una dificultad recurrente reconocida por los investigadores es

la de ordenar fracciones, nimeros decimales o ambos mezclados, ya que para muchos estudiantes

por ejemplo 2 €s menor que g porque 2 < 4, esta justificacion dada por los estudiantes también se
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traslada a los nimeros decimales porque 2,3 < 4,9 pues 2 < 4. No obstante, este error se puede
tratar recurriendo a fracciones equivalentes y a fracciones con igual denominador.

Dentro de las dificultades en el orden entre fracciones y nimeros decimales expresa Fandifio
(2009) se puede encontrar el no reconocer que la fraccion y el nimero decimal representan el
mismo objeto, a su vez, en el orden entre nimeros con coma por ejemplo, si se quiere ordenar 1,2
y 1,15 muchos estudiantes responderan que 1,2 < 1,15 como consecuencia de las competencias
adquiridas con el trabajo con nimeros naturales, a este hecho, Fandifio (2009) lo denomina como
paridad de parte entera, para sopesar lo descrito, muchos docentes recurren a escribir 1,2 = 1,20
sin embargo, debido a que el agregar un cero a la derecha en los nimeros naturales implica
multiplicar por 10 los estudiantes tienden a generalizar esta situacion a los nUmeros con coma, esto
es, se extiende de forma errada propiedades de orden de los nimeros naturales a los racionales.

Las anteriores dificultades, expresa Fandifio (2009) tienen su centro en la idea de (sucesivo) de
un namero que es valida para los niUmeros naturales, pero no para las fracciones y los nimeros
racionales, en palabras de la autora:

Estas declaraciones demuestran la escasa comprension de la estructura y del lenguaje de
las fracciones y de los numeros racionales. Las causas se buscan en un intento de adaptar
lo que sucedia con éxito en los niUmeros naturales a esta nueva situacién. Vista la dificultad
difundida, este punto es tratado explicitamente, mostrando como, tanto entre las fracciones
como entre los racionales, la idea de “sucesivo”, tan intuitiva en N ya no existe en Q. (p.
144)

2.4.1 Dificultades en el reconocimiento de esquemas. Segun Fandifio (2009) citando

D’Amore (1999) los esquemas no siempre son perfectamente explicativos y que entre ellos algunos
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son mas dificiles de interpretar que otros como es el caso de los contextos discretos y la unidad

compuesta, por ejemplo: si se le presenta al estudiante el esquema a continuacion:

Grafico 1. Ejemplo de particion no estandar
de la unidad (Fandifio, 2009).

. 3 . .
Se espera que el estudiante reconozca que la parte sombreada represente los 3 de la unidad, sin

H A n3n H A
embargo, algunos estudiantes responderan " interpretando erroneamente el esquema y la

pregunta, pues no reconocen que la unidad es el rectangulo dividido en 8 partes. No obstante, algo
similar, pero con mayor complejidad pasa cuando el contexto es discreto y la unidad es mltiple,

por ejemplo, si se les propone a los estudiantes el siguiente esquema:

OOO 50 gt
© O

Gréfico 2. Ejemplo de particién de la unidad
en contexto discreto (Fandifio, 2009)

La cantidad de respuestas erroneas aumenta ya que a los estudiantes se les dificulta identificar
la unidad y que cada bolita gris equivale a % de la unidad, asi como también, aumentan las

respuestas erroneas cuando se trabajan fracciones impropias.
2.4.2 Dificultades en la gestion del adjetivo igual. Fandifio (2009) expresa que en una

situacion como la siguiente:
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Gréfico 3. Ejemplo del uso del adjetivo igual
en contexto continuo

Los estudiantes por lo comdn no encuentran como interpretar la exigencia de que las partes sean
iguales en area, pero no en forma, sin embargo, se ha encontrado hasta en docentes que creen que
la exigencia de que las partes sean igual implica que sean iguales en forma y tamafio omitiendo el
hecho de que deben ser iguales en magnitud independientemente de la forma. A su vez, manifiesta
la autora que, cuando se le pide a un estudiante que divida un cuadrado en 4 partes la cantidad de
aciertos es mayor, no obstante, cuando se le pide dividir un cuadrado en 5 partes la cantidad de
aciertos disminuye considerablemente. Este hecho se debe al uso constante de figuras simples de
dividir, de tal manera que dichas figuras se convierten en obligadas y esperadas por los estudiantes.

2.4.3 Dificultades en la gestion de figuras no estandar. Aduce Fandifio (2009) que, para
simplificar las actividades rutinarias, los docentes tienden a privilegiar el uso de figuras estandar
para determinar fracciones en contextos continuos, como lo son: rectangulos, circulos, cuadrados
y en ocasiones triangulos equilateros. Lo anterior, es peligroso segin Fandifio porque genera una
misconcepcion en la cual sélo se pueden hallar fracciones de esas figuras y no de otras.

2.4.5 Dificultades en la gestion autbnoma o espontanea de esquemas, figuras o modelos.
Manifiesta Fandifio (2009) que a pesar de que las representaciones y modelos son necesarios para
obtener un resultado positivo por parte de los estudiantes, las investigaciones han demostrado que
los estudiantes entran en crisis cuando deben gestionar diagramas, esquemas, figuras etc. de forma
autonoma, debido a que pasar de un modelo interno a uno externo implica una traduccién que no

es facil de lograr, por esta razon, es necesario que en el aula el estudiante aprenda a usar todos los

42



registros a su disposicion de forma autonoma para ello, debe tratar de escoger cual registro es el
mas apropiado para solucionar la situacion, luego de tratar de pasar de una representacion a otra
en el mismo registro, realizar conversion de una representacion en un registro a otro registro o en
resumen tratar de hacer las tres operaciones fundamentales de la semidtica.

2.4.6 Exceso de representaciones semioticas. Conforme con lo anterior manifiesta Fandifio
(2009) que, aungue hay que acercar a los estudiantes al uso de varios registros semioticos de un
concepto en ocasiones, se puede caer en la paradoja de Duval, es decir, que el estudiante en lugar
de pasar de la semidtica a la noética se quede en la gestion de registros semioticos y no en el
aprendizaje conceptual. Por ello, se debe hacer el paso de un registro a otro tratando de que los
estudiantes involucren su conciencia, por esta razon, expresa Fandifio (2009) no hay una solucion
a esta dificultad mas que el compromiso profesional del docente y el conocimiento de las
operaciones fundamentales de la semiotica.

2.4.7 Iméagenes y modelos formados demasiado pronto. Aduce Fandifio (2009) que por
naturaleza el ser humano se crea imagenes mentales de objetos como resultado de un estimulo
sensible, por ejemplo, si se nombra algln objeto desconocido no se puede creer que los sujetos se
hagan de inmediato una imagen de ese objeto solo basandose en los propios conocimientos y
experiencias etc. En ese sentido, D’ Amore (1999, 2003b) citado en Fandifio (2009) propone el
término imagen mental, el cual concibe como

resultado figurativo o proposicional producido por una solicitud interna o externa, es decir, la
imagen mental esta permeada por influencias culturales, estilos personales etc. sin embargo, esta
imagen mental es interna y en primera instancia es involuntaria. Ahora bien, un modelo se forma
demasiado pronto cuando la imagen mental se hace interna aun cuando deberia permanecer como

imagen permitiendo enriquecerla o transformarla constantemente.
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2.4.8 misconcepciones. Para D’ Amore (1999) citado en Fandifio (2009) una misconcepcion es
una concepcion momentanea e incorrecta en espera de una organizacion cognitiva mas elaborada
y critica, en donde el estudiante no es consciente de que sus misconcepciones lo sean, pues las
considera verdaderas por ello, es el adulto experto el que determina si las misconcepciones de los
estudiantes lo son en realidad. De esta manera, las misconcepciones no son elementos a eliminar
o simples errores, pues al ser construcciones propias del estudiante, se le deben generar las
condiciones necesarias para criticarlas y asi poder alcanzar una concepcion mas elaborada.

2.4.9 obstaculos ontogenéticos, didacticos y epistemoldgicos. Fandifio (2009) citando a
D’Amore (2003) aduce que un obstaculo es una idea, que en el momento de la formacién de un
concepto, fue eficaz para afrontar problemas precedentes, pero que resulta ineficaz cuando se
intenta aplicar a un nuevo problema convirtiéndose en una barrera para los nuevos aprendizajes,
con esta definicion y los tres tipos de obstaculos que son, el obstaculo ontogenético que hace
referencia a la edad y la madurez cognitiva de los educandos ya que, hay argumentos que no
pueden ser abordados en ciertos niveles de escolaridad; el obstaculo didactico, que hace referencia
a la postura didactica y a la transposicion didactica realizadas por el docente desde su quehacer
que pueden beneficiar o perjudicar a los estudiantes y por Gltimo, los obstaculos epistemologicos
que tienen que ver con las fluctuaciones histéricas que tuvo un concepto matematico y con la
naturaleza de los argumentos de la matematica, Fandifio (2009) expresa que:

e Dentro de los obstaculos epistemoldgicos respecto de la fraccion se puede encontrar el
intento por hacer que se construya cognitivamente el numero racional como clases de
equivalencia de parejas de naturales cuyo segundo término es distinto de cero, a su vez,

e Dentro de los obstaculos didacticos respecto de la fraccion, se encuentra la propuesta que

hacen algunos docentes de la escuela en primaria al momento de presentar los objetos
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actualmente infinitos ya que, por lo comun, se les presenta a los estudiantes el segmento
como un collar de perlas que por su inmediatez es aceptado por los estudiantes
convirtiéndose en un modelo intuitivo, éste, se convierte en un obstaculo didactico cuando
en la escuela superior se introduce la idea de continuidad. A su vez, se encuentra en estos
obstaculos el proponer una sola definicion de fraccion que en lo futuro no se sostiene
porque el concepto de fraccion tiene diversas interpretaciones y definiciones, ademas, el
uso en la ensefianza de la fraccion de modelos estandar y el abuso en diversos registros sin
considerar que no es un proceso que surja de forma espontanea. Por Gltimo, se encuentra
el obstaculo de la idea de sucesivo trasladada a los nimeros racionales.

Dentro de los obstaculos epistemoldgicos se encuentran:

El concepto de infinito, necesaria en la practica escolar y en la matematica, pero dificil de
manejar en forma satisfactoria. EI concepto de infinito en la escuela nace desde los
primeros dias, cuando se aprende a contar, pero se hace cada dia mas necesario.

El concepto de cero, necesario en la practica escolar y en la practica matematica, pero
dificil de manejar en forma satisfactoria, nace en la escuela en la recta numérica y en la
resta.

La reduccion de la fraccion a los minimos términos

El paso de la fraccion a los numeros con coma

El manejo del cero en las fracciones

45



2.5 Dificultades observables en el aprendizaje de los nimeros racionales en su notacién
decimal

2.5.1 errores mas frecuentes relacionados con el concepto de nimero decimal, con su
escrituray con sus operaciones. Segun Centeno (1997) los errores relacionados con la lectura y
escritura de los nimeros racionales en su notacion decimal son:

* Valor Posicional: Es comun encontrar que los estudiantes entiendan por los términos
centésimas, décimas etc. como nimeros enteros y piensan que las milésimas implican tener
tres ceros.

* Errores relacionados con el cero: Es cuando los estudiantes frente a un namero decimal
con ceros intermedios los omiten interpretando el nimero como entero, por ejemplo, 0,036
es 36.

* Errores relacionados con el orden entre decimales: En la comparacién de ndmeros
decimales, éstos se interpretan como pares de enteros.

*  Conocimiento insuficiente de las reglas de la numeracion decimal: Hace referencia a la
necesidad de dominar la escritura decimal para los nimeros superiores a la unidad, antes
de poder extenderla de forma comprensiva a la escritura de nimeros inferiores de la unidad.

*  Conocimiento suficiente de los naturales, pero resistente al cambio de status: Es el caso de
los estudiantes que habiendo entendido las decenas, centenas, unidades de mil etc. pero
que no asocian la escritura de décimas, centésimas, milésimas al mismo esquema.

* La forma en la que se han presentado los nimeros decimales a los estudiantes: Es comun
que en las aulas a los estudiantes, se les acentle la idea de que a todo numero natural se le
puede asociar un nimero decimal con un cambio de unidad adecuado, y que a todo decimal

se puede asociar un numero natural, este hecho, ensombrece las diferencias que existen
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entre la topologia discreta de los naturales y la topologia densa, aungue no continua, de los
decimales. Centeno (1997) afirma que todas las formas de introducir los nimeros
decimales que no permitan su apariciébn como ndmeros nuevos, con algunas propiedades

distintas de los naturales, pueden ocasionar obstaculos suplementarios que se afiaden.

2.6 Acerca de la ensefianza de los numeros racionales positivos

2.6.1 Perspectiva de Obando (2003)

2.6.1.1 Una mirada a la historia. Obando (2003) manifiesta que en la antigua Grecia surgié
una manera particular de interpretar la unidad pues la dicotomia nimero y magnitud conllevé a
establecer respectivamente unidades distintas, es decir, la unidad aritmética estaba ligada a lo
discreto o lo contable, por otro lado, la unidad geométrica estaba ligada a lo continuo o a lo
medible. En ese sentido, la unidad aritmética es decir el uno, no tiene la misma naturaleza que los
otros numeros pues al ser el principio generador o por ser la esencia de todos los nimeros era
universal e indivisible.

Por otra parte, la unidad geométrica era relativa a la magnitud que se iba a medir, esto es, a
diferencia de la unidad aritmética no era unica ni universal pues depende de los que se quiera medir
o de las necesidades de la medicion a su vez, como la unidad geométrica no era otra cosa que un
elemento particular elegido arbitrariamente dentro de todos los elementos que comparten la misma
cualidad medible entonces dicha comparte la misma naturaleza que las magnitudes o en otras
palabras era divisible infinitamente en potencia.

De esta manera, para lo griegos solo eran numeros aquellos nimeros mayores que la unidad y
ademas no se aceptaban fracciones con numerados unidad como nimeros, no obstante, se aceptaba
la fraccion 1/2 en tanto expresaba el resultado de la cuantificacion de dos magnitudes homogéneas

en las cuales las medidas se encuentran en razén de 1 a 2 y con ello todas las deméas mediciones
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inexactas eran expresadas como razones entre magnitudes homogéneas permitiendo reconocer un
contacto entre la aritmética y la geometria.

Posteriormente, en el siglo XV1 se da la fusion de ambos tipos de unidad a partir de los trabajos
de Simon Stevin. A finales de la edad media el comercio en Europa crecid y la gran diversidad de
sistemas de medida que habia en la época se convertia en un impedimento para efectuar los
negocios de manera eficiente y precisa, con esta necesidad, Stevin se aventura a disefiar un sistema
de medida que posibilitara la estandarizacion de los sistemas de medida en todas las regiones y
con ello facilitar los calculos en las mediciones afectando las transacciones comerciales.

En su trabajo se apoya en el sistema de numeracién decimal y propone conjuntos de sistemas
de medidas (longitudes, pesos, etc.) en los cuales se tomara una unidad como fundamental o una
unidad patron guardando una relacién de 1 a 10 entre unidades consecutivas (sistema métrico
decimal), de esta manera las técnicas de calculo desarrolladas para los nimeros podian ser
aplicadas a procesos de medicién conllevando a Stevin a determinar que la unidad aritmética
también era un nimero y por tanto al igual que la unidad geométrica era divisible. En consecuencia,
Stevin borra las barreras entre los continuo y lo discreto, pero a su vez extiende la notacién decimal
para la escritura de las fracciones unitarias tal cual conocemos la notacion hoy en dia, esto, permite
reconocer que Stevin transformé la naturaleza epistemolégica del concepto de nimero de los
griegos a través de la necesidad por matematizar las practicas econdmicas de su época.

No obstante, en la historia de las matematicas no fue Stevin el Gnico que tratd de matematizar
practicas sociales de la medicion que son una fuente importante para la conceptualizacion de las
fracciones como nimeros como es el caso de los egipcios y babilonios. En ambos casos aunque
épocas distintas estas sociedades privilegiaron la agricultura y en consecuencia todo lo relacionado

con la agrimensura y la astronomia cobraban importancia, en consecuencia, la medicion y los
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calculos aritméticos que debian enfrentar constantemente hicieron que aritmética y geometria
estrechamente unidas asumiendo la divisibilidad de la unidad aritmética como con la misma
naturalidad con que se aceptaba a divisibilidad de la unidad geomeétrica, por tanto, las fracciones
de la unidad también eran numeros pues representaban el resultado de una medida sin embargo,
las fracciones si tenian limitaciones debido al sistema de numeracion utilizado por estas culturas.

De este andlisis se pueden extraer dos elementos importantes a tener en cuenta en los procesos
de ensefianza aprendizaje del numero racional positivo, que son:

* Las dicotomias “continuo—discreto”, “unidad aritmética—unidad geométrica” y “niimero—
magnitud”, que se muestran como factores epistemoldgicos claves en el proceso de
construccion historico del concepto de numero racional, deben ser firmemente
conceptualizadas si se quiere que las fracciones de unidad sean aceptadas como numeros.

*  Las précticas sociales de la medicion son una fuente importante para avanzar en el proceso
de conceptualizacién de las fracciones de unidad como ndmeros.

2.6.1.2 aspecto didactico del namero racional. Manifiesta Obando (2003) que abordar la

ensefianza-aprendizaje de los nimeros racionales es algo complejo debido a que la fraccion

representa a la vez homonimia y sinonimia, esto es, Macera (1992) citado en Obando (2003)

manifiesta que la fraccion %con abeZ yb+ 0 estd asociada a diversos significados

(homonimia) a su vez, la misma fraccion representa el cociente de dos enteros o nimero decimal
(sinonimia).

Uno de los trabajos que ha abordado la fraccion desde un analisis semantico, sintactico y
matematico es el de Ohlsson (1988) citado en Obando (2003) proponiendo una caracterizacion
para las fracciones a partir del concepto de constructo matematico y de dos tipos de significado,

esto es, el significado matematico y el significado aplicacional conforme a ello, se distinguen
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cuatro constructos para las fracciones, a saber: Funcion cociente, nimero racional, vectores
binarios y funcion compuesta.

De los anteriores segun Obando (2003) la funcion cociente tiene asociados los significados
aplicacionales de la particidn, los acortamientos, las extracciones y el cociente cartesiano; el
segundo tiene asociadas la relacion parte-todo, la medida fraccional, el cociente indicado, la recta
numérica y la fraccion decimal; el tercero tiene asociadas las razones, las ratas, las proporciones y
las cantidades intensivas y el cuarto tiene asociado un unico significado aplicacional como el
operador fraccionario, sin embargo, esta propuesta trata mas de la fraccion que del numero
racional, expresa Obando (2003) esta propuesta pone de manifiesto la complejidad del campo de
las fracciones.

Posteriormente, manifiesta Obando (2003) que otros autores como (Behr y Harel, 1990; Behr,
Harel, Post y Silver, 1992; Behr, Harel, Post y Lesh, 1993) profundizan en el tema realizando un
refinamiento de la propuesta de Ohlsson al caracterizar semanticamente las fracciones desde la
Optica de la matematica de las cantidades llevandolos a considerar do nuevas variables a la
fraccion, como lo es la unidad (simple o compuesta) y el tipo de magnitud (continua o discreta).
Estas dos nuevas variables cobran importancia en tanto son necesarias a la hora de disefiar
secuencias de tareas para ensefiar los nimeros racionales, haciendo que se conjuguen los diferentes
significados desde la dptica de la matematica de cantidades.

De lo anterior manifiesta Obando (2003) se reconoce la importancia del concepto de fraccién
como un puente de entrada a los nimeros racionales pero, sin dejar de considerar los aspectos
semantico, sintacticos y matematicos relacionados con los diferentes constructos en que se pueden
organizar para la ensefianza, a su vez, se deja de manifiesto la importancia de hacer explicito el

tipo de unidad y de magnitud sobre los que se realizan los procesos de medicion a partir de los
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cuales se establecen las fracciones y en consecuencia la relacion entre la unidad aritmética y la

unidad geométrica.

2.6.1.3 Las fracciones desde la relacion parte-todo. Una aproximacion inicial de la fraccion

como fuente fenomenoldgica del concepto del numero racional expresa (Obando, 2003) con

respecto a la relacion parte-todo se sustenta en las siguientes razones:

*

La relacion parte-todo constituye un eje a través del cual acceder a otros conceptos de los
nameros racionales. Las medidas, las fracciones decimales, los numeros decimales no
enteros, los cocientes, algunos tipos de razones, la recta numérica, entre otros, encuentran
en la relacion parte-todo, una fuente importante para iniciar su proceso de
conceptualizacion.

A traveés de la relacion parte-todo se tiene un puente de entrada a la conceptualizacion de
la unidad como un todo divisible en partes mas pequefias, sin que por esto deje de ser
unidad. Por lo tanto, se inicia un trabajo en la nocién del continuo real. Pero, lo anterior
hace necesario un analisis de las relaciones entre la unidad aritmética y la unidad
geométrica, proceso indispensable en la construccion conceptual de las fracciones de
unidad como nimeros.

La relacion parte-todo es un camino natural para la conceptualizacién de algunas
propiedades (como la que conduce a la denominacion “fraccion propia” e “impropia”),
algunas relaciones (como la de equivalencia), y algunas operaciones (como la sumay la
resta). La relacion parte-todo constituye un contexto importante a partir del cual se
conceptualiza la unidad en sus dos caracteristicas basicas: tipo de unidad (simple o

compuesta) y tipo de magnitud (continua o discreta). (pp. 164-165)
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2.6.1.4 Caracteristicas de la ensefianza usual del niUmero racional. Manifiesta Obando (2003)

que el trabajo escolar sobre los nimeros racionales empieza con el estudio de las fracciones a

través, de estrategias centradas en la particion y el conteo sumado a la mecanizacion de reglas y

algoritmos por ello, en la conceptualizacion de la fraccion la medicion no es el eje central ni

tampoco se realiza un tratamiento cuidadoso del tipo de magnitud y del tipo de unidad utilizada

convirtiéndose en una fuente de dificultades, a saber:

*

Trabajo centrado en la particion y el conteo: Al enfocarse en las actividades de partir y
contar los estudiantes conceptualizan el nmero natural y no la fraccion en si, esto es, centra
su mirada en el nimero de partes del numerador y del denominador, pero no en la relacion
cuantitativa de las cantidades de magnitud entre las partes y el todo, conllevando a pensar
que la fraccién es dos numeros distintos y no uno solo, incluso para algunos estudiantes la
parte no sombreada en una figura no constituye una parte de la unidad. Con esta situacion
se puede dar sustento al error comdn que realizan los estudiantes al sumar fracciones
numerador con numerados y denominador con denominador, asi mismo, en las
representaciones de areas continuas no se favorece que la particion corresponda al criterio
igual cantidad de magnitud sino en la congruencia geométrica (forma) en este caso, se
acepta que las partes de un todo son iguales si tienen la misma forma lo cual es incorrecto,
pues lo principal seria la cantidad de magnitud de las partes. Lo anterior menciona Obando
(2003), gestiona que al no centrar la mirada en la medicion sino en el conteo, la
equivalencia de fracciones se ve afectada pues ésta queda limitada a la congruencia de
figuras y no las relaciones numericas entre las partes y el todo, asi mismo, este trabajo

centrado en el conteo obstaculiza la comprension de las fracciones impropias pues como
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es posible que las partes de la unidad sean mayores que la misma unidad, lo anterior esta
sustentado en el hecho de considerar la fraccion como dos numeros distintos.
Tratamiento del tipo de magnitud y de unidad: Obando (2003) expresa que en los procesos
de ensefianza-aprendizaje de la fraccion se hace un tratamiento de la unidad y de la
magnitud indiscriminado, pues no se tiene en consideracion que la magnitud discreta y la
unidad compuesta implican psicolégicamente mayor complejidad, en ese sentido,
manifiesta el autor que primero se deben conceptualizar las unidades simples vy
posteriormente las unidades compuestas, esto es, se accede a entender que una
multiplicidad puede ser una unidad.
Enfasis en la mecanizacion de reglas y algoritmos: Es comln manifiesta Obando (2003)
encontrar en los procesos de ensefianza de las operaciones con fracciones que se exhiban
algunas situaciones concretas, acto seguido se dan algunos ejemplos, luego se expone y
generaliza la formula y finalmente se proponen algunos ejercicios. Conforme con lo
anterior:
En estrategias como esta se asume que para generalizar basta con dar unos cuantos casos
particulares, para luego —de manera natural— inferir la ley general. Se olvida que —
como lo plantean Mason, Graham, Pimm y Gowar (1999)— el paso a la formulacion de
una ley general implica algo mas profundo: reconocer una estructura invariante en un
conjunto de situaciones particulares, la cual, una vez conceptualizada, debe permitir el
tratamiento de cada situacion particular como si se tratara de la situacion general. Se ha
mostrado que un proceso de generalizacion no se puede dar a partir de unos cuantos

ejemplos, sino que requiere de maltiples situaciones en diferentes contextos, a través de
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diversos sistemas de representacion y a lo largo de un periodo de tiempo considerable.

(Obando, 2003, pp. 173-174)

2.7 Perspectiva de Gairin (1998)

2.7.1 Numeros racionales positivos: reflexiones sobre la instruccion. El trabajo que presenta
Gairin (1998) son reflexiones acerca de la instruccion sobre los nimeros racionales sobre todo en
la primaria ya que, manifiesta que como en todo objeto matematico los nimeros racionales generan
ruptura y dificultades de aprendizaje, por ello, los objetivos de las unidades didacticas que se
construyen alrededor de este objeto matematico deben procurar la ruptura con la idea de nimero
forjada desde el estudio con los nimeros naturales y potenciar las conexiones conceptuales de los
estudiantes entre la representacion como fraccion y como decimal.

2.7.2 solo se hace referencia a los nimeros racionales positivos. Es comun encontrar en los
libros de texto que se presenta a los numeros racionales como un conocimiento formalmente
estructurado y necesario para resolver problemas aritméticos, geométricos y algebraicos, sin
embargo, desde la didactica de las matematicas no es posible estudiar los nimeros racionales desde
el formalismo sino que corresponde hacer una transposicion didactica de acuerdo con las
capacidades de los estudiantes y cercana a sus experiencias, por esta razon, en primaria se empieza
a estudiar los numeros racionales positivos debido a que éstos se pueden vislumbrar como
elementos del mundo fisico mientras que los racionales negativos no tienen representaciones
cercanas al mundo real sino mas abstractas para lo cual se debe propiciar un proceso abstraccion
progresiva.

2.7.3 los numeros periddicos quedan al margen de este trabajo. Las ideas del trabajo
realizado por Gairin (1998) se basa en modelos de aprendizaje donde los numeros racionales

positivos se construyen desde la nocion de medida, esto es, debido a la edad de los escolares que
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es entre los 9-12 afios es preferible enfatizar en los procesos finitos quedando las ideas de la
continuidad de la medida y los procesos infinitos relegados a etapas posteriores donde los
educandos hayan alcanzado un mayor grado de abstraccion.

274 No se abordan las fracciones con significado de  razon.
Arguye Gairin (1998) que en su trabajo no se tendra en cuenta la interpretacion de la fraccion como
razon, esto, con la intencion de respetar la tradicion de quienes a principios de siglo separaron
teoria y practica por esta razon la razon y la proporcion se fueron alejando de las fracciones, sin
embargo, la autora manifiesta que la razén y la proporcién son topicos adecuados para tratar las
fracciones.

2.75 Asociar los numeros racionales a la medida de magnitudes.
En la tradicion educativa el primer contacto con la idea de nimero se forja a través del estudio de
los niumeros naturales, sin embargo, los numeros naturales se limitan a responder a la pregunta
¢ Cuantos hay? en un contexto concreto de donde surgen, no obstante, si el estudiante traslada esta
idea de nimero a otros contextos se dificulta la comprensién de los nimeros racionales en aspectos
esenciales:

* Las fracciones decimales tienen aspecto discreto al considerar numerador y denominador
como entes numéricos diferenciados, pero, tienen aspecto continuo al considerar la fraccién
como un solo ente numérico y es este aspecto continuo de las fracciones que resulta de
dificil comprension para los escolares (Wearne, Hiebert y Taber, 1991).

* Las notaciones fraccion y decimal son sistemas simbolicos paralelos que representan los
mismos conceptos; para el alumno es una idea dificil de asimilar el que cualquier concepto,

especialmente un numero, pueda tener mas de un simbolo. (Owens y Super, 1993)
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* El orden de los nimeros naturales interfiere el orden de las fracciones decimales (Resnick
et al, 1989). Los errores en el orden de las expresiones decimales estan asociados a la
aparente simetria alrededor de la coma decimal y a las dificultades de distincion de los
nombres de los nimeros naturales y decimales; estas dificultades provocan la alta tendencia
de los nifios a aplicar reglas de los numeros naturales para comparar las fracciones
decimales, dando lugar a técnicas de comparacion como la regla del nimero entero, la regla
de la fraccion o la regla del cero (Owens y Super, 1993). A su vez manifiesta Gairin, que
uno de los argumentos para no empezar con la interpretacion de la fraccién como razon
tienen que ver con la invarianza implicando un constructo mental mas complejo mientras
que el contexto de la medida parte de las preconcepciones de los estudiantes y aparte
facilita el significado de las operaciones y algoritmos mientras que la de razon lo dificulta.

Parece ser que el origen de estas dificultades radica en la inexistencia de una ruptura en la idea
que tienen los estudiantes de nimero, pues trasladan significados de los nimeros naturales a los
nameros racionales. Conviene de esta manera presentarle a los estudiantes situaciones en las que
los nimeros naturales resulten ineficaces, es decir, situaciones que sugieran la necesidad de
construir un nuevo sistema de representacion con ello los estudiantes lograran asociar los nimeros
naturales a las situaciones en las que se requieran y a su vez amplian su idea de nimero a contextos
diferentes. Tales situaciones se producen en el contexto de la medida en donde los nimeros
naturales estan limitados a unidades donde la unidad cabe un nimero entero de veces mientras que
en las situaciones en las que la unidad no cabe un numero entero de veces, es decir, donde se debe
fraccionar la unidad surge la necesidad de definir un nuevo conjunto numeérico, el de los nimeros

racionales positivos, que permite determinar la medida de cualquier magnitud.
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2.7.6 Comenzar la instruccion con las fracciones.
Una idea esencial para la comprension de los numeros racionales positivos es la de
fraccionamiento de la unidad la cual surge cuando la unidad de medida es mas grande que la unidad
a medir de alli surge la necesidad de crear una subunidad de medida que quepa un numero entero
de veces en la unidad a medir. La experiencia con escolares ha demostrado que los éstos recurren
a elementos como un poco mas 0 un poco menos, es decir, el fraccionamiento de la unidad no se
da de manera innata por ello, asi como se adiestro a los estudiantes en las técnicas de contar asi
mismo se debe adiestrar a los estudiantes en las técnicas de medicion. De este modo los educandos
admitiran la necesidad de fraccionar la unidad cuando se requiera y admitiran que este hecho se
debe representar teniendo en cuenta la unidad a medir es decir la relacion entre la unidad a medir
y la unidad de medida por tal motivo parece conveniente que el nimero racional en un primer
momento se presente con la notacién fraccionaria. En cambio, si se decidiese por presentar al
nimero racional en su notacion decimal el proceso se hace mas complejo y requiere varias fases
en las cuales se empieza a fraccionar la unidad en potencias de 10, a su vez, es mas complejo
porque entran en juego las caracteristicas de los nUmeros decimales como el nimero relativo y que
tal simbolizacion considera implicita la suma de los valores relativos de las cifras.

2.1.7 Introducir las  fracciones con el significado  de medida.
Las fracciones positivas tienen muchas interpretaciones por ejemplo para Behr, Harel, Post y Lesh
(1993, p. 14) referenciados en Gairin (1998) citan el significado de parte-todo, cociente, razén,
operador, mientras que Kieran (1993, p. 57) no considera el significado de la relacion parte-todo
puesto que los incluye en los de cociente y de medida. No obstante, en el sistema educativo la
interpretacion inicial que mas se utiliza es la de parte-todo sin embargo esta practica expresa Gairin

(1998) tiene serios inconvenientes:
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*

Hay dificultades para definir el todo: cuando una unidad, objeto o figura, la partimos en
trozos iguales y nos referimos a uno o varios de esos trozos utilizamos las fracciones
(Lamadrid, 1987, p. 67).

La propia indefinicion del todo provoca errores entre los estudiantes a quienes se les
presentan tareas de comparacion de areas utilizando todos del mismo tamafio. Esto produce
que los alumnos desatiendan el tamafio de los todos de los que provienen las partes
(Armstrong-Novillis, 1995, p. 16) y que, en consecuencia, se limiten a la comparacion de
partes que proceden de divisiones de unidades de distinto tamario.

La ocultacion de la unidad de medida obstaculiza la identificacion de las fracciones del
tipo a/a con la unidad, pues los estudiantes tienden a sefialar que ese tipo de fracciones
representa el todo, o que han tomado a elementos, pero no pueden indicar que vale la unidad
puesto que no se les ha presentado como tal.

La propia instruccion provoca obstaculos de interpretacion de las Ilamadas fracciones
impropias, pues al ocultar la unidad en las tareas de medida se crea en el alumno el

significado exclusivo de la fraccion con el numerador menor que el denominador.

En contraposicion a estas dificultades, Gairin (1998) propone que la fraccion a/b debe

presentarse como el resultado de una medida, como el nimero a de subunidades de tamafio 1/b

que corresponde la cantidad de magnitud medida argumentando las siguientes razones:

*

Porque permite presentar una ruptura entre los nimeros naturales y los racionales a partir
de sus diferentes usos. Contar y medir son acciones de diferente naturaleza que demandan

técnicas diferenciadas y, en consecuencia, sistemas de representacion distintos.
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*  Porque el trabajo con este significado exige un aprendizaje activo, ya que es el propio
estudiante quien tiene que decidir la eleccion de la subunidad de medida necesaria para
efectuar la medida.

*  Porque el hecho de que en la cantidad a medir no quepa la unidad de medida un nimero
entero de veces posibilita introducir la idea del fraccionamiento de la unidad en un nimero
de partes iguales, facilita la idea de crear subunidades de medida.

* Porque el uso de fracciones para expresar cantidades de magnitud introduce, de forma
natural, las fracciones con numeradores mayores, menores o iguales que el denominador,
sin mé&s que proponer la medida de cantidades mayores, menores o iguales a la unidad.

*  Porque la utilizacion de dos técnicas de medida distintas posibilita la introduccion de las
notaciones fraccionaria y decimal de los nimeros racionales positivos: medir con una sola
subunidad, medir en una sola fase; o medir con subunidades de la unidad o de partes de la
unidad, medir en varias fases.

* Porque este significado permite justificar las relaciones de equivalencia y orden entre
fracciones mediante la comparacion de cantidades de magnitud.

*  Porque posibilita la conceptualizacion de las operaciones entre fracciones desde el trabajo
con cantidades de magnitud; asimismo permite justificar los algoritmos de calculo.

2.7.8 Trabajar con las magnitudes mas adecuadas.

Son tres las variables consideradas por Gairin (1998) para seleccionar la magnitud mas adecuada:

* Una magnitud medible, pues un nimero racional positivo expresa la medida de una
cantidad de dicha magnitud

* Unos objetos, puesto que a través de ello el aprendiz puede percibir una cierta cantidad

de la magnitud considerada
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* Unas acciones, puesto que la generacion de las ideas matematicas se produce al observar
las variaciones de las cantidades de magnitud que se producen con la manipulacién de
los objetos.

En ese sentido, la magnitud mas adecuada segin Gairin (1998) es la longitud ya que en cuanto
a fracciones es importante la simbolizacion del resultado de la medida, pues la longitud permite la
sencillez de la técnica de medida, a su vez, debido a que en comparacion con las magnitudes de
capacidad o masa las dificultades técnicas de dichas magnitudes en el trabajo del estudiante
acapararian la atencion del mismo obstaculizando lo prioritario que es simbolizar la medicion. Por
otro lado, al ser el fraccionamiento de la unidad un aspecto importante para la comprension de los
numeros racionales positivos conviene aplicar el criterio de facilidad, pues los segmentos permiten
haciendo uso del teorema de Thales la division de un segmento en partes iguales de manera f4cil.
A su vez, no conviene para la instruccion utilizar las superficies como la magnitud adecuada ya
que debido a que las particiones responden al criterio igual cantidad de superficie y no de forma,
esto es, en partes semejantes puede que la atencion de los escolares se centra en garantizar que las
partes sean semejantes mas que en la medicion de las magnitudes. De acuerdo con lo anterior la
propuesta que hace Gairin (1998) es la siguiente: Una magnitud medible: la longitud, unos objetos:
listones de madera o pajas de refresco y unas acciones: medir, comparar longitudes, unir objetos...

2.7.9 Introducir la fraccion con significado de operador.

Para ello, conviene introducir la fraccion a/b como composicion de los operadores multiplicar por a 'y dividir

por b, lo cual se justifica segiin Gairin (1998) por:
* Es necesario que los escolares fortalezcan sus conocimientos sobre los diferentes
significados de la fraccidn y que establezcan conexiones entre los mismos, puesto que si
los nifios aprenden solamente una interpretacion de las fracciones tienen serias limitaciones

para una sélida comprension del nimero racional (Kerslake, 1986).
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* En este concepto de fraccion se parte de un nimero o figura dadas y mediante tratamientos
operativos se transforma en un segundo nimero o figura; por tanto, la fraccion aparece
como una funcién de cambio (Behr et al., 1993, p. 13). El trabajo con operadores conecta
las fracciones con propiedades algebraicas de multiplicacion inversa y de identidad de
elementos; y también con propiedades del analisis como es la composicion de funciones
(Kieren, 1993).

*  La fraccion con significado de operador introduce el producto de fracciones como parte de
parte, como el resultado de aplicar un operador a una cantidad de magnitud o a un nimero.
Este significado es de gran importancia porque exige de los escolares la comprension de la
division partitiva y cuotitiva, y porque permite dar soluciones a la enorme diversidad de
situaciones problematicas en las que este significado estd implicado. Este significado puede
plantearse a los escolares de 10-11 afios, siempre y cuando hayan recibido instruccion
previa sobre la multiplicacion de una fraccion por un nimero natural, y del cociente entre
una fraccion y un nimero natural.

* A través de la idea de operador es posible justificar la construccion formal del cuerpo
conmutativo de los nimeros racionales, puesto que asi se elude tener que evidenciar la
existencia del opuesto y del inverso de cada nimero desde la manipulacion de magnitudes
extensivas.

2.7.10 Conectar las notaciones fraccionaria y decimal.
Segun Gairin (1998) las matematicas son el estudio de las estructuras y en particular es el estudio
de las estructuras numeéricas entendidas como un conjunto de entes numéricos expresados
simbolicamente, dotado de unas operaciones y de unas relaciones. Las ideas que determinan estas

estructuras numéricas surgen del trabajo con modelos, al dar respuesta a situaciones problematicas
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que el escolar resuelve manipulando los objetos, observando el resultado de su accion y
describiendo lo acontecido. De esta manera, las ideas que aparecen, y que ya no se refieren a los
propios objetos, se conforman como entes abstractos sostenidos por un sistema simbolico con el
que se formulan enunciados y demostraciones.

En consecuencia y segun Lesh (1997) citado por Gairin (1998) el aprendizaje de las estructuras
matematicas consiste en la manipulacion de simbolos; en interpretar matematicamente situaciones
problematicas; en cuantificar, visualizar o coordinar sistemas estructuralmente interesantes; y, por
supuesto en utilizar sistemas de representacion para desarrollar descripciones. En consecuencia,
los sistemas de representacion juegan un papel importante a tal punto que es necesario el dominio
coordinado de dos 0 maés sistemas de representacion para alcanzar la comprension del concepto
que se considera asevera Gairin (1998) citando (Kaput, 1992; Duval, 1993; Romero, 1995) a su
vez, asevera que algunas dificultades en los estudiantes se pueden detectar en la falta de
coordinacion entre diferentes sistemas cuando tratan de expresar los mismos conceptos (Castro,
1994; Duval, 1995).

Manifiesta Gairin (1998) que en el sistema educativo se potencia la utilizacién de dos sistemas
de representacion de los nimeros racionales: la notacion fraccionaria y la notacion decimal. Por
tanto, conectar conceptual y estructuralmente dichos sistemas de representacion debe ser un
objetivo prioritario en la formacién de los estudiantes, sin embargo, dicha conexién no se alcanza
con cualquier significado de las fracciones ya que:

*  Desde el significado de relacion parte-todo son débiles las conexiones entre las notaciones
fraccionaria y decimal, pues el estudiante asocia la fraccion a una parte de la unidad
compuesta por la union de partes de igual tamafio, mientras que las expresiones decimales

exigen interpretar la fraccion como agregacion de partes de unidad de diferentes tamafios.
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*  Desde el significado de la fraccion como resultado de la medida de magnitudes se puede
abordar la conexion entre las notaciones fraccionaria y decimal, pero se encuentran las
dificultades técnicas inherentes a la continuidad de la medida; en efecto, en magnitudes
como la longitud o la masa resulta complicado hacer mediciones mas all& de la milésima
parte de la unidad, pues estas mediciones dependen grandemente de las percepciones
visuales.

*  Si la conexidn entre notaciones fraccionaria y decimal se aborda desde el significado de
razon encontramos dificultades para utilizar un mismo modelo en el que asentar el
significado de la fraccion y el significado de las expresiones decimales. En efecto, hay
dificultades conceptuales para justificar como la relacion entre dos cantidades de magnitud
se transforma en una sola relacién numérica que expresa el tanto por uno.

*  Tampoco resulta adecuado partir del significado de operador de la fraccion por cuanto se
presentan dificultades si se utiliza un modelo en el que hay objetos discretos, porque las
exigencias del operador demandan el fraccionamiento de los objetos; si el modelo utiliza
magnitudes continuas las dificultades aparecerian asociadas a la continuidad de la medida;
y si se utiliza nimeros no medida el operador exige el trabajo con expresiones decimales,
situacion que no es aconsejable por cuanto no se produce una conexion entre los
significados de la fraccion y de la expresion decimal.

Por estas razones, Gairin (1998) propone que la conexion entre la notacion fraccionaria y

decimal a través de la interpretacion de la fraccion como cociente partitivo justificada en los

siguientes argumentos:
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*  El utilizar el significado de cociente permite, mediante una accion de reparto en varias
fases, presentar la fraccion como agregacion de cantidades de magnitud de diferentes
tamarios.

* Al utilizar el cociente con el sentido de reparto igualitario se puede construir un Gnico
modelo de aprendizaje para dotar de significado tanto a la fraccion como a las expresiones
decimales; es decir, se pueden presentar las fracciones y las expresiones decimales como
formas distintas de simbolizar el resultado de un mismo reparto.

* El uso de la fraccién con significado de cociente permite al escolar construir sus
conocimientos por medio de reflexiones mentales, ya que en este caso las representaciones
graficas no son imprescindibles.

A su vez, el expresar la fraccion como a/b tiene una doble evaluacion seméntica, por un lado,
indica las condiciones del reparto, esto es, se reparten a unidades entre b individuos y por el otro
lado indica la cantidad de magnitud que resulta de efectuar dicho reparto, esto es, la parte que
corresponde a cada uno de los b participantes.

2.7.11 La fraccion como significado de cociente.
Expresa Gairin (1998) que el significado de la fraccion como cociente tiene su sentido en contextos
continuos, pues es donde se permite el fraccionamiento de la unidad en un nimero cualquiera de
partes y se puede entender como el resultado de un reparto, como la cantidad de magnitud que
recibe uno cualquiera las b participantes entre los que se han repartido a unidad de dicha magnitud,;
0 bien la cantidad de magnitud que resulta de distribuir a unidades en b partes iguales.

Asi mismo asegura Gairin (1998) que este significado de la fraccion requiere del alumno un
conocimiento sélido de la division partitiva, es decir, debe terne claridad de los elementos

intervinientes como los son la cantidad a repartir, el niUmero de participantes y el cociente o
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resultado del reparto, no obstante, la idea de divisidn partitiva es conocida por los estudiantes en
el contexto de los numeros naturales por ello, hay que extender dicha idea a contextos que permitan
el fraccionamiento de la magnitud que se trabaja.

2.7.12 De la notacion fraccionaria a la notacion decimal.
El paso de la notacion decimal a la notacién fraccionaria se alcanza mediante la busqueda de
repartos equivalentes, de repartos que den el mismo resultado; asi, por ejemplo, el nimero 1,25
podemos considerarlo como el resultado de un reparto en el que interviene una sola persona; para
que en otro reparto reciban la misma cantidad interviniendo 10 personas deben repartirse 12,5
unidades; y si se quiere obtener el mismo resultando interviniendo 100 personas, habria que
repartir 125 unidades; luego 1,25 = 125/100.

2.7.13 Relaciones y operaciones entre expresiones decimales.
De acuerdo con la manera en que se ha llegado la notacion decimal se justifican segin Gairin
(1998) las relaciones y operaciones entre numeros decimales conforme con los siguientes
argumentos:

e Hay infinitas expresiones fraccionarias que indican la misma cantidad de magnitud, y
solamente hay una expresion decimal para simbolizar cada cantidad de magnitud. La
aplicacion del criterio de la mayor parte demuestra que en cualquier expresion decimal
a,0cd... son ciertas las desigualdades 1 > 0,bcd; 0,1 > 0,0cd; 0,01 > 0,00d;...

Tales desigualdades expresa Gairin (1998) son correctas porque a,bcd indica el resultado del
reparto realizado con el procedimiento de la mayor parte; por tanto, la parte decimal 0,bcd tiene
que ser menor que la unidad, pues si fuese mayor o igual el procedimiento de reparto obligaria a
que en la primera fase se hubiesen entregado a+1 unidades a cada uno de los participantes. Dicha

propiedad expresa que cualquier unidad de una posicion de una expresion decimal representa una
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cantidad mayor que la suma de todas las cifras situadas a su derecha; por ello, para comparar dos
expresiones decimales basta con ir comparando ordenadamente las cifras que ocupan la misma
posicion, empezando por las de mayor valor relativo; en el momento que una de las cifras sea
mayor, la expresion decimal a la que corresponde es la mayor.

A su vez asevera Gairin (1998), este resultado permite poner de manifiesto que entre dos
expresiones decimales hay otras infinitas y que, en consecuencia, dada una cantidad indicada por
una expresion decimal no tiene sentido buscar la siguiente o la anterior. Las expresiones decimales
tienen usos diferentes de los nimeros naturales: sirven para medir, pero no sirven para contar ni

tienen valor ordinal.
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3. Metodologia de investigacion
El presente proyecto de investigacion se enmarca en un paradigma cualitativo de la
investigacion debido a que no pretende la generalizacion, la objetividad, la abstraccion y
replicabilidad propias de un paradigma cuantitativo (positivista) a través del instrumentalismo
(Gonzalez, 2006). Por lo contrario, se enmarca en el paradigma cualitativo en tanto el docente en
este caso especifico no se excluye de la realidad de los investigados, lo que conduce a resaltar la
importancia que tiene la subjetividad a la hora de generar zonas de sentido o campos de
inteligibilidad, esto es, la profundizacion no acotada de un fendmeno de la realidad que al ser
multiple, posibilita ampliar y complejizar el conocimiento de tal manera que se produzcan nuevas
formas de accidn sobre la realidad. En palabras de (Gonzélez, 2006) en el paradigma cualitativo:
El conocimiento se legitima en su continuidad, en la capacidad de generar nuevas zonas de
inteligibilidad sobre lo estudiado y de articular esas zonas en modelos cada vez mas
complejos, orientados a la produccién de nuevos conocimientos. (p. 25)
3.1 El estudio de caso
Habiendo aclarado que este proyecto no tiene pretensiones positivistas, a continuacion, se
expondra el método seleccionado para desarrollar tal proceso investigativo. Dentro de todas las
posibilidades que nos ofrece el paradigma cualitativo, se selecciond el estudio de caso, debido a
que en el momento en que se esta desarrollando este proyecto, el pais se encuentra en un proceso
de cuarentena debido al Covid-19 y como consecuencia de ello, el sector educacion esta trabajando
en su mayoria de manera virtual, por esta razén, correspondid modificar las intenciones
metodoldgicas que se tenian estipuladas en un principio con la presencialidad.
A su vez, se selecciond este método debido a que segin Yin (1989) el estudio de caso es

apropiado para temas que se consideran nuevos, pues asegura que la investigacion empirica
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presenta algunos rasgos distintivos como lo son examinar o indagar sobre un fenémeno
contemporaneo en su entorno real, clarificar algunos aspectos que entre el fenémeno y su contexto
no son evidentes y, utilizar diversas fuentes de datos estudiando un caso o multiples casos a la vez.

Sumado a lo anterior, Chetty (1996) citado en Martinez (2006) manifiesta que otros argumentos
gue sustentan una eleccion de este método son que el estudio de caso es ideal para abordar temas
de investigacion en los que las teorias existentes son inadecuadas, permite estudiar los fendmenos
desde mdltiples perspectivas y no desde la influencia de una sola variable, permite explorar en
forma profunda y obtener un conocimiento méas amplio sobre cada fenémeno, lo cual permite la
aparicion de nuevas sefiales sobre los temas que emergen y es adecuada para investigar fenémenos
en los gque se busca dar respuesta a como y por qué ocurren.

En ese sentido, en el planteamiento del problema se pudo vislumbrar que no hay una variedad
de investigaciones que aborden la nocién de densidad y asi mismo, no se encontraron
investigaciones que trataran de relacionar el orden entre los racionales positivos con la nocion de
densidad como tampoco, se han podido encontrar investigaciones que posibiliten reconocer las
matematizaciones desde andlisis didacticos a priori (Zolkower et al, 2006) gestionadas por
estudiantes del grado octavo al respecto de esta nocién por ello, existe una relacion estrecha entre
esta propuesta y los objetivos del estudio de caso expuestos, pues se espera poder estudiar a
profundidad las matematizaciones de estudiantes del grado octavo de la Institucion Educativa
Distrital Santa Lucia a través de un cuestionario abierto al respecto de situaciones de orden entre
fracciones orientadas a construir la nocién de densidad de los racionales positivos.

Aunque el estudio de caso es una herramienta potente y flexible para la investigacion
cualitativa, no queda exenta de discusiones y posturas contrarias a su alrededor, expresa Munarriz

(1992) que al método de estudio de caso se le cuestionan la objetividad, la generalizacion y la
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validez de sus resultados, por un lado, al estar el investigador sumergido en el contexto de los
casos seleccionados se considera que se pierde objetividad, sin embargo, como lo manifiesta
Gonzales (2006) la subjetividad es un factor importante para la expansion del conocimiento y para
la construccién de nuevas perspectivas sobre una realidad particular, a su vez, Munarriz (1992)
sostiene que para sopesar este hecho, el investigador que selecciona el estudio de caso debe hacer
uso de diferentes de técnicas de recopilacion de la informacion que le permitan un contraste. Por
su parte, al respecto de la validez de los resultados y su generalizacion, los primero que se debe
considerar es que la investigacion cualitativa no busca la generalizacion de los resultados, entre
tanto, como lo expresa Elliott (1990) citado en Munarriz (1992) el problema de la validacion de
una investigacion mediante el estudio de caso no recae sobre el investigador sino sobre el usuario,
quien a partir de un estudio previo analiza la compatibilidad de lo propuesto con lo que investiga
0 estudia.

Ahora bien, esta estrategia investigativa de estudio de caso presenta las siguientes etapas:
primero, enunciar los objetivos de la investigacion, indicar cuél es la unidad de estudio, el caso y
qué caracteristicas, relaciones y procesos se van a observar. Segundo, Indicar coémo se selecciona
el caso y qué técnicas de observacién van a ser utilizadas. Tercero, recolectar los datos. Cuarto,
organizar los datos de alguna forma coherente que reconstruya la unidad que se estudia y quinto,
informar los resultados y discutir su significacion en funcion de los objetivos propuestos al iniciar
el estudio (Tamayo, 1999, pag. 49-50).

De acuerdo con estas etapas, capitulos atras se realiz0 la etapa 1, por esta razdn, a continuacion,
se exponen los ajustes de la etapa 2 a esta propuesta de investigacion, a saber: Lo primero que se
presentara seran los casos o la poblacion seleccionada, que seran 4 estudiantes del grado octavo

de la Institucion Educativa Distrital Santa Lucia. Se seleccionaron estudiantes del grado octavo
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porque como lo expresa Gairin (1998) en el desarrollo curricular de estos estudiantes, aquellos que
se encuentran en edades entre los 13 y los 15 afios han tenido mayor contacto con las propiedades,
caracteristicas y procesos con numeros racionales, asi mismo, han tenido la oportunidad de
apropiar mas propiedades de éstos que en edades anteriores.

Lo precedente, contribuye a esta propuesta porque los estudiantes que colaboraron de manera
voluntaria en esta investigacion tedricamente, han apropiado unas maneras y preferencias de
notacion, representacion e interpretacion para abordar situaciones de orden y nocion de densidad
de los numeros racionales positivos. Cabe aclarar, se seleccionaron estos 4 estudiantes porque de
acuerdo con el método seleccionado se puede estudiar un solo caso o mdltiples casos y
considerando que el tema de investigacion no es muy explorado, es necesario obtener la mayor
cantidad de datos posibles para tener diferentes resultados y perspectivas por parte de los
estudiantes que propicien una cualificacion de los resultados (Cuestionario).

3.2 Técnicas para recoleccion de la informacion

Como se expreso anteriormente, concuerdan Martinez (2006), Tamayo (1999) y L.A.C.E (1999)
en que el método de estudio de caso se caracteriza por la profundidad y énfasis sobre la
informacidn obtenida a través de los instrumentos de recoleccion de la informacion por ello,
recomiendan hacer uso de varios instrumentos para obtener la mayor cantidad de informacion
posible sobre lo que se investiga con respecto a los objetivos. Los instrumentos utilizados para esta
investigacion seran:

e El cuestionario desde la perspectiva de (Kemmis y Mctaggart, 1992) y (Garcia, 2003) el

cual: (...) busca informacion u opiniones en las palabras de aquellos que responden. Son
atiles para etapas de exploracion, pero pueden aportar respuestas poco compaginables.

Tambien es posible que el porcentaje de respuestas sea bajo. (p. 135).

70



Dicho cuestionario sera construido, atendiendo al proceso expuesto por (Garcia, 2003) en
conjunto con una aproximacion al analisis fenomenoldgico propuesto en (Puig, 1997) que
permitiran a partir de la deteccion de algunos fenémenos y elementos didacticos al respecto
del orden y la nocion de densidad posibilitar una secuencia de tareas realistas que se
expondra mas adelante.

La grabacion de audio y video, se utilizan con el objetivo de conocer a mayor profundidad
las reacciones de los participantes, a su vez porque: Esas ayudas visuales cumplen el papel
de sustitutos de los razonamientos verbales para aclarar las preguntas y hacerlas méas
especificas. (Gallardo y Moreno, 1999, p. 72)

Por ultimo, se utilizara la entrevista no estandarizada desde la perspectiva de (Gallardo y
Moreno, 1999) porque: En ésta, ni las preguntas ni las respuestas del sujeto estan
predeterminadas, con el fin de permitir que las respuestas del entrevistado sean mas
espontaneas, mas profundas, mas personales y auto-reveladoras. El principal tipo de esta
entrevista no estandarizada es la llamada entrevista no dirigida, en la cual la iniciativa esta
mas en manos del entrevistado que del entrevistador, pues se trata, como en las entrevistas
de psicoterapia, que el paciente exprese sus sentimientos, sin sugestiones dirigidas por el

terapista. (p. 71).

3.3 Construccion del cuestionario para la recoleccién de la informacion

Como se expreso en la delimitacion del problema, un objetivo principal en esta investigacion

es la construccion de un cuestionario que conjugue toda la informacion analizada al respecto de

las propiedades de orden entre numeros racionales positivos, la nocion de densidad y el principio

de niveles desde la EMR con la premisa de documentar los niveles de matematizacion alcanzados

por los casos seleccionados. En ese sentido, teniendo en cuenta la apuesta metodoldgica que se
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selecciond, es valido resaltar que Munarriz (1992) expresa al respecto del estudio de caso que, en
dicho metodo la tecnica principal es la observacion, no obstante, para la garantizar la objetividad
de los resultados se hace indispensable recurrir a viarias técnicas de recoleccion de la informacion
como lo son las entrevistas, las encuestas, l0s cuestionarios entre otros, que permitan el contraste
de la informacion con las intuiciones propias en el proceso de analisis.

De acuerdo con lo anterior, expresa Garcia (2003) que el cuestionario es un instrumento clasico
de obtencion de la informacion y registro de datos en las ciencias sociales, el cual, puede ser
utilizado como instrumento de investigacion o como evaluador, con el que se puede obtener
informacidn cuantitativa o cualitativa dependiendo del enfoque de la investigacion o propoésito. Su
particularidad radica en su caracter impersonal con respecto a otros instrumentos de investigacion.
Dicho cuestionario, Garcia (2003) lo define como un conjunto de preguntas de varios tipos,
preparado cuidadosa y sisteméaticamente sobre los hechos 0 aspectos que interesan en una
investigacion y que puede ser aplicado de diversas formas ya sea fisica o virtual, lo que es de suma
importancia, ya que como se menciono anteriormente, esta investigacion esta siendo desarrollada
durante el proceso de pandemia mundial que conllevd la adaptacion del proceso educativo a la
virtualidad y por ende, la adaptacién a la virtualidad de algunos procesos investigativos en el
ambito educativo.

La finalidad principal del cuestionario, es la obtencion de informacién sistematica y ordenada
de la poblacion con la que se trabaja (casos) al respecto de las variables objeto de la investigacion.
Por su parte, Fox (1991) citando en Garcia (2003) expresa que utilizar esta técnica implica para el
investigador la consideracion de caminos metodoldgicos generales, que son: estar plenamente
seguro de que las preguntas se pueden formular con claridad para que funcionen en la interaccion

personal que supone el cuestionario y segundo, dar todos los pasos posibles para maximizar la
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probabilidad de que el sujeto conteste y devuelva las preguntas. Dentro de los datos que se pueden
recopilar con la aplicacion de un cuestionario se encuentran hechos, opiniones, actitudes,
motivaciones, sentimientos y cogniciones, para el caso particular del cuestionario que se construira
en esta investigacion, los datos que se obtendran son de naturaleza cognitiva, es decir, indices del
nivel de conocimiento de los diversos temas estudiados en el cuestionario y revela el grado de
confianza a conceder a las opiniones sobre juicios subjetivos (Garcia, 2003, p. 4).

De acuerdo con Corral (2010) existen diversos tipos de cuestionario, algunos de ellos son: El
cuestionario de respuestas cerradas, el cual se caracteriza porque en sus reactivos 0 preguntas se
presentan un numero n de respuestas prestablecidas; a su vez, nos encontramos con el cuestionario
de respuestas semicerradas, el cual se caracteriza por incluir aparte de preguntas cerradas alguna/s
preguntas abiertas, sumado al anterior, también nos encontramos con el cuestionario de respuesta
abierta o cuestionario abierto, el cual se caracteriza por requerir respuestas elaboradas por el o los
participantes y dentro de esta misma clasificacion, se encuentra el cuestionario mixto, el cual es
una combinacién de preguntas cerradas, abiertas y semicerradas. Ademas de los anteriores, los
cuestionarios también se pueden clasificar segun el momento de codificacién donde se ramifican
dos opciones para esta clasificacion, que son: El cuestionario precodificado, el cual se caracteriza
por contener preguntas con alternativas previamente identificadas caracterizadas con un nimero y
asi mismo, se tiene el cuestionario no codificado, el cual se caracteriza por contener preguntas no
codificadas previamente.

Sumado a lo anterior, los cuestionarios también se pueden clasificar segin la forma de
administracion, por ello, expone Corral (2010) la siguiente clasificacion: Cuestionarios
autoadministrados, los cuales se entregan a los participantes y éstos lo responden directamente; asi

mismo, se encuentran los cuestionarios autoadministrado enviado por correo postal, correo
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electronico o servicio de mensajeria, los cuales son contestados directamente por los participantes
pero su medio de recepcion es indirecto y tiene la dificultad de que al surgir una duda por parte de
alguno de los participantes no se puede aclarar ésta directamente. Por ultimo, se tienen los
cuestionarios orales o verbales, en esta categorizacidn tenemos los cuestionarios o entrevistas cara
a cara donde el investigador escribe las respuestas de la respuesta verbal de los participantes y por
otro lado, también se encuentran los cuestionarios o entrevistas telefonicas o por videoconferencia,
los cuales son similares al anterior pero, cambia el medio por el cual se realiza ya sea por teléfono
0 por internet.

De acuerdo con la clasificacion anterior, para esta propuesta investigativa se optara por un
cuestionario abierto autoadministrado enviado a través de los WhatsApp personales de los 4 casos
seleccionados, con el proposito de identificar el nivel de matematizacidn alcanzado por los 4 casos
al respecto de situaciones de orden orientadas a construir la nocién de densidad de los nimeros
racionales positivos.

A su vez, manifiesta Corral (2010) que una propuesta de fases en la construccion del
cuestionario puede ser la de (Ruiz, 2002) quien propone:

1. Determinar el propdsito del instrumento, tomar decisiones sobre la finalidad del
instrumento, para qué lo queremos.

2. Decidir sobre el tipo de instrumento, es la segunda decision en el proceso de disefio y
elaboracion del instrumento de medicion.

3. Conceptualizar el constructo, es indispensable para ello realizar una revision detallada y
cuidadosa de la literatura especializada a fin de definir el constructo.

4. Operacionalizar el constructo, en esta fase se conceptualiza el constructo en

procedimientos concretos a través de un conjunto de tareas, reactivos, preguntas o items,
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que permitan validar de manera empirica el constructo. Para la operacionalizacion del
constructo, Ruiz (2002) sefiala cinco (5) pasos a seguir:

- Definir el proposito del instrumento.

- Definir el constructo.

- Establecer las dimensiones del constructo.

- Desglosar los indicadores de cada dimension.

- Elaborar los items, reactivos, preguntas o tareas. (Corral, 2010, pag. 153-154)

De acuerdo con estas fases, en la fase 1, como se expuso en los objetivos de esta propuesta, el
propdsito principal es la construccion de un cuestionario que permita la documentacion de los
niveles de matematizacion alcanzados por los estudiantes del grado octavo al respecto de
situaciones de orden entre racionales positivos orientadas a construir la nocion de densidad. En la
fase 2, como se expuso parrafos atras, se ha seleccionado construir un cuestionario abierto
autoadministrado enviado a través de los WhatsApp personales de los 4 casos seleccionados
debido a la situacion de pandemia mundial en el que se esta desarrollando este trabajo, cabe aclarar,
que se eligen preguntas abiertas porque como lo expresa Garcia (2003) se buscan datos de
naturaleza cognitiva, es decir, indices del nivel de conocimiento de los diversos temas estudiados
en el cuestionario.

Para la fase 3, como se expuso también en los objetivos de este proyecto, para construir el
cuestionario abierto se tendra en cuenta el proceso implicito en la teoria de Freudenthal al respecto
de los analisis fenomenoldgicos expuesto en (Puig, 1997) con el cual se determinaran los
fendmenos e indicaciones didacticas que delimitaran las preguntas que compondran el cuestionario

en coherencia con la EMR.
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3.3.1 Aproximacion al analisis fenomenoldgico Puig (1997). Continuando con las fases, En la
fase 3 corresponde conceptualizar el constructo, para ello, como se expreso en los objetivos de esta
propuesta se realizard un acercamiento al andlisis fenomenoldgico desde la apuesta tedrica de
(Puig, 1997) quien arguye que implicito dentro del método propuesto por Freudenthal existen
cuatro tipos de fenomenologias, que son: la fenomenologia (pura), la fenomenologia didactica, la
fenomenologia genética y la fenomenologia histérica y contribuirdn como ya se expreso a la
delimitacion de los fendmenos y elementos didacticos a considerar para la construccion del
cuestionario abierto. En relacion con lo anterior, para el caso de la fenomenologia pura, a
continuacion, se presentara una axiomatica de los nimeros racionales que posibilitaran reconocer
las propiedades y operaciones que se pueden realizar con los racionales positivos, a saber:

Segun Luque, Mora 'y Torres (2014) para empezar a desarrollar este proceso se debe establecer
una notacion para representar los elementos del conjunto de los nimeros racionales o Q, en ese
sentido, manifiestan que las fracciones son parejas de nimero naturales (m,n) y que a su vez,
existen parejas de nimero ndmeros naturales que representan al mismo nimero racional, en otras
palabras, dichas parejas de nimero naturales son equivalentes, por ello, lo importante no son la
parejas de numeros naturales que representan un numero racional sino las familias de nimero
racionales que representan un nimero racional, en consecuencia, se llamara nimero racional a una
familia de fracciones equivalentes y que se representaran en adelante como [(m, n)].

En un sentido formal, expresa Luque et al (2014) que un nimero racional [(m,n)] es la familia

de parejas de numero naturales que sean equivalentes a una fraccion dada % conn # 0.

Ahora bien, las parejas de nimero naturales se comportan como una relacion de equivalencia,
de hecho, expresan Luque et al (2014) que se comporta como una igualdad, a saber:

* Larelacion es reflexiva para todo m,n € N, con n # 0 esto es:
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(m,n) = (n,m)
puesmxn =nXm

Debido a la propiedad conmutativa de la multiplicacion entre nimero naturales.
* Larelacion es simétrica para todo m,n,a,b € N conn # 0y b # 0 esto es:

Si (m,n) = (a, b) entonces m X b = n X a y por la propiedad simétrica de la igualad sumado
a la propiedad conmutativa de la multiplicacion entre niumero naturales se tiene que a X n =
b x m lo cual significa que (a, b) = (m,n).

* Larelacion es transitiva para todo m,n,a,b,c,d N conn # 0,b # 0y d # 0 esto es:

Si(m,n) = (a,b) y (a,b) = (c,d) entonces la primera relacion correspondeam X b =n X a
y la segunda corresponde a a X d = b X c, si se multiplica a ambos lados de la primera igualdad
por d se obtiene d x (mxb) =(mXxa)xd luego por la propiedad asociativa de la
multiplicacién de los nimeros naturales se tiene b X (m X d) = n X (a X d) perocomoa X d =
b x ¢ reemplazamos (a x d) por (b x c) es decir, b x (mxd) =n X (b X c) luego por la
propiedad asociativa de la multiplicacion de los nimeros naturales b x (m x d) = b X (n X ¢)
luego por la propiedad cancelativa de la multiplicacién de nimero naturales se tiene m X d =
n X c por tanto, (m,n) = (c, d).

Lo anterior demuestra que un nimero racional es una clase de equivalencia.

Ahora bien, Rudin (1980) manifiesta que el conjunto Q de los nimeros racionales es un campo,
es decir, que es un conjunto ordenado con dos operaciones Yy la ley distributiva, a continuacién, se
expone la axiomatizacion de dicho conjunto:

Segun Luque et al (2014) la adicion de nimero racionales se define como:

[(a,b)] ® [(c,d)] = [(ad + cb, bd)]

La operacion de adicion entre nimero racionales es asociativa:

Para todo [(a, b)], [(c,d)],[(e, f)] € Q se tiene que
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{{(a, )] @ [(c, D]} © [(e, /] = [(a,b)] © {[(c,d)] D [(e, N}

Demostracion:

Por la definicion de adicion en Q tenemos

{{[(a,b)] ® [(c, D)} D [(e, /] = [(ad + bc,db] B [(e, )] luego por la misma definicion de
adicion en Q tenemos que

[(ad + bc,db)] @ [(e, f)] = [((ad + bc)f + bde, bdf)] luego por la propiedad distributiva
de la multiplicacion con respecto a la suma de nimero naturales:

{[(a,b)] @ [(c, DI} @ [(e, NH] = [(adf + bcf + bde, bdf)].

{[(a,b)] @ [(c, D]} © [(e, )]

[(adf + b(cf + de), bdf)] luego por la definicién de adicién
en Q se tiene

{[(a,b)] B [(c, D]} B [(e, )] = [(a,b)] B [(fc + de,df)] luego por definicion de adicion en

{[(a,D)] @ [(c, D]} D [(e, )] = [(a, )]  {[(c, D] D [(e, )]}
La operacién de adicién entre racionales es modulativa:
[(a,b)] ® [(x,¥)] = [(a, b)].

(ay + bx,by) = [(a,b)] conb # 0y y # 0 para demostrar esta propiedad se hara uso de la
notacion % a saber: ayb—;bx = %. Luego por la relacion de equivalencia se tiene que b x (ay + bx) =
bya por la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma se obtiene que bay +

bbx = bya si se restaa ambos lados de la igualdad bya se obtiene bbx = 0 luego x = % por tanto

x = 0 reemplazando el valor de x en la ecuacion se obtiene que bay = bya lo cual implica que y
puede tomar cualquier valor excepto el valor 0 en consecuencia, el modulo de los nimeros
racionales es de la forma [(0,y)].

La operacion de adicion entre numero racionales es cancelativa, esto es:
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Para todo a, b,c,d € Q se cumple que [(a,b)] D [(c,d)] = [(a,b)] D [(e, )] luego por la
definicion de la suma en Q se tiene que [(ad + bc, bd)] = [(af + be, bf)] luego por la definicién
de igualdad entre nimero racionales se tiene que (adbf) + (bcbf) = (afbd) + (bebd) y por las
propiedades conmutativa, asociativa y cancelativa de la adicion entre nimero naturales se tiene
que (bebf) = (bebd) luego (bb)(cf) = (bb)(ed) por tanto (cf) = (ed) de donde se concluye
que [(c, d)] = [(e, NI

La operacion de adicion es conmutativa, a saber:

Para todo a,b,c,d € Q se cumple que [(a,b)] @ [(c,d)] = [(c,d)] D [(a,b)] luego por
definicidn de adicion en Q se tiene que [(ad + bc, bd)] = [(cb + ad, db)] tomando la primera parte
de la igualdad se obtiene que por la propiedad conmutativa de la adicion y multiplicacion de los
nameros naturales [(ad + bc, bd)] = [(cb + ad, db)] y por definicion de adicion en Q se tiene que
[(cb + ad, db)] = [(c,d)] @ [(a, b)].

En coherencia con lo expuesto al inicio de esta axiomatica, a continuacion, se expondra la
segunda operacion que define al conjunto de los nimeros racionales como un campo ordenado, a
saber:

La multiplicacion entre nimero racionales se define como [(a, b)] ® [(c,d)] = [(ac, bd)].

La operacion de multiplicacion entre nimero racionales es asociativa, esto es, para todo
a,b,c,d,e,f eQconb+#0,d=+0Yyf # 0secumple que:

{{(aD)] Q [(c, D} [(e, N] = [(a, )] Q {[(c, D] R [(e,/)]} luego por definicion de la
multiplicacion en Q se tiene que {[(a, b)] ® [(c,d)]} R [(e, )] = [(ac, bd)]  [(e, f)] luego por
la misma definicion se obtiene que [(ac, bd)] Q [(e, )] = [(ace,bdf)] y por la propiedad

asociativa de la multiplicacion entre numero naturales se obtiene que [(ace,bdf)] =
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[(a(ce),b(df))] y por definicion de la multiplicacion en Q se tiene que [(a(ce),b(df))] =
[(a,b)] & {[(c, )] X [(e, NI}

La operacién de multiplicacion entre nimero racionales tiene un elemento idéntico, a saber:

Para todo a,b € Q con b # 0 existe un x,y € Q con y # 0 tala que [(a,b)] ® [(x,y)] =
[(a, b)]. Asumiendo que se cumple dicha propiedad y aplicando la definicién de multiplicacion en
Q se obtiene que [(ax, ay)] = [(a, b)] luego por la relacion de equivalencia se obtiene que axb =
bya y aplicando la propiedad asociativa y conmutativa de la multiplicacion entre nimeros
naturales se obtiene que (ab)x = (ab)y y por la propiedad cancelativa de la multiplicacion entre
namero naturales se obtiene que x = y luego por definicion del nimero racional [(y, y)].

La operacién de multiplicacion en Q es invertiva, a saber:

Para todo a,b,x,y,c,d € Q con b #0, y# 0y d + 0 se cumple que [(a,b)] Q [(x,y)] =

[(c,d)] entonces [(x,y)] = m@ [(c,d)] donde —— @ b)] es un numero racional asociado a cada

® [(a,b)] = [(x,x)] =

namero racional [(a, b)] # [(0, )]

1
[(a,b)]

[(1,1)]

=[(a,b)] ya que [(a,b)] ® [(b,a)] =

[(ab, ba)] = [(1,D].

La multiplicacion en Q es conmutativa, a saber:

Para todo a,b,c,d € Q con b #0 y d # 0 se cumple que [(a,b)] ® [(c,d)] = [(c, )] ®
[(a, b)] luego por definicion de multiplicacion en Q se tiene que [(ac, bd)] = [(ca, db)] luego por
la propiedad conmutativa de la multiplicacién entre nimero naturales [(ca, db)] = [(ac, bd)].

Ahorabien, segun lo expuesto en Rudin (1980) para terminar con la definicion de campo faltaria
presentar la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion, esto es, para todo

[(a,b)],[(c,d)],[(e,f)]€Qconb #0,d=+0yf + 0secumple que:
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[(a, )] @ {[(c, D] D [(e, N1} = {[(a, )] ® [(c, D]} D {[(a, b)] D [(e, )]} luego por la
definicion de adicion en Q se tiene que [(a, b)] ® {[(c, )] D [(e, H1} = [(a, b)] Q [(cf + de,df)]
luego por la definicion de multiplicacion en Q [(a,b)] Q [(cf + de,df)] = [(acf + ade,dfb)]
luego multiplicamos por b obteniéndose [(abcf + abde,dbfb)] pero por la propiedad asociativa
de la multiplicacion con respecto a la adicion de numero naturales [(abcf + abde,dbfb)] =
[((ac)bf + (ae)bd, bdbf)] luego por la definicion de adicion en [(ac, bd)] ® [(ae, bf)] en Q.

ORDEN ENTRE NUMEROS RACIONALES

Segun Luque, Moray Torres (2014) las propiedades de orden entre nimeros racionales también
se pueden definir a partir de los nimeros naturales, a saber:

Tenemos que [(a,b)] < [(c,d)] si y solo si ad < bc, esta relacion tiene las siguientes
propiedades:

Es reflexiva, por la propiedad conmutativa de la multiplicacion entre nimeros naturales y la
propiedad reflexiva del orden entre nimeros naturales se tiene que ab < ba y por la definicion de
orden entre numeros racionales se tiene que [(a, b)] < [(a, b)].

Es antisimétrica, esto es, dados dos nimeros racionales cualesquiera [(a, b)] < [(c,d)]. Si se
cumple que [(a,b)] < [(c,d)] y asi mismo se cumple que [(c,d)] < [(a, b)] entonces [(a, b)] =
[(c,d)]. Demostracién: Si se cumple que [(a,b)] < [(c,d)] entonces ad < bc y si ademas se
cumple que [(c,d)] < [(a, b)] entonces cb < da. Luego por la propiedad conmutativa de la
multiplicacién entre numeros naturales y la propiedad antisimétrica del orden entre ndmeros
naturales se tiene que ad = bc por tanto [(a, b)] = [(c,d)].

Es transitiva, es decir, dados nimeros cualesquiera [(a, b)], [(c, )] Y [(e, )], si se cumple que
[(a,b)] < [(c,d)] y también se cumple que [(c,d)] <[(e,f)] entonces [(a,b)] < [(e )]

Demostracion: Si se cumple que [(a, b)] < [(c,d)] entonces ad < bc y si se cumple [(c,d)] <
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[(e, /)] entonces cf < de, haciendo uso de las siguientes propiedades si a < b y ¢ < d entonces
ad < bcysiab < cb entonces a < c del orden entre nimeros naturales se concluye que af < be
de donde [(a, b)] < [(e, )]

Ahora bien, la propiedad de densidad nace en contexto la axiomatica de los reales, por ello, a
continuacion de expondran y demostraran tales propiedades:

QesdensoenR,seax,yER—->3Ik€EQ : x<k<y.

1 . p
Tenemos que x < y entonces 0 < y — x. Tomamos = Y como el conjunto de los nimeros
, . 1 .
naturales no esta acotado superiormente, se puede asegurarque 3n € N : S < nes decir que >

% < y — x. Luego como n es positivo 1 < n(y — x) entonces 1 < ny — nx por tanto 1 + nx <

ny. Sea p € Z la parte entera de nx entonces p < nx < p + 1.Ahora tomamos p < nx por
propiedades de orden sumamos 1 en ambos lados de la desigualdad p + 1 < nx + 1 luego:

p<nx<p+1<nx+1<nyluego por la propiedad transitiva se tiene que nx <p + 1 <

ny seguido multiplicamos en ambos lados por % se obtiene (%) nx < (%) p+1< (%) ny lyego x <
pTH < y. Ahorahagamos p + 1 = k € Z entonces x < % <y.

Qesdensoen@Q.Seanx,y e Q »3z€ Q:x <z<y.Sea0 <y — xportanto x > 0. Ahora
bien, si sumamos x en ambos lados de la desigualdad se obtiene x + x < y 4+ x es decir 2x < y +

x. Luego y > 0, si sumamos en ambos lados de la desigualdad y obtenemos x + y <y + y es

decir x + y < 2y por la propiedad conmutativa se tiene x + y = y + x entonces 2x < x +y <

: - 1 , , 1 1 1
2y, si multiplicamos por 5 toda la desigualdad se obtiene (E) 2x < (E)x +y< (E) 2y por tanto

+ +
x <= < y. Hacemos z = —> entonces x < z < y.
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Continuando con las fenomenologias, para la fenomenologia didactica se tiene que Cabarcas y
Soler (2017) plantean los siguientes fendmenos respecto a la propiedad de densidad de los numeros
racionales que su vez, son sus categorias de analisis en su trabajo, a saber: relaciones de orden en
el conjunto de los nameros racionales como lo son mayor que, menor que e igual que,
reconocimiento de la nocion de intervalo y cuando un nimero esta entre otros dos, utilizacion de
la recta numérica como otro medio de representacion del conjunto de los nimeros racionales,
imposibilidad del siguiente o antecesor de un nimero en el conjunto de los nimeros racionales,
acercamiento por derecha o por izquierda a un numero racional dado y aproximacion a la idea de
infinito.

Por su parte, Gichén y Duarte (2014) hacen uso del fendmeno acercamiento por derecha o por
izquierda a un numero racional dado o lo que Moreno (2014) denomina matematica de la
acumulacién, asi mismo, Itzcovich y Quaranta (2003) utilizan el mismo fendmeno, sin embargo,
ambos trabajos difieren en el tipo de representacion en el que es descrito el fenémeno, ya que
utilizan tanto la representacion fraccién como la decimal, mientras que Itzcovich y Quaranta solo
utilizan la representacion decimal.

Sumado a lo anterior, Fandifio (2009) manifiesta que la propiedad de densidad de los nimeros
racionales tiene su nicho de dificultades, obstaculos, misconcepciones etc. en el orden entre
fracciones, por esta razén, refiere hacer uso del fendmeno de (estar en medio o entre dos numeros
fraccionarios dados) que en términos de Cabarcas y Soler (2017) seria utilizar relaciones de orden
en el conjunto de los nimeros racionales como lo son mayor que, menor que e igual que, asi
mismo, recomiendan utilizar la nocién de intervalo y cuando un nimero esta entre otros dos. En
esta misma perspectiva, manifiesta Maza (1999) que, una problematica recurrente en la ensefianza-

aprendizaje de los numeros racionales reside en priorizar la equivalencia por encima del orden y
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por ello, se deben conjugar las dos en el acto educativo, sin embargo, dentro de las tareas que
propone para desarrollar la densidad se encuentran:
*  Dadas dos fracciones no equivalentes, construir una fraccion menor que una y mayor que
la otra.
*  Aplicar lo descubierto a la ampliacion de la linea numérica.

Lo expresado por Maza (1999), en términos de lo que se ha expuesto hasta el momento se
traduce en utilizar la nocion de intervalo y acercamientos por derecha o por izquierda a un nimero
racional dado. A su vez, Obando (2003) y Waldegg (1996) expresan que la densidad surge de la
conmensuracion o conmensurabilidad lo cual, se puede asemejar con lo expuesto por Maza (1999)
acerca de la ampliacion de la recta numérica.

Continuando con la secuencia de fenomenologias, esto es, en la fenomenologia historica,
aunque es sabido por libros como historia de las matematicas de Carl Boyer que, las fracciones se
generaron en Mesopotamia y Egipto, no son muchos los referentes respecto a la densidad de los
numeros racionales en la historia que se puedan encontrar, no obstante, Obando (2003) manifiesta
a través de un analisis historico del concepto de numero racional que la dicotomia griega continuo-
discreto, unidad aritmética-unidad geométrica y namero-magnitud es uno de esos problemas
epistemoldgicos que se deben llevar al aula, sin embargo se debe buscar generar la posibilidad de
superar tales dicotomias, para ello, recomienda utilizar la concepcion numérica de Stevin quien
antes de Descartes unifico la magnitud y el nimero para resolver problemas de la vida econdémica
de su época, comprendiendo que las préacticas sociales de medicion son una fuente importante para
la conceptualizacion de la fraccion y la aceptacion de las partes de un todo como nimeros.

Ahora bien, respecto a la fenomenologia didactica, se tiene que de los pocos documentos

encontrados respecto a la ensefianza-aprendizaje de la densidad de los nimeros racionales son
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variadas las indicaciones didacticas que se presentan. De los articulos de Broitman, Itzcovich y
Quaranta (2003), Fandifio (2009), Guichon y Duarte (2014), Panizza y Alvares (1990), Cabarcas
y Soler (2017) y Gairin (1998) de forma sincopada, se reconoce la preocupacion constante por el
efecto adverso del uso de un tipo de notacién (fraccion-decimal), por el efecto adverso de utilizar
modelos geométricos actualmente infinitos como los segmentos para su ensefianza que segun
Fandifio (2009), genera sobre tales representaciones nociones intuitivas que obstaculizan la
comprension de la continuidad de la recta y por ultimo, el hecho de no considerar inicialmente la
relacion parte-todo para la comprension de la equivalencia y el orden entre fracciones para luego
posibilitar la comprensién de la propiedad de densidad. Asi mismo, Fandifio (2009) manifiesta que
una de las dificultades sobre la propiedad de densidad de los nimeros racionales reside en el
ordenamiento de fracciones, coincidiendo de manera parcial con Maza (1991, 1999) en considerar
la importancia del orden entre fracciones para la comprension de la densidad.

De acuerdo con Maza (1999) lo primero que se deberia llevar al aula respecto del orden entre
fracciones y teniendo en cuenta la relacion parte-todo es romper con algunas ideas generalizadas
de los numeros naturales que se trasladan a los racionales, lo cual implica, hacer énfasis sobre la
relacion inversa entre el tamafio de las partes dependiendo de la cantidad de particiones de la
unidad, esto es, pasar paulatinamente de una comparacién cualitativa a una cuantitativa, aunado a
lo anterior, las representaciones geomeétricas que contribuirian a desarrollar la comparacién
cuantitativa del tamafio relativo de las fracciones deberia ser el diagrama circular, debido a que,
éste varia segun el angulo mientras que la hoja de papel varia en dos dimensiones (largo-ancho).

Aunado a lo anterior, también se deben considerar algunos elementos didacticos respecto de las

fracciones debido a que es la notacidn implicita con la cual se presentara la secuencia de tareas
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para desarrollar este proyecto, en ese sentido, Obando (2003) manifiesta que para la ensefianza de

la fraccion se deben tener en cuenta lo siguiente:

*

Trabajo centrado en la particion y el conteo: Cuando en la ensefianza se hace énfasis en la
particion y en el conteo de las partes se sigue pensando en los nimeros naturales, no
obstante, se deben buscar las relaciones cuantitativas entre las partes y las partes y, las
partes y el todo.

El tratamiento del tipo de magnitud y de unidad: Diferenciar las unidades sobre las cuales
se trabajaran las fracciones debido a que, no es lo mismo pensar en la unidad discreta que
en la unidad continua ya que la primera requiere reconocer que una multiplicidad puede
ser una unidad.

Enfasis en la mecanizacion de reglas y algoritmos: Generar a partir de las representaciones
y materiales trabajados las operaciones con fracciones para no generar una desconexion

entre el trabajo realizado y los algoritmos de las operaciones.

De este acercamiento a un analisis fenomenoldgico sumado a la apuesta teérica de donde surgi6

la problemaética, se pudieron identificar algunos fenémenos que se seleccionaron para la

construccion del cuestionario abierto, que son:

Fendmeno 1: Relaciones de orden en el conjunto de los nimeros racionales como lo son
mayor que, menor que e igual que.
Fendmeno 2: Reconocimiento de la nocién de intervalo y cuando un nimero esta entre
otros dos, en otras palabras, dadas dos fracciones no equivalentes, construir una fraccion
menor que una 'y mayor que la otra.

Fendmeno 3: Acercamiento por derecha o por izquierda a un nimero racional dado.
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* Fenomeno 4: Aplicar lo descubierto a la ampliacion de la linea numérica. (Aclaracion: en
este fendmeno no se hara uso de la recta numérica sino de la posibilidad de encontrar entre
dos racionales otro)

Siguiendo con las fases para la construccion de este cuestionario abierto, asevera Corral (2010)
que en la fase 4 se debe operacionalizar el constructo o en otras palabras construir el instrumento
propiamente dicho, para ello, indica que se debe definir el proposito del instrumento, definir el
constructo, establecer las dimensiones del constructo, desglosar los indicadores de cada dimension
y elaborar los items, reactivos, preguntas o tareas. En ese sentido, parrafos atras se ha indicado el
proposito del instrumento, se ha definido el constructo y se han definido las dimensiones del
constructo que, en este caso especifico, serian los fendmenos y recomendaciones didacticas de la
literatura investigativa al respecto, en consecuencia, para finalizar este proceso de construccion
faltaria desglosar los indicadores de cada dimensidn y la elaboracion de las preguntas.

3.3.2 Sobre las categorias de analisis. Para esta propuesta, desglosar los indicadores de cada
dimensidn, se entiende, como la forma en la que se categorizaran los datos recopilados. En ese
sentido se tendré en cuenta lo expresado por (Zolkower et al, 2006) al respecto de la construccion
de categorias:

Para aprender a identificar distintos niveles de matematizacion, los docentes del GPDM se

dedicaron a anticipar respuestas de los alumnos a las actividades planificadas y a contrastar sus

predicciones con lo ocurrido en las clases. Estos andlisis didacticos a priori y a posteriori se
centraron en la comparacion y categorizacion de producciones, identificAndose tanto modelos

y estrategias, como formas de simbolizacion, esquematizacion y formalizacion. (p. 22)

En ese sentido, como se realizara un andlisis didactico a priori al respecto de los niveles de

matematizacion alcanzados por los estudiante al enfrentarse a situaciones de orden entre nimeros

87



racionales positivos enfocadas a la construccion de la nocion de densidad y con el propoésito de
anticipar respuestas de los estudiantes ante las tareas, se construyeron unas categorias de analisis,
en las cuales, se interpretd y adaptd cada nivel de matematizacidn propuesto en la EMR expuesto
en el marco tedrico con respecto al acercamiento al analisis fenomenoldgico y las propiedades de
orden y, la nocion de densidad de los racionales positivos, asi mismo, se tuvo en cuenta los
registros de representacion semidtica al respecto del tema, las representaciones semioticas y
posibles respuestas que podrian gestionar los estudiantes ante las tareas con el objetivo de poder
analizar la informacion y obtener insumos para ubicar a los estudiantes o casos en un nivel u otro
0 en varios, de acuerdo con sus producciones y el contraste con las categorias preestablecidas.
Como se expreso en el marco teorico, las categorias que se expondran a continuacion junto con
las tareas y sus respectivas preguntas bateria del cuestionario no son mutuamente excluyentes, ya
que como lo expresa Bressan et al (2016), un estudiante puede encontrarse en diferentes niveles
de matematizacion en diferentes tareas y en diferentes preguntas incluso dentro de la misma tarea
por ello, es posible que un estudiante se ubique en parejas de niveles 0 en combinaciones mas
amplias de éstos de acuerdo a las categorias preestablecidas. De acuerdo con los fendmenos
detectados y los elementos didacticos proporcionados por el marco teérico y este acercamiento al
analisis fenomenoldgico, a continuacion, se presenta el cuestionario abierto en donde se exponen
las tareas, su proposito, sus preguntas bateria, la teoria que las sustenta y las categorias de analisis

en relacion con los niveles de matematizacion propuesto en la EMR.
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3.3.3 Cuestionario abierto. Para finalizar la fase 4 en la construccion del cuestionario abierto
propuesta en Corral (2010), dentro de todas las posibilidades de preguntas que pueden componerlo
se seleccionaron, para cada una de las tareas una bateria de preguntas abiertas, ya que como lo
expresa Garcia (2003) permiten partir de lo general a lo mas especifico dentro de una misma tarea,
en ese sentido, se selecciond este tipo de preguntas, ya que permiten cuestionar sobre algunos
aspectos particulares de las relaciones de orden entre numeros racionales positivos y sobre algunas
caracteristicas de la nocién de densidad como lo son la posibilidad de realizar un proceso infinito,
concepciones sobre el infinito que tienen los estudiantes etc.

A continuacion, se presenta el cuestionario abierto, a saber:

3.3.3.1Tarea 1l (T1)

Fendmeno | Relaciones de orden en el conjunto de los nimeros racionales como lo son mayor
1 que, menor que e igual que.

Propdsito | Esta tarea junto con las preguntas orientadoras tiene como objetivo reconocer la
de latarea | comprension de los estudiantes al respecto de las relaciones de orden en el
conjunto de los numeros racionales positivos como lo son mayor que, menor que
e igual que.

Teoria que | Segin Maza (1999) en los procesos de ensefianza-aprendizaje tradicionales de los
la sustenta | nimeros racionales se prioriza la equivalencia de fracciones por sobre el orden,
sin embargo, Fandifio-Pinilla (2009) y Broitman et al (2003) establecen que las
dificultades en la ensefianza-aprendizaje de la nocion de densidad devienen del
orden entre numeros racionales y de trasladar el marco de referencia que traen
consigo los estudiantes, es decir, trasladar o generalizar las operaciones y
propiedades del conjunto de los nimeros naturales y enteros hacia el conjunto de
los numeros racionales positivos.

Javier, Karen y Daniela tienen una chocolatina y la quieren compartir entre los tres, sin embargo,
a algunos no les gusta la chocolatina por tal razon cortan la chocolatina de la siguiente forma:
Javier corta un octavo de la chocolatina y se la come, Daniela corta un medio de la chocolatina
y se la come, y, Karen corta un cuarto de chocolatina y se la come. Teniendo en cuenta la
situacion anterior responde:

T1P1. | ¢Cual de los tres amigos comio la mayor cantidad de chocolatina? Explica tu respuesta
usando matematicas.

T1P2. | ¢Cual de los tres amigos comio la menor cantidad de chocolatina? Explica tu respuesta
usando matematicas.
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T1P3. | ;Como quedarian organizados los amigos de menor a mayor de acuerdo a la cantidad
de chocolatina que se comieron? Explica tu respuesta usando matematicas.

T1P4. | Si otro amigo se come un dieciseisavo de la chocolatina ; Come mayor cantidad o
menor cantidad que Daniela? Explica tu respuesta usando matematicas.

T1P5. | ¢ Qué pasa con los tamafios de los trozos de chocolatina cuando se divide en mas partes?
Explica tu respuesta usando matematicas.

3.3.3.1.1 Categorias de analisis T1.

Situacional | EI o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural

T1C1 determinando un orden entre fracciones unitarias ligado a su intuicién, es decir,
generalizando las propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto de
los racionales positivos sin ningn tratamiento matematico.

Referencial | El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de representaciones figurales,

T1C2 lenguaje aritmético, lenguaje natural o combinaciones de éstos para apoyar sus
razonamientos, estableciendo un orden entre fracciones unitarias de acuerdo con
sus conocimientos previos, es decir, trasladando propiedades de orden de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos.

General El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje

T1C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstos determinando un
orden entre fracciones unitarias correcto para las cantidades, pero, sin utilizar
simbolos formales de las matematicas para representar su solucién como los son
<,>0-=.

Formal El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje formal de las
T1C4 matematicas y establece el orden entre fracciones unitarias de manera correcta.

3.3.3.2Tarea 2 (T2)

Fendmeno | Relaciones de orden en el conjunto de los nimeros racionales como lo son mayor
1 que, menor que e igual que.

Proposito | Esta tarea junto con las preguntas orientadoras tiene como objetivo reconocer la
de latarea | comprension de los estudiantes al respecto de las relaciones de orden en el
conjunto de los numeros racionales positivos como lo son mayor que, menor que
e igual que.

Teoria que | Segun Maza (1999) en el orden entre nimero racionales propicia mayor dificultad
la sustenta | establecer un orden entre fracciones heterogéneas que entre fracciones
homogéneas, lo anterior, implica que los estudiantes pueden presentar dificultades
con respecto al concepto de unidad y esto, segun Obando (2003) permite entrever
que los estudiantes con dichas dificultades no pasaron por un proceso que parte de
la relacion parte-todo hacia las otras interpretaciones de la fraccion que en
términos de Fandifio-Pinilla (2009) seria un obstaculo didactico.
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Cuatro amigas Johana, Camila, Maricela y Gloria cada una compré una pizza personal rebanada
en nueve porciones iguales en tamario, las cuales, se comieron de la siguiente manera: Camila
se comid cuatro novenos de la pizza, Gloria se comi6 seis novenos de la pizza, Johana se comid
cuatro novenos de la pizza y Maricela se comi6 dos novenos de la pizza. De acuerdo con lo
anterior responde:

T2P1. | {Quién comio mas Pizza Camila o Gloria? Explica con matematicas tu respuesta.

T2P2. | {Quién comio menos pizza Camila o0 Johana? Explica con matematicas tu respuesta.

T2P3. | ;Como quedarian organizadas las amigas de mayor a menor de acuerdo a la cantidad
de pizza que se comieron? Explica con matemaéticas tu respuesta.

T2P4. | Si una quinta amiga se comiera ocho novenos de pizza ;Comeria mayor 0 menor
cantidad de pizza que Johana, Camila, Maricela y Gloria? Explica con matematicas tu
respuesta.

T2P5. | Si todas las amigas rebanaron las pizzas en las mismas nueve partes semejantes en
tamafio ¢Por qué algunas comieron mayor cantidad de pizza que otras? Explica con
matematicas td respuesta.

3.3.3.2.1 Categorias de analisis T2.

Situacional | EI o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural
T2C1 determinando un orden ligado a su intuicion, es decir, generalizando las
propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto de los racionales
positivos sin ningun tratamiento matematico.
Referencial | El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de representaciones figurales,
T2C2 lenguaje aritmético, lenguaje natural o combinaciones de éstos para apoyar sus
razonamientos, estableciendo un orden de acuerdo con sus conocimientos previos,
es decir, trasladando propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto
de los racionales positivos.
General El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje
T2C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstos estableciendo un
orden correcto entre fracciones homogéneas, pero, sin utilizar simbolos formales
de las matematicas para representar su solucion como los son <, > 0 =,
Formal El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje formal de las
T2C4 matematicas y establece el orden de las cantidades racionales de manera correcta.
3.3.3.3 Tarea 3 (T3)
Fendmeno | Reconocimiento de la nocion de intervalo y cuando un nimero esta entre otros
2 dos, en otras palabras, dadas dos fracciones no equivalentes, construir una fraccién
menor que una 'y mayor que la otra.
Proposito | Esta tarea tiene como objetivo reconocer la nocion de intervalo y cuando un
de latarea | numero esté entre otros dos.
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Teoria que
la sustenta

De acuerdo con los tipos de fenomenologia expuestos por Puig (1997) implicitos
dentro de la apuesta teodrica de Freudenthal, se encuentra la fenomenologia
historica de donde devienen los fenémenos a los cuales esta asociado en este caso
la nocidn de densidad. En ese sentido, establece Cabarcas y Soler (2017) que
dentro de los contextos matematicos la nocion de densidad se aplica a determinar
al menos un nimero entre otros como primer acercamiento a la nocién de densidad
y esto abarca tener una nocién de intervalo debido a que se debe tener en cuenta
el limite inferior y el limite superior para encerrar un nimero dentro.

Tres amigos compran una gaseosa de un litro de la cual se toman lo siguiente: el amigo 1 se
toma un tercio de la gaseosa y el amigo 3 se tomé un quinto de la gaseosa. Si el amigo 2 quiere
tomar méas de un quinto de gaseosa y menos de un tercio de gaseosa, responde:

T3P1. | ;(Qué porcién de la gaseosa es menor, la que se toma el amigo 1, la que se toma el

amigo 2 o la que se puede tomar el amigo 3? Explica con matematicas tu respuesta.

T3P2. | ;Qué porcion o porciones de gaseosa se puede tomar el amigo 2? Explica con

matematicas como hiciste para hallar la porcion de gaseosa o las porciones que se puede
tomar el amigo 2.

T3P3. | Si un amigo 4 quiere tomar mas de un quinto de la gaseosa, pero menos que un cuarto

de la gaseosa ¢Qué porcion podra tomar? Explica con matematicas como hiciste para
hallar la porcion de gaseosa que se puede tomar el amigo 4.

T3P4. | {Hay una o varias cantidades de gaseosa que se puede tomar el amigo 4? Explica con

matematicas td respuesta.

3.3.3.3.1 Categorias de analisis.

Situacional
T3C1

El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas de manera
intuitiva, esto es, que al trasladar propiedades de orden entre nimeros naturales al
conjunto de los racionales positivos no logra establecer los limites del intervalo ni
tampoco un numero racional positivo dentro de éste.

Referencial
T3C2

El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, encontrando un
namero racional dentro del intervalo, pero, movilizado por su intuicion, es decir,
encuentra un namero racional positivo atendiendo a las propiedades de orden entre
numeros naturales, sin embargo, establece los limites del intervalo.

General
T3C3

El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, estableciendo
correctamente los limites del intervalo y mas de un nimero dentro de éste, pero,
no utiliza ningln algoritmo matematico formal ni tampoco notacién formal, es
decir, no tiene un control sobre cdmo determinar tales nimeros.

Formal
T3C4

El o la estudiante responden la (T3) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representacion figural o todas a la vez junto con signos y operaciones
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formales de las matematicas como el uso de signos de agrupacion, notaciones
simbolicas, algoritmo para hallar promedios etc...

3.3.3.4 Tarea 4 (T4)

Fendmeno | Acercamiento por derecha o por izquierda a un nimero racional dado.

3

Proposito | Esta situacion busca identificar si los estudiantes al realizar una serie (Sin que ellos
de latarea | sepan que es una serie) logran reconocer que las areas que se suman son cada vez

menores y que este proceso se puede realizar indefinidamente.

Teoria que | Segun Cabarcas y Soler (2017) uno de los detonantes en cuanto a dificultades
la sustenta | detectadas en la ensefianza-aprendizaje de la nocion de densidad es la nocion de

infinito, debido a que como lo expresa Leston (2009) desde los primeros afios de
escolaridad de los estudiantes muchos conceptos se apoyan en dicha nocién, pero,
en dicho proceso no se hace claridad o reflexion al respecto del caracter dual de la
nocion de infinito en matematicas.

A continuacion, encontraras una grafica que muestra sucesivas areas de cuadrados.

[ IR

—-

N

De acuerdo a la gréfica responde:

T4P1. | Sicontinda el proceso ¢ Cuales seran las tres areas de los cuadrados que siguen? Explica

con matematicas tu respuesta.

T4P2. | Si sumas las seis areas de los cuadrados que llevas hasta el momento ;A qué nimeros

se van aproximando? Explica con matematicas tu respuesta.

T4P3. | (Cuantas areas de cuadrados siguiendo la secuencia deberias sumar para que su

resultado llegue a ser el nimero que encontraste en la pregunta anterior? Explica con
matematicas td respuesta.

3.3.3.4.1 Categorias de analisis.

Situacional
T4C1

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, pero, no
determinan el patron correcto de la serie y al trasladar propiedades y operaciones
propias de los numeros naturales al conjunto de los racionales positivos no realizan
la operacion de suma entre numeros racionales de manera correcta, imposibilitan
la infinitud del proceso y no logran realizar una aproximacion.

Referencial
T4C2

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el
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patrén correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de suma
entre racionales positivos, sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades
de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la infinitud
del proceso y asi mismo no logran hacer la aproximacion.

General El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje

TAC3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el

patrén correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de suma
entre racionales positivos, sugiriendo que el proceso es infinito y realizando una
aproximacion correcta, pero, sin utilizar procedimientos formales de las
matematicas como el limite ni tampoco notacidn formal desde las matematicas.

Formal Teniendo en cuenta los temas que se abordan y el grado escolar de los casos, no

T3C4 se espera que lleguen al nivel formal porque se escapa de sus conocimientos
previos.

3.3.3.5 Tarea 5 (T5)

Fendmeno | Acercamiento por derecha o por izquierda a un namero racional dado.

3

Proposito | Esta situacion tiene como proposito identificar si los estudiantes al realizar una

de latarea | sucesion que se aproxima a cero por la izquierda logran identificar que los valores
que van hallando son cada vez menores y que este proceso se puede realizar
indefinidamente.

Teoria que | Segun Cabarcas y Soler (2017) y Fandifio-Pinilla (2009) uno de los detonantes en

la sustenta | cuanto a dificultades detectadas en la ensefianza-aprendizaje de la nocién de

densidad es la nocién de infinito, debido a que como lo expresa Leston (2009)
desde los primeros afios de escolaridad muchos conceptos se apoyan en dicha
nocion, pero, en el proceso no se hace claridad o reflexion al respecto del caracter
dual de la nocidn de infinito en matemaéticas. De esta manera la familiaridad de
los estudiantes con el infinito en potencia de los nimeros naturales y enteros les
hace comprender que todo lo que es infinito aumenta, sin embargo, lo anterior no
siempre es cierto ya que la otra caracteristica del infinito, esto es, el infinito actual
permite comprender que puede haber nimeros mas pequefios y que éstos se
pueden ir acercando a un namero fijo.

En la parte de abajo se visualizan areas de cuadrados, el area del cuadrado grande es un quinto,
el area del siguiente es un décimo vy el area del tercero es un quinceavo. De acuerdo a esta
informacion responde:

1
5
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T5P1. | Sicontinda el proceso ¢ Cuales seran las tres areas de los cuadrados que siguen? Explica

con matematicas tl respuesta.

T5P2. | Si siguen disminuyendo las areas ¢a qué numero se van acercando? Explica con

matematicas tu respuesta.

T5P3. | ¢(Cuantas areas de cuadrados siguiendo la secuencia deberias hallar para que tu

resultado llegue a ser el nimero que encontraste en la pregunta anterior? Explica con
matematicas tl respuesta.

3.3.3.5.1 Categorias de analisis.

Situacional
T5C1

El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, pero, no
determinan el patron correcto de la sucesion y al trasladar propiedades de los
nameros naturales al conjunto de los racionales positivos no reconocen que los
valores de la sucesion van disminuyendo acercandose al namero fijo cero, asi
mismo, imposibilitan la infinitud del proceso.

Referencial
T5C2

El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Determinan el
patrén correcto de la sucesién, sin embargo, al trasladar caracteristicas y
propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos
limitan la infinitud del proceso, aunque reconocen que la sucesion disminuye,
aungue no logran determinar la aproximacion.

General
T5C3

El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Determinan el
patrén correcto de la sucesion, asi mismo, reconocer que la sucesion disminuye y
que va acercandose a cero, sin embargo, no utilizan procesos formales de limite ni
notacion formal desde las matematicas.

Formal
T5C4

Teniendo en cuenta los temas que se abordan y el grado escolar de los casos, no
se espera que lleguen al nivel formal porque se escapa de sus conocimientos
previos.

3.5.6 Tarea 6 (T6)

Fenémeno
4

Aplicar lo descubierto a la ampliacién de la linea numérica. (Aclaracion: en este
fendmeno no se hara uso de la recta numérica sino de la posibilidad de encontrar
entre dos racionales otro)

Proposito
de la tarea

Esta situacion tiene como propésito identificar si los estudiantes al realizar una
sucesion que se aproxima a cero por la izquierda logran identificar que los valores
que van hallando son cada vez menores y que este proceso se puede realizar
indefinidamente.

Teoria que
la sustenta

Segun Cabarcas y Soler (2017) y Fandifio-Pinilla (2009) uno de los detonantes en
cuanto a dificultades detectadas en la ensefianza-aprendizaje de la nocion de
densidad es la nocién de infinito, debido a que como lo expresa Leston (2009)
desde los primeros afios de escolaridad muchos conceptos se apoyan en dicha
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nocion, pero, en el proceso no se hace claridad o reflexion al respecto del caracter

dual de la nocion de infinito en matemaéticas. De esta manera la familiaridad de

los estudiantes con el infinito en potencia de los nimeros naturales y enteros les

hace comprender que todo lo que es infinito aumenta, sin embargo, lo anterior no

siempre es cierto ya que la otra caracteristica del infinito, esto es, el infinito actual

permite comprender que puede haber nimeros méas pequefios y que éstos se

pueden ir acercando a un namero fijo.

En la clase de matematicas a los estudiantes les piden que encuentren numeros entre el nimero

1y el nimero 2 para ello:

T6P1. | Encuentra algunos numeros entre los nimeros 1y 2, explica con matematicas como

hiciste para encontrar esos nimeros.

T6P2. | (Cuantos numeros hay entre 1y 2? Trata de explicar con matematicas tu respuesta.
3.5.6.1 Categorias de analisis.

Situacional | EI o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T6C1 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos
numeros en el intervalo racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre como
determinar tales numeros y al trasladar propiedades del conjunto de los nimeros
naturales al conjunto de los racionales positivos manipulan éstos como nimeros
naturales.
Referencial | EI o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T6C2 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos
numeros en el intervalo racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre como
determinar tales nUmeros y asi mismo reconocen que hay infinitos nameros entre
los limites del intervalo, aunque no lo representen de manera formal desde las
matematicas.
General El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T6C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos
numeros en el intervalo racional (1,2) a través de alguna estrategia preestablecida
pero no desde algoritmos matematicos formales, aunque si reconocen la infinitud
de la cantidad de nimeros que hay en el intervalo.
Formal El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T6C4 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan nimeros
en el intervalo (1,2), reconocen la infinitud del proceso y utilizan algoritmos
matematicos formales como el de hallar promedios, sucesiones etc.

Habiendo expuesto el instrumento junto con sus categorias, cabe aclara que Corral (2010)

expresa que el orden de las preguntas puede ser clasificado por datos de identificacion del
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cuestionado como lo son el nombre, la institucion educativa etc. Asi mismo, se pueden clasificar
por la formulacion de las preguntas, es decir, preguntas de introduccion, preguntas filtro etc. De
acuerdo con lo anterior, cabe aclarar que el instrumento que se present6 anteriormente tiene un
tinte de matriz méas no de cuestionario y esto es porque, a los casos seleccionados se les presento
las tareas junto con sus preguntas bateria en formato cuestionario con preguntas de identificacion
pero para este escrito, se opto por presentarlo en formato matriz, a su vez, cabe aclarar que el orden
en el que se presentan las tareas, parte de las relaciones de orden entre nimeros racionales positivos
y se van complejizando hacia caracteristicas propias de la nocion de densidad que no son Gnicas
pero, entre tanto son las reconocidas a partir del ejercicio expuesto anteriormente para el
reconocimiento de los fendmenos. Asi mismo, las preguntas bateria se presentan en orden de
dificultad, esto es, las primeras preguntas se de las tareas cuestionan sobre elementos de menor
dificultad al respecto del tema y se van complejizando conforme avanzan.
Ademas de lo anterior, (Corral, 2010) refiere que, dentro del proceso de construccién del
cuestionario, es posible realizar un pilotaje del cuestionario con el objetivo:
(...) de identificar y eliminar cualquier problema en la estructura del cuestionario. Su
objetivo es mejorar el cuestionario, por ello deben probarse todos los aspectos del
cuestionario, desde la presentacion, la secuencia, la redaccién, el contenido de las
preguntas, etc. Con los datos aportados por esta prueba se estima el nivel de
confiabilidad de la informacién recolectada con el instrumento, aspecto fundamental
en toda investigacion cientifica. (p. 165)
Al respecto del pilotaje, cabe resaltar que para esta investigacion se realizd un pilotaje de las
preguntas y en él, se reconocieron varios aspectos no solo de las preguntas sino también de la

poblacidn o casos que se requerian para obtener la informacion adecuada y coherente en contraste
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con el tema y los objetivos propuestos. En ese sentido, a través del pilotaje que se aplico a 10
estudiantes del grado séptimo del Santa Lucia IED, se pudo reconocer que, a las preguntas les
faltaba un indicador que exigiera a los estudiantes responder haciendo uso de elementos
matematicos cada una de las tareas y sus respectivas preguntas bateria, ya que en su mayoria hacian
uso del lenguaje natural, lo cual, no es desacertado, sin embargo, en términos de los propdsitos de
esta investigacion tales respuestas se quedaban cortas, por ello, dentro de cada una de las preguntas
se propuso la oracion “explica con matematicas tu respuesta”. A su vez, se pudo identificar que, a
pesar de que los estudiantes del grado séptimo segun las orientaciones curriculares trabajan los
numeros racionales, dentro del pilotaje, se identificé que los estudiantes atn no habian apropiado
las representaciones, caracteristicas, propiedades y operaciones de los nimeros racionales
positivos, por ello, correspondié modificar la poblacion a estudiantes del grado octavo y asi mismo,
cambiar la poblacion ya que, en un principio, esta investigacion se iba a desarrolla en el grado
séptimo, sin embargo, debido al pilotaje se cambiaron todos aquellos aspectos.

3.3.4 Limitaciones del proyecto de investigacion

Como lo expresa Munarriz (1992), al respecto del estudio de caso existen diversas posturas que
lo consideran como un pseudo método de investigacién debido a su falta de objetividad,
generalizacion y validez, sin embargo, este mismo autor entre otros, arguyen que estas
caracteristicas son sopesadas por la forma en la que se utilizan diversas técnicas de recoleccion de
la informacidn, por esta razon, este trabajo es tan extenso, debido a que se aplicaron diversos filtros
que permitieron obtener, contrastar y organizar la informacion de tal manera que de ésta se pudo
extraer resultados para solucionar la pregunta de investigacion planteada a través de la coherencia
con los objetivos, en ese sentido, una de las limitantes es precisamente la diversidad de respuestas

obtenidas a través del cuestionario abierto, es decir, debido al reducido nimero de casos
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seleccionados, los resultados obtenidos son parciales y en ese caso, para futuras aplicaciones del
cuestionario seria interesante tomar mas de 4 casos y contrastar los resultados obtenidos en este
proyecto con los que se puedan obtener en dicha aplicacion para identificar que tan lejanos de la
realidad estd de lo que se propuso responder en un principio al respecto de los niveles de
matematizacion.

Por otro lado, otra limitante que se vislumbro fue la falta de control fisico sobre las acciones de
los estudiantes, ya que, al haberse realizado en cuarentena este trabajo de investigacion, en su
desarrollo se pudo identificar que 1 de los 5 casos seleccionado copiaba las respuestas de otro caso
y por esta razon correspondio seleccionar 4 casos ya que no es coherente analizar algo que ha sido
copiado pues la importancia de la informacion que se obtuvo radica precisamente en la libertad de
cada uno de los casos al resolver las tareas propuestas desde su propio conocimiento. Asi mismo,
en algunos otros casos, se vislumbra que en sus respuestas intervinieron otras personas o se
apoyaron en herramientas tecnoldgicas las cuales no mencionaban para haber vinculado estos
elementos dentro de las categorias de analisis ya que, en su momento no fue posible hacer un

control fisico debido al covid-19.
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4. Analisis de la informacioén

Habiendo expuesto el cuestionario abierto utilizado para la recoleccion de la informacién, a

continuacion, se explicara la forma en la que se analizara la informacion recolectada:

1)

2)

3)

Los datos recolectados del cuestionario abierto seran analizados pregunta a pregunta por
cada una de las tareas y por cada uno de los casos. Este andlisis pregunta a pregunta se
realizara teniendo en cuenta el marco tedrico y complementado con los audios, videos y
entrevistas. Dentro del andlisis se tendran en cuenta los procesos realizados por los
estudiantes y el/los tipos de registro semidtico gestionados para dar solucion a las tareas
junto con sus interacciones de acuerdo a la propuesta tedrica de (Duval, 1999). Asi mismo,
cabe aclarar que, debido a la magnitud de este analisis pregunta a pregunta se ha tomado la
determinacion de presentar algunos ejemplos de dicho analisis en el siguiente paso.

Luego, los anteriores resultados se contrastaran con las categorias de analisis apoyado con
un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para cada uno de los estudiantes y cada una de
las tareas, con ello, dar cuenta de los niveles de matematizacion alcanzados por los
estudiantes del grado octavo al respecto del orden y la nocion de densidad de los nimeros
racionales positivos y de esta manera otorgar una posible respuesta a la pregunta problema.
Seguido de los dos procesos inductivos anteriores, se realizara un consolidado de los niveles

de matematizacion alcanzados por cada uno de los casos a nivel particular y global.

Sumado a lo anterior, para el desarrollo del analisis se opté por generar una codificacion, la

cual se presenta a continuacion:

» T1,T2,T3, T4, TS5y T6: Corresponden a las tareas 1, 2, 3,4, 5y 6.

» E1, E2,E3yE4: Corresponden a los casos que seria Estudiante 1,2, 3 y 4 respectivamente.
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» Fendmeno 1, 2, 3y 4: Corresponden a los fendmenos hallados y seleccionados a través del
acercamiento al analisis fenomenoldgico (Puig, 1997)
» Cl1, C2, C3 y C4: Corresponden a las categorias de analisis adaptadas a los niveles de
matematizacion propuesto por en la EMR.
En ese sentido, si se unen los elementos de la codificacion por ejemplo T1C3, significaria Tarea
1 - Categoria 3 nivel de matematizacion general, asi mismo, si se tiene T6E2 significaria Tarea 6
- Estudiante 2, asi mismo, debido a la extension del analisis pregunta a pregunta por cada una de
las tareas y cada uno de los estudiantes, no me fue posible vincular todos los analisis de manera
explicita en este documento, en su lugar, se opt6 por presentar una parte especifica de dicho analisis
después de cada nivel de matematizacion alcanzado por cada uno de los estudiantes en cada una
de las tareas como se hara seguidamente:
4.1 Niveles de matematizacion alcanzados para la T1 de cada caso
4.1.1 Niveles de matematizacion alcanzados para la T1E1L.
Para la T1, E1 se podria clasificar en la categoria T1C3 o nivel general de matematizacion: el o la
estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstos determinando un orden entre fracciones
unitarias correcto para las cantidades, pero, sin utilizar simbolos formales de las matematicas para
representar su solucion como los son <, > 0 =. Debido a que, utiliza una representacion figural
(rectangulo) para representar las unidades y las partes de la chocolatina que come cada uno de los
amigos de la tarea de manera correcta, asi mismo, a partir de esta representacion figural el
estudiante compara las magnitudes de las partes y logra determinar cual amigo comidé mayor o
menor cantidad de chocolatina ordenandolos de menor a mayor de manera correcta, esto es,

reconoce que cuanto mayor sea el denominador entre fracciones unitarias menor sera la magnitud
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de la fraccion (Maza, 1999), no obstante, presenta dificultad en la gestion del adjetivo igual
(Fandifio, 2009) cuando representa la unidad en forma de circulo, pero, comprende que cuanto mas
se divida una la unidad menor sera la magnitud de las parte. Por otro lado, no hace uso de guarismos
desde las matematicas formales. Por otro lado, no hace uso de guarismos desde las matematicas
formales. Para complementar lo expresado en este andlisis, a continuacion, se presenta un ejemplo
del analisis pregunta a pregunta para la T1EL:

4.1.1.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T1E1

Gréafico 4. Evidencia T1P3E1l

Descripcion T1P3E1
El estudiante otorga su respuesta en lenguaje natural expresando el orden requerido por la
situacion que es de menor a mayor. En su argumentacion expresa que como Javier dividio la
chocolatina en mas partes, dichas partes son mas pequefias y como se come una de esas partes
mas pequenfas es el que come menos ocupando el primer lugar, por otro lado, Karen divide la
chocolatina en 4 partes y se come una pero, como las parte que se comié Karen es mayor a la
que se comio Javier entonces, Karen ocuparia el lugar del medio en el orden de menor a mayor
y por ultimo, como Daniela divide la chocolatina en dos partes y como la parte que se comio es
mayor que la de los amigos Daniela come més que los deméas ocupando el Gltimo lugar de menor
a mayor.
Anélisis TIP3E1

Como se puede observar en la solucion del estudiante, aunque no utiliza registros aritméticos
para exponer el orden de los amigos de menor a mayor en su solucion, entre tanto, se puede
reconocer que establece el orden de manera correcta basado en su gestion auténoma de
representaciones figurales (Fandifio, 2009) y las operaciones realizadas sobre éstas, es decir, al
observar la evidencia E1T1P1 parrafos atras se puede reconocer que el estudiante realiza una
transformacion de conversion de una representacion figural a un registro semiotico y de éstos al
lenguaje natural, lo que en términos de Duval (1999) hace referencia una operacién cognitiva
compleja y esto permite pensar que como lo expresa Obando (2003) que ha hecho un proceso
de medicidn y ha enfatizado sobre las relaciones numeéricas de las fracciones para establecer el
correcto orden entre las fracciones que son Javier, Karen, Daniela.
Entrevista T1IP3E1

102



Docente Juan: Carlos ¢Cdomo resolviste la tercera pregunta de la situacion? Carlos: Pues profe
como al principio dibujé las chocolatinas y las dividi y, ademas puse las fracciones pues ya sabia
que la parte que comid Javier era la mas pequefia y, que Karen comid mas que Javier, pero
menos que Daniela y que Daniela habia comido mas porque partio la chocolatina a la mitad
siendo el pedazo més grande. Cuando el estudiante expresa ya sabia que la parte que comid
Javier era la mas pequefia y, que Karen comié més que Javier, pero menos que Daniela y que
Daniela habia comido mas porque partio la chocolatina a la mitad siendo el pedazo méas grande
se puede inferir como lo expresa Obando (2003) que ha realizado un proceso de medicién y ha
enfatizado sobre las relaciones numericas de las fracciones para establecer el correcto orden
entre las fracciones que son Javier, Karen, Daniela.

4.1.2 Niveles de matematizacion alcanzados para la T1EZ2.
Para la T1, E2 se podria clasificar en la categoria T1C2 o nivel referencial de matematizacion: El
o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de representaciones figurales, lenguaje aritmético,
lenguaje natural o combinaciones de éstos para apoyar sus razonamientos, estableciendo un orden
entre fracciones unitarias de acuerdo con sus conocimientos previos, es decir, trasladando
propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos. Debido a
que, utiliza una representacion figural (circulo) como unidad la cual divide de manera incorrecta,
ya que las partes no corresponden a las magnitudes de la tarea, es decir, presenta una dificultad en
la gestion del adjetivo igual (Fandifio, 2009), a su vez, traslada propiedades de orden de los
nameros naturales al conjunto de los racionales positivos en tanto, no reconoce a la fraccién como
un namero sino, como dos nimeros naturales separados por una rayita, centra su atencion sobre

los denominadores y esto hace que interprete las fracciones como nimeros naturales en
. 1 1 . , 7
consecuencia ~ > - porque 8 > 2 en el conjunto de los nUmeros naturales por esta razon, no

establece el orden correcto de menor a mayor de las cantidades de la tarea, es decir, no reconoce

que entre fracciones unitarias es menor la que mayor denominador tiene. Por otro lado, no hace
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uso de guarismos desde las matematicas formales. Para complementar lo expresado en este
analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del andlisis pregunta a pregunta para la T1E2:

4.1.2.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T1E2

Gréfico 5. Evidencia T1P3E2
Descripcion T1P3E2
En la respuesta del E2 y en coherencia con sus razonamientos anteriores establece un orden de
los amigos de acuerdo con la cantidad de chocolatina que comio cada uno, de esta manera para
E2 el orden de menor a mayor seria Karen quien como menos seguida de Daniela y por tltimo
Javier quien come mas que las anteriores.
Anélisis T1IP3E2

. 1 1 1 .
Para el estudiante S<;<;6s el orden de menor a mayor en el que se deben organizar los

amigos, sin embargo, respuestas atras el estudiante establecia que Javier fue el que comié mas
chocolatina por sus diferencias de denominador, aunque su numerador es idéntico y esto
permite pensar que el estudiante centrd su atencion sobre los denominadores de las fracciones
omitiendo los numeradores, lo cual, sugiere que E2 no reconocio el hecho de que en la notacién
fraccion aunque haya dos enteros que la componen éstos conforman un solo nimero(Obando,
2003) no obstante, lo expresado entra en conflicto porque si su atencién estaba sobre los

. . . . , . 1 1
denominadores el orden en el que quedarian organizados los amigos seria Daniela > Karenz
. 1 , . . . . .
y ]amerg por esta razdn, se considera que el estudiante tuvo una consciencia parcial al

- 1 1 , . 1 1 . . .
considerar que - <5 Pero, como aun persiste en que .- < - se podria inferir que el estudiante

traslada propiedades de orden de los numero naturales al conjunto de los numeros racionales
positivos lo que es un factor de dificultad al momento de abordar la nocién de densidad
(Fandifio, 2009).

Entrevista T1P3E2

Docente Juan: Christopher ¢como hiciste para resolver la pregunta tres de la situacion?
Christopher: El tercero esta viendo como lo organicé Karen, Daniela, Javier, es decir, Karen
come menos porque dividio la chocolatina en 4 partes y se comi6 una y Daniela come mas que
Karen porque la divide en dos y se come la mitad y ellas comen menos que Javier porque él la
divide en 8 partes y se come una y, 8 es mayor que 2 y 4 por eso profesor. En la respuesta de la
entrevista del estudiante se reconoce que presenta una confusion entre el orden entre nimeros
naturales y algunas conjeturas al respecto del orden entre nUmeros racionales positivos que

., 1 . 1 1 ,
apropio ya que, reconoce que - es la mitad, pero se confunde porque 5 < gYyaque para él2<8
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confirmandose el hecho de trasladar propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los
racionales positivos.

4.1.3 Niveles de matematizacion alcanzados para la T1E3.
Para la T1, la estudiante E3 se podria clasificar en las categorias TIC3 y T1C4 o nivel general y
formal de matematizacion: El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural,
lenguaje aritmético, representaciones figurales 0 combinaciones de éstos determinando un orden
entre fracciones unitarias correcto para las cantidades, pero, sin utilizar simbolos formales de las
matematicas para representar su solucion como los son <, > o =. El o la estudiante responden la
(T1) haciendo uso de lenguaje formal de las matematicas y establece el orden entre fracciones
unitarias de manera correcta. Debido a que, en las preguntas 1, 2, 4 y 5 la estudiante a través de
una representacion figural responde de manera correcta las preguntas, estableciendo una unidad
(rectangulo) y dividiéndolas dentro de los posible congruentes en area, esto, indica que la
estudiante reconoce que entre fracciones unitarias es menor que mayor denominador tiene (Maza,
1998), a su vez, dentro de una misma unidad rectangulo la estudiante realizé la division de todas
las partes de la chocolatina que comid cada uno de los amigos en la tarea, esto, indica que la
estudiante reconoce el concepto de unidad (Obando, 2003). Por otro lado, en la pregunta 3, en la
cual le correspondia ordenar de menor a mayor las magnitudes la estudiante realiz6 una
transformacion de conversién (Duval, 1999) de la representacion figural al lenguaje aritmético y
utiliz6 simbolos formales de las matematicas, en este caso el signo < el cual, utiliz6 de manera
correcta. Para complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo

del analisis pregunta a pregunta para la T1E3:
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4.1.3.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T1E3

3) Ltoms quu\urmn ordanizados| 101 Amiq05 | del mnor, |
[~ Q mayoy | de | ACuerao O \u\ 1annduo [ de Chotolatina  que
cwmmn? expuw on_Imdiemditicas hy fespuesiq

mq‘u ell_lave comd| menoss chocplating | Fue Javier
tAucdol karen .y Damiela hmm 19 mayor cmﬂudad

- | .
| J—<_j_r+:<__1_w

Graflco 6 Evidencia T1P3E3

Descripcion T1P3E3

La estudiante argumenta en lenguaje natural que el que comié menos chocolatina fue Javier
y que en orden de menor a mayor seguiria Karen y por dltimo Daniela que comio la mayor
cantidad, a su vez, representa las fracciones de chocolatina que comen cada uno de los amigos
en orden de menor a mayor indicando con el < (Menor que) dicho orden.

Andlisis T1IP3E3

De acuerdo con la respuesta de la estudiante se puede reconocer que realiza una
transformacion de conversion del registro lenguaje natural al registro aritmético lo que puede
indicar en términos de Duval (1999) que la estudiante coordina dos registros de representacion
distintos y esto, puede interpretarse como que la estudiante comprende algunas caracteristicas
del numero racional positivo como la relacion parte-todo y las relaciones entre las magnitudes
de las cantidades fraccionarias, es decir, la estudiante comprende que entre fracciones unitarias
son menores aquellas que tienen mayor denominador (Maza, 1999) lo cual le permite ordenar
de manera correcta las fracciones de menor a mayor como lo indicaba la situacion. Asi mismo,
hace uso de representaciones propias de las matematicas como lo es < el simbolo de (menor
que) y aunque Bressan (2016) manifiesta que no hay una representacién mejor que otra, no
obstante, distintos tipos de representacion permiten vislumbrar caracteristicas diferentes de los
objetos matematicos (Duval, 1999) por esta razdn se interpreta que la estudiante comprende mas
caracteristicas de la fraccion que algunos de sus compafieros.

Entrevista T1P3E3

Docente Juan: Lina y para el tercer punto ;como lo resolviste? Lina: en el tercer punto yo puse
que el que comid la menor cantidad de chocolatina fue Javier, luego Karen y luego Daniela que
fue la que comio la mayor cantidad y lo representé con un octavo que es menos que un cuarto y
un cuarto es menor que un medio. De acuerdo con la respuesta de la entrevista, se reconoce que
la estudiante conocia previamente las magnitudes de las fracciones y que posteriormente realizd
las representaciones aritméticas respectivas lo cual sustenta el hecho de que la estudiante
comprende que entre fracciones unitarias es menos la que mayor denominador tiene (Maza,
1999).
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4.1.4 Niveles de matematizacion alcanzados para la T1E4.
Para la T1, La E4 se puede clasificar en la categoria TIC3: El o la estudiante responden la (T1)
haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones
de éstos determinando un orden entre fracciones unitarias correcto para las cantidades, pero, sin
utilizar simbolos formales de las matematicas para representar su solucion como los son <, >0 =.
Debido a que la estudiante, realiza una transformacion de conversion de la representacion figural
al lenguaje aritmético, asi mismo, realiza una transformacién de tratamiento de la notacién fraccion
a la notacion decimal para garantizar el orden entre las magnitudes de manera correcta, esto,
sugiere que la estudiante comprende varios aspectos del numero racional positivo en tanto realiza
interacciones entre registros semioticos (Duval, 1999) y que comprende que entre fracciones
unitarias es menor la que tiene mayor denominador (Maza,1998). A su vez, cuando la estudiante
realiza la transformacion de tratamiento de la notacion fraccién a la notacion decimal, se puede
identificar que el orden entre los nUmeros racionales positivos puestos en la tarea se le facilit6
haciendo uso de esta notacion (Broitman et al, 2003) sin embargo, no hace uso de notacion formal
desde las matematicas. Para complementar lo expresado en este andlisis, a continuacion, se
presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T1E4:

4.1.4.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T1E4

Gréfico 7. Evidencia T1P3E4

Descripcion T1P3E4
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La estudiante representa las cantidades en una unidad (rectangulo) y las colorea para hacer una
clasificacion de las porciones de chocolatina que comieron cada uno de los amigos en la
situacion, posteriormente representa la clasificacion de las partes de chocolatina con colores
pero, igualando cada nombre al nimero decimal que le corresponde y haciendo una comparacion
de los nimeros decimales posteriormente presenta el orden en el que deberian estar las

. 111
fracciones que es 52’2 de manera correcta.

Andlisis T1IP3E4

En la respuesta de la estudiante se vislumbra que puede poner en coherencia dos registros
semioticos de representacion (Duval, 1999) debido a que en lenguaje figural representa cada una
de las partes y para llegar a responder la pregunta realizé una transformacién de tratamiento
dentro del registro aritmético, es decir, de la notacién fraccion a la notacion decimal lo cual,
posibilita pensar que la estudiante comprende el nimero racional positivo en cuanto al orden.
Por otro lado, el haber realizado la transformacién de tratamiento le permitio comprender las
relaciones aritméticas entre las magnitudes y por ello, no traslada propiedades de orden de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos. Asi mismo, en esta estudiante se
comprueba los expuesto por Broitman et al (2005) al respecto de que la notacion decimal facilita
comprender el orden y la densidad entre nimeros racionales, pues se puede observas que gracias
a la transformacion de tratamiento de la notacion fraccion a la notacion decimal la estudiante
muestra coherencia pregunta a pregunta.
Entrevista T1P3E4

Docente Juan: Tania ¢Como resolviste la tercera pregunta? Tania: En el tercer punto nos
piden como se organizaria de menor a mayor los amigos pues respectivamente como se
comieron la chocolatina de menor a mayor pues Javier aca se ve que por los decimales o por las
fracciones también se puede ver como fue el que comié menos le sigue Karen que comio6 un
cuarto o cero coma veinticinco y de ultimas va Daniela. Aca se puede ver representado esto, esta
seria como la chocolatina se dividen en las partes el naranja representa a Daniela que se comio
practicamente la mitad de la chocolatina el rosado representa Karen que se comi6 la mitad de la
mitad de la chocolatina y el azul representa a Javier que se comio la mitad de la mitad de la
mitad de la chocolatina.

Cuando la estudiante manifiesta el naranja representa a Daniela que se comio practicamente
la mitad de la chocolatina permite pensar que la estudiante presenta dificultad en la gestion de

. 1 . .
esquemas, pues no considera que > = 0,5 sea la mitad de la chocolatina.

4.2 Niveles de matematizacion alcanzados para la T2 de cada caso
421 Niveles de matematizacion alcanzados para T2E1L.

Para el T2, el estudiante E1 se puede clasificar en la categoria T2C3 o nivel de matematizacion
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general: El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstos estableciendo un orden correcto entre
fracciones homogéneas, pero, sin utilizar simbolos formales de las matematicas para representar
su solucion como los son <, > o0 =. Debido a que, en la primero pregunta realiza una transformacion
de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccion a la notacion decimal y luego a la notacion
porcentaje, lo cual, le permitio identificar dentro de las cantidades de las tareas cuales eran
menores, mayores o iguales; en la tercera pregunta el estudiante ordena de manera correcta las
cantidades de pizza que comié cada una de las amigas y en la cuarta pregunta interpreta de manera
correcta que si una amiga comiera mayor cantidad de partes de una pizza que las demas amigas
comeria mayor cantidad lo cual, se refleja en el numerador y por ultimo, en la pregunta cinco se
confirma que el estudiante reconoce que entre fracciones homogeéneas es mayor la que tiene mayor
numerador (Maza, 1998). Asi mismo, se identifica la dificultad con respecto al obstaculo
epistemoldgico de infinito al omitir de los numeros decimales las cifras periddicas (Centeno, 1996)
confirmandose lo expresado por Panizza y Alvares (1990) al respecto de que la notacion periddica
se convierte un factor de dificultades para comprensién de la nocion de densidad. Para
complementar lo expresado en este analisis, a continuacién, se presenta un ejemplo del analisis
pregunta a pregunta para la T2EL:

4.2.1.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T2EL.

3) 1) 6iORiIB= comtd LN bb): de la PZEA

2) cPHILAE Comp LN 447 dc 10 P1zza

3) JoHPNAS mn  Un 447, o 1o Pizza

AVHRRICELR = Comin i 22%. A6 o PizzA

Grafico 8. Evidencia T2P3E1
Descripcion T2P3E1
El estudiante determina cada uno de los porcentajes de pizza que come cada una de las amigas
estableciendo que Gloria ocupa un primer lugar con un 66% de la pizza, en segundo lugar, estaria
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Camila con un 44% de la pizza, en un tercer lugar estaria Johana con un 44% de la pizzay en el
cuarto lugar Maricela con 22% pizza.

Anélisis T2P3E1

En la respuesta del estudiante se vislumbra que ordend de mayor a menor las porciones de pizza
comidas por las amigas como lo requeria la pregunta, para llegar a este resultado el estudiante
tuvo que comparar las cantidades en este caso en su representacion como porcentaje lo cual, le
permitio enlistar las cantidades de 1 hasta 4, este proceso de comparacion es un elemento
importante al momento de ordenar numeros racionales positivos (Maza, 1999).

Entrevista T2P3E1

Docente Juan: ;Como resolviste la tercera pregunta Carlos? Carlos: Aqui podemos ver gracias
al porcentaje que gloria come un 66 % de la pizza o sea que ella comié méas, después le van
Camila y Johana con un 44 % de la pizza y de ultimas maricela con un 22 % de la pizza. Lo cual
sustenta el hecho de haber realizado una comparacion de las cantidades en su representacion
como porcentajes para ordenar numeros racionales positivos.

4.2.2 Niveles de matematizacion alcanzados para la T2E2

Para la T2, el estudiante E2 puede ubicarse en las categorias T2C1, T2C2 y T2C3 o nivel
referencial y general de matematizacion: El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de
lenguaje natural determinando un orden ligado a su intuicion, es decir, generalizando las
propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos sin ningdn
tratamiento matematico. El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de representaciones
figurales, lenguaje aritmético, lenguaje natural o combinaciones de éstos para apoyar sus
razonamientos, establece un orden de acuerdo con sus conocimientos previos, es decir, trasladando
propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos. El o la
estudiante responden la (T2) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstos estableciendo un orden correcto entre
fracciones homogéneas, pero, sin utilizar simbolos formales de las matematicas para representar
su solucion como los son <, > 0 =. Se puede ubicar en la T2C3 en tanto realiza una transformacion

de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccion a la notacion decimal que le permiten
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determinar cuales magnitudes son mayores, menores o iguales de manera correcta, es decir, el
estudiante en las preguntas de la 1 a la 3 responde de manera correcta haciendo uso de la notacion
decimal y estableciendo un orden de mayor a menor de las cantidades de pizza de la tarea, sin
embargo, en la pregunta 4 el estudiante no tiene en cuenta el valor posicional de las cantidades
decimales y las suma como si fueran nimeros naturales, es decir traslada propiedades de orden de
los nimeros naturales al conjunto de los nimeros racionales positivos (Fandifio, 2009) y en la
pregunta 5, el estudiante se deja llevar por su intuicién y establece que el hecho de que algunas
amigas coman mas cantidad de pizza que otras depende de lo rapido que coma cada una de las
amigas, esto es, en la pregunta 5 no pudo pasar de una matematizacion horizontal a una vertical o
a una respuesta mejor estructurada (Bressan, 2016). Sumado a lo anterior, se identifica que el
estudiante presenta dificultad en la gestion figuras no estandar (prisma rectangular) y que presenta
dificultad en la gestion del adjetivo igual (Fandifio, 2009) ya que divide de manera incorrecta dicha
figura sin tener en consideracién las dimensiones de la misma. Para complementar lo expresado
en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la
T2E2:

4.2.2.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T2E2

Gréfico 9. Evidencia T2P4E2

Descripcion T2P4E2

El estudiante enlista de arriba hacia abajo a las amigas de mayor a menor y suma las cantidades
decimales obteniendo 0,16, seguidamente expone que la quinta amiga come 0,8 y expresa en
lenguaje natural que entre la cantidad de pizza que comieron las 4 primeras amigas en
comparacion con la cantidad que come la quinta amiga es lo mismo solo que mas dividido.
Analisis T2P4E2

En la respuesta del estudiante se reconoce que realiza una transformacion de tratamiento en tanto
pasa de la notacion fraccion a la notacion decimal dentro del mismo registro semi6tico lo cual
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sugiere que en lo numérico el estudiante ha enriquecido el concepto de numero racional positivo
Fandifio (2009). A su vez, se identifica que el estudiante tiene dificultades con la nocién de
infinito en tanto discretiza las cantidades decimales despojandolas de la parte periddica Fandifio
(2009) y Centeno (1997) operandolos como nimeros enteros o naturales. A su vez, se identifica
en el estudiante lo que Centeno (1997) denomina errores en el orden entre nimeros decimales y
desconocimiento de las reglas que rigen a los mismos ya que para el estudiante 0,6 + 0,4 +
0,4+ 0,2 =0,16 lo cual es incorrecto ya que 0,6 + 0,4 + 0,4 + 0,2 = 1,6 lo cual demuestra
que el estudiante no comprende el valor posicional de los niUmeros decimales y esto, sugiere que
traslada propiedades y reglas de los numeros naturales al conjunto de los racionales positivos en
su notacion decimal. Asi mismo, el estudiante manifiesta que 0,8 es la mitad de 0,16 lo cual
sustenta lo expuesto en tanto el estudiante traslada propiedades de los nimeros naturales y
enteros al conjunto de los racionales positivos en su notacién fraccion, por otro lado, se puede
reconocer que el estudiante no diferencia entre fracciones heterogéneas y fracciones
homogéneas, pues no reconocié que en las fracciones homogéneas se trabaja sobre una misma
unidad por tanto, el estudiante presenta dificultad en determinar la unidad que genero las
fracciones (Fandifio, 2009).

Entrevista T2P4E2

Docente Juan: ¢Por qué sumaste en la solucion de la pregunta 4? Christopher: Los sumé porque
pensé que entre lo que comieron las amigas Yy la otra daba el total de la pizza, pero, ahora pienso
que la amiga come menos. En este caso se puede observar que el estudiante no interpretd de
manera correcta la pregunta pues el supuso que se le preguntaba si la quinta amiga come mas
que todo lo que comieron las amigas juntas, asi mismo, el estudiante manifiesta que la quinta
amiga come menos porque 0,16 =2 = 0,8 por tanto el estudiante manipula los nimeros
racionales en su representacion decimal como si fueran numeros enteros o naturales.

4.2.3 Niveles de matematizacion alcanzados para la T2E3.
Para T3, la estudiante E3 se podria clasificar en las categorias T2C3 y T2C4 o nivel de
matematizacién general y formal: El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de lenguaje
natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstos estableciendo un
orden correcto entre fracciones homogeneas, pero, sin utilizar simbolos formales de las
matematicas para representar su solucion como los son <, > o =. El o la estudiante responden la
(T2) haciendo uso de lenguaje formal de las matematicas y establece el orden de las cantidades
racionales de manera correcta. Se le puede clasificar en T2C3, porque en las respuestas de las

preguntas P1, P2 y P5 utiliza una representacion figural (circulo) para representar las pizzas las
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cuales trata de dividir congruentes en area, sin embargo, se identifica una dificultad en la gestion
del adjetivo igual (Fandifio, 2009) pero, al respecto del propdsito de la pregunta la estudiante
reconoce gue entre fracciones homogéneas es mayor la que mayor numerador tenga (Maza, 1998),
no obstante, no utiliza simbolos ni operaciones formales de las matematicas. Ahora bien, se le
puede clasificar en la T2C4, porque en las preguntas P4 y P5 utiliza simbolos formales desde las
matematicas para indicar el orden correcto, sin embargo, se confundié en la orientacion del
simbolo, pero, las magnitudes si se vislumbra de izquierda a derecha estan organizadas de mayor
a menor correctamente, en ese sentido, la estudiante alcanza a tocar elementos de un nivel de
matematizacion formal pero no lo alcanza completamente. Para complementar lo expresado en
este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del andlisis pregunta a pregunta para la T2E3:

4.2.3.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T2E3
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Gréfico 10. EvidenciaT2P3E3

Descripcion T2P3E3

La estudiante expresa en lenguaje natural que las amigas quedan organizadas de la siguiente
manera Gloria, Camila y Johana, Maricela, la estudiante escribe Camila y Johana porque ambas
comieron igual, asi mismo, trata de traducir lo expresado en lenguaje natural al lenguaje
aritmético haciendo uso de los signos (>,<,=) teniendo un error en el sentido convencional del
uso de los signos pues en el lugar de < debi6 poner el signo > no obstante, si se observa el orden
de izquierda a derecha la estudiante ordend de manera correcta las cantidades.

Anélisis T2P3E3

En la estudiante se reconoce que realiza una transformacion de conversion en tanto puede
coordinar dos registros semioticos del mismo concepto Fandifio (2009), pues en las respuestas
anteriores gestiond correctamente el registro semidtico denominado figural y en esta respuesta
gestiono el lenguaje aritmético. A su vez, se identifica que la estudiante compara fracciones
como un elemento importante al momento de ordenar nimeros racionales positivos y en este
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caso nuameros racionales positivos (Maza,1999) al comparar los numeradores de las fracciones
homogéneas para ordenarlas. Por otro lado, se identifica la dificultad denominada iméagenes y
modelos formados demasiado pronto (Fandifio, 2009) ya que al usar los simbolos (<,>) no
identifica que utilizd incorrectamente el signo (< menor que) no obstante, de izquierda a derecha
la estudiante ordend correctamente las fracciones.
Entrevista T2P3E3

Docente Juan: Lina ¢por qué usaste esos simbolos de mayor o menor para la respuesta? Lina:
la tercera pregunta la que comié mayor cantidad fue Gloria, luego fue Camilay Johanay, la que

comid menos fue maricela, g es mayor que %, % esigual a g yg es mayor que % utilicé los simbolos
para decir quién era mayor. Docente Juan: ¢Pero estas segura que el signo que utilizaste es de
mayor? (La estudiante alz6 las manos y abrio los dedos) y respondié Lina: Que pena profe me
equivoqué era éste (Alzando su mano derecha en posicion horizontal con el dedo indice y
corazén abiertos). En la respuesta de la estudiante se reconoce que realizé la comparacion de
numeradores sin embargo presenta dificultad en el uso de los signos mayor que y menor que.

4.2.4 Niveles de matematizacion alcanzados para la T2EA4.
Para la T2, la estudiante E4 se puede clasificar en la T2C3: El o la estudiante responden la (T2)
haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones
de éstos estableciendo un orden correcto entre fracciones homogéneas, pero, sin utilizar simbolos
formales de las matematicas para representar su solucion como los son <, > o0 =. Debido a que, en
la pregunta P1 realiza una transformacion de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccién a
la notacion decimal, lo cual le permite comprar las magnitudes y determinar cual es mayor, cual
es menor o igual, esto, se puede vislumbrar en las respuestas de las preguntas siguientes en donde
teniendo en cuenta los nimero decimales ordena de manera correcta las magnitudes de manera
vertical de mayor a menor y asi mismo, reconoce que si una persona come mas partes de la pizza
esto se vera reflejado en el numerador, esto es, la estudiante reconoce que entre fracciones
homogéneas es mayor la que tiene mayor numerador (Maza, 1998). Sin embargo, no utiliza
simbolos ni operaciones formales desde las matematicas, para complementar lo expresado en este

analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T2E4:
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4.2.4.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T2E4

Grafico 11. Evidencia T2P3E4

Descripcion T2P3E4

La estudiante en lenguaje natural expresa que como las fracciones son homogéneas simplemente
debe tener en cuenta los numeradores, seguido, representa las fracciones y las ordena de arriba
para debajo de mayor a menor.

Andlisis T2P3E4

En la respuesta de la estudiante se reconoce que comparo los numeradores de las fracciones para
poder ordenarlas lo que para (Maza, 1999) asi mismo, se reconoce que la estudiante realiza
transformaciones de conversién y de tratamiento, de conversion porque pasa del registro figural
al registro aritmético y de tratamiento porque pasa de la notacion fraccién a la notacién decimal
(Duval, 1999).

Entrevista T2P3E4

Docente Juan: ¢Qué hiciste en la tercera pregunta Tania? Tania: como quedarian organizadas
las amigas de mayor a menor de acuerdo a la cantidad de pizza que se comieron, como todas las
fracciones son homogéneas simplemente nos centramos en el numerador y los organizamos de

. 6 4 4 . 2 .
mayor a menor Gloria 5 Camila 5 Johana 5Y maricela 5 Como se puede observar la estudiante

compar6 los numeradores debido a que identificé que las fracciones eran homogéneas.

4.3 Niveles de matematizacion alcanzados para la T3 de cada caso

4.3.1 Niveles de matematizacion alcanzados para T3EL.
Para la T3, el estudiante se puede clasificar en T3C2 y T3C3 o nivel de matematizacion referencial
y general: El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas, encontrando un nimero racional dentro del
intervalo, pero, movilizado por su intuicién, es decir, encuentra un nimero racional positivo
atendiendo a las propiedades de orden entre nimeros naturales, sin embargo, establece los limites

del intervalo. El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
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representaciones figurales o combinaciones de éstas, estableciendo correctamente los limites del
intervalo y méas de un nimero dentro de éste, pero, no utiliza ningtn algoritmo matematico formal
ni tampoco notacion formal, es decir, no tiene un control sobre como determinar tales nimeros. Se
le puede clasificar en la T3C2, porque en todas las preguntas el estudiante realiza una
transformacion de tratamiento de la notacion fraccion a la notacion decimal (Duval, 1999) lo cual
le permite establecer los limites del intervalo y hallar un nimero dentro del mismo que es 1/4 , sin
embargo, este nimero parece ser movilizado por las propiedades de orden entre nimeros naturales
que traslada a los numeros racionales positivos (Fandifio, 2009) porque 3<4<5. No obstante, se le
puede clasificar también dentro de la T3C3 debido a que utiliza el recurso de afiadir una décima al
denominador 4 con la cual asegura que los nimeros sigan estando dentro del intervalo (Broitman
et al, 2003) y asi mismo, utiliza algoritmos propios de las matematicas como el de conversion de
decimal a fraccion y viceversa, también reconoce la infinitud del proceso sin embargo, se presenta
la dificultad del infinito (Centeno, 1996) al quitar el periodo de los niUmeros decimales y al tratar
éstos como nameros naturales que lo hacen limitar el proceso y expresar que hay aproximadamente
10 nameros en el intervalo pero, no utiliza simbolos formales desde las matematicas. Para
complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis
pregunta a pregunta para la T3EL:

4.3.1.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T3E1
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Grafico 12. Evidencia T3P1E1

Descripcion T3P1E1
El estudiante realiza un listado de los tres amigos de la siguiente manera: Amigol, Amigo3,
Amigo 2. Seguido a cada uno de los amigos les ubica en frente, la fraccion en lenguaje aritmético
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correspondiente, a excepcion de la del Amigo 2 debido a que es la que se requiere determinar,
seguido dicha fraccion la transforma en nimero decimal realizando el cociente ubicando frente
a la fraccion su respectivo valor en notacion decimal. Después, responde a la primera pregunta
en lenguaje natural que el que toma menos cantidad de gaseosa es el amigo 3 debido a que se
tomo 1 parte de 5 lo que le da 0,2 siendo entre los tres el menor nimero decimal.

Anélisis T3P1E1

De acuerdo con la respuesta del estudiante se reconoce que identifica la fraccién como cociente
(Gairin, 1998) y no presenta dificultad al ordenar nimeros decimales identificando que 0,2 <
0,25 < 0, 3 no obstante, se identifica que el estudiante presenta dificultad con la infinitud de los

, T . T 1 . .
numeros periddico, ya que el decimal periddico de 3 lo representa de la siguiente forma 0,33 en

lugar de 0, 3 lo que sugiere que ese 3 no hace parte del periodo del nimero o tal vez fue una
manera de discretizar el nimero para poderlo comparar (Centeno, 1997). A su vez, se reconoce
que el estudiante realiza una transformacion de tratamiento (Duval, 1999) en tanto pasa de la
notacién fraccion a la notacion decimal lo que sugiere que el estudiante ha complejizado las
representaciones respecto al concepto de nimero racional positivo. Sumado a lo anterior, cuando

el estudiante establece que el Amigo 2 toma i, se reconoce que traslada propiedades de orden
entre nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009), pues asumio
que ya que el Amigo 1 toma § y el Amigo 3 toma % entonces el Amigo 2 toma i de la gaseosa

ya que en el conjunto de los numero naturales el nimero que se encuentra entre el 3y el 5 es el
4, no obstante, se comprueba lo expresado por Broitman et al (2003) al respecto de que la
notacion decimal le permite a los estudiante de manera mas organica acercarse a la nocién de
densidad.
Entrevista T3P1E1

Docente Juan: Carlos ¢qué hiciste para responder la pregunta 1? Carlos: bueno para esto yo
decidi convertir las fracciones, yo decidi convertirlas en decimales y ¢como lo hice? de la
siguiente manera, por medio de la division en este caso, es un tercio, entonces seria uno dividido
en tres y de ahi sacamos el resultado por medio de la division, entonces en base a esto podemos
ver que el que menos tomo fue el amigo tres ya que se tomd una parte de cinco o sea que nos da
0,2 lo cual, es menor que todos, ya que el amigo uno toma 0.33 de la gaseosa, el amigo dos toma
0,25 de la gaseosa y el amigo tres toma menos que todos con 0,2.

4.3.2 Niveles de matematizacion alcanzados para la T3E2.
Para T3, el estudiante E2 se puede clasificar en la T3C1 o nivel situacional: El o la estudiante
responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o

combinaciones de éstas de manera intuitiva, esto es, que al trasladar propiedades de orden entre
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numeros naturales al conjunto de los racionales positivos no logra establecer los limites del
intervalo ni tampoco un nimero racional positivo dentro de éste. Debido a que, no reconoce a la
fraccion como un cociente y por ello, interpreta a la fraccion como dos nimeros naturales
separados por una rayita (Fandifio, 2009) debido a esto, realiza el cociente invirtiendo los valores
de las fracciones operandolas como nameros naturales, es decir, traslada propiedades de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009), esto, hace que el
estudiante no establezca los limites del intervalo, sin embargo, encuentra un nimero dentro de éste
pero movilizado por las propiedades de orden de los nUmeros naturales que es ¥ porque en dicho
conjunto 3<4<5. Para complementar lo expresado en este andlisis, a continuacion, se presenta un
ejemplo del andlisis pregunta a pregunta para la T3E2:

4.3.2.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T3E2

Grafico 13 . Evidencia T3P3E2

Descripcion T3P3E2

Como se menciond en la entrevista de la pregunta anterior, el estudiante sumoé los
denominadores al ver que los numeradores eran iguales entonces, 3 + 5 + 4 = 12 y esto lo tomd
como unidad, seguidamente establece que los amigos 1, 2, 3 toman la mitad de la gaseosa y que

por ellos el amigo 4 puede tomar % asi mismo, establece que % =6+1=6.

Anélisis T3P3E2

En la respuesta del estudiante se reconoce que traslada propiedades y operaciones con nimeros
naturales hacia el conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009) ya que, en primer lugar
no identifica la fraccion como un solo nimero (Gairin, 1998) pues separa denominadores de
numeradores respectivamente y centra su atencion sobre los denominadores por ello, establece
que 3+ 544 =12 es la unidad, esto, sugiere que el estudiante presenta dificultad para pasar
de la fraccién a la unidad que la originé (Fandifio, 2009), a su vez, no reconoce la fraccion como

cociente (Gairin, 1998) pues asume que % =6+ 1= 6. A su vez, el estudiante interpreté la

tarea y la pregunta desde una perspectiva intuitiva debido a que, asume que un litro debe ser 12
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. . . , - 1
y que los tres primeros amigos deben tomarse la mitad de la gaseosa sobrandole al amigo 4, -

de la misma, en ese sentido, se identifica que traslada propiedades de orden entre nlimeros
naturales al conjunto de los racionales positivos, pues no tuvo en cuenta la cantidad de magnitud
de cada una de las porciones de gaseosa sino que asumid que como 6 > 5 > 4 > 3 entonces

1
1o1101
6 5 4 2

Entrevista T3P3E2

Docente Juan: ;Como resolviste la pregunta 3? Christopher: En la tercera, fue un sexto para mi,
sumé 3 + 5+ 4 = 12 y 6 dividido uno pues 6 entonces, 6 menos doce es 6 y los otros amigos
quedaban divididos entre dos mililitros entre si 0 sea tres veces. Como se puede observar en la
respuesta del estudiante se reconoce que interpretd intuitivamente la tarea y las preguntas debido
a que, realiz6 unas elecciones no acertadas y dentro del marco de la tarea, pues los amigos 1, 2,

111 . .1 11 T
3 yanotoman 32303 sino 2,2, 2 esdecir, 51505 estoes, se comprueba lo expresado en el anélisis

inmediatamente anterior.

4.3.3 Niveles de matematizacion alcanzados para la T3ES3.
Para la T3, la estudiante E3 se puede clasificar en T3C3 y T3C4 o nivel general y formal de
matematizacién: El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, estableciendo correctamente los
limites del intervalo y mas de un nimero dentro de éste, pero, no utiliza ningn algoritmo
matematico formal ni tampoco notacion formal, es decir, no tiene un control sobre cémo
determinar tales numeros. El o la estudiante responden la (T3) haciendo uso de lenguaje natural,
lenguaje aritmético, representacion figural o todas a la vez junto con signos y operaciones formales
de las matematicas como el uso de signos de agrupacion, notaciones simbolicas, algoritmo para
hallar promedios etc. Establecen méas de un numero dentro del intervalo. Se le puede clasificar en
T3C3, porque establece los limites del intervalo de manera correcta, a su vez, determina mas de
un numero racional dentro del intervalo, pero sin ningun control y los comprueba a través de una
transformacion de tratamiento de la notacion fraccion a la notacion decimal (Duval, 1999). A su

vez, se le puede clasificar en T3C4, porque hace uso del lenguaje simbolico 5<x<5 y asi mismo
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utiliza algoritmos como el de conversion de un namero periodico a fraccion para para hallar los
numeros del intervalo, sin embargo, no son estrategias constantes sino esporadicas. Para
complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis
pregunta a pregunta para la T3E3:

4.3.3.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T3E3

T T

3) Ot 90 amidn 4 auierg {omor ns - de | ynlquint0 de

G Il O 91 Ll

308050 L ey menos quel On_chartol fel o Ja5€05q ] ) 010 LE 2] 1 | ‘

¢, 0ne :ré_: cian-_Tog¥al dompe? EXICD | ( On Tm_gmqﬁm 1!(1([\ ) 152 14 08 xj 1; | 2.
como MCis1y  egyg hawap | Nd_POTEion | L HA 1_._171 ‘ 9]

We St ruede Homor tllamiad & ,._u.h},,;,,\ { T | 40 gzl 1]
s e 1 I O, T 501 ) 1 {1 | | L L T 7 Y T £ ——

. IRTAY |0 _porcaon 42 9a3€050 |qel D& _lpyedd 40mar. - 0.1 11| ] SIS

BE BB YA I M o ARAR A

Grafico 14. Evidencia T3P3E3

Descripcion T3P3E3

La estudiante expresa en lenguaje aritmético que el amigo 2 puede tomar % de la gaseosa y

presenta el proceso de cdmo hizo para encontrar dicha porcion, lo que hizo la estudiante fue
establecer la cantidad 1000 ml = 11 como unidad, luego la divide en 9 partes, esto es, 1000 =+
9 = 111,1 y luego al reconocer que cada una de las nueve partes equivale a 111,1, toma la parte
entera y la multiplica por 2, es decir, 111 x 2 = 222 y luego expresa que el cuarto a amigo 4

2
puede tomar 5

Anélisis T3P3E3

En la respuesta de la estudiante se identifica que su razonamiento la lleva a pensar que solo hay
una porcion de gaseosa que puede tomar el amigo 4, sin considerar que existen posibilidades
infinitesimales en dicha pregunta, esto, debido a la dificultad que representa la nocién de infinito
(Fandifio, 2009) en la densidad de los nimeros racionales positivos, a su vez, esta dificultad se
puede identificar en el hecho de quitar la parte periddica de un nimero decimal como se observa

. ., . P . . 2
en la explicacién que otorga la estudiante sobre como hallé la cantidad 5 Por otro lado, el que

la estudiante dividiera la unidad en 9 partes sugiere que estaba razonando desde el conjunto de
los numeros naturales y asi mismo, también se pudo reconocer que la estudiante después de
haber obtenido el numero 222 dividi6 esta cantidad entre 1000, es decir, 200 x 1000 = 0,222
y posterior a este resultado lo transformé en fraccion transformando el ndmero periddico a
fraccion, es decir:
x=0.2
Luego 10x = 2.2
Seguido 10x —x =2.2-0.2
Luego 9x = 2

120



2
Y por altimo x = 5 =0,2

Lo cual, indica que la estudiante obtuvo ayuda de alguien o de alguna herramienta.

Entrevista T3P3E3

Docente Juan: Lina ¢ Cuéntame cdmo resolviste la pregunta tres? Lina: la porcion de la gaseosa
- 2 L, ge e g- .
que se puede tomar el amigo cuatro es 5 entre otras, esto se saco dividiendo el litro de gaseosa

hasta que diera un resultado exacto. Docente Juan: Pero ¢Por qué el resultado debia dar exacto,
a qué te refieres? Lina: Pues exacto es que cupiera entre los otros dos. Docente Juan: ;Cémo
hiciste para convertir el nimero periodico en fraccion, alguien te ayudod y sé sincera Lina? Lina:
La verdad profesor es que me ayudd mi hermana, pero yo hice la mayoria, ella solo me explico.
Docente Juan: Lina, pero, recuerda que el trabajo era individual y que no te estoy exigiendo que
debe quedar perfecto sino lo que tu entiendas y hagas las cosas como tu consideras sin ayuda de
nadie, por eso, te pido el favor de que las proximas tareas las resuelvas sola vale. Lina: Bueno
profesor. En la respuesta de la estudiante se reconoce que piensa que hay mas de una posibilidad
para que el amigo 4 tome su porcion de gaseosa y que como se habia sospechado, la estudiante

. . , . ., 2 - . e = .
si tuvo ayuda de alguien externo, asi mismo, la porcion S siesuna de las infinitas porciones que
puede tomar el amigo 4.

434 Niveles de matematizacion alcanzados para la T3EA4.
Para la T3, la estudiante E4 se puede clasificar en T3C4: El o la estudiante responden la (T3)
utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones de
éstas, estableciendo correctamente los limites del intervalo y mas de un namero dentro de éste,
pero, no utiliza ningun algoritmo matematico formal ni tampoco notacion formal, es decir, no tiene
un control sobre cémo determinar tales numeros. Debido a que, establece el intervalo
correctamente y garantiza que % se encuentra dentro de éste haciendo uso del algoritmo para
ordenar fracciones o para hallar fracciones equivalentes, a su vez, encuentra otro nimero dentro
del intervalo haciendo uso de la conversion de nimero decimal a fraccion, esto es, realiza una
transformacion de tratamiento (Duval, 1999) para comprobar que el nimero se encuentra dentro

del intervalo. Sin embargo, en la pregunta P4, se reconoce que la estudiante traslada propiedades
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de orden de los niumeros naturales al conjunto de los racionales (Centeno, 1996) en tanto, ordena
los nimeros como si fueran ndmeros naturales, sin embargo, no utiliza simbolos formales desde
las matematicas y no hay un control sobre como hallar tales nimeros. Para complementar lo
expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta
para la T3E4:

4.3.4.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T3E4

]

4

M‘:'\\‘.) l\-“l‘vr“)

4 5

Gréfico 15. Evidencia T3P2E4

Descripcion T3P2E4
En la pregunta anterior la estudiante establece que el amigo 2 puede tomar % de la gaseosa, en

. 1
ese sentido, en esta pregunta lo que busca hacer es comprobar que i 0,25 se encuentra entre
1 1 . -, . . .
Sy atraves de la comprobacién de extremos y medios como lo expresa la misma estudiante.
. . 1 1 .
En ese sentido, lo que hace la estudiante es comparar Sy es decir, 1 x4 =4y1x3=3por
11 1 1 11
tanto [Z’E] y luego compara S con ¢ entonces, 1 Xx5=5y 1 x4 =4 por lo tanto [E’Z] en
.1 . .y . 1 1
consecuencia - cumple la condicion de ser una porcién mayor que 3 Y mayor que _.

Anélisis T3P2E4

En la respuesta de la estudiante se puede reconocer que trat6 de establecer un intervalo al hacer
la comprobacion de los tamafios de las magnitudes, lo cual sugiere que la estudiante puede hallar
un numero racional positivo entre otros dos o en otras palabras, la estudiante comprende la
nocion de densidad de los racionales positivos (Cabarcas y Soler, 2017) sin embargo, también
se puede reconocer que la estudiante al enfrentarse a una situacién sobre la cual no tenia un
conocimiento previo utilizd sus recursos conceptuales a su alcance, que son los numeros
naturales, y traslado propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos
(Fandifio, 2009), esto es, como en los numeros naturales 3 < 4 < 5 entonces necesariamente

1 1 1 . . . .
S>> ;> ho obstante, este razonamiento no se puede generalizar ya que no siempre pasa igual

si se cambian los extremos del intervalo racional positivo.
Entrevista T3P2E4

122



Docente Juan: ¢ Como resolviste la pregunta 2? Tania: esto ya lo habia explicado aca con esta
grafica profe, yo dije que era un cuarto, pero aca para explicarlo mateméaticamente o para

. ., . . ;1 1 .
comprobarlo hice la solucién de extremos y medios, entonces aca esta 3 Y Y, tenemos que mirar
cudl es mayor, entonces hice la solucién de los extremos y medios 1 X 4 = 4y 1 x 3 = 3, cuatro

. - 1 . T
es mas grande por lo tanto esta fraccion (Z) es mayor, es lo que nos estan pidiendo hasta el

, . . . 1
momento, aca lo mismo extremos y medios solo que acé ahora con c1X5=5y1x4=4

1 ; . . .,
este (E) es mas grande tal y como nos piden que el cuarto amigo sea tenga una porcion o tome

una porcién mas grande que el tercero y una menos que el primero. Como se puede observar en
la respuesta de la estudiante, sigue razonando desde el conjunto de los nUmeros naturales pues
invirtio las porciones de gaseosa que le correspondian al amigo 1 y al amigo 2, lo que comprueba
que la estudiante traslada propiedades del conjunto de los naturales hacia los racionales
positivos.

4.4 Niveles de matematizacion alcanzados para la T4 de cada caso

44.1 Niveles de matematizacion alcanzados para la T4E1L.
Para la T4, el estudiante E1 se puede clasificar en la T4C2 o nivel de matematizacion referencial:
El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el patron correcto de la serie y
realizan de manera correcta la operacion de suma entre racionales positivos, sin embargo, al
trasladar caracteristicas y propiedades de los numeros naturales al conjunto de los racionales
positivos limitan la infinitud del proceso y asi mismo no logran hacer la aproximacion. Debido a
que, determina el patrén correcto de la sucesion, asi mismo, logra determinar las siguientes areas
y realiza una transformacion de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccién a la notacion
decimal para realizar la suma de niumeros racionales sumandolos en binas y luego tales resultados
los suma determinar un valor, pero, no realiza una aproximacion de la serie haciendo uso de
algoritmos informales, contrariamente, limita el proceso y expresa que para llegar al limite que él
establecio solo basta consumas las primeras 6 areas, es decir, imposibilito la infinitud del proceso

debido a la dificultad del carécter actual del infinito (Fandifio, 2009). Para complementar lo
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expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta
para la T4E1:

4.4.1.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T4E1
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Grafico 16. Evidencia T4P2E1

Descripcion T4P2E1

El estudiante expresa que la suma de las 6 areas se aproxima a 0.984375 y luego explica en
lenguaje natural como realizo el proceso para obtener el nimero anterior, esto es, que realizo
una conversion de notacion fraccion a decimal el resultado de la suma de dos fracciones cada

vez. Seguidamente, explica en lenguaje aritmético que %+ % = 0.75, %+ 1—16 =0.1875y 312 +

1

Py 0.046875 por tanto 0.75 + 0.1875 + 0.046875 = 0.984375.

Andlisis T4P2E

En la respuesta del estudiante se reconoce que realiza una transformacion de tratamiento en tanto
pasa de la notacion como fraccién a la notacion decimal dentro de un mismo registro semiético
(Duval, 2009) lo cual sugiere que el estudiante comprende la fraccion como un cociente (Gairin,
1998). A su vez, se reconoce que al estudiante se le facilita gestionar una buena aproximacion
de las areas a su limite haciendo uso de la notacion decimal (Broitman, 2003).

Entrevista T4P2E1

Docente Juan: Carlos ¢Como realizaste la solucion de la segunda pregunta? Carlos: bueno yo
para escoger o calcular a que nimero se van aproximando hice lo siguiente, convertir de a dos
fracciones en un decimal, o sea, escoger cada fraccion convertirla en decimal y sumar los dos
decimales a ver qué resultado daban y asi fui sumando cada uno lo cual, me dio 0.984375 de
resultado. Como se puede observar, el estudiante utilizé la notacion decimal para poder realizar
las sumas y determinar una aproximacién limite de la serie lo cual, sugiere que la notacion
decimal le facilita este proceso de acercamiento por derecha de una serie.

442 Niveles de matematizacion alcanzados para la T4E2.
Para la T4, el estudiante E2 se puede clasificar en la T4C1 o nivel referencial de matematizacion:

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
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representaciones figurales o combinaciones de éstas, pero, no determinan el patron correcto de la
serie y al trasladar propiedades y operaciones propias de los nimeros naturales al conjunto de los
racionales positivos no realizan la operacion de suma entre nimeros racionales de manera correcta,
imposibilitan la infinitud del proceso y no logran realizar una aproximacion. Debido a que,
determina el patron de manera correcta, pero, al no interpretar la fraccion como docente hace que
no la considere un niumero completo sino como dos nimeros separados por una rayita (Fandifio,
2009) esto, hace que el estudiante opere las fracciones como numeros naturales, es decir, traslada
propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los nimeros racionales (Fandifio, 2009) asi
mismo, presenta dificultad con la nocion de infinito porque, discretiza la infinitud del proceso
(Fandifio, 2009). Para complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un
ejemplo del andlisis pregunta a pregunta para la T4E2:

4.4.2.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T4E2

Gréafico 17. Evidencia T4P3E2

Descripcion T4P3E2
Como el estudiante en el punto anterior habia establecido un limite parcial para la serie que era

1 . . .
-, €N esta pregunta, expresa como las anteriores areas las habia hallado sumando dos veces los
1

. 1 1 . 1 1
denominadores entonces — + — = y expresa en lenguaje natural que — se pasa de 1—
64 64 128 128 124

pero que se aproxima el primero la secuencia.

Anélisis T4P3E2

Al igual que en la anterior respuesta, el estudiante no interpreta a la fraccion como un nimero
completo (Obando, 2003) y esto hace que separe numeradores de denominadores sumando éstos
ultimos como su regla de generalizacion, asi mismo, esta forma de interpretar la fraccion hace
gue recurra a sus conocimientos previos como lo son las propiedades y operaciones con nimeros
naturales por ello, traslada estas propiedades y operaciones al conjunto de los racionales
positivos (Fandifio, 2009) lo que conlleva a una respuesta incorrecta, a su vez, en el trasfondo
de la respuesta del estudiante se identifica que su regla de generalizacion le permite hallar
diversas areas a las dadas, sin embargo, como razona con las fracciones como si fueran nimeros
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naturales, esto, hace que estas infinitas areas que pueda hallar estén bajo la interpretacion del
infinito en potencia y no en acto lo que posibilita dificultades al momento de comprender la
nocion de densidad de los racionales positivos (Fandifio, 2009).

Entrevista T4P3E2

Docente Juan: Como resolviste la pregunta 3? Christopher: En el tercero, no sé como hacer esa
area, pero 64 + 64 = 128 pero se pasa, pero se aproxima entonces no sé como hacer para esa
area. Docente Juan: Christopher explicame de nuevo qué fue lo que hiciste. Christopher:

. , p 1 1 1
Digamos que el area del cuadrado no cambia y como 5. 68 el que buscamos entonces Sto=

1 . . . , .
5 S€ aproxima. Cuando el estudiante manifiesta que el area del cuadrado no cambia puede

hacer referencia a que el establecid 514 como su limite que como de 124 a 128 no es mucha la
diferencia entonces 128 esta muy cerca de 124.

4.4.3 Niveles de matematizacion alcanzados para la T4ES3.
Para la T4, la estudiante E3 se puede clasificar en la T4C3: El o la estudiante responden la (T4)
utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones de
éstas, determinando el patron correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de
suma entre racionales positivos, sugiriendo que el proceso es infinito y realizando una
aproximacion correcta, pero, sin utilizar procedimientos formales de las matematicas como el
limite ni tampoco notacion formal desde las matematicas. se encuentra en T4C3, porque determina
el patrén correcto para describir la sucesion (Mora, 2012), halla las tres siguientes areas como lo
especificaba la pregunta, también, aproxima de manera correcta la serie a su limite realizando la
suma de fracciones de manera correcta, es decir, la estudiante no presenta dificultad en la gestion
de algoritmos (Fandifio, 2009), sin embargo, aunque no lo hace explicito, la estudiante realiza una
transformacion de tratamiento (Duval, 2009) de la notacion fraccion a la notacion decimal para
determinar tal aproximacién. Por otro lado, se encuentra en T4C2 o nivel de matematizacion
referencial: El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,

representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el patron correcto de la serie y
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realizan de manera correcta la operacion de suma entre racionales positivos, sin embargo, al
trasladar caracteristicas y propiedades de los numeros naturales al conjunto de los racionales
positivos limitan la infinitud del proceso y asi mismo no logran hacer la aproximacion. Porgue,
posiblemente existe una dificultad con la nocion de infinito (Fandifio, 2009), ya que al preguntarle
cuantas areas se deben sumar para alcanzar el limite 1, la estudiante discretiza la infinitud del
proceso. Para complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo
del analisis pregunta a pregunta para la T4E3:

4.4.3.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T4E3

AT 5S¢ aproXamb ‘o A

Grafico 18. Evidencia T4P2E3

Descripcion T4P2E3
En la respuesta de la estudiante se identifica que haciendo uso del Ienguaje aritmético representa

63
la suma de las seis areas de la siguiente manera = + 14l + + >+ a = —. Y expresa en

lenguaje natural que la serie se aproxima a 1.

Anélisis T4P2E3

En la respuesta de la estudiante se identifica que logra establecer una aproximacion correcta de
la serie, asi mismo, se identifica que la estudiante no presenta dificultad en la gestion de
algoritmos (Fandifio, 2009) debido a que se puede reconocer que utilizé la suma de fracciones

haciendo uso del minimo comin maultiplo, de la siguiente manera:
mem (2,4,8,16,32,64) =2 X2 X2X2X 2% 2 =2°=64

2 4 8 16 32 642
1 2 4 8 16 322 rrrr. 1.1
2+4 8+16 32+64_
1 2 4 8 162
(64 + 2)(1)(64 + 4)(1)(64 = 8)(1)(64 + 16)(1) (64 + 32)(1)(64 + 64)(1)
1 2 4 8 |2 o4
P S 32+16+8+4+2+1 63
B 64 T 64
1 2 |2
1
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De esta manera, puede interpretar cuando la estudiante expresa que la secuencia se aproxima
a 1 que o pudo haber realizado una transformacién de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion
fraccion a la notacion decimal para determinar dicha aproximacién o por el contrario,

comprende que la unidad en los racionales positivos se puede representar como % en ese sentido,

al ser la suma parcial g pudo la estudiante identificar que % =1yque g no distaba mucho de

la unidad y por ello, asumié que era 1 a lo que se aproximaba la serie.

Entrevista T4P2E3

Docente Juan: Lina ¢Por qué al nimero que se aproximan las areas es al 1? Lina: al sumar las 6
areas de los cuadrados al nimero que se aproximan es a 1, ya que todo es parte de una fraccion
de un entero en este caso del 1. De la respuesta de la estudiante se puede interpretar que
reconocio que cada vez que suma un area mas esta sumando una parte menor que la anterior.

4.4.4 Niveles de matematizacion alcanzados para la T4E4.
Para T4, la estudiante E4 se puede clasificar en la T4C3 o nivel general de matematizacion: El o
la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones
figurales o combinaciones de éstas, pero, no determinan el patron correcto de la serie y al trasladar
propiedades y operaciones propias de los numeros naturales al conjunto de los racionales positivos
no realizan la operacién de suma entre nimeros racionales de manera correcta, imposibilitan la
infinitud del proceso y no logran realizar una aproximacion. Debido a que, la estudiante determina
el patron (Mora, 2012) y las tres siguientes areas como lo requerian las preguntas y realiza una
transformacion de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccion a la notacion decimal para
realizar la suma de la serie, con ello, realiz6 una aproximacion correcta de la serie a su limite, sin
embargo, se le puede también clasificar en la T4C2 o nivel referencial: El o la estudiante responden
la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o
combinaciones de éstas, determinando el patrdn correcto de la serie y realizan de manera correcta
la operacion de suma entre racionales positivos, sin embargo, al trasladar caracteristicas y
propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la infinitud

del proceso y asi mismo no logran hacer la aproximacién. Debido a que, en la pregunta P3, al
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preguntarle a la estudiante cuantas areas debe sumar, ésta responde que deben ser solo las que se
hallaron en las preguntas anteriores, esto, sugiere que la estudiante presenta una dificultad con
respecto a la nocion de infinito en matematicas (Fandifio, 2009). Para complementar lo expresado
en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la
T4E4:

4.4.4.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T4E4

Grafico 19. Evidencia T4P2E4

Descripcion T4P2E4

La estudiante presenta en lenguaje aritmético cada una de las areas en forma descendente y en
notacion decimal que son: 0.5,0.25,0.125,0.0625,0.03125 y 0.015625 sin embargo, en la
evidencia no se alcanza a notar la suma pero, su resultado es 0.984375,luego expresa en
lenguaje natural que la serie se aproxima a 1.

Analisis T4P2E4

En la respuesta de la estudiante se identifica que realizé una transformacion de tratamiento
(Duval, 1999) de la notacién fraccién a la notacién decimal y como lo expresa Broitman et al
(2003) la notacion decimal permite reconocer aspectos que la notacién fraccién no lo permite
de forma facil.

Entrevista T4P2E4

Docente Juan: ¢Cémo resolviste la segunda pregunta? Tania: yo lo que hice fue pasar los
fraccionarios a decimales dividiéndolos, entonces, acé estan los fraccionarios los sumé me dio
esto y como vemos es 0.984375 por lo que 0.9 se aproxima al nimero 1 entero. De la respuesta
de la estudiante se puede interpretar algo que es de suma importancia y que como lo manifiesta
Fandifio (2009) es necesario tener una nocion de lo que es el infinito pues muchos objetos
matematicos tienen que ver con esta nocion, en este caso, el que la estudiante realice de manera
correcta esta aproximacion haciendo uso de la notacion decimal permite entrever que identificd
que el proceso se puede realizar de forma indefinida.
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4.5 Niveles de matematizacion alcanzados para la T5 de cada caso

45.1 Niveles de matematizacion alcanzados para la T5E1L.
Para T5, el estudiante E1 se puede clasificar en la T5C2: El o la estudiante responden la (T5)
utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones de
éstas. Determinan el patrén correcto de la sucesion, sin embargo, al trasladar caracteristicas y
propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la infinitud
del proceso, aunque reconocen que la sucesion disminuye, aunque no logran determinar la
aproximacion. Debido a que, determina el patron correctamente y halla las tres areas siguientes
que solicitaba la pregunta, esto sugiere que el estudiante puede describir de manera correcta la
sucesion, sin embargo, presenta dificultad con la nocién de infinito (Fandifio, 2009), ya que cuando
se le pregunta cuantas areas se deben sumar para aproximarse al limite, el estudiante limita el
proceso e interpreta que el limite es un ndmero variable que depende de cuantas areas se
determinen siguiendo el patron, esto, puede ser causado por el hecho de que el conjunto de los
numeros naturales no es acotado superiormente y este razonamiento lo traslada hacia los nimeros
racionales por tanto, el estudiante traslada propiedades y caracteristicas de los nimeros naturales
hacia el conjunto de los numeros racionales (Fandifio, 2009) que le impiden realizar una
aproximacion acertada de la sucesion. Para complementar lo expresado en este analisis, a
continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T5EL:

4.5.1.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T5E1

SO ! __,‘l-‘Y $ :
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Grafico 20. Evidencia T5P3E1

Descripcion T5P3E1
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El estudiante manifiesta en lenguaje natural que, dependiendo del resultado anterior, es decir, lo
expuesto por él en la segunda pregunta, se pueden hallar infinitas areas que dependen el nUmero
anterior.

Anélisis TS5P3E1

Al igual que en la segunda pregunta el estudiante traslada propiedades del conjunto de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009) en tanto, la idea de
infinito en potencia que no esta acotado superiormente hace que el estudiante piense que la
sucesion no tenga un limite, por tanto, el estudiante presenta dificultad en la interpretacion del
infinito actual (Fandifio, 2009).

Entrevista TS5P3E1

Docente Juan: Carlos ¢ Me puedes explicar porque las areas son infinitas? Carlos: bueno en este
caso como ya dije en la segunda pregunta los resultados pueden ser infinitos, por lo tanto, el
namero de areas deberia ser dependiendo del nimero anterior que nos hubiera dado entonces,
podemos escoger cualquier nimero infinito que sea de cero a 5 dependiendo del que queramos
puede ser no sé el 12045, que termine en 5 pues es divisible por cinco lo cual es funcional en
este caso. Como se puede vislumbrar el estudiante no reconoce que el proceso es infinito, sino
que dependiendo del limite parcial que se escoja se determinan las areas que se necesitan.

45.2 Niveles de matematizacion alcanzados para la T5E2.
Para la T5, el estudiante E2 se puede clasificar en la T5C2 o nivel de matematizacion referencial:
El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Determinan el patron correcto de la sucesion,
sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los
racionales positivos limitan la infinitud del proceso, aungue reconocen que la sucesion disminuye,
aungue no logran determinar la aproximacién. Debido a que, el estudiante establece el patron
correcto y determina las tres areas siguientes como lo solicitaba la tarea, sin embargo, al momento
de explicitar como realizo el proceso para determinarlas, se pudo reconocer que el estudiante no
interpreta a la fraccion como un cociente (Gairin, 1998) sino como dos numeros naturales
separados por una rayita, esto, hace que el estudiante opere las fracciones como si fueran nimeros

naturales, en consecuencia, el estudiante traslada propiedades y operaciones de los nimeros
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naturales al conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009). Asi mismo, se le puede clasificar
en la T5C1 o nivel de matematizacion situacional: El o la estudiante responden la (T5) utilizando
lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, pero,
no determinan el patron correcto de la sucesion y al trasladar propiedades de los niUmeros naturales
al conjunto de los racionales positivos no reconocen que los valores de la sucesion van
disminuyendo acercandose al numero fijo cero, asi mismo, imposibilitan la infinitud del proceso.
Debido a que, a pesar de que hall6 el patrdn y correcto pero, de una manera incorrecta y a pesar
de que determind las areas siguientes de manera correcta, se puede entrever que al no interpretar
la fraccion como un cociente hace que las opere como nUmeros naturales, es decir, traslada
propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009) en
tanto, al fijar sus razonamientos en los denominadores despojandolos de los numeradores,
interpreta que éstos numeros se comportan igual que los nimeros naturales y por ello, al igual que
los nimeros naturales que no tienen una cota superior traslada esta idea a la T5, impidiéndole
establecer una aproximacion acertada para la sucesion. Para complementar lo expresado en este
analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T5E2:

4.5.2.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T5E2

Gréfico 21. Evidencia T5P2E2

Descripcion T5P2E2
Al igual que en la pregunta anterior, el estudiante de acuerdo con su patrén encontrado establece

s -y 1 . . . oy
que el limite de la sucesion llega hasta % haciendo uso del lenguaje aritmético.

Anélisis T5P2E2
En la respuesta del estudiante se reconoce que discretiza el proceso pues no da cuenta de que el

- . . 1 - , . o
proceso se pueda realizar més alla de % lo que sugiere que el obstaculo epistemologico del
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infinito se encuentra presente en el razonamiento del estudiante (Fandifio, 2009) asi mismo, la
idea de infinito que se puede interpretar en la respuesta del estudiante es coherente con el infinito
potencial como el que se encuentra implicitamente en el conjunto de los nimeros naturales que
carece de cota superior y por ello, no converge a ningin namero fijo, esto, sugiere que el
estudiante traslada esta interpretacion del infinito al conjunto de los racionales positivos que
tienen de manera implicita el infinito actual, por ello, podria decirse que el estudiante traslada
propiedades de los numeros naturales al conjunto de los racionales (Fandifio, 2009).
Entrevista T5P2E2

Docente Juan: ¢,como resolviste la segunda pregunta? Christopher: En el segundo, pues hice
1 , . .
todo esto para llegar a 5 Y Son catorce areas mira, bueno trece conté mal. Docente Juan: pero

1 - 1 .. , , ,
Jpor qué %? Christopher: Puse 5 Porque es suficiente, yo sabia que podia hacerlo méas veces,

pero, me parecia excesivo. De la respuesta del estudiante se puede interpretar que posee una
nocion de la idea de infinito, pero, del infinito en potencia, sin embargo, para el caso de la nocién
de densidad es necesario tener una idea del infinito actual en la cual un subconjunto propio de
ella converge hacia un entero fijo.

453 Niveles de matematizacion alcanzados para la T5E3.
Para la T5, la estudiante E3 se puede clasificar en la T5C3 o nivel de matematizacion general: El
o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones
figurales o combinaciones de éstas. Determinan el patron correcto de la sucesion, asi mismo,
reconocer que la sucesion disminuye y que va acercandose a cero, sin embargo, no utilizan
procesos formales de limite ni notacion formal desde las matematicas. Debido a que, determina el
patron correcto y asi mismo las areas siguientes solicitadas por las preguntas lo que indica que la
estudiante puede describir de manera correcta la sucesion (Mora, 2012). Asi mismo, a través de
una transformacion de tratamiento de la notacion fraccion a la notacion decimal, la estudiante
identifica que los valores decimales se van acercando a cero y establece de manera correcta que el
limite de la sucesion tiene a cero, sin embargo, se presenta dificultad al respecto de la nocion de

infinito (Fandifio, 2009) porque a pesar de que determina diversas areas para la sucesion, en su
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respuesta discretiza imposibilita la infinitud del proceso. Para complementar lo expresado en este
analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T5E3:

4.5.3.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T5E3
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Grafico 22. Evidencia T5P2E3

Descripcion T5P2E3
La estudiante expresa en lenguaje natural que la sucesion se acerca a cero y luego realiza una
explicacion haciendo uso de lenguaje aritmético sobre como determind esta aproximacion, para

ello, realiza una conversion de notacién fraccion a notacion decimal de la siguiente manera % =
1+35=0.0285714,— = 1+40 = 0.025, —=1+45 = 0.02y - = 1+ 50 = 0.02.
Anélisis T5P2E3

En la respuesta de la estudiante se reconoce que comprende la fraccion como cociente y que la
notacion decimal como lo expresa (Panizza y Alvarez, 1990) y (Broitman et al, 2005) contribuye
a la comprension de la densidad de los nimeros racionales positivos con mayor facilidad que la
notacion fraccidn y en este caso particular contribuye a los procesos de aproximacion.
Entrevista T5P2E3

Docente Juan: ¢Por qué la secuencia se acerca a cero? Lina: n el segundo punto al nimero que
se acerca es a 0 ya que dividiendo las areas entre si se van acercando a ese numero. Como se
puede evidenciar en la respuesta de la estudiante, se confirma lo expresado en el analisis al
respecto de que comprende la fraccion como cociente y que la notacién decimal le permitio
reconocer la aproximacion a 0 de la secuencia.

454 Niveles de matematizacion alcanzados para la TSEA4.
Para la T5, la estudiante E4 se puede clasificar en la T5C2 o nivel de matematizacion referencial:
El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Determinan el patrén correcto de la sucesion,
sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades de los nimeros naturales al conjunto de los

racionales positivos limitan la infinitud del proceso, aunque reconocen que la sucesion disminuye,
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aunque no logran determinar la aproximacion. Debido a que, la estudiante determina el patron
correcto y halla las tres areas sucesivas de la sucesion lo que para Mora (2012) significa que la
estudiante puede describir de manera correcta la sucesion, sin embargo, se puedo reconocer en la
estudiante una dificultad con respecto a la nocion de infinito (Fandifio, 2009) porque imposibilita
la infinitud del proceso y esto, hace que no pueda identificar que los valores de la sucesion tienden
a cero. Para complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo
del analisis pregunta a pregunta para la TS5EA4:

4.5.4.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T5E4
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Gréfico 23. Evidencia T5P2E4

Descripcion T5P2E4

La estudiante expresa en lenguaje aritmético que la sucesién se aproxima a 3—15 = 0.02857186.
Anélisis TS5P2E4

En larespuesta de la estudiante se reconoce que realiza una trasformacion de tratamiento (Duval,

2009) de la notacién fraccion a la notacién decimal, esto, permite inferir que la estudiante
comprende a la fraccion como cociente (Gairin, 1998). No obstante, el hecho de que la estudiante

- 1 , . ., . . .
estableciera 35 como el nimero al cual se aproxima la sucesion sin considerar los anteriores

términos ni la infinitud del proceso puede ser consecuencia de una dificultad con la idea de
infinito en matematicas (Fandifio, 2009).
Entrevista T5P2E4

, . 1 . . - , )
Docente Juan: ¢Por qué la secuencia se acerca a E? Tania: yo disminui otra area que el

resultado, si seguimos la secuencia de cinco de cinco es 3o S lo pasamos a decimales que es

dividiendo 1 en 35 es 0.02857186. Hay muchas formas de acercar un nimero decimal a otro
dependiendo de si se compara con otro o con el mismo o si se cambia a otro nimero en este caso
para asemejarlo en forma descendente yo solo cambie el 6 por un cinco. Como se puede inferir,
la estudiante presenta una dificultad con la idea de infinito en tanto imposibilita la infinitud del

. , P 1 1
proceso estableciendo un &area mas 35 Y expresa que acercarse a — = 0.02857186 es

disminuyendo el altimo término decimal en 1 es decir 0.02857185.
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4.6 Niveles de matematizacion alcanzados para la T6 de cada caso

4.6.1 Niveles de matematizacion alcanzados para la T6EL.
Para la T6, el estudiante E1 se puede clasificar en la T6C2 o nivel referencial de matematizacion:
El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos nameros en el intervalo
racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre codmo determinar tales nimeros y asi mismo
reconocen que hay infinitos nimeros entre los limites del intervalo, aungque no lo representen de
manera formal desde las matematicas. Debido a que, el estudiante determina algunos ndmeros
dentro del intervalo y que hay infinitos niUmeros en éste, sin embargo, se le puede clasificar en la
T6C1: El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos nameros en el intervalo
racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre como determinar tales nimeros y al trasladar
propiedades del conjunto de los nameros naturales al conjunto de los racionales positivos
manipulan éstos como nimeros naturales. Porque el estudiante manifiesta que existen dos clases
de numeros decimales, los basicos y los otros, para €l los basicos son 1.1,1.2,1.3, ... y los otros
toman los numeros basicos y les agregan centésimas, milésimas y asi sucesivamente, sin embargo,
esto sugiere que el estudiante estd aln razonando desde las propiedades del conjunto de los
nimeros naturales y trasladar éstas, al conjunto de los racionales (Centeno, 1996) asi mismo, se
comprueba que lo expresado por Broitman et al (2003) puede ser una estrategia que facilita la
comprension de la nocién de densidad y es que la notacién decimal facilita el proceso. Para
complementar lo expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del andlisis

pregunta a pregunta para la T6E1:
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4.6.1.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T6E1

Gréfico 24. Evidencia T6P1E1

Descripcion T6P1EL

El estudiante expresa en lenguaje natural que para saber cudntos nimeros hay entre el nimero
1y el numero 2 se tiene que tener en cuenta cuales nimeros son decimales y que estos nimeros
serian: {1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9}.

Anélisis T6P1E1

En la respuesta del estudiante se reconoce que extrapola las propiedades de orden entre nimeros
naturales al conjunto de los racionales en tanto establece que los nimeros racionales que se
encuentran entre 1 y 2 son el {1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9} lo cual sugiere que los trata
como si fueran numeros naturales Centeno (1990), Fandifio (2009). Asi mismo, en esta en la
respuesta a esta pregunta se identifica que el estudiante presenta dificultad con la idea de infinito
en tanto no deja posibilidad a poderse hallar dentro del mismo intervalo racional infinitos
nameros racionales, por ello, presenta dificultad con la nocion de densidad de los nimeros
racionales positivos.

Entrevista T6P1E1

Docente Juan: ;cdémo resolviste la pregunta 1? Carlos: bueno aqui como ya les acabé de explicar
la Unica manera de sacar nimeros entre el uno y otro que sean naturales seria los nimeros
decimales, por lo tanto, aqui, por ejemplo, seria 1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9 para que
lleguen hasta el 2, estos serian los nimeros basicos entonces estos serian los nimeros. Como se
puede evidenciar en la respuesta de la entrevista, el estudiante traslada propiedades de los
nameros naturales al conjunto de los racionales positivos como se expreso en el analisis.

4.6.2 Niveles de matematizacion alcanzados para la T6E2.
Para la T6, el estudiante E2 se puede clasificar en la T6C1 o nivel de matematizacion situacional:
El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos ndmeros en el intervalo
racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre como determinar tales nimeros y al trasladar

propiedades del conjunto de los ndmeros naturales al conjunto de los racionales positivos
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manipulan éstos como nimeros naturales. Debido a que, traslado propiedades del conjunto de los
numeros naturales al conjunto de los racionales (Centeno, 1996) en tanto operd los nimeros
racionales en notacién decimal y los ordend como si fueran nimeros naturales bajo la idea de
siguiente, a su vez, se reconoce una dificultad con el cero (Centeno, 1996) ya que para él 1.1 es
diferente de 1.10 de esta manera, establece que en el intervalo racional (1, 2) existen solo 12
numeros, esto, también permite reconocer que existe una dificultad con respecto a la nocion de
infinito (Fandifio, 2009) debido a que el estudiante no reconoce la infinitud de nimeros que existen
en dicho intervalo. Para complementar lo expresado en este analisis, a continuacién, se presenta
un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T6E2:

4.6.2.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T6E2

Gréafico 25. Evidencia T6P1E2

Descripcion T6P1E2

El estudiante expresa en lenguaje aritmético los nimeros racionales que se encuentran en el
intervalo racional 1y 2, que son: 1.0,1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9,1.10,2.0.

Anélisis T6P1E2

En la respuesta del estudiante se reconoce el obstaculo epistemoldgico del cero (Centeno, 1990)
debido a que no tiene en cuenta que 1.1=1.10 esto es, el estudiante debido a su interpretacion
del cero desde el conjunto de los nimeros naturales omite o cambia el nimero en este caso, para
el estudiante 1.0 # 1, a su vez, se reconoce que extrapola las propiedades de orden entre
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos (Fandifio, 2009) por ello, considera
que entre 1y 2 se encuentra el 1.1 hasta el 1.10 en este caso tratando el intervalo racional como
si fueran nimeros naturales.

Entrevista T6P1E2

Docente Juan: ;,como resolviste la primera pregunta Christopher? Christopher: yo puse decimas
bueno decimales esta de 1.0 a 2.0 que hay 12. Docente Juan: pero ¢(Por qué 12 décimas?
Christopher: profe la verdad es que no sé como contar en decimales. Como se puede vislumbrar
en la respuesta del estudiante se reconoce que al no tener una idea de la nocion de densidad lo
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que hizo fue recurrir a sus conocimientos previos basados en el conteo y posicion de las cifras
de los numeros naturales y trasladarlo al conjunto de los racionales positivos.

4.6.3 Niveles de matematizacion alcanzados para la T6E3.
Para la T6, la estudiante E3 se puede clasificar en la T6C2 o nivel de matematizacion referencial:
El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos nameros en el intervalo
racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre como determinar tales nimeros y asi mismo
reconocen que hay infinitos nimeros entre los limites del intervalo, aunque no lo representen de
manera formal desde las matematicas. Debido a que, la estudiante establece algunos nimeros
dentro del intervalo racional (1.2) y reconoce la infinitud de su cantidad, sin embargo, no hay
control sobre como determinar esos nimero, a su vez, para esta tarea especifica existe una
categoria emergente en la que la estudiante reconoce caracteristicas superficiales de la nocién de
densidad pero no tiene representaciones semiéticas a su disposicion para poder expresar lo que
esta razonando, no obstante, se reconoce que como lo expresa Broitman et al (2003) a la estudiante
se le facilita reconocer la nocion de densidad a través de la notacion decimal lo cual, se refleja en
el hecho de que los nUmeros que presenta en su mayoria agregan ceros intermedios entre los
nameros entre la coma y el nimero decimal que esté al lado derecho. Para complementar lo
expresado en este analisis, a continuacion, se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta
para la T6E3:

4.6.3.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T6E3
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Gréfico 26. Evidencia T6P1E3

139



Descripcion T6P1E3

La estudiante expresa en lenguaje aritmético algunos nimeros que se encuentran en el intervalo
ly?2.

Anélisis T6P1E3

En la respuesta de la estudiante se reconoce como lo expresan Panizza y Alvarez (1990) y
Guichon et al (2005) que la densidad de los numeros racionales positivos se les facilita haciendo
uso de la notacion decimal, sin embargo, se reconoce que los numeros ejemplificados por la
estudiantes son espontaneos o sin ningun control pues como la manifiesta Fandifio (2009) los
estudiantes ante objetos matematicos como el infinito y los que sobre él se basan tienden a
recurrir a su intuicion y no a una respuesta elaborada y pensada con mas detenimiento.

Entrevista T6P1E3

Docente Juan: Lina, tu presentas algunos numeros, pero, no indicas de donde salieron estos
nameros ¢Puedes explicarlo? Lina: algunos numeros racionales entre el uno y dos son 1,1;
1,005; 1,09; 1,8 etc. puede haber mas ya que son infinitos. En la respuesta de la estudiante, se
reconoce que comprende la infinitud de los nimeros racionales que puede haber en el intervalo
1y 2, esto, sugiere que la estudiante no presenta dificultad con la nocion de infinito (Fandifio,
2009).

4.6.4 Niveles de matematizacion alcanzados para la T6EA4.
Para la T6, la estudiante E4 se puede clasificar en la T6C2 o nivel de matematizacion referencial:
El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético,
representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos nameros en el intervalo
racional (1,2) sin embargo, no hay un control sobre como determinar tales nimeros y asi mismo
reconocen que hay infinitos nimeros entre los limites del intervalo, aunque no lo representen de
manera formal desde las matematicas. Debido a que, la estudiante determina algunos nimeros,
pero, basados en el orden de lo naturales, esto es, 1.1, 1.2, 1.3... A su vez, reconoce que hay
infinitos nameros dentro del intervalo racional (1,2) sin embargo, para representar la nocion de
densidad traza una recta numérica y dentro del intervalo (1,2) traza rayitas muy juntas con las
cuales considera explica la densidad, en ese sentido, no hay control sobre como determinar esos

nlmero, a su vez, para esta tarea especifica existe una categoria emergente en la que la estudiante
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reconoce caracteristicas superficiales de la nocién de densidad pero no tiene representaciones
semidticas a su disposicion para poder expresar lo que esta razonando, no obstante, se reconoce
que como lo expresa Broitman et al (2003) a la estudiante se le facilita reconocer la nocion de
densidad a través de la notacién decimal lo cual, se refleja en el hecho de que los nimeros que
presenta en su mayoria agregan ceros intermedios entre los nimeros entre la coma y el nimero
decimal que esté al lado derecho. Para complementar lo expresado en este analisis, a continuacion,
se presenta un ejemplo del analisis pregunta a pregunta para la T6E4:

4.6.4.1 Extracto del analisis pregunta a pregunta T6E4

s ndmeied entre el
! i
T {71
&1 Hansida d 50 4 {
4 - - — 1’ S -

Gréafico 27. Evidencia T6P1E4

Descripcion T6P1E4

La estudiante expresa en lenguaje natural que se trata de la propiedad de densidad de los nimeros
racionales y seguido presenta algunos numeros, que son, 1.5,1.2,1.3,1.4,1.9.

Anélisis T6P1E4

En la respuesta que borrd la estudiante se reconoce que discretiza el infinito en tanto iba a
ejemplificar la  secuencia referenciada a los nOmeros naturales, es decir,
1,2;1,3;1,4;1,5;1,6; 1,7; 1,8; 1,9 lo cual posibilita pensar que la estudiante traslada
propiedades de orden entre nimero naturales a los nimeros racionales positivos Fandifio (2009).
A su vez, se puede interpretar por la respuesta en lenguaje verbal que, la estudiante se apoyé en
alguna investigacion realizada por ella o tuvo ayuda de alguna persona.

Entrevista T6P1E4

Descripcion Juan: ¢Como resolviste la pregunta 1? Tania: , vemos que es la propiedad de
densidad en este caso yo lo hice con nimeros decimales puse algunos ejemplos como los son
1,1 etc. Al parecer la estudiante investigo sobre la propiedad de densidad y por ello, asumio que
son infinitos, pero, no especifica su interpretacion del infinito.
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4.7 Resumen de los niveles de matematizacion alcanzados por cada caso al respecto de las
fendmenos y propositos de las tareas

471 Resumen de los niveles de matematizacion alcanzados para EI.
Para sincopar la informacion, a continuacion, se presenta un grafico que resume los niveles de

matematizacion alcanzados por E1 al respecto de las tareas:

E1

Tabla 1

Frecuencias de los niveles de :

matematizacion  alcanzados por el 1s

estudiante E1 )

E1l T1L T2 T3 T4 T5 T6 . I

Situacional 0 O 0 0 0 1
Referencial 0 0 1 1 1 1 n m 0mom oo
Gene ral 1 1 1 O 0 O m Situacional Referencial General Formal
Formal 0O O 0 0 0 0

Gréfico  28. Niveles de matematizacion
alcanzados por E1 de acuerdo con las
categorias de analisis.

Como se puede observar para las T1 y T2, E1 alcanza un nivel general de matematizacion, es
decir, el estudiante logra ordenar fracciones homogeéneas y unitarias respectivamente de manera
correcta, sin embargo, no hace uso de notacion formal ni de procesos algoritmicos formales desde
las matemaéticas para generar tales ordenamientos, por ello, frente al fenémeno 1, se puede inferir
que el estudiante reconoce como ordenar numeros racionales pero no desde procedimientos ni
notacién formales de las matematicas, es decir, se encuentra en un nivel intermedio entre el nivel
de matematizacion general y el formal. Por otro lado, para la T3, E1 se encuentra en dos niveles
de matematizacion que son el referencial y general, porque establece los limites del intervalo de
manera correcta, reconoce la infinitud de los nimeros dentro de éste, pero, el nUmero que encuentra
en el intervalo y el cual toma como referencia para hallar otros mas esta sujeto a un razonamiento

desde el conjunto de los nimeros naturales, en ese sentido, el hecho de que se encuentre en dos
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categorias para T3 puede ser un indicio de que esta el proceso de transitar de un nivel a otro o que
estd apropiando hasta ahora ciertas propiedades, caracteristicas y operaciones al respecto de la
nocion de intervalo, infinito y nocion de densidad. Para T4 y T5, E1 se encuentra en un nivel de
matematizacion referencial porque, aunque hallo los patrones de cada una de las sucesiones y las
areas sucesivas, no logro realizar una aproximacion de las mismas, ni reconocio su infinitud por
ello, frente al fendmeno 3 el estudiante requiere de mas tratamientos desde el nivel general que le
hagan romper con algunas propiedades que tiende generalizar del conjunto de los naturales al de
los racionales positivos, es decir, el estudiante debe reconocer que el infinito no solo es potencial
sino también actual y por ultimo para la T6, E1 se encuentra en dos niveles de matematizacion que
son el situacional y el referencial porque determina algunos nimeros dentro del intervalo racional
(1,2) y reconoce su infinitud, sin embargo, el hecho de que diferenciara entre nUmeros basicos y
los otros numeros, permite pensar que el estudiante ain razona para ciertas caracteristicas de la
nocion de densidad desde el conjunto de los nimeros naturales y por ello, frente al fenémeno 4
debe trabajar actividades que impliquen un control sobre coémo hallar distintos nimeros dentro de
un intervalo.

472 Resumen de los niveles de matematizacion alcanzados para E2.
Para sincopar la informacion, a continuacion, se presenta un grafico que resume los niveles de

matematizacion alcanzados por E2 al respecto de las tareas:
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Tabla 2 >
Frecuencias  de los niveles  de L
matematizacion  alcanzados  por el 2
estudiante E2 1

1
E2 T1I T2 T3 T4 T5 T6 0s I I I I I
0

Situacional 0 1 1 1 1 1 . - . 4 s s
Referencial 1 1 0 0 1 0 mSituacional WReferencial MGeneral ™ Formal
General 0 1 0 0 0 0
Formal 0 0 0 0 0 0

Gréfico  29. Niveles de matematizacion
alcanzados por E2 de acuerdo con las
categorias de analisis.

Con respecto a la T1, el estudiante se encuentra en un nivel de matematizacion referencial
porque establece un orden haciendo uso de lenguaje natural y lenguaje aritmético (notacién
fraccion) pero, el orden es incorrecto porque ordena las fracciones como numeros naturales. Para
la T2, el estudiante se encuentra en un nivel de matematizacion situacional, referencial y general
porque, aunque realiza una transformacién de tratamiento de la notacion fraccion a la notacion
decimal que le permite hallar el orden correcto, no obstante, en las T2P4 y T2P5 se reconoce que
responde desde su intuicion fundamentado en la tarea y no objetivandose de ella (Duval, 1999) por
esta razon, frente al fendbmeno 1, este estudiante requiere reforzar tareas donde deba realizar un
cambio de unidad con fracciones unitarias y priorizar la relacion entre magnitudes desde registros
aritméticos. Para la T3, E2 se encuentra en un nivel de matematizacion situacional debido a que

no logro6 establecer los limites del intervalo y trasladé operaciones de los nimeros naturales al
. . . Ty . . - I . Ty
conjunto de los racionales, impidiéndole determinar mas numeros aparte de 5 asi mismo, le impidié

reconocer la infinitud de los nimeros dentro del intervalo, por ello, frente al fendmeno 2 el
estudiante requiere realizar tareas que le contribuyan a comprender el valor nimeros de las partes

y de orden entre fracciones unitarias y homogeéneas respectivamente. Para las T4 y T5, E2 halla
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los patrones respectivos de las sucesiones y las areas sucesivas, sin embargo, no logra realizar las
aproximaciones de manera correcta ni reconoce la infinitud del proceso sumado al hecho de operar
como numeros naturales los numeros racionales, por ello, para el fendmeno 3, el estudiante
requiere mas tareas que lo lleven a reflexionar sobre la diferencia en los procesos algoritmicos con
numeros racionales en contraste con los procesos algoritmicos con nimeros naturales, asi mismo,
trabajar aproximaciones analizando las sucesiones presentadas y la posibilidad de infinitud de su
proceso. Para la T6, E2 se encuentra en un nivel situacional, porque comprende que los nimeros
deben estar dentro de unos limites establecidos pero, al momento de establecer los nimeros dentro
de esos limites se basa en el orden entre nimeros naturales y por ello discretiza el proceso, en ese
sentido, frente al fendmeno 4, el estudiante requiere situaciones en las que se le guie a determinar
numeros dentro de intervalos cada vez mas pequefios en magnitud y reflexionar al respecto del
orden entre numeros racionales en sus distintas notaciones.

473 Resumen de los niveles de matematizacion alcanzados para E3.
Para sincopar la informacion, a continuacion, se presenta un grafico que resume los niveles de

matematizacion alcanzados por E3 al respecto de las tareas:

E3
Tabla 3 *
Frecuencias de los niveles de matematizacion
alcanzados por el estudiante E3 v

E3 T1L T2 T3 T4 T5 T6 :
Situacional 0o 0 0 0 0 O
Referencial o 0 o0 1 0 1 " o 0m om o om
General 1 1 1 1 1 0 mSituacional ~ WReferencial ™ General Formal
Formal 1 1 1 0 0 0

Grafico 30. Niveles de matematizacion
alcanzados por E3 de acuerdo con las
categorias de analisis.

Para las T1y T2, la E3 se encuentra en un nivel de matematizacion general y formal, porque

ordena de manera correcta fracciones unitarias y también homogéneas respectivamente, sin
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embargo, la estudiante presenta algunas dificultades al momento de usar la notacion formal desde
las matematicas por ello, para el fendmeno 1 la estudiante requiere reflexionar sobre
procedimientos formales desde las matematicas ordenar fracciones y como éstos pueden sincopar
el proceso. Para la T3, E3 se encuentra en nivel de matematizacion general y formal, porque
determina los limites del intervalo, halla algunos nimeros racionales dentro del intervalo, pero,
presenta dificultades al momento de utilizar la notacion formal desde las matematicas, asi mismo
hace uso de notacion simbolica, lo cual sugiere que la estudiante comprende que hay una infinitud
de numeros dentro del intervalo al establecer una variable, por ello, para el fendmeno 2 la
estudiante requiere de tareas que le permitan comprender como tener un control sobre la
determinacion de numeros dentro de un intervalo. Para la T4, E3 se encuentra en nivel de
matematizacion referencial y general, debido a que determina el patron correcto de la sucesion,
realiza la suma de numeros racionales en notacion fraccion de manera correcta e implicitamente
realiza una transformacion de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccion a la notacion
decimal para realizar una aproximacion correcta de la serie, sin embargo, debido a su nivel de
escolaridad no tiene dentro de sus herramientas cognitivas representaciones semidticas y conceptos
formales que le permitan avanzar al siguiente nivel por presentarse una dificultad con la nocion de
infinito (Fandifio, 2009) porque discretiza la infinitud del proceso. Para la T5, E3 se encuentra en
un nivel de matematizacion general, porque determina el patron correcto de la sucesion, realiza la
suma de nimeros racionales en notacion fraccion de manera correcta e implicitamente realiza una
transformacion de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccion a la notacion decimal para
realizar una aproximacioén correcta de la serie, sin embargo, debido a su nivel de escolaridad no
tiene dentro de sus herramientas cognitivas representaciones semidticas y conceptos formales que

le permitan avanzar al siguiente nivel por ello, para el fenédmeno 3, la estudiante requiere tareas
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que la hagan reflexionar sobre la caracteristica actual del infinito y sobre como representar
procesos infinitos. Para la T6, E3 se encuentra en un nivel de matematizacion referencial porque,
aunque reconoce ciertas caracteristicas como la infinitud del proceso, no presenta ninguna forma
de control sobre como hallar esos nimeros racionales, en ese sentido, la estudiante frente al
fendmeno 4 se puede inferir que lo interpreta desde lo intuitivo pero, le faltan herramientas, por
ello, la estudiante requiere tareas que la hagan reflexionar sobre la caracteristica actual del infinito
y sobre cdmo representar procesos infinitos.

474 Resumen de los niveles de matematizacion alcanzados para E4.
Para sincopar la informacion, a continuacion, se presenta un grafico que resume los niveles de

matematizacion alcanzados por E4 al respecto de las tareas:

E4
Tabla 4 B
Frecuencias  de los  niveles de ’
matematizacion  alcanzados  por el .
estudiante E4 01

E4 T1 T2 T3 T4 T5 T6 ,
Situacional 0 0 0 0 0 0 o - - e 15 16
Referencial 0 0 0 1 1 1 Rituacional - mReferencil 8 General# Fomal
General 1 1 1 1 0 0
Formal 0 O 0 0 0 0

Grafico  31. Niveles de matematizacion
alcanzados por E4 de acuerdo con las
categorias de analisis.

Parala T1y T2, la E4 se encuentra en nivel de matematizacion general porque logra ordenar
de manera correcta las fracciones unitarias y homogéneas respectivamente haciendo uso de una
transformacion de tratamiento (Duval, 1999) de la notacion fraccidn a la notacion decimal, en
consecuencia, para el fendmeno 1, la estudiante requiere tareas que le permitan hacer uso de
representaciones y operaciones formales desde las matematicas. Para la T3, E4 se encuentra en

nivel de matematizacion general porque establece los limites del intervalo y halla algunos nimeros
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dentro de mismo e incluso hace uso de el algoritmo ordenar fracciones con el cual garantiza que
los nimeros hallados se encuentren dentro de éste, asi mismo, utiliza el algoritmo para convertir
un numero decimal a fraccién, sin embargo, no hace uso de notacion formal por ello, para el
fendmeno 2, requiere tareas que la hagan reflexionar sobre la caracteristica actual del infinito y
sobre como representar procesos infinitos. Para la T4, E4 se encuentra en un nivel de
matematizacion referencial y general porque determina el patron correcto y halla las areas
siguientes junto con una aproximacion correcta de la serie realizando algoritmos correctos, sin
embargo, presenta dificultad con la idea de infinito (Fandifio, 2009) al discretizar la infinitud del
proceso. Para la T5, E4 se encuentra en un nivel de matematizacion referencial porque, aunque
halla el patron correcto y las areas siguientes no realiza una aproximacién correcta de la sucesién
y persiste su dificultad con la idea de infinito (Fandifio, 2009) por ello, para el fenémeno 3, la
estudiante requiere tareas que la hagan reflexionar sobre la caracteristica actual del infinito y sobre
cdmo representar procesos infinitos. Para T6, E3 se encuentra en un nivel de matematizacion
referencial porque, aunque reconoce ciertas caracteristicas como la infinitud del proceso, no
presenta ninguna forma de control sobre como hallar esos nimeros racionales, en ese sentido, para
el fendmeno 4, la estudiante requiere tareas que la hagan reflexionar sobre la caracteristica actual

del infinito y sobre como representar procesos infinitos.
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5. Conclusiones y reflexiones

De acuerdo con lo realizado, a continuacion, se daran a conocer las conclusiones y reflexiones
que surgen de esta investigacion teniendo en cuenta los objetivos propuesto. En ese sentido, al
respecto del instrumento (cuestionario abierto) se puede concluir que, permitié documentar los
niveles de matematizacion alcanzados por los estudiantes del grado octavo al respecto del orden y
la nocién de densidad de los racionales positivos sobre los cuales hablaremos mas adelante en este
capitulo. Sin embargo, debido a que dicho cuestionario fue construido para realizar un analisis
didactico a priori (Bressan et al, 2016), es decir, fue una primera etapa del mismo, no esta exento
de modificaciones y reflexiones que surgen después de su aplicacion y andlisis. De esta manera,

se pudo reconocer al respecto del instrumento que:
- Hizo falta puntos de comparacion entre las tareas, sobre todo en lo que respecta a las
representaciones, ya gque en un primer momento en su construccion de manera ingenua
y con el proposito de ser objetivo frente a los registros semidticos y, representaciones
que los estudiantes podian gestionar al resolver las tareas, las preguntas, en su mayoria
no representan aritméticamente las cantidades ni se exploran otro tipo de
representaciones aritméticas que segun la literatura facilitan o complejizan las
propiedades de orden y la nocién de densidad de los numeros racionales. Sumado a lo
anterior, y como se expuso en la parte final de la construccion del instrumento, aparte
de vincular la oracion “Explica con matematicas tu respuesta” también se debieron
presentar las cantidades en cada una de las tareas de forma aritmética como elementos
que exigieran del estudiante gestionar una u otra representaciones o realizar

operaciones sobre éstas (Duval, 1999).
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En lo que respecta a las tareas de orden (T1, T2), aunque fueron acertadas tanto en
orden como en forma, como se menciono parrafos atras, hizo falta proponer tareas de
orden, pero, con notacion aritmética y especificamente en notacion decimal, con ello,
se lograria reconocer en contraste si los estudiantes logran ordenar nimeros racionales
positivos de manera correcta. Asi mismo, la quita pregunta, de ambas tareas en lo que
se pudo vislumbrar en el analisis no proporcionaba mucha informacién, por ello, para
una cualificacion del instrumento se hace necesario eliminarla.

Asi mismo, el cuestionario en la T3 tuvo un error, en tanto se omitié una parte de las
indicaciones didacticas que se habian detectado tanto en el marco teérico como en el
acercamiento al analisis fenomenoldgico, esto es, no se debian proporcionar nimeros

racionales periddicos debido a que dificultan la comprension de ciertas caracteristicas
.y . . . .01
de la nocion de densidad y en la T3 en lenguaje natural se proporciona la fraccion >

Asi mismo, para esta tarea y para la T6, hizo falta considerar lo expuesto por Broitman
et al (2003) al respecto de la notacion utilizada para presentar los limites de un intervalo
racional, es decir, realizar combinaciones en las que el limite inferior se presente en
notacion decimal y el superior en notacion fraccion y, viceversa con el propdésito de
que los estudiantes gestionen sus preferencias sobre notacion que mas se les facilita y
es0 a su vez, seria un referente en lo educativo. Por otro lado, en cuando al orden de las
preguntas bateria de esta tarea, se cambi6 la primera pregunta y la segunda en orden
opuesto ya que primero el cuestionado debe hallar una posible cantidad y luego si
compararlas para determinar cual es mayor menor o igual, por ello, en una cualificacion

del cuestionario se hace necesario vincular este orden de las preguntas bateria.
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- Al respecto de la T4 y T5, se puede concluir que hizo falta preguntas que permitieran
contrastar las respuestas de los estudiantes en lo que respecta a los acercamientos por
derecha y por izquierda, a su vez, hizo falta proponer tareas de sucesiones que no
tuvieran un apoyo en registros semioticos geométricos, debido a que en el analisis
pregunta a pregunta se tuvo dudas al respecto de la P3 de la tareas T4 y T5, para
esclarecer, se tuvo dudas en saber si los estudiantes reconocian que al sumar los
términos de una sucesion éstos eran menores en magnitud cada vez o que a medida que
hallaban mas términos de una sucesion, dichos términos era cada vez menores en
magnitud.

- Por ultimo, en la T6, se pudo identificar del analisis pregunta a pregunta que hizo falta
proponer mas tareas que permitieran contrastarse entre ellas las gestiones de los
estudiantes y asi mismo, para garantizar que los estudiantes trasladan propiedades de
orden de los naturales a los racionales hizo falta dejar mas amplios los limites de
algunos intervalos racionales al igual que hacer uso de la notacién decimal y
combinaciones para representar los limites de dichos intervalos.

Conforme con lo anterior, el proposito de la construccién del cuestionario abierto, se cumplio
y fue coherente de acuerdo con el marco tedrico establecido ya que, permitio reconocer que los
estudiantes sin la necesidad de saber sobre series y sucesiones, logran gestionar estrategias y
representaciones que las pueden describir parcialmente, es decir, son elementos que se pueden
vincular en grados inferiores sin la necesidad de comprender el limite pero, que a su vez, propician
el reconocimiento de caracteristicas importantes como la idea de infinitesimal, el movimiento y la

aproximacion para la construccién de objetos matematicos mas complejos como los del calculo.
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Ademas, permitié reconocer que cuando los estudiantes comprenden el orden entre nimeros
racionales, se tienen muchos mas recursos para la construccion de la nocién de densidad, un caso
especifico, se puedo identificar en el analisis pregunta a pregunta de la T3, donde los estudiantes
que habian demostrado una comprension del orden entre numeros racionales sin saber qué es un
intervalo, lo establecieron de manera correcta y que dentro del mismo se podian hallar otros
numeros racionales. Asi mismo, se pudo reconocer que cuando los estudiantes realizan
transformaciones de tratamiento y transformaciones de conversion (Duval, 1999) entre los
registros semioticos de los numeros racionales son mejor estructuradas y mas acertadas las
respuestas, ademas, se pudo identificar que cuando la pregunta especificamente cuestionaba sobre
la nocion de densidad, la mayoria de los estudiantes hacian uso de la notacion decimal de los
numeros racionales positivos, esto, aunque no es un indicador para dejar de ensefiar dicha nocion
a través de la notacion fraccion, entre tanto, es una posibilidad ya que, los estudiantes
seleccionados no conocian previamente la nocion de densidad, no obstante, como se pudo
identificar en el analisis pregunta a pregunta de la T4 y T5, quienes lograron realizar una
aproximacion correcta utilizaron la notacién decimal y en la T6 en su mayoria se identifica que
utilizaron la notacion decimal para representar la nocion de densidad, por esta razén, como lo
sugiere Broitman et al (2003) la notacién decimal de los numeros racionales puede ser un recurso
facilitador de la misma, pero, bajo la condicion de la comprension de la fraccion como cociente
(Gairin, 1998).

Sumado a lo anterior, con respecto a los objetivos siguientes, se puede inferir que fueron
coherentes y se cumplieron ya que, el acercamiento al andlisis fenomenoldgico y el
establecimiento de categorias junto con el analisis a priori realizado, permitieron documentar los

niveles de matematizacion que alcanzan los estudiantes del grado octavo del Santa Lucia IED al
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abordar tareas de orden entre fracciones orientadas a construir la nocion de densidad de los
racionales positivos.

Especificamente, el acercamiento al analisis fenomenologico (Puig,1997) permitio identificar
algunos fendmenos en los que se tocaban algunas caracteristicas que permiten comprender la
nocion de densidad de los nimeros racionales positivos, en particular, fenémenos como hallar un
numero entre otros dos estableciendo un intervalo, las sucesiones y series como acercamientos por
derecha o por izquierda son fendmenos que contribuyeron a reconocer la necesidad de tener una
idea de la nocidn de infinitesimal para la comprensiéon de la nocién de densidad, asi mismo,
permitieron reconocer que si no se tiene una comprension del orden entre numeros racionales se
hace mas dificil establecer los limites de un intervalo y la posibilidad de hallar nimeros racionales
dentro del mismo. Por su parte, los fendmenos de acercamiento por derecha e izquierda,
permitieron reconoce que cuando una tarea implica un acercamiento por derecha se facilita mas
que cuando se debe realizar un acercamiento por izquierda y que son elementos que deben tenerse
en cuenta si se quiere generar unas bases para el calculo sobre todo en lo que respecta al concepto
de limite y las funciones racionales.

Asi mismo, el andlisis fenomenoldgico, permitidé reconocer que esta investigacion no podia
trabajar la propiedad de densidad de los nimeros racionales propiamente ya que, si se hubiera
trabajado la propiedad de densidad corresponderia vincular el conjunto de los nimeros reales y
este no es el propodsito de esta investigacion, porque desde una concepcion personal, en lo que
respecta a la educacion, la nocion de densidad, que es la que se trabaja en esta investigacién es un
primer paso hacia la construccion de objetos y conceptos matematicos mas complejos como los
del célculo los cuales, segn Neira (2012) carecen de sentido y significado para los estudiantes, en

ese sentido, esta investigacién queria trabajar la nocién de densidad debido a que permite
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comprender algunas caracteristicas que en las areas del calculo se vuelven fundamentales tales
como el infinitesimal, los intervalos, las aproximaciones y el movimiento en los grados inferiores
al onceavo.

A su vez, el analisis fenomenoldgico propuesto por (Puig, 1997) permitié comprender algunos
aspectos de la propuesta de Freudenthal que no son explicitas en la misma, como por ejemplo que
una situacion realista no necesariamente implica un contexto ligado a la realidad inmediata de los
estudiantes y que, el proposito de la educacién no es construir objetos matematicos sino
estructurados objetos mentales cercanos a la matematica formal, porque con ello, la matematica
en general se sigue viendo como una entidad en construccién y no como una entidad acabada.

Al respecto del tercer objetivo, se tiene que las categorias establecidas para realizar el analisis
a priori en su mayoria permitieron la categorizacion de los niveles de matematizacion alcanzados
por los estudiantes del grado octavo al abordar tareas de orden entre nimeros racionales positivos
orientadas a construir la nocion de densidad, sin embargo, surgieron categorias emergentes que se
ven reflejadas en los casos que se encuentran en dos 0 mas niveles de matematizacion. En ese
sentido, E1 en la T3 se encuentra en un nivel referencial y general, es decir surge la siguiente
categoria de andlisis: El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, encontrando varios numeros
racionales dentro del intervalo, pero, movilizado por su intuicion, es decir, encuentra un niamero
racional positivo atendiendo a las propiedades de orden entre nUmeros naturales y a partir de éste
determina algunos mas, sin embargo, establece los limites del intervalo.

Otro caso que se present0 y que generd una categoria emergente es el que se identifico en el
analisis del la E4T4, ya que la estudiante realiza la mayoria de procesos correctos sin embargo,

presenta dificultad con la nocion de infinito de la tarea aunque realiza una aproximacién correcta,

154



por ello, la categoria quedaria de la siguiente manera: El o la estudiante responden la (T4)
utilizando lenguaje natural, lenguaje aritmético, representaciones figurales o combinaciones de
éstas, determinando el patron correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de
suma entre racionales positivos, sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la infinitud del proceso, sin
embargo, realiza una aproximacion correcta.

Sumado al caso anterior, se encuentra el caso vislumbrado en el analisis de la E3T1, E3T2 y
E3T3 donde la estudiante ordena los nimeros de manera correcta y establece el intervalo y
numeros dentro de éste pero, al utilizar la notacion formal desde las matematicas presenta algunos
errores, no los desarrolla o no los utiliza de forma regular, en ese sentido la primera categoria
emergente quedaria: El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje formal de las
matematicas y establece el orden entre fracciones unitarias de manera correcta, pero, no utiliza de
manera regular la notacion formal. La segunda categoria emergente quedaria: El o la estudiante
responden la (T2) haciendo uso de lenguaje formal de las matematicas de manera incorrecta,
aunque establece el orden de las cantidades racionales de manera correcta y la tercera categoria
quedaria: El o la estudiante responden la (T3) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representacion figural o todas a la vez junto con signos y operaciones formales de las
matematicas como el uso de signos de agrupacién, notaciones simbolicas, algoritmo para hallar
promedios de manera incorrecta etc... aunque establecen més de un ntimero dentro del intervalo.

Después de haber realizado el analisis pregunta a pregunta de cada una de las tareas por cada
uno de los casos y de haber sincopado el mismo, para tratar de dar una posible respuesta a la

pregunta resumiré los datos en la siguiente tabla con su respectivo grafico, con el propoésito de

155



vislumbrar a nivel general los niveles de matematizacion alcanzados por los estudiantes del grado

octavo, a saber:

Niveles de matematizaciéon alcanzados por los
casos en conjunto

Tabla 5 :
Frecuencias de los niveles de 6
matematizacién alcanzados por los cuatro .
casos en conjunto :
TI T2 T3 T4 T5 T6 B B B |
O 1 1 1 1 2 T1 ‘TE T3 1"1 TS5 T6
1 1 1 3 3 3 m Situacional Referencial General Formal
3 4 3 2 1 0
1 1 1 0 0 0

Grafico  32. Niveles de matematizacion
alcanzados por los cuatro casos de acuerdo con
las categorias de analisis

Como se puede observar en la grafico estadistico, las areas con mayores frecuencias son las
correspondientes a los niveles de matematizacion referencial y general, es decir, los estudiantes
como lo expresa Bressan et al (2016) respecto a las tareas de orden entre nimeros racionales
positivos orientadas a construir la nocion de densidad, generan modelos gréficos, notacionales,
descripciones, conceptos y procedimientos personales que esquematizan el problema, es decir para
las tarea que implican ordenar nimeros racionales positivos, lo casos en su mayoria realizan una
matematizacion vertical ya que, dentro de la matematica misma, conlleva a estrategias de
reflexién, esquematizacién, generalizacion, prueba, simbolizacion y rigorizacion (Bressan, 2004,
p. 6) lo anterior, se puede complementar en los analisis realizados presentados en los anexos, en
ese sentido, cada uno de los casos gestiond estrategias y procedimientos del nivel referencial para
esquematizar la tarea, sin embargo, tales procedimientos en el caso de E2 siguen apegados a la
situacion y en los casos de E1, E3 y E4 funcionaron como punto de partida para la gestion de

procedimientos matematicos personales basados en los formales de las matematicas y que les
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permitieron desapegarse de la situacion de la tarea. Asi mismo, en el grafico se vislumbra que otras
areas que tienen mayores frecuencias son las del nivel de matematizacion general y como se
expreso anteriormente, en la mayoria de los estudiantes se identifica a través de su desarrollo
constante de las actividades que estrategias, representaciones y procedimientos gestionados en una
tarea anterior, se utilizaban en la siguiente como lo manifiesta (Bressan et al, 2016) para este nivel,
asi mismo, se reconoce que la mayoria de estudiantes esquematizaron las tareas, es decir, los
alumnos reconocen que tales esquematizaciones son utilizables en conjuntos de problemas
homologos a los estudiados, dando lugar a los (modelos para) la resolucion de los mismos
(Bressan, 2016, pag. 7-8). No obstante, los procesos matematicos y la notacion gestionada por los
estudiantes no son formales sino apropiaciones u objetos mentales propios de los estudiantes, por
ello y debido a algunos conceptos utilizados como referentes en la construccion de las tareas, los
estudiantes no alcanzaron niveles formales sobre todo en lo que respecta a las tareas que
implicaban aspectos de la nocién de densidad.

De acuerdo con lo anterior, se vislumbra que en las tareas al respecto de la nocién de densidad
que implicaban hallar un numero racional entre otros dos, infinitud del proceso y aproximacion,
los niveles de matematizacion de los casos se tornan de un nivel referencial, es decir, al respecto
de la nocidén de densidad, los casos presentan dificultades en el control sobre cémo hallar nimeros
racionales en un intervalo racional, la posibilidad de infinitud de dicho proceso y generalizacion
del orden entre nimeros naturales al conjunto de los nimeros racionales, por ello, se puede inferir
que lo expresado por Fandifio (2009) y (Centeno, 1996) al respecto de que las propiedades de
orden y el conteo con nimeros naturales se convierten en un impedimento para la comprension de

la nocién de densidad es comprobable, lo cual, es problematico porque como lo manifiesta Gairin
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(1998) dicha nocion es uno de los elementos diferenciadores entre el conjunto de los naturales con
respecto al de los racionales.

Por otro lado, se vislumbra que un area muy pequefia pero frecuente se encuentra en un nivel
de matematizacion situacional, esto, es debido al caso E2, quien, a pesar de gestionar
representaciones y procedimientos algoritmicos, éstos, en su mayoria estaban permeados por un
razonamientos desde el conjunto de los nUmeros naturales y en otros casos se basaba en la situacion
especifica de la tarea, es decir, el estudiante usa estrategias ligadas totalmente al contexto de la
situacién misma (Bressan et al, 2016), en ese sentido, el estudiante ante todas las tareas se quedd
en la matematizacion horizontal, solo en la T2 logré despegarse de la situacion de la tarea, aunque
en la misma, especificamente en las preguntas P4 y P5 termina recurriendo a su intuicion ligada la
situacion.

A su vez, se vislumbran algunas areas de menor magnitud que corresponden al nivel formal,
esto es debido a que la E3, en lo que respecta a las tareas de orden entre nimeros racionales
positivos hace uso de lenguaje formal de las matematicas, sin embargo, no es frecuente, debido a
gue en ocasiones no sabia como utilizarlo o no lo desarrollaba como en el caso particular de la T3,
aunque gestiond lenguaje simbdlico estableciendo una variable, en las respuestas no la desarrollo.
Por esta razon en términos globales en su mayoria los estudiantes se encuentran en un nivel de
matematizacion referencial y general, lo que puede significar que los casos estan en ese proceso
de transicion de un nivel a otro en tanto, recurren a procedimientos y notaciones informales, pero
no ligadas netamente al contexto de la tarea.

De acuerdo con lo expuesto, a continuacién, se presenta el instrumento cualificado atendiendo
a las indicaciones detectadas en el proceso de analisis y con el cual se espera se desarrollen otros

trabajos que contribuyan a seguir cualificando el cuestionario abierto con el proposito de ser una
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herramienta educativa para diagnosticar los niveles de matematizacion alcanzados por los
estudiantes del grado octavo al respecto del orden y la nocién de densidad de los nimeros
racionales positivos.

En esta cualificacion, se propuso una esquematizacion distinta de las tareas, para esclarecer, se
propusieron las mismas seis tareas pero, con varias situaciones con las cuales realizar un contraste
mejor elaborado en proximas aplicaciones, asi mismo, se codificaron las tareas de igual a como se
realizd en esta investigacion, es decir, T1, T2, T3, T4, T5 y T6, a su vez, las situaciones
dependiendo de la cantidad que se hayan agregado para cada tarea se codificaron como S1, S2, S3,
S4 etc. y por ultimo, a cada situacion se le agregaron las preguntas bateria codificadas con P1, P2,
P3 asi sucesivamente.

Ademas de lo anterior, se agregaron las categorias emergentes que surgieron en el analisis, sin
embargo, cabe aclarar que este instrumento al ser cualitativo siempre estard sujeto a
modificaciones y por ello, seran las aplicaciones sucesivas del mismo las que detecten nuevas
categorias, situaciones, tareas o preguntas emergentes que lo cualifiquen.

De acuerdo con lo anterior, a continuacion, se presenta el instrumento cualificado de acuerdo

con el analisis realizado, a saber:

Tarea 1 (T1)

Fendmeno | Relaciones de orden en el conjunto de los nimeros racionales como lo son mayor
1 gue, menor que e igual que.

Situacion 1 (S1)

Javier, Karen y Daniela tienen una chocolatina y la quieren compartir entre los tres, sin embargo,
a algunos no les gusta la chocolatina por tal razon cortan la chocolatina de la siguiente forma:

. 1 . . 1 .
Javier corta . de la chocolatina y se la come, Daniela corta > de la chocolatina y se la come, v,

1 . . . ., .
Karen corta " de chocolatina y se la come. Teniendo en cuenta la situacién anterior responde:

S1P1. | ¢Cual de los tres amigos comio la mayor cantidad de chocolatina? Explica tu respuesta
usando matematicas.
S1P2. | ¢Cual de los tres amigos comio la menor cantidad de chocolatina? Explica tu respuesta
usando matematicas.
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S1P3. | (Como quedarian organizados los amigos de menor a mayor de acuerdo a la cantidad
de chocolatina que se comieron? Explica tu respuesta usando matematicas.

S1P4. | Sj otro amigo se come 1—16 de la chocolatina ¢Come mayor cantidad o menor cantidad
que Daniela? Explica tu respuesta usando matematicas.

Situacion 2 (S2)

A José en la clase de educacion fisica le pidieron que tomara el tiempo que duraba caminando
del colegio a la casa durante 4 dias, para ello, realiz6 la siguiente tabla:

Dia Tiempo
(Horas)
Lunes 0.25
Martes 0.27
Miércoles | 0.3
Jueves 0.22

De acuerdo con la tabla anterior responde:

S2P1. | ;Que dia José se demor6 méas caminando del colegio a la casa?
S2P2. | ¢;Que dia José se demor6é menos caminando del colegio a la casa?
S2P3. | (Como quedarian organizados los dias de menor a mayor tiempo en el recorrido del
colegio a la casa?
S2P4. | Si el dia viernes que no puso en la tabla José se demord en el recorrido 0,210 ¢Caminé
mayor o menor tiempo?
Situacion 3 (S3)
Colombia tiene una gran riqueza hidrica; algunas de las méas representativas son:
Nombre de la Area (km?)
laguna
Laguna Mapiripana 550
100
Laguna Cumbal 2.11
Laguna de Fuquene 680
100
Laguna la paya 2.25

De acuerdo con la informacion anterior responde:

S3P1. | ;(Cudl es la laguna con mayor area?

S3P2. | ;Cuédl es la laguna con menor area?

S3P3. | ;{Como quedarian organizadas las areas de las lagunas de mayor a menor?

S3P4. | Si hubiera una laguna que tiene un area de 2.10 km?;tendria mayor o menor area que

las del cuadro.

Categorias de matematizacion (T1)

Situacional

T1C1

El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural
determinando un orden entre fracciones unitarias ligado a su intuicién, es decir,

160




generalizando las propiedades de orden de los numeros naturales al conjunto de
los racionales positivos sin ningln tratamiento matematico.

Referencial | El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de representaciones figurales,

T1C2 lenguaje aritmético, lenguaje natural o combinaciones de éstos para apoyar sus
razonamientos, estableciendo un orden entre fracciones unitarias de acuerdo con
sus conocimientos previos, es decir, trasladando propiedades de orden de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos.

General El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje

T1C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstos determinando un
orden entre fracciones unitarias correcto para las cantidades, pero, sin utilizar
simbolos formales de las matematicas para representar su solucién como los son
<,>0-=.

Formal El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje formal de las

T1C4 matematicas y establece el orden entre fracciones unitarias de manera correcta.

Categoria | El o la estudiante responden la (T1) haciendo uso de lenguaje formal de las

emergente | matematicas y establece el orden entre fracciones unitarias de manera correcta,

T1C3- pero, no utiliza de manera regular la notacion formal

T1C4

Tarea 2

Fendmeno 1 | Relaciones de orden en el conjunto de los nimeros racionales como lo son mayor

gue, menor que e igual que.

Situacion 4 (S4)

Cuatro amigas Johana, Camila, Maricela y Gloria cada una compré una pizza personal rebanada
en nueve porciones iguales en tamario, las cuales, se comieron de la siguiente manera: Camila

., 4 . . ., 6 . -, 4 .
se comio cuatro ~ de la pizza, Gloria se comi6 5 de la pizza, Johana se comio 5 de la pizza 'y

. ., 2 . .
Maricela se comid 5 de la pizza. De acuerdo con lo anterior responde:

S4P1. | ¢Quién comid mas Pizza Camila o Gloria? Explica con matematicas ti respuesta.

S4P2. | ¢Quién comid menos pizza Camila o Johana? Explica con matematicas tl respuesta.

S4P3. | ;Como quedarian organizadas las amigas de mayor a menor de acuerdo a la cantidad
de pizza que se comieron? Explica con matematicas tU respuesta.

S4P4. | Si una quinta amiga se comiera ocho novenos de pizza ¢Comeria mayor o menor
cantidad de pizza que Johana, Camila, Maricela y Gloria? Explica con matematicas tu
respuesta.

Situacion realista 5 (S5)

En la tabla se presenta el peso de tres insectos que Julian encontro:

Insecto Peso
(gramos)
Saltamontes | 2.4
Escarabajo | 2.7
Oruga 2.9

De acuerdo con la informacion anterior, responde:

S5P1 \ ¢ Cual de los insectos tiene mayor peso?
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S5P2 | ¢Cudl de los insectos tiene menor peso?

S5P3 | {Ordena de mayor a menor los pesos de los insectos?

S5P4 | Si Julian encontrara otro insecto que pesara 0.3 ¢Este insecto pesaria mas o menos que
los demas?

Situacion 6 (S6)

Johana tiene 4 listones con las siguientes caracteristicas:
" . 6 .
- Un listén rojo con E de metro de longitud

- Un listdn negro con 1.6 metros de longitud
- Un listdn rosado con 1.4 metros de longitud

. s . 7 .
- Un listén violeta con < Metros de longitud
De acuerdo con los anterior responde

S6P1. | ;cual de los listones es el més largo en longitud g 0 1.6?

S6P2. | ¢Cudl de los listones es el de menor longitud el rosado o violeta?

S6P3. | ;Como quedarian ordenados los listones de mayor longitud a menor longitud?

S6P4. | Si Johana compra otro listdn con 1.8 metros de longitud ¢este liston sera mayor, menor
o0 igual a los que ya tenia?

Categorias de matematizacion (T2)

Situacional | ElI o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de lenguaje natural

T2C1 determinando un orden ligado a su intuicion, es decir, generalizando las
propiedades de orden de los nimeros naturales al conjunto de los racionales
positivos sin ningun tratamiento matematico.

Referencial | El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de representaciones figurales,

T2C2 lenguaje aritmético, lenguaje natural o combinaciones de éstos para apoyar sus
razonamientos, estableciendo un orden de acuerdo con sus conocimientos
previos, es decir, trasladando propiedades de orden de los nimeros naturales al
conjunto de los racionales positivos.

General El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje

T2C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstos estableciendo un
orden correcto entre fracciones homogeéneas, pero, sin utilizar simbolos formales
de las matematicas para representar su solucién como los son <, > 0 =.

Formal El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de lenguaje formal de las

T2C4 matematicas y establece el orden de las cantidades racionales de manera correcta.

Categoria El o la estudiante responden la (T2) haciendo uso de lenguaje formal de las

emergente | matematicas de manera incorrecta, aunque establece el orden de las cantidades

T2C3- racionales de manera correcta.

T2C4

Tarea 3 (T3)

Fendmeno 2 | Reconocimiento de la nocion de intervalo y cuando un nimero esté entre otros
dos, en otras palabras, dadas dos fracciones no equivalentes, construir una
fraccion menor que una y mayor que la otra.

Situacion 7 (S7)
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Tres amigos compran una gaseosa de un litro de la cual se toman lo siguiente: el amigo 1 se
1 . ;1 f . . .

toma > de la gaseosa y el amigo 3 se tomd : de la gaseosa. Si el amigo 2 quiere tomar mas de un

quinto de gaseosa y menos de un tercio de gaseosa, responde:

S7P1. | ;Qué porcion de la gaseosa es menor, la que se toma el amigo 1, la que se toma el
amigo 2 o la que se puede tomar el amigo 3? Explica con matematicas tu respuesta.

S7P2. | ;Qué porcion o porciones de gaseosa se puede tomar el amigo 2? Explica con
matematicas como hiciste para hallar la porcion de gaseosa o las porciones que se puede
tomar el amigo 2.

S7P3. | Siun amigo 4 quiere tomar mas de un quinto de la gaseosa, pero menos que un cuarto
de la gaseosa ¢Qué porcion podra tomar? Explica con matematicas codmo hiciste para
hallar la porcion de gaseosa que se puede tomar el amigo 4.

S7P4. | ¢Hay una o varias cantidades de gaseosa que se puede tomar el amigo 4? Explica con
matematicas tu respuesta.

Situacion 8 (S8)

Un dia de la semana se fue el agua en un apartamento en el que viven 3 personas, en dicho
apartamento solo hay un tanque y las tres personas necesitan el agua, la cual, se reparten de la
siguiente manera: la persona 1 gasta 3.4 del agua del tanque, la persona 3 gasta 3.1 del agua del
tanque y la persona 2 no sabe cuanto del agua puede gastar. De acuerdo con la informacion
anterior responde:

S8P1. | ¢/Qué porcidn o porciones de agua puede gastar el amigo 2?

S8P2. | ¢(Qué porcidn de agua del tanque es mayor la que gastd el amigo 1, la que gastd el
amigo 2 o la que gast6 el amigo 3?

S8P3. | Si una persona 4 quiere gastar menos agua que el amigo 2 pero mas que el amigo 3
¢ Qué parte o partes del agua del tanque podria gastar?

S8P4. | ¢Hay una o varias posibles partes del agua del tanque que podria gastar la persona 4?

Situacion 9 (S9)

Tres amigos compraron una cuerda para un proyecto de fisica, la cual repartieron de la siguiente
. ., 5 . .z .
manera: al amigo 1 le correspondio = de la cuerda, al amigo 3 le correspondi6 0.3 y el amigo

dos no ha tomado nada de cuerda porque no sabe cuanto puede coger. De acuerdo con la
informacidn anterior responde:

S9P1. | ¢Qué porcidn o porciones de la cuerda puede coger el amigo 2?

S9P1. | ¢(Qué porcion de la cuerda es la mayor la que cogi6 el amigo 1, la del amigo 2 o la del
amigo 3?

S9P1. | Si un amigo 4 quiere coger menos cuerda que el amigo 1 pero mas cuerda que el
amigo dos ¢Qué porcion o porciones de la cuerda podria coger?

S9P1. | ¢Hay una o varias posibles porciones que puede coger el amigo cuatro de la cuerda?

Categorias de matematizacion (T3)

Situacional | ElI o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T3C1 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas de manera
intuitiva, esto es, que al trasladar propiedades de orden entre nimeros naturales
al conjunto de los racionales positivos no logra establecer los limites del intervalo
ni tampoco un nimero racional positivo dentro de éste.

Referencial | ElI o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T3C2 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, encontrando un
nimero racional dentro del intervalo, pero, movilizado por su intuicion, es decir,
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encuentra un namero racional positivo atendiendo a las propiedades de orden
entre nimeros naturales, sin embargo, establece los limites del intervalo.

General El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T3C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, estableciendo
correctamente los limites del intervalo y méas de un numero dentro de éste, pero,
no utiliza ningtn algoritmo matematico formal ni tampoco notacion formal, es
decir, no tiene un control sobre cdmo determinar tales niumeros.

Formal El o la estudiante responden la (T3) haciendo uso de lenguaje natural, lenguaje
T3C4 aritmético, representacion figural o todas a la vez junto con signos y operaciones
formales de las matemaéticas como el uso de signos de agrupacion, notaciones
simbolicas, algoritmo para hallar promedios etc...

Categoria El o la estudiante responden la (T3) utilizando lenguaje natural, lenguaje
emergente | aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, encontrando
T3C2-T3C3 | varios numeros racionales dentro del intervalo, pero, movilizado por su intuicion,
es decir, encuentra un namero racional positivo atendiendo a las propiedades de
orden entre nimeros naturales y a partir de éste determina algunos mas, sin
embargo, establece los limites del intervalo.

Tarea 4 (T4)

Fendmeno 3 | Acercamiento por derecha o por izquierda a un namero racional dado.

Situacion 10 (S10)

A continuacion, encontraras una grafica que muestra sucesivas areas de cuadrados.

[ IR

[

De acuerdo a la gréfica responde:

S10P1. | Si continGa el proceso ¢Cuéles seran las tres areas de los cuadrados que siguen?
Explica con matematicas tu respuesta.

S10P2. | Sisumas las seis areas de los cuadrados que llevas hasta el momento ;A qué nimeros
se van aproximando? Explica con matemaéticas tu respuesta.

S10P3. | (Cuantas areas de cuadrados siguiendo la secuencia deberias sumar para que su
resultado Ilegue a ser el nimero que encontraste en la pregunta anterior? Explica con
matematicas tl respuesta.

Situacion 11 (S11)

Observa la siguiente suma y responde
1+1+ ! + ! +
3 6 12 24

S11P1. | ;Cuéles seran los tres sumandos siguientes de la suma?

S11P2. | Si se siguen agregando términos a la suma ¢A qué ndmero crees que Se van
acercando?

S11P3. | ¢Cuantos términos crees hay que agregar a la suma para que llegue a ser el niUmero
gue al que se acerca de la pregunta anterior?
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Categorias de matematizacion (T4)

Situacional
T4C1

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, pero, no
determinan el patron correcto de la serie y al trasladar propiedades y operaciones
propias de los numeros naturales al conjunto de los racionales positivos no
realizan la operacion de suma entre numeros racionales de manera correcta,
imposibilitan la infinitud del proceso y no logran realizar una aproximacion.

Referencial
T4C2

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el
patron correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de suma
entre racionales positivos, sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades
de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la
infinitud del proceso y asi mismo no logran hacer la aproximacion.

General
T4C3

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el
patrén correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de suma
entre racionales positivos, sugiriendo que el proceso es infinito y realizando una
aproximacion correcta, pero, sin utilizar procedimientos formales de las
matematicas como el limite ni tampoco notacidn formal desde las matematicas.

Formal
T4AC4

Teniendo en cuenta los temas que se abordan y el grado escolar de los casos, no
se espera que lleguen al nivel formal porque se escapa de sus conocimientos
previos.

Categoria
emergente
T4C2-
T4C3

El o la estudiante responden la (T4) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el
patron correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacién de suma
entre racionales positivos, sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades
de los nimeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la
infinitud del proceso, sin embargo, realiza una aproximacion correcta.

Tarea 5

Fenémeno 3

Acercamiento por derecha o por izquierda a un nimero racional dado.

Propdsito de

Esta situacion tiene como propdsito identificar si los estudiantes al realizar una

la tarea sucesidn que se aproxima a cero por la izquierda logran identificar que los valores
que van hallando son cada vez menores y que este proceso se puede realizar
indefinidamente.

Teoria que | Segun Cabarcas y Soler (2017) y Fandifio-Pinilla (2009) uno de los detonantes

la sustenta | en cuanto a dificultades detectadas en la ensefianza-aprendizaje de la nocion de

densidad es la nocidn de infinito, debido a que como lo expresa Leston (2009)
desde los primeros afios de escolaridad muchos conceptos se apoyan en dicha
nocion, pero, en el proceso no se hace claridad o reflexion al respecto del caracter
dual de la nocidn de infinito en matematicas. De esta manera la familiaridad de
los estudiantes con el infinito en potencia de los numeros naturales y enteros les
hace comprender que todo lo que es infinito aumenta, sin embargo, lo anterior no
siempre es cierto ya que la otra caracteristica del infinito, esto es, el infinito actual
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permite comprender que puede haber nimeros mas pequefios y que éstos se
pueden ir acercando a un namero fijo.

Situacion 12 (S12)

En la parte de abajo se visualizan &reas de cuadrados, el area del cuadrado grande es un quinto,
el area del siguiente es un décimo y el area del tercero es un quinceavo. De acuerdo a esta
informacion responde:

1
5

1

10

1

15

S12P1. | Si continGa el proceso ¢Cuéles seran las tres areas de los cuadrados que siguen?
Explica con matematicas tu respuesta.

S12P2. | Si siguen disminuyendo las &areas ¢a qué nimero se van acercando? Explica con
matematicas tl respuesta.

S12P3. | (Cuéntas areas de cuadrados siguiendo la secuencia deberias hallar para que tu
resultado llegue a ser el nimero que encontraste en la pregunta anterior? Explica con
matematicas tu respuesta.

Situacion 13 (S13)

Observa la siguiente sucesion y responde
1 1 1 1

"™ 710000’ 1000’ 100’ 10

S13P1. | Si se contintan hallando términos de la sucesion ¢Cudles seran los tres términos que
contintan?

S13P2. | Si el proceso se hallar términos de la sucesion continua ¢(A qué ndmero se van
acercando los términos?

S13P3. | ¢(Cuéantos términos se deben hallar para que los términos de la sucesién sean el nimero
que hallaste en la pregunta anterior?

Categorias de matematizacion (T5)

Situacional | El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T5C1 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, pero, no
determinan el patron correcto de la sucesién y al trasladar propiedades de los
numeros naturales al conjunto de los racionales positivos no reconocen que los
valores de la sucesion van disminuyendo acercandose al numero fijo cero, asi
mismo, imposibilitan la infinitud del proceso.

Referencial | EI o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T5C2 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Determinan el
patron correcto de la sucesion, sin embargo, al trasladar caracteristicas y
propiedades de los numeros naturales al conjunto de los racionales positivos
limitan la infinitud del proceso, aunque reconocen que la sucesion disminuye,
aunque no logran determinar la aproximacion.

General El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje
T5C3 aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Determinan el
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patrén correcto de la sucesion, asi mismo, reconocer que la sucesion disminuye
Y que va acercandose a cero, sin embargo, no utilizan procesos formales de limite
ni notacion formal desde las matematicas.

Formal Teniendo en cuenta los temas que se abordan y el grado escolar de los casos, no

T5C4 se espera que lleguen al nivel formal porque se escapa de sus conocimientos
previos.

Categoria El o la estudiante responden la (T5) utilizando lenguaje natural, lenguaje

emergente | aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas, determinando el

T5C2- patrén correcto de la serie y realizan de manera correcta la operacion de suma

T5C3 entre racionales positivos, sin embargo, al trasladar caracteristicas y propiedades
de los numeros naturales al conjunto de los racionales positivos limitan la
infinitud del proceso, sin embargo, realiza una aproximacion correcta.

Tarea 6 (T6)

Fendmeno 4 | Aplicar lo descubierto a la ampliacién de la linea numérica. (Aclaracion: en este
fendmeno no se hara uso de la recta numeérica sino de la posibilidad de encontrar
entre dos racionales otro)

Situacion 14

En la clase de matematicas a los estudiantes les piden que encuentren nimeros entre los
siguientes nimeros, para ello responde:

S14P1. | Encuentra algunos ntimeros entre % y g
S14P2. | ;Cuantos numeros crees que hay entre % y g?
Situacion 15

En la clase de matematicas a los estudiantes les piden que encuentren nimeros entre los
siguientes nimeros, para ello responde:

S15P1. | Encuentra algunos nimeros entre 0.3 y 0.6
S15P2. | ;Cuantos nimeros crees que hay entre 0.3 y 0.6?
Situacion 16

En la clase de matematicas a los estudiantes les piden que encuentren nimeros entre los
siguientes nimeros, para ello responde:

T6P1. | Encuentra algunos numeros entre los numeros 1y 2, explica con matematicas como
hiciste para encontrar es0s himeros.
T6P2. | (Cuantos nimeros hay entre 1y 2? Trata de explicar con matematicas tu respuesta.

Categorias de matematizacion (T6)

Situacional
T6C1

El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos
numeros en el intervalo racional, sin embargo, no hay un control sobre como
determinar tales nimeros y al trasladar propiedades del conjunto de los nimeros
naturales al conjunto de los racionales positivos manipulan éstos como nimeros
naturales.

Referencial
T6C2

El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos
nameros en el intervalo racional, sin embargo, no hay un control sobre cémo
determinar tales numeros y asi mismo reconocen que hay infinitos nimeros entre
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los limites del intervalo, aunque no lo representen de manera formal desde las
matematicas.

General
T6C3

El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan algunos
numeros en el intervalo racional a través de alguna estrategia preestablecida pero
no desde algoritmos matematicos formales, aunque si reconocen la infinitud de
la cantidad de nimeros que hay en el intervalo.

Formal
T6C4

El o la estudiante responden la (T6) utilizando lenguaje natural, lenguaje
aritmético, representaciones figurales o combinaciones de éstas. Hallan nimeros
en el intervalo, reconocen la infinitud del proceso y utilizan algoritmos
matematicos formales como el de hallar promedios, sucesiones etc.
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