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0.1 Resumen

El Teorema de Gauss-Bonnet (TGB) es el mas profundo y significativo resultado
en la teoria de superficies. Su version mas importante relaciona el promedio de
la curvatura gaussiana sobre una superficie con una propiedad llamada Numero o
caracteristica de Fuler, el cual es netamente topologico, es decir, que no cambia
bajo cualquier deformacion continua de la superficie. Asi, el T'GB permite relacio-
nar propiedades geométricas con propiedades topologicas. En el contexto fisico,
particularmente en 6ptica, el TGB hace su apariciéon a través de ejemplos que a
priori no tienen relaciéon alguna con la geometria. Es precisamente este tipo de
conexiones “escondidas” entre la Optica, la geometria diferencial y la topologia lo
que hace de la fase geométrica un ejemplo paradigmatico de interdisciplinariedad
entre estas tres ramas del conocimiento. Se ilustraré, entonces, la relaciéon exis-
tente entre el T'GB y la rotaciéon del plano de polarizacion de la luz a lo largo de
una fibra 6ptica en espiral, como ejemplo particular de la fase geométrica, donde
el vector de polarizacion describe un “circuito” cerrado en la superficie de la esfera
unitaria, teniendo en cuenta la Teoria de Transporte Paralelo (TTP).

Por otro lado, surge como una perspectiva de este trabajo la medicion del angulo
de polarizacién por medio de un experimento, en el cual se midi6 el factor geo-
métrico de fase de una fibra 6ptica en forma de hélice, mediante la aplicacion del

TGB y la TTP de vector de polarizaciéon a lo largo de dicha fibra éptica.
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0.2 Introduccion

El Teorema de Gauss-Bonnet es uno de los teoremas méas significativos en geome-
tria diferencial de superficies. Fué publicado en 1848 por Pierre Bonnet refiriéndose
a una region acotada por una curva simple no geodésica. El nombre de Friedrich
Gauss fue asociado al teorema pues fue quien publico, en 1827, un caso particular
del mismo para triangulos geodésicos. Es decir, él traté de determinar las geodé-

sicas sobre las superficies, empleando un triangulo geodésico.

En 1984, Berry ([14]) indic6 que un sistema cuantico en un estado propio, descrito
por un hamiltoniano dependiente de pardmetros ciclicos adiabaticos, adquiere un
factor de fase geométrica adicional al factor de fase dinamica. Esta fase, de carac-
ter netamente geométrico, es conocida como fase de Berry, y se puede observar
en experimentos de interferencia (e.g., efecto Aharonov-Bohm). Con esto Berry
reconoce ese factor de fase geométrico derivado del transporte adiabatico de un

sistema en torno a un circuito cerrado, para la mecénica cuantica.

En 1986, Chiao y Wu ([[7]) toman en cuenta las manifestaciones del factor de fase
geométrico y lo aplican a un fotéon en un estado de helicidad adiabéticamente
invariante, esto es, si linealmente la luz polarizada proviene de una fibra 6ptica,
que esta enrollada N veces alrededor de un circuito cerrado formando un cilindro,
entonces se formara a su vez una hélice. Si las direcciones inicial y final de la
fibra son iguales, el vector momento lineal del fotén k& describe un circuito cerrado
donde el campo magnético se encuentra en rotacion, variando lentamente su mag-
nitud y direccion, de tal manera que atin se considera que el campo es uniforme.
Ademas, si k es de magnitud constante, entonces el camino descrito por el fotéon
es un circuito cerrado en la superficie de una esfera. Ellos también indicaron que
el angulo de rotacion de la luz linealmente polarizada por la fibra es una medida
directa de la fase de Berry. El mismo angulo solido y el cambio de fase, también
observado por Tomita y Chiao ([6]), y Haldane ([8]), nos muestra que la rotacion

observada en el plano de polarizacion esta dada por la geometria de la fibra 6ptica.

Dentro de las innumerables aplicaciones de la fase de Berry se encuentran las
recientes investigaciones ([22] y [10]), en las cuales se presentan indicios hacia
relaciones generales entre las transiciones de fases cuénticas e invariantes topolo-

gicos, como lo son las clases de Chern. Este tipo de investigaciones serviran como
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complemento para el desarrollo del trabajo.

En el presente trabajo se pretende hacer uso de lo indicado por los autores citados
([51, 71, [6], [8] y [9]), para mostrar explicitamente que el factor de fase geomé-
trico de una fibra 6ptica tiene una explicacion directa, mediante la aplicacion del
Teorema de Gauss-Bonnet (TGB).



Capitulo 1

CURVAS Y SUPERFICIES.

En este capitulo se expondran los preliminares en teoria de curvas y superficies
de la geometria diferencial, para asi adquirir los elementos necesarios para com-
prender el Teorema de Gauss-Bonnet (2.1) y una “forma” de trasladar un vector

a lo largo de una curva sobre una superficie llamada transporte paralelo (2.2)).

1.1 Curvas.

Para el estudio de las curvas resulta conveniente pensar en una curva en R" como
el conjunto de valores de una funcién que manda un intervalo de R a R™. Dicha
funcién se conoce como trayectoria. Por ejemplo, una trayectoria esta en un plano
para n = 2 (R?), y en el espacio para n = 3 (R*f]

Como se muestra en la figura (1.1]), los puntos y(a) y v(b) son los extremos de la
trayectoria y la imagen de v se llama curva de 7, siendo v una trayectoria dife-
renciable. Por lo tanto, si tenemos una funcion v con variable ¢, v(t) va trazando
una curva en R" conforme ¢ varfa para una trayectoria 7 diferenciable.

Por ejemplo, una curva en R? se define como un conjunto de puntos

C={(z.y) eR?| f(z,y) = c} (1.1)
En R3 podemos considerar curvas en las que el eje = es la linea recta dada por
{(z,y,2) eR? |y =2 =0}
y generalmente una curva en el espacio puede ser definida por un par de ecuaciones

fl(xayvz)zclv fQ(JI,y,Z) = Ca.

!Tomado de [1], p.1-3.
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Y(b).

A
Curva=imagen de y

Y(a)/

y

y=trayectoria

Figura 1.1. Curva de v, cuando ésta es diferenciable.

llamadas Superficies de Nivel, es decir que son un conjunto de puntos (z,y, z) en
el plano en donde la cantidad f(x,y, z) alcanza el nivel ¢. Pero hay otra manera
més tutil de pensar en curvas; podemos ver una curva como el camino trazado por
un punto en movimiento. Asi, si y(t) es el vector posicion del punto en un tiempo
t, la curva se describe por una funciéon v de un parametro escalar ¢ con valores

vectoriales.

Ejemplo 1.1.1. La recta L en R? que pasa por el punto (g, 4o, 20) en la direcciéon

del vector A es la curva de la trayectoria:

v(t) = (20, Y0, 20) +tA VtER

1.1.1 Parametrizacion de rectas y curvas.

Los planos y las rectas son objetos geométricos que se pueden representar me-
diante ecuaciones. Sin embargo, usando la interpretaciéon geométrica de la suma
vectorial y de la multiplicaciéon por un escalar, podemos hallar la ecuacién de una

recta [ que pase por el punto final o extremo del vector a, con la direcciéon de un
vector v (ver Figura|l1.2)).
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I'g

X

Figura 1.2. La ecuacién de la recta [.

Conforme t varia, los puntos de la forma ¢v son todos los multiplos escalares del
vector v. Como todo punto sobre [ es el extremo de la diagonal de un paralelogra-
mo con lados a y tv para algtin valor real de ¢, vemos que todos los puntos sobre
[ son de la forma a + tv. Asi, la recta [ se puede expresar mediante la ecuacion
[(t) = a+tv. Entonces decimos que [ esta expresada de manera paramétrica, con el
parametro t. En t = 0, [(t) = a. Cuando ¢ crece, el punto [(t) se mueve alejandose
de a en la direccion de v. Cuando t decrece desde t = 0 por los valores negativos,

[(t) se aleja de a en la direccion de —v.

Puede haber varias parametrizaciones de una misma recta. Por ejemplo, el extre-
mo de a+ v esta sobre la recta [(t) = a+tv, y asi, ;(t) = (a+ V) + tv representa
la misma recta. Incluso se pueden obtener otras parametrizaciones observando
que si a # 0, el vector av tiene la misma direccion que v (o de la opuesta). Asi,

L(t) = a+tav es otra parametrizacion de I(t) = a + tvf]

Ejemplo 1.1.2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (—1,1,0) y (0,0, 1).

2Parafraseando de [2], p.11-14.
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Representamos los puntos dados por los vectoresa= —i+jy b=k

It)y=(1—1t)(-i+j)+tb
=—(1-t)i+(1-t)j+tb

La ecuacion de la recta se puede escribir como:
()= (t—1)i+(1—t)j+tb

En el caso de las curvasﬂ su descripcién se apoya en la concepcion fisica de una
curva como una trayectoria de una particula que se mueve en el espacio o en una
superficie cualquiera. En cada instante t, la particula se halla en una curva consti-
tuida por los puntos (u(t),v(t), w(t)). De esta manera, la curva esta representada
paramétricamente por las funciones u, v y w. Dichas funciones deben ser diferen-
ciables, es decir, la diferenciaciéon permite la existencia de un vector tangente en
cada punto de la curva, haciendo que ésta sea suave (sin picos). Esto motiva la

siguiente definicion.

dy

Definicion 1.1.1. Siv(t) es una curva parametrizada, su primera derivada

es

llamada el vector tangente de y en el punto y(t).

V(46— (1)
ot

() y y(t + ot) de la imagen C de ~.

Notemos que el vector es paralelo a la “cuerda” que une los dos puntos

Esperamos que como 6t tiende a cero, la “cuerda” se vuelve paralela a la tangente
de C en ~(t). Por lo tanto, la tangente debe ser paralela a limg_,o W =
%7 = W(t), lo que nos lleva a concluir que: Si el vector tangente de una curva
parametrizada es constante, la imagen de la curva serd (parte de) una linea recta.
Ademas, el vector tangente *(t) es también llamado el vector velocidad en (t)
dado por v(t) = 4(t) = (2(t),y(t), 2(t)) y la rapidez de una particula esta dada

por S(t) = [|¥(t)[], con ||¥(¢)| la magnitud del vector (¢}

Ejemplo 1.1.3. Sea la curva v(t) = (cos? t,sin’ ¢, 0), su vector tangente sera

d d
v=A4(t) = (a cos’t, pr sin’t, O> = (—2costsint,2sintcost,0)

3Parafraseando de [I], p. 2-3.
4El punto en #(t) indica la derivada respecto al tiempo d/dt.
®Tomado de [1], p.2-3.
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»
y(t+5t)
(&)

X (@) (b)

Figura 1.3. (a) La primera derivada y (b) el vector tangente.

4(t) = 2sintcost(—1,1,0)

La rapidez de un punto es la magnitud de la velocidad, entonces

S#) = lIvOll = 7@l

= 2V/2sin?t cos? t = /2| sin 2t|

1.1.2 Longitud de arco.

Figura 1.4. Incremento infinitesimal de la longitud de arco.

Si v = (v1,v9,...,v,) es un vector en R", su longitud es

Ivll = \fo2 + 03 + ... 42 (1.2)
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Si u es otro vector en R™ entonces ||ul| = \/u? +u + ... +u2 y [|[u— v|| sera la
longitud del segmento de linea recta que une los puntos en R™ con los vectores
posicion u y v. Asi mismo, para encontrar la longitud de una curva parametrizada
7, cuando dt es muy pequeno, la parte de la imagen de la curva C de «y entre ()

y 7(t + 0t) es casi una linea recta, asi su longitud es,

(¢ +6t) =@ = [ (2)]]6 (1.3)
Si queremos calcular la longitud de una parte de la curva C podemos dividirla en
segmentos de longitud ||7(t)]|dt, cada uno de los cuales corresponde a un incre-
mento infinitesimal ¢ en ¢, comenzando en el punto 7(¢y), la longitud de arco sera

la funcion S(t) dada por

S(t) = / o (1.4)

L = ) (1)

ds

Asi, si y(t) es la posicion de un punto en movimiento a un tiempo t, <7 sera su

respectiva Velocidadﬂ

Ejemplo 1.1.4. Hallar la longitud de arco de la hélice definida por p : [0, 47| —
R3, t — (cos 2t,sin 2t, v/5t).
El vector velocidad es p(t) = (—2sin 2t,2 cos 2t,4/5). Su magnitud es

Ip(B)|| = /4(sin 2t)2 4 4(cos 2t)2 + 5

— \/A(sin® 2t + cos?26) + 5 = 3

Como el vector velocidad es p(t) = (—2sin2t,2cos2t,/5), entonces la longitud

de arco es:

4
S(t) = / ()t
A
—/ 3dt = 3t |§"= 127
0

Ejemplo 1.1.5. Mostrar que las siguientes curvas tienen rapidez unitaria:

1 321 3/2 t
() = (G0 0% 5007 )

6Tomado de [1], p.7-9.
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Entonces,
1 1 1
y(t) = [ =(1+ )2 ——(1 —t)1/?, —
10 = (5007500
1 1 1
Y@ =1/=(1+t)+-(1—1t)+ =
ol =y 20+ ta-n 4]
_V1+1+1—1
V4 o4 20
.. una curva tiene rapidez unitaria si ||¥(¢)| = 1.

1.1.3 Reparametrizacion.

Como vimos en la seccion una curva de nivel dada puede tener muchas
parametrizaciones, y esto es importante para entender la relacion entre ellas.

Si dos curvas que se reparametrizan entre ellas tienen la misma imagen, deberan
tener las mismas propiedades geométricas. El siguiente ejemplo ilustra claramente

en qué consiste la reparametrizacion.

Ejemplo 1.1.6. Considere la curva y(t) = R(coswt,sinwt), la cual describe un
Movimiento Circular Uniforme (MCU).

Entonces,

4(t) = (—wRsinwt, wR cos wt)

= wR(— sinwt, coswt)

El MCU describe un movimiento de rapidez constante y trayectoria circular. Aun-
que su rapidez es constante, su velocidad (la cual es tangente a la trayectoria) no
lo es; esta cantidad vectorial implica la existencia de una aceleraciéon que varia en
su direccion.

Al ser uniforme este movimiento, es decir, a iguales incrementos de tiempo le

corresponden iguales desplazamientos angulares, tenemos que

g 60
w=— = —
dt t
Entonces wt = 6 donde 6 = %, .. wt = %, para una trayectoria de rapidez unitaria
15 (@)1
Luego, si reparametrizamos la curva v usando la longitud de arco s como paré-

metro y teniendo en cuenta que % = ||4(¢)||, tenemos,
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= <sin %, — Cos %)

Confirmamos, por lo tanto, que 4(s) es un vector unitario. Adicionalmente,
t=7(s)

(Lt s 1S
= RCOSR, Rst

:%(—cos%,—siﬂ%) :%H

donde n es un vector normal unitario a v (que apunta hacia el centro), el cual

corresponde a la aceleracion del MCU. Mas adelante veremos que el factor % es

justo la curvatura de .

'U2 v

Analogamente sabemos que la aceleraciéon a = w?R = Fy.w=pgpoonv =1,
1

entonces w = ¢ = K.
De este ejemplo concluimos que la reparametrizacion se utiliza para “mantener”
fijo un parametro, en este caso, fijar el hecho de que la rapidez no cambie para el

MCU. Si no se reparametriza tendriamos que,
t = W?R(— coswt, —sinwt)

lo cual dice que la curvatura depende de R y de la velocidad angular w.

1.1.4 Curvatura.

La curvatura es la medida de cuén curvada es una curva. La curvaturd| depende
sOlo de la forma de la curva. Por ejemplo:
Si v es una linea recta en un plano con 4 = 0 en todas partes, su curvatura debe
ser cero. Entonces si 7 es una curva de velocidad unitaria con parametro s, su
curvatura (s) (ver ejemplo (1.1.6)) en el punto v(s) se define como la magnitud
de la aceleracionFl

w(s) = I15(s)] (1.6)
Sea S la longitud de arco AP para una circunferencia con centro en O(zo,yo)
como se ilustra en la figura (1.5)).

"Tomado de [I], p. 23-25.
8La curvatura de v debe ser un escalar y no un vector, por lo tanto tomamos la norma de 7.
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(@] \ =£<
o

[AR0)

-

(X0 Yo)

Figura 1.5. Curvatura de una circunferencia con centro en el origen.

Si # es la medida en radianes del ZPOA entonces,
S=RO . 0=— (1.7)

Sabemos que 22 + y?> = R? donde z = Rcosf y y = Rsinf, entonces su parame-

trizacion seré

v(S) = (zg + Rcos b, yo + Rsinb)
Por la ecuacion ([1.7)) tenemos

S .S
v(S) = (xo + Rcos T + Rsin E)

luego,

. 1 S 1 . 8
(S) = <—}—% cosﬁ,—ﬁsmﬁ)

2 2
A= \/ (-Fes%) +(-gng) 5=
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Por consiguiente, la circunferencia es una curva en un plano y su curvatura es
inversamente proporcional al radio, x = 1/R, lo cual nos hace presumir que su

curvatura es de origen geométrico.

Pero qué sucede si y(t) es una curva que no es de velocidad unitaria. Si v es
regularﬂ7 tendra una reparametrizacion de velocidad unitaria 7. Luego podemos

definir la curvatura 7 sin necesidad de reparametrizaciones con longitud de arco.

Proposicion 1.1.1. Sea ¥(t) una curva reqular en R3, que no es de velocidad

unitaria, luego, su curvatura es:

. = 1Al (18)
(ol &

donde X indica el producto vectorial (o cruz). Esta ecuacion también puede ser
usada para una curva en un plano.
Este es el resultado de reparametrizar (de rapidez unitaria) la curvatura k en
funcion de un pardmetro s, es decir, k = ||(s)||, en términos de v(t) = 7(s).
Ejemplo 1.1.7. Calcular la curvatura de la siguientes curvas:
(a)y(t) = (3 cost,1 —sint, —2 cost) ,

5
(b)y(t) = (cos®t,sin®¢, 0).
(a) v es de rapidez unitaria, por lo tanto,
. 4 3 .
¥ =|—=sint,—cost, -sint
) 5
Y 1 t,sint 5 t
=(-= int, -
ol 7 cost,sint, - cos
. 4 2 3
k=7l = ~z cost | +cos?t, gcost

= V/sin?t + cos?t = 1.

(b) Usando la Proposicion [L.1.1]

4 x4 = (=3cos’t + 6costsin®t,6sint cos’t — 3sin®t,0) x (—3sintcos®t, 3 costsin?t,0)
H x4 = (9sin®t cos* t) + (9 cos® t

= sin®t) = 9sin®t cos® t(cos® t + sin*t) = (0,0, 9sin® ¢ cos* t)

9Por definicion se tiene que, un punto (¢) en v es un punto regular si 4(¢) # 0. Ademas, si
una curva es regular (aquella donde todos sus puntos son regulares) tendra reparametrizacion

de rapidez unitaria.
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|5 x 4| = V81sin* t cos*t 9]l = V/9sin® t cost ¢ + 9 cos? t sin’ ¢

|5 x || = 9sin®t cos® t |7]| = 3sintcost
Luego,
il
Tiodli
9sin®t cos? t 1

(3| sint cost|)? - 3| sintcost|’

1.1.5 Curvas en el plano y en el espacio.

Supongamos que 7(S) es una curva de velocidad unitaria en R?. Sea t = %fy =7
el vector tangente de 7, donde t es un vector unitarid™}
Hay dos vectores unitarios perpendiculares a t. Uno de ellos es el vector ng, el

cual se obtiene al rotar t en sentido anti-horario a un angulo de 7.

Figura 1.6. Vectores tangente t y normal n en un punto sobre una curva.

Teniendo en cuenta el hecho de que n(t) - n(t) = 0 cuando n(t) es un vector
unitario, tenemos que t = % es perpendicular a t, y por lo tanto es paralelo a ns.

En consecuencia, hay un nimero kg, tal que

¥ = Ksns. (1.9)
El escalar kg es llamado la curvatura con signo de 7, (ésta puede ser positiva,
negativa o cero). Como ||ng|| = 1, tenemos
k=71 = [[rsns|| = |k

10Tomado de [1], p. 28-43.
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Por consiguiente la curvatura de 7y es el valor absoluto de su curvatura con signo.
En la figura ([1.7)) se muestra como el signo de la curvatura con signo se determina

(en cada caso, la direccion de la flecha en la curva indica el crecimiento de S).

Figura 1.7. Diagrama del signo de la curvatura s.

Proposicion 1.1.2. Sea v(S) una curva en un plano con velocidad unitaria, y sea
©(S) el dngulo a través del cual un vector unitario fijo debe ser rotado en sentido
anti-horario (o a la izquierda) para que coincida con el vector tangente unitario t

de ~v. Entonces,
_de
s

En consecuencia, si analizamos geométricamente lo anterior, vemos que la curva-

Ks

tura con signo es la velocidad a la cual el vector tangente de la curva rota.

Ejemplo 1.1.8. Una parametrizaciéon con velocidad unitaria del circulo con cen-
tro en el origen y radio R es
S S
S) = ( Rcos—, Rsin —
~v(5) ( cos 5, fisin R)

Su vector tangente

t=5(9) = <— sin%,cos %)

es el vector unitario formando un angulo ¢ = 7 + % con el eje x positivo. Asi, la

curvatura con signo de 7y es

_dy_d (7 Sy _ 1
T US T as\2 "R) TR
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Por lo tanto, si kg > 0, el circulo de radio é tiene curvatura con signo kg.

Si kg < 0, es facil ver que para la curva parametrizada,

R

(la cual es otra de las parametrizaciones de un circulo con radio R y centro en

~(S) = (Rcos %, —Rsin §)

el origen) tiene curvatura con signo —%. Por lo tanto, si R = —%, nuevamente
obtenemos un circulo con curvatura con signo kg.

Esto se puede ilustrar graficamente con el siguiente dibujo:

4N

Figura 1.8. Parametrizacion de un circulo con velocidad unitaria.

Mientras que una curva en el plano es determinada esencialmente por su curvatura,
para curvas en el espacio es necesario definir otro concepto denominado torsion,

como se mostrard mas adelante en esta seccion.

Definicién 1.1.2. Sea v(S) una curva con velocidad unitaria en R3, y sea t =%
su vector tangente unitario. Si la curvatura k(S) no es cero, podemos definir el

vector normal principal de vy al punto v(S) como:

n(S) = t(9) (1.10)

K(S)

donde ||t = k||, y n es un vector unitario. Ademds, teniendo en cuenta la condicion

t-t =0, donde t yn son vectores unitarios perpendiculares entre si, tenemos que

b=txn (1.11)
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donde b(S) es llamado el vector binormal de 7 al punto v(S), y a su vez es

perpendicular a t y a n. Asi, t, n, b forman una base ortonormal en R3.

b=txn, n=bxt, t=nxb. (1.12)

Figura 1.9. Vectores tangente t, normal n y binormal b en un punto sobre una

curva.

Analogamente t L ¢, entonces b Lb.
Ahora calculamos f), aplicando la regla del product a la ecuacion 1} tene-

mos,

b=txn+txn
=k(sin Xxn+txn

b=txn (1.13)

Si ilustramos estos vectores sobre un punto cualquiera de una curva que esta en
un plano P, tenemos que b debe estar necesariamente en el plano generado por
los vectores unitarios b y n, dado que b es perpendicular a t; lo cual se evidencia

con la ecuacion (|1.13)).

T4 regla del producto para diferenciaciéon del producto vectorial de u y v de un parametro
S:

i(uxv)—d—uxv—i—uxd—v
ds  ds ds’
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Figura 1.10. Vector normal, tangente y binormal en un plano.

Como n - n = 0, n se puede escribir como una combinacién lineal de t y b,
n=at+ b
Sustituyendo en la ecuacion (1.13]) se tiene
b=txn
=t x [at + (b]
=a(t xt)+ [t xb)=—Fn
donde 3 se denomina la torsidn de 7 y se representa con 7. Ademas, se utilizod

el hecho de que (t,n,b) es una base ortonormal dextrogira y en consecuencia
txb=—n.

b=-m . bln (1.14)

Para una curva regular v = ~y(¢), la torsion se puede expresar de la forma

(7 x4) -7
15 < 112
Tengamos en cuenta que esta formula muestra que 7(t) se define en todos los

puntos 7(t) de la curva en la que su curvatura x(t) no es cero, ya que por la
Proposicion (1.1.1)) ésta es la condicién para que el denominador sea distinto de

cero.

Ejemplo 1.1.9. Una hélice circular con eje z es un curva de la forma

v(0) = (acosf,asinb, bf), —oo <O < oo
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donde a y b con constantes. Hallar: (a) la curvatura de la hélice y (b) la torsion.
(a) Si (x,y, z) es un punto en (la imagen de) la hélice, entonces

r=acosf, y=asinf, z= 00

para algin valor de 6, luego 22 + y* = a2, lo que muestra que la hélice esta en el

cilindro cuyo eje es el eje z y radio |al.

d
A(0) = Ev(@) = (—asinf,acosf,b)

3@ = Va2sin2 + a2 cos? 0 + b2 = a2 + b2

Esto muestra que () no es cero, por lo tanto 7 es regular. Luego por la Propo-

sicion ((1.1.1)) tenemos

¥ = (—acosf,—asind,0)
A x4 = (—absin 6, abcos 0, —a?)

_ A <Al
[1711?
_ |[(—absin®, abcos §, —a?)||
||(—asinf,acosb,b)|?
(a2b2 +a4)1/2 B [a2(b2 +a2)]1/2
(a2 + 02)3/2 (a2 + b2)3/2
va? lal

a2+ a2 4012

Por lo tanto, la curvatura de una hélice es constante.
(b) De lo anterior tenemos que 4 = (—asinf,acosf,b), ¥ = (—acosf,—asinb,0)

y calculamos 7, entonces
7 = (asinf, —acos6,0)

Luego, v x 4 = (absin @, —abcos §, a?)

15 x F|I? = (\/a2b2 sin® 0 + a2b? cos? 0 + a*)?
= a*(a® + b?)

(% x %) -7 = (absin®, —abcos,a’) - (asind, —acosd,0) = ab
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Entonces la torsion es,

. . . A 2
T = 4l .X ,y?. ! = i = ! (1.15)
F AP~ @@+ P) @y

Notemos que la torsion de la hélice circular llega a ser cero cuando b = 0, en cuyo

caso, la hélice es s6lo un circulo en el plano xy.

Teniendo en cuenta que t = kn y b = —7n, calculamos n,

n=bxt+bxt
=—7(nxt)+ k(b xn) (1.16)

Recordando que b=t xn y t = n x b de la ecuacion (|1.12)) obtenemos

n=—7(—b)+ r(—t)
= —rt+7b

En resumen tenemos las ecuaciones de Frenet-Serret:

t = KN
n= —xt+7b
b= —Tn

t 0 0 t
n =|l-x 0 n
b 0O —7 0 b

Vemos que lo interesante de la curvatura s y la torsion 7, es que son las tnicas

cantidades necesarias para reconstruir la forma de una curva dada.

1.2 Superficies.

Una superficie regular en R? se obtiene tomando “parches” o piezas de un plano,

deforméandolas y arreglandolas de tal forma que la figura resultante no presente
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aristas, bordes o intersecciones propias, y asi tiene sentido hablar de un plano
tangente en los puntos de la figura. Asi mismo, podemos describir una superficie

a través de una parametrizacion[’]

Definicion 1.2.1. Una superficie parametrizada es una funcién o : U C R? —s

R3, donde U es algin dominio de R?. La superficie S es S = Im(c), donde,

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) (u,v) €U

z

u
U (e}
\ Y

/

Figura 1.11. Superficie parametrizada.

Si o es diferenciable (que equivale a decir que x(u,v), y(u,v) y z(u,v) son funcio-

nes diferenciables de (u,v)), S sera una superficie diferenciable.

Suponer que o es diferenciable en (ug,vg) € R?. Fijando u en uy obtenemos una
funcion R — R3 dada por ¢ — o(ug,t), cuya imagen es una curva sobre la
superficie, como se muestra en la figura ([1.12)).

Por la seccion (|1.1.1]) sabemos que el vector tangente a esta curva en el punto

o (ug, vo) esta dado por:

JU<UO7UO) = %U(UOWO)\W):U
ox .0 . 0z
= %(UO: vp)i + 8%(%’ vg)j + %(Uo, vo)k

2Tomado de [3], p. 52-53.



§1.2 22

Figura 1.12. Los vectores o, y 0, son tangentes a curvas sobre la superficie Sy

por lo tanto, son tangentes a S.

De manera andaloga, si fijamos v y consideramos la curva t — o(t, vg), obtenemos

el vector tangente a esta curva en o(ug, vg), dado por:

Uu(UO, Uo) = %U(Um Uo)|v0:0
ox 0 0z

= %(an vo)i + a—Z(UmUo)J' + %(Uo,vo)k

Como los vectores o, y o0, son tangentes a dos curvas sobre la superficie en
o(ug,vg), éstos deben determinar la existencia de un plano tangente (o plano
generado por g, y 0,) a la superficie en este punto; esto es, que o, X 7, sera nor-

mal a la superficie y, sera distinto de cero para superficies suaves en o (ug, vg) € S H

Ejemplo 1.2.1. Calculemos el plano tangente para la esfera S2.

Sea x = rsinf cos ¢,y = rsinfsin ¢, z = r cos, tenemos la esfera parametrizada
7 = (sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6),

hallando oy y o4,

~ 90(0,9) _0a(0,9)
0= "o 7= " 94
= (cos 0 cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0) = (—sinfsin ¢, sin f cos ¢, 0)

13Tomado de [2], p.442-443.
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y su producto vectorial,

A ~ ~

7 ¥ k
09 X 0y = | cosfcos¢p cosfsing —sinf
—sinfsin¢ sinfcos ¢ 0

— (sin 0 cos ¢)i + (sin? @sin ¢)] + (sin 6 cos O cos® ¢ + sin O cos 0 sin” ¢k

09 X 04 = (sin? § cos ¢, sin® § sin ¢, sin @ cos 6)

= sin f(sin 6 cos ¢, sin O sin ¢, cos 6)

T 3

=sinf -7 0=—,—,...
sinf -7 #0 v 5 o

Podemos determinar el plano tangente en p € S, tomando el vector Normal Uni-

tario a S en p, dado por
Oy X 0y

N, (1.17)

B o x o
Una superficie S con “muchos parches” o parametrizaciones permite encontrar
varias parametrizaciones locales sobre ella. Si tomamos dos de esas parametriza-
ciones, o y o, éstas daran lugar a vectores unitarios Nz y N, lo cuales difieren a

lo sumo en un signo,

5'&)(5'{, _:l:O'uXO'v AN
= o

Na_ g - pu— pu
1Ga x aall o x o]

donde G5 X 65 = (9420 — %u8v) 5 x 5, = Det(J(0))(0u X 0,) y Det(T (o)) es el

determinante de la matriz jacobiana dada por

du  du
( v ) ~ Det(T (0))
oa  0v

Por lo tanto, al cubrir una superficie con parametrizaciones donde todos los ja-
cobianos respectivos tengan signo positivo seré posible describir una superficie
de dos lados, uno de ellos al lado exterior o positivo, y el otro al lado interior o
negativo; dicha superficie se llama superficie orientada.

Por ejemplo,en la figura , para cada punto (z,y,z) € S hay dos vectores
normales unitarios n; y ng, donde n; = —nao, es decir, cada una de éstas normales
se asocia con un lado de la superficie. Asi, para especificar un lado de una superficie
S, en cada punto escogemos un vector normal unitario n que apunta hacia afuera

desde el lado positivo de S en ese punto.
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n,

Figura 1.13. Las dos posibles normales unitarias a una superficie en un punto.

Esto supone que una superficie S tiene dos lados. Un ejemplo de una superficie
con un solo lado o superficie no orientable es la Cinta de Mobius, como se muestra
en la figura (|1.14)), en cada punto de M hay dos normales unitarias, n; y ny. Sin
embargo, n; no determina un lado inico de M, y tampoco ns. Podemos ver esto
de manera intuitiva, deslizando n, alrededor de la curva cerrada C, cuando ns
regrese a un punto fijo p de C| coincidiré con n;, mostrando que tanto n; como

ng, apuntan desde el mismo lado de M y, en consecuencia, M tendra un solo lado.

i

n,

M

Figura 1.14. Cinta de Mobius: deslizar ny alrededor de C una vez; cuando ns

regrese a su punto inicial, ny coincidird con ny; = —ns.

1.2.1 Longitud de curva sobre superficies.

Lo primero a tener en cuenta geométricamente para una superficie, es la medida
de la distancia entre dos puntos sobre ésta. El objeto con el cual calculamos la
longitud en una superficie, y ademas, dngulos y areas, se denomina Primera Forma
Fundamental.

Sea y(t) = o(u(t),v(t)) una curva en un parche de superficie o, su longitud de
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arco comenzando en el punto y(ty) esta dada por:

5= / 1 a1 | de

Por la regla de la cadena, ¥ = o,u + 0,0, asi

15117 = (00 - 0u)0? + 2(0y - 0,)00 + (0, - 0,)0?

AP = Ba? 4 2F00 + Go?
donde £ =0, -0, = ||0,||>, F =040,y G = 0,0, = ||o,|* Entonces,

t
S = / (EW? + 2F a0 + Go*)/2dt (1.18)
to

= [ e (3) (2 ()]

t
= / (Edu? + 2Fdudv + Gdv?)

to

Donde

’ Edu® + 2Fdudv + Gdv® = Primera Forma Fundamental ‘ (1.19)

En ocasiones la ecuacion (1.19)) se escribe como:
dS? = Edu® 4 2F dudv + Gdv®

Ejemplo 1.2.2. Tenemos el plano o(u,v) = a+up+wvq donde p y q son vectores
unitarios y ortogonales.

Entonces o, = p, 0, = q,
E = |ou?* = llpl* =1
F:Uu'gv:p'qzo
G = ol = [lql* =1

La PFF para el plano o es:
dS® = du® + dv®
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Ejemplo 1.2.3. Tenemos una esfera con coordenadas o (6, ¢) = (sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).

Entonces

0g = (cos ) cos ¢, cos O sin ¢, — sin )

04 = (—sinfsin ¢, sin d cos ¢, 0)

L E = o]
= || cos® 0 cos® ¢ + cos® fsin® ¢ + sin? ||* = 1
F = 09 * 0'¢ == O
G = [log?

= || sin® @ sin® ¢ + sin’ f cos® ¢[|* = sin®
Luego la PFF para una esfera es:
dS? = du® + sin? 0dv® = db?* + sin® Od >

Ejemplo 1.2.4. Tenemos un cilindro de la forma o(u,v) = y(u) + va donde a es

un vector unitario, y - esta contenido en un plano perpendicular a a. Entonces

Oy = ;)/7 Oy = Qa
E = HUUH2 F=o0,-0, G = HUvH2
= 151? =j-a = |la|?

La PFF es ds? = du® + dv?, la cual es igual para el plano.

1.2.2 Isometrias de superficies.

Observamos segin el ejemplo ([1.2.4)) que un plano o un cilindro, adecuadamente

parametrizados, tienen la misma Primera Forma Fundamental. Geométricamente

esto es facil de ver.
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Figura 1.15. La PFF del plano y del cilindro son iguales porque al doblar o en-
volver el plano, la distancia de A a B no cambia, es decir, ambas superficies son

invariantes bajo isometrias.

Consideremos una curva en un plano. Supongamos ahora que el plano es “envuel-
to”, dando asi lugar a una superficie cilindrica. Entonces, la curva sera ahora una
curva sobre un cilindro. Como el plano no ha sido estirado ni encogido, las lon-
gitudes de estas dos curvas serédn las mismas, y como la PFF es una medida de
la longitud de curva en una superficie, ésta debera ser la misma. El experimento
sugiere, por otro lado, que es imposible envolver una hoja de papel alrededor de
una esfera sin arrugarse. Por lo tanto, esperamos que un plano y una esfera no
tengan la misma PFF (cualquiera que sea la eleccion de la parametrizacion).

La siguiente definicién precisa lo que significa envolver una superficie en otra “sin

arrugarse’.

Definicion 1.2.2. 51 S y Sy son superficies, un difeomorfismo f : S — Ss se
llama isometria si lleva curvas en 81 a curvas en Sy, preservando su longitud. Si

tal isometria § : S; — Ss existe, decimos que S; y Sy son isométricaéle.

1.2.3 Area de una superficie.

Consideremos ahora el problema de calcular el area de una superficie.

Definicion 1.2.3. Definimos el drea A,(R) de la parte o(R) de un “parche” de

superficie o : U — R3 correspondiente a la region R C U por

Ay(R) = //R llow X oy ||dudv (1.20)

4Tomado de [I], p.101.



§1.2 28

donde |0, X 0, es la norma de o, X 0,. Si R es una union de superficies S;, su

area es la suma de las dreas de las S;.

u A
(Vou) U (Xij,yij,z‘j

Pij

n AV Z
u; WAy 19) ,@3

v
(L o)

' y

X

Figura 1.16. ¢||oy; X 0, || AUAV es igual al area de un paralelogramo que aproxima

7

el area de un retazo en una superficie S = o(U)

La cantidad ||o, x o,|| se puede escribir utilizando el algebra vectorial™| en tér-

minos de la Primera Forma Fundamental Edu? + 2Fdudv + Gdv? de o, como:

o % 0| = (00 X 0y) - (04 X 7)
= EG—F?
S low X 0| = VEG — F?

Asi, la definicion de area de una superficie sera:

A, (R) = / /R VEG = F2dudv,

la cual no depende de la parametrizaciéon y por tanto, es invariante si o es repa-
rametrizadad]

1.2.4 Curvatura de una superficie.

Recordemos que para R?, la curvatura nos da una idea de qué tanto una curva “se

aleja” de una linea recta. Mientras que para superficies en R?® buscamos una forma,

15Se emplea la propiedad (a x b) - (¢ x d) = (a-c)(b-d) — (a-d)(b- ¢) donde a, b, ¢ y d son
vectores en R3.
6 Tomado de [2], p. 449-452.
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de medir qué tanto se “aleja” una superficie de su plano tangente a medida que

nos movemos sobre ella. La figura ((1.17)) generaliza el caso de curvas a superficies.

Transportado ||
desde o(u,v)

o(u+Au,v+Av)

Figura 1.17. La curvatura de una superficie mide que tanto se “aleja” esta de su

plano tangente.

Queremos determinar o = (o(u + Au, v 4+ Av) — o (u,v)) - N donde N = Zux

Touxoul’

y es transportado paralelamente de o(u,v) a o(u 4+ Au,v + Av).

Empleando una expansion en Series de Taylor a segundo orden tenemos,
1
o(u+Au,v+Av) = o(u, v)+auAu+aUAv—|—5(UuuAu2+20mAuAv+awAv2+. )

Teniendo en cuenta que o, L N y o, L N, calculamos

A~

(o(u+ Au,v+ Av) —o(u,v)) - N =

~ 1 ~
[(ouAu + 0,Av) - N + §(O’UUAUJ2 + 20, AuAV 4 0, AV?) - N + . ]

~ 1(Uuu N(AW)? + 204, - N(AuAD) 4 04, - N(Av)?),

[\]

92 92 92
donde 0y = 530U, V), Ouy = Ovu = 5.5:0(U, V) ¥ 0wy = F50(u,v).
Si definimos

A~ A~

L:=0u N, M =0, - N, N :=o0,, N (1.21)
Entonces la expresion ((1.2.4]) toma la forma
(o(u+ Au,v + Av) — o(u,v)) - N = (L(Au)* + 2M (AuAv) + N(Av)?)

1(AUAU)<L M><A“>,
2 M N Av
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donde la expresion

’ Ldu® + 2M dudv + Ndv? ‘

se conoce como la Segunda Forma Fundamental (SFF)[|

1.2.5 La curvatura de las curvas en una superficie.

Sea y(t) = o(u(t),v(t)) una curva con velocidad unitaria en un “parche” de su-
perficie o, y ¥ el vector tangente unitario a o. Por lo tanto, 4 es perpendicular a
N de o, asi 7, N y N x 4 son vectores unitarios mutuamente perpendiculares. En

este sentido, 4 L ¥, por tanto, 4 serd una combinacion lineal de N y N x .

5 = knN + £y (N x 4) (1.22)
N Y
v
N xy Kyp o
s \V"”’

Figura 1.18. La curvatura de una curva sobre una superficie determinada por la

curvatura normal k, y geodésica kg.

donde k, y k4 son escalares llamados curvatura Normal y curvatura Geodész’ca[g],

respectivamente. Ademas, N L N x 4. Esto implica que

" Tomado de [1], p. 127-137.
18Las geodésicas de una superficie son las lineas “méas rectas” posibles (con menor curvatura)

fijadas en un punto y una direccién dada sobre una superficie.
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5
5N =k, (1.23)
ki = |J]|N] cos )
= Y cos
y
- (N x4) = 5N - (N X ) 4 (N x 4) - (N x 5)
5 (N X 4) =k (1.24)

g = 3N x 4| sin¢)
= v sin
Por consiguiente ||¥]|* = &2 + .
Luego por la seccion ([1.1.5), sabemos que xk = ||¥]|, entonces

K = K2 + /13 (1.25)
y

Kp = K COS 1 (1.26)

kg = ErKsiny (1.27)

Sin embargo, nos interesan curvas en las que 7y sea una secciéon normal de la
superficie o, es decir, tales que %, vaya en la direccion de N, v que el plano II, que
se ilustra en la figura ((1.19) sea perpendicular al plano tangente de la superficie

en cada punto de 7.

Para las ecuaciones ((1.26) y (1.27]) vemos que ¥ = 0, 7, entonces,
Ky, — K kg =0

Ejemplo 1.2.5. Calcular la curvatura normal del circulo 7(t) = (cost,sint, 1)
para un paraboloide eliptico o(u,v) = (u,v,u? + v?).
Calculando el vector normal unitario y las componentes de la SFF para el para-

boloide tenemos
2(du?® + dv?)

V14 4u? 4 402

Entonces u = cost, v =sint y du = —sint, dv = cost, respectivamente. Asi,
~ 2((—sint)* + (cost)?) 2
" V1+4costt +4sin’t V5

2\ (du® + dv?) =
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Y

To

Figura 1.19. “Intersecciéon” de los planos normal y tangente de una curva en una
superficie.
1.2.6 Curvaturas normal y principal.
Utilizando la ecuacion (|1.23)) tenemos

d2
[

d (d
A= S (o(ult), ot

4 (Gow.oon)]

= N - [0yii + 040 + W(Tuutl + Tup) + 0(Cp + Tyuti)]

(0 - N)u + (o, - N)v + (uu N)u2 + (O - N)uv + (Op - N)v2 + (O - N)vu

Z»

Ryp =

I
2>

Teniendo en cuenta que o, - N = 0, o, - N = 0, 0wy = 0uy v por la definicion de

las componentes de la SFF tenemos,
fon = L + 2M1d + NoO*. (1.28)

Al considerar curvas que pasan por un mismo punto p € S pero en diferentes
direcciones, caemos en cuenta que k, debe tomar un valor maximo y un valor
minimo. A dichos valores se les conoce como curvaturas principales y se denotan
pOr K1y Ko.

Lo que nos lleva a lo siguientd™}

19Es posible demostrar que las curvaturas k; y ko se obtienen como las raices de la ecuacion

(1.29) utilizando el método de multiplicadores de Lagrange.
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Lema. 1.2.1. Las curvaturas principales de un parche de superficie son las raices

de la ecuacion

Det(%H - /13’[) =0 (129)

es decir,
L—rE M—KF
M —rkF N — kG

E F L M
d d = ~ = .
onde §3 (FG)Y%J (M N)

1.2.7 Curvatura Gaussiana.

—0 (1.30)

Ahora introducimos dos nuevas medidas de la curvatura de una superficie, las
cuales contienen la misma informaciéon que las dos curvaturas principales pero
tendran una mayor importancia geométrica, éstas son la curvatura gaussiana y la
curvatura media.

La curvatura gaussiana en particular, tiene la notable propiedad de no modificarse
cuando la superficie se dobla sin estirarla, una propiedad que no es compartida

por las curvaturas principales.

Definicion 1.2.4. Sean k1 y ko las curvaturas principales de un parche de super-

ficie. Luego, la curvatura gaussiana de un camino de superficie es
K= Ri1Kk9, (131)

y su curvatura media es

H= %(Kl + I{Q). (132)

Para obtener expresiones explicitas para H y K en términos de la PFF y la SFF

partimos de la definicion (1.30]), calculando el determinante

L—rxE M—gF
M —xF N — kG

- (EG - F*)K* — (LG —2MF + NE)k + LN — M? = 0.

Ahora bien, recordemos que en la ecuaciéon cuadratica ax? + bk + ¢ = 0, la suma
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de las raices es —b/a y el producto de las raices es ¢/a m Por tanto,

LN — M2

K= RiRk9 = m, (133)
LG -2MF + NE

H= ; 1.34

20EG — F?) (1.34)

y las curvaturas principales seran H + v/H? — K.

Ejemplo 1.2.6. Calcular la curvatura gaussiana y media de la superficie o (u,v) =
(u~+ v,u — v,uv) en el punto o(u,v) = (2,0,1).
Entonces,

E=o0,-0,=(1,1,0)(1,1,0) = 2+

Asimismo, F' = uv, G =2+ u?. Luegosiu=v =1 =
E =3, F=1, G =3.

Luego por la ecuacion ((1.17)), tenemos que

G (utvv—u,-2)
(At v, v —u, —=2) 2
(2,0,-2)
8

Asique, L =0, M = (0,0,1) - @22 = =2 — =1 v N =,

Por lo tanto,

Sabemos que una curva con velocidad unitaria tendré una curvatura con signo
que depende del cambio de direccion del vector tangente por unidad de longitud.
Ademas en el caso de las superficies consideramos lo siguiente: Si tenemos una
superficie X, al trazar los vectores normales N en una region de la superficie, éstos
limitaran una regién o area sobre la misma. En la esfera, los vectores normales
también describiran una vecindad llamada Ay. Luego el mapeo gaussiano G es
una funcién que “envia” elementos del area A, a la esfera. Es decir, G : ¥ — S?
y S :Im(o).

20Esto se conoce como el Teorema de Cardano-Vidte.
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Figura 1.20. Mapeo gaussiano.

El mapeo gaussiano se obtiene al analizar qué tan rdpido cambia el vector normal
en una superficie, ya que la direccion de su plano tangente es medido por el vector
normal a ella. Asi, podemos esperar que la curvatura de una region o vecindad
sobre la superficie esté medida por la razon entre las areas Ay y A,.
Ay
lim — = |K 1.35
Am T K] (1.35)

Tomando los diferenciales de las areas tenemos
dAy = [K|dA, - Ay = / IK|dA, (1.36)
b

O en términos de los vectores normales y tangentes,

Ay (2) :// IN, x N, |[dudv
by

_// |K|||au><ay||dudv—// IK|dA,.
b)) b

donde esperamos que K sea la curvatura gaussiana (ver seccion (2.1), y dado
que es invariante bajo isometrias, permite llevar curvas sobre una superficie a
otra preservando su longitud. En otras palabras, la curvatura gaussiana es una
propiedad intrinseca de la superficie puesto que ésta no cambiaré si la superficie
no se contrae ni se rasga.

Esta propiedad se denomina Teorema “Egregio” de Gauss y se enuncia asi: “La
curvatura gaussiana de una superficie es invariante bajo isometrias”. Este teore-
ma permite que las distancias se conserven a pesar de que halla flexiones en la

superficie, asi los coeficientes de la PFF y cualquier ente que dependa de ellos se
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conservara. A fin de probar que la curvatura total depende de los coeficientes de

la PFF y la SFF, y de sus derivadas se obtienen las ecuaciones de Gausﬂ

011 :FhO'H + F%lO'z + LN (137)
012 =I'}y011 + 00 + MN (1.38)
099 ='3o011 + 5900 + NN (1.39)

k — Tk . : k k
donde Aj; =T, son los simbolos de Christoffel, (I'f; = T'7;).
Esta nocion de curvatura gaussiana se empleara en el siguiente capitulo para el

desarrollo del Teorema de Gauss-Bonnet.

21El calculo en detalle de éstas ecuaciones y de los simbolos de Christoffel se encuentran en
el Apéndice A.



Capitulo 2

CURVATURA Y TRANSPORTE
PARALELO.

En este capitulo se ilustrara la relacién existente entre la nocion de curvatura

gaussiana (TGB) y la Teoria del Transporte Paralelo (TTP), en una superficie.

2.1 Teorema de Gauss-Bonnet.

El Teorema de Gauss-Bonnet (TGB) es el mas profundo y significativo resultado
en la teoria de superficies. Su version mas importante relaciona el promedio de la
curvatura gaussiana sobre una superficie con una propiedad global de la misma
llamada “Niumero de Euler”, la cual es netamente topologica, es decir, que no cam-
bia bajo ninguna deformacién continua de la superficie. Tal deformacién implica
un cambio general en el valor de la curvatura gaussiana, pero éste teorema dice
que el promedio sobre la superficie no cambia. Asi, el TGB permite relacionar

propiedades geométricas con propiedades topologicas.

2.1.1 Gauss-Bonnet para curvas cerradas.

La version mas simple del TGB hace referencia a curvas cerradas en una superficie.
De manera general, si y(s) es una curva simple cerrada con velocidad unitaria en

una superficie o de longitud I(7), y que esta positivamente orientadaﬂ,

()
/ S = 27 / / KdA,, (2.1)
0 int(y)

La demostracion de ésta version del TGB se encuentra en [1], p. 247-249.




§2.1 38

donde kg4 es la curvatura geodésica de v, K es la curvatura gaussiana de o, dA, =
VEG — F2dudv es el elemento de area en o y 2w = fol ™ G5 ya que 6 es un dngulo

de rotacion a lo largo de (7).

2.1.2 Gauss-Bonnet para poligonos curvilineos.

La siguiente version del TGB generaliza la nocién de una curva que pueda tener

“esquinas”.

Teorema 2.1.1. Sea v un poligono curvilineo orientado positivamente y de rapi-
dez unitaria con n aristas en una superficie o, y sean i, o, ..., 0, los dngulos

interiores en sus vértices. Luego

1) n
/ KgdS = Zai —(n—2)m— // KdA, (2.2)
0 i=1 int(v)

Para lo cual se debe tener en cuenta que si v es un poligono curvilineo con n-
aristas cada una de las cuales es un arco de una geodésica, luego los dngulos

internos oy, Qa, . . ., oy, del poligono satisfacen la ecuacion

Z a; = (n—2)r+ / KdA, (2.3)
i=1 int(y)

Un caso especial de esto es considerar un n-poligono en el plano con bordes rectos,

donde K = 0 para el plano, entonces

2”: a; = (n—2)m,
i=1

lo cual es un resultado conocido de geometria elemental.

Para un n-poligono curvilineo en la esfera unitaria cuyos arcos son grandes circulos,
tenemos que K = 1 entonces > «; excede el valor del (n — 2)m de un plano por
el area [[ dA,. Tomando n = 3, obtenemos para el triangulo esférico ABC' cuyas

aristas son arcos de grandes circulos,
A(ABC) = ZA+ /B+ /ZC —7 (2.4)

lo cual es un caso especial del Teorema de Gauss-Bonnet.

Finalmente, para el n-poligono geodésico en la pseudoesferaﬂ, para la cual K = —1

2Una pseudoesfera es una superficie de revolucion que se obtiene girando una curva (tractriz)
alrededor de su asintota. Es una superficie con curvatura gaussiana negativa, lo que implica que
cada uno de sus puntos es un punto de silla, es decir donde la pendiente es cero, sin ser un

extremo local.
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vemos que »_ «; es menor que (n — 2)w por el area del poligono. En particular,

para el triangulo geodésico ABC' en la pseudoesfera

A(ABC) =71 —ZA— /B — /C (2.5)

Figura 2.1. La pseudoesfera.

2.1.3 Gauss-Bonnet para superficies compactas.

Esta es la version més importante de éste teorema. Este resultado es sorprendente
ya que hay pocas superficies compactas en R?, la mas sencilla de ellas es la esfera,
la siguiente es el toro, el cual se puede obtener rotando un circulo alrededor del eje

z en el plano xz sin cortar o intersectar el eje z. La superficie compacta mostrada

AT
CEREELLOLOLD% J— S —
A A A A AT AN KX <YK KX
AR (RN A TG LG LT TOLLOTN
9. 00:9°0:98.98.978.970:90:970: I I I R R S R R IR R LR
LTLILTLELRLLLLLIN AL LB LA ELBLD IR LSLBLLILN
SPETLTS SPORES e NG/ 1S G S SN, S O S A S Ei T4,
Xy s sss @iy« scssigiiiy<ovesigiiyss:
PR RO O T e N, S e R W
R A R IR TR K IR RS
PP IAT L L LS A RIE REGIGL LI RLLG LA
B IR AEAEALRAL <O v Tavatse < X
9:970.970.970:979.:970.970.970.9.4
10:970:9°0:970.9°0.9°9. 94
SRR LIS
L POLOH (b)

(a)

Figura 2.2. (a) Un toro y (b) tres toros juntos.

en la figura (2.2)) se escribe como 7, donde g es el nimero de huecos, llamado el

género de la superficie (tomando g = 0 para la esfera).

Teorema 2.1.2. Para cualquier entero g > 0, entonces la superficie T, admite
un atlas que la convierte en una superficie regional suave. Por otra parte, toda

superficie compacta (cerrada y sin borde) es difeomorfa a T, para algin g.
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Esta version del Teorema de Gauss-Bonnet se obtiene cubriendo la superficie com-
pacta S con poligonos curvilineos que encajan muy bien (aplicando el Teorema

2.1.2)), y sumando los resultados. Por consiguiente,

Definiciéon 2.1.1. Sea S una superficie cuyo atlas estd compuesto de parches de
superficie o; : Uy — R3. Una triangulacion de S es un conjunto de poligonos
curvilineos (el interior de) cada uno de los cuales estd contenido en uno de los

parches o;(U;), tal que
1. cada punto de S estd por lo menos en uno de los poligonos curvilineos;

1. dos poligonos curvilineos estds disjuntos, o su interseccion es un borde comin

0 un vértice comun;
iii. cada borde (o arista) pertenece a dos poligonos exactamente.

Por lo tanto, situaciones como la de la figura ([2.3) no son permitidas.

Figura 2.3. Situacién no permitida al triangular cualquier superficie dada.

Por ejemplo para la esfera unitaria, tiene una triangulacién con 8 poligonos, los

cuales se obtienen por la interseccion de la esfera con los tres planos coordenados.
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Figura 2.4. Triangulacion de la esfera unitaria.

En general, debido al posible ntiimero de poligonos que se puedan dar en una
superficie, toda superficie compacta tendrd una triangulacion con un nimero finito
de poligonos, es decir, un numero finito en la familia.

Luego para cualquier triangulaciéon de una superficie compacta S, el nimero de

Euler x sera

x=V-A+C] (2.6)

donde V' es el numero total de vértices, A es el numero total de aristas, y C' es el
numero total de caras, para toda triangulacion de S.

Para la esfera 82, tenemos que V =6, A = 12y C = 8, asi y = 6 — 12 +
8 = 2. La importancia del nimero de Euler es que, aunque para una superficie
hayan diferentes triangulaciones y a su vez diferente niimero de vértices, aristas y
poligonos, y es independiente de la triangulacion. Por ejemplo para un tetraedro
que se muestra en la figura , V=4 A=6yC=4asi x=4—-6+4=2,

Figura 2.5. Triangulacién del tetraedro.

lo mismo que para la esfera, ya que al “inflar” el tetraedro podemos obtener otra
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triangulacion para la esfera. Esto es consecuencia del siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. Sea S una superficie compacta. Luego, para cualquier triangu-

/ /8 KdA = 27y, (2.7)

donde x es el numero de Fuler de la triangulacion, y ffs es la suma sobre todos

lacion de S,

los poligonos de la superficie compacta S.

Este teorema indica que la integral de K sobre la unién de un ntmero finito de
poligonos, todos contenidos en un s6lo camino de superficie, que sean disjuntos,
es simplemente la suma de las integrales de K en cada poligono, puesto que la
curvatura y el diferencial de area no cambian por la eleccion del “parche” ni de la
reparametrizacion, es decir, [[;KdA es independiente de la triangulacion, lo cual

implica que,

Corolario 2.1.1. El numero de Euler x de una triangulacion de una superficie

compacta S depende sdlo de S y no de la eleccion de la triangulacion.

Aplicando esto a 8%, tenemos que

/ /S KdA = dn (2.8)

donde y = 2. Este resultado no es tan notable ya que K = 1, entonces el lado
derecho de la ecuacion (2.8) es solo el area de la esfera. Ahora, supongamos que
deformamos la esfera, es decir, pensamos que la esfera es una lamina de goma
y la estiramos pero sin romperla, para tal deformacién de la esfera, K no seré
constante y calcular la integral [, 5 KdA sera dificil. Pero si comenzamos con una
triangulacion de la esfera deformada, después de la deformacion tendremos una
triangulacion de la esfera deformada con el mismo nimero de vértices, aristas
y poligonos como la triangulacion original. Y esto se da porque el ntmero de
Euler de la esfera deformada es el mismo que el de la esfera no deformada, es
decir, y = 2, y de éste hecho se obtuvo la ecuacion . Generalmente, esto
indicaria que el nimero de Euler de cualquier superficie compacta no cambia
cuando la superficie es deformada sin romperla. De aqui concluimos que y debe

ser netamente topologico.
Teorema 2.1.4. Sea T, una superficie compacta y cerrada con g-huecos, entonces

X(T,) =2—2g (2.9)
=2(1-yg)
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Corolario 2.1.2. Tenemos

/ /T KdA = 2y (2.10)

= 27[2(1 — g)]
=47 (1 —g)

Ejemplo 2.1.1. Calcular el TGB para el toro Tj.

//SKdA:47r(1—g)
.'.//SKd.A:O.

2.2 Teoria del transporte paralelo

donde g =1

Imaginemos que hay un camino que va a lo largo de la linea del Ecuador (en
la superficie de la Tierra) y que viajamos a lo largo de ese camino con rapidez
constante. El camino parece “perfectamente” recto, es decir, que no tendriamos
que girar a la derecha o a la izquierda para continuar a lo largo del mismo. Por lo
tanto, debemos percibir nuestra velocidad (y no sélo la rapidez) como constante.
Por otro lado, un observador en el espacio podria ver que nuestra velocidad no
es constante a medida que viajamos en un circulo en lugar de una linea recta.
La resolucion de ésta paradoja es que el observador que esta en el espacio s6lo
“ve” la superficie de la Tierra, percibiendo s6lo la componente de la aceleracion
tangencial a la superficie.

Para empezar analicemos cémo se comporta un vector al ser trasladado a lo largo
de una curva en un plano: Dados dos puntos p y ¢ unidos por una curva -y es
posible tener un vector @ en p, que sea igual (en magnitud y direccién) a lo largo
de los puntos de la curva v, como se muestra en la figura (3.4)(a)).

Este proceso se denomina transporte paralelo de un vector a lo largo de una
curva.

Es importante resaltar que si escogemos otra curva 7 uniendo los puntos p y ¢, el

vector resultante de trasladar @ desde p a ¢ serd el mismo, como se ilustra en el

siguiente ejemplo (2.2.1)).
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(b)

Figura 2.6. (a) Un vector @ a lo largo de v y (b) vector transportado paralelamente

en un plano.

Ejemplo 2.2.1. Para un plano, la nocién de campo vectorial paralelo a lo largo
de una curva parametrizada se reduce a la de un campo constante a lo largo de
la curva, es decir, la longitud del vector y su angulo con una direccion fija son
constantes. Como se ilustra en la figura (b)).

En general, consideremos un campo de vectores tangentes Y : R® — R3 en un

plano de tres dimensiones y sea 7 : R2 — R? una curva en dicho plano, como se
muestra en la figura (2.7)).

Figura 2.7. Campo vectorial Y.

Por lo tanto, si tenemos un vector v para un punto inicial (¢ = 0) viajando a
lo largo de una curva, transcurrido un tiempo (¢t = T'), el vector sera el paralelo
transportado del vector en el punto inicial V,t, si Y(y(t)) cumple las siguientes

condiciones:
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Por consiguiente, jcual es la condiciéon necesaria para que haya transporte para-
lelo?.

Si calculamos la derivada total con respecto al tiempo de Y(y(¢)) obtenemos que

%:C.LUl—FbUQ—FCLdl—i—bdg (211)

donde a y b son funciones reales, y las funciones &; y &, tienen componentes tan-
gentes y componente normal a una superficie (o region considerada) en un campo
de vectores como el de la figura .

Luego si analizamos detenidamente la derivada de un campo vectorial, vemos que
podemos ignorar la componente normal ya que al movernos sobre la curva lo tinico
importante es conocer las direcciones posibles de movimiento (componentes tan-
gentes a ésta) y la posicion donde se encontraria el observador. En pocas palabras,
para un observador que se mueve a lo largo de la curva su direccién no cambia y
percibe un movimiento rectilineo, asi que para él no tiene sentido “pensar” en una
componente normal, puesto que no la percibe.

Por lo tanto, es necesario “separar” las componentes tangentes de la normal. Para
ello definimos una derivada que dependa solo de las componentes tangentes.

Entonces,
d

ZY((1) = ao + Bo + SN (2.12)
donde aoy + oy contiene a ao; + 502 més toda la componente tangencial que
contiene a ady + bay (ver 2.11)), y se denomina la derivada covam’ant(ﬂ D;deY a

lo largo de la curva y(t) y 6N encierra “toda la parte normal”.

Ahora queremos que, tanto el campo vectorial Y como la derivada covariante Dy,
tengan la misma naturaleza, es decir, que pertenezcan al mismo espacio tangente.

Lo importante aqui es la direcciéon en la que se mueva el observador, lo cual se

3La derivada covariante es una manera de especificar la derivada a lo largo de vectores
tangentes de una superficie. Por lo tanto, el transporte de vectores tangentes a lo largo de una
curva, proporciona una nociéon de conexion en la cual se pueden hacer comparaciones entre la
geometria local en un punto y la geometria local en otro punto. En el contexto fisico, la derivada
covariante es empleada para calcular la aceleraciéon inercial, es decir, la aceleracién para un
observador en “reposo”’ (en la superficie terrestre, por ejemplo) respecto a otro (observador

externo).
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describe con los vectores tangentes. Para ello necesitamos calcular formalmente la
derivada covariante D; de un campo vectorial Y a lo largo de .
Sea

Y(o(z', 2?) = Y (o (2!, 2%))or + Y (o (2!, 27))oy

donde Y! y Y2 son funciones reales definidas sobre S.

Y(t) =Y (o(t))oy + Y*(o(t))oo

dY(t)

Cdt

donde a partir de las ecuaciones ([1.37} [1.38|y [1.39)) tenemos que
Ooq 0zt Ooq 02
(I TN T

2

= YIO'l + Ylé'l + YQO'Q + Y2é'2,

.1 .
= 011X + 0211

= (Thoy 4 12,05 + LN)i! 4 (T},01 + 2,05 + MN)i?

. .1 )
09 = 019X + 099X

= (I'Loy +T%0y + MN)i! + (Tko1 + 205 + NN)i2

Realizando la derivada obtenemos que,

ay

—r = o[V (Tt + T5a%) Y 4 (08" + D5%) Y7

+0a[Y? 4 ([d! + Tha”)Y! + (Phi! + Dayi®) Y7
+ N[L&'Y! + Ma?Y' + Mi'Y? + Ni?Y?]

2 2
=y (Y + > Yfr;lkj;’f> 7i
i=1

k=1
+ [YY(Li' + M3?) + Y*(Mi' + Ni?)|N
Lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.2.1. Sea la derivada covariante
DY =Y (Y + ZYT%x"“) o; (2.13)
i .k

Luego, st
DY =0 (2.14)

El campo vectorial Y es “paralelo” a lo largo de .
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Entonces para lograr que haya transporte paralelo sobre una superficie se debe
resolver la ecuacion diferencial ([2.14]), exigiendo que en cada punto el vector no

cambie de direccién para un observador que se encuentre sobre la superficie.

Por otro lado, podemos generalizar el transporte de vectores sobre curvas en su-
perficies, como sigue:

Dada una curva 7 sobre una superficie S y un vector tangente sobre el pun-
to p = 7(0). El vector paralelamente transportado desde p hasta ¢ = v(7T') es
Y (y(T)), donde Y satisface D, Y (v(t)) = 0. Luego al transportar paralelamente la
imagen de Vv de p a ¢, vemos que se genera un conjunto de vectores tangentes a

la superficie a lo largo de la curva ~.

Figura 2.8. Conjunto de vectores tangentes sobre una superficie, generados por el

transporte paralelo.

Por ejemplo, en la superficie mostrada en la figura (2.9)), puede observarse que el
desplazamiento paralelo es independiente del camino recorrido por el vector en la
superficie lateral del cilindroﬁ es decir, que en la parte lateral cilindro, el vector
transportado de p a b (siguiendo la linea punteada azul) sera el mismo, y esto
debido a que la curvatura de Gauss en esta parte es cero (asi mismo sucede con
el plano). Mientras que en la cara superior de p a ¢, el vector inicial y el paralelo

transportado no coinciden, puesto que la curvatura cambia al pasar a través del
borde del cilindro.

4Podemos ver que el resultado de desplazar paralelamente un vector a lo largo de un camino
cerrado en una superficie depende de la curva o camino elegido. A éste fendomeno geométrico se

le conoce como Holonomia.
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Figura 2.9. Transporte paralelo en un cilindro.

En general, existe una relacién entre la curvatura de la superficie considerada
y la desviaciéon del vector transportado respecto a su posiciéon inicial. En otras
palabras, si tenemos una curva cerrada {2 sobre una superficie S como se muestra
en la figura , el vector inicial V; y el vector final V; llegaran al mismo punto,
a pesar de que por un desfase angular 6, sus direcciones no sean las mismas. Este
angulo formado por el vector ¥; y su imagen (V;) por el transporte paralelo se

denomina dngulo de holonomia.

Figura 2.10. Desfase angular como resultado de transportar un vector en una

superficie.

La medida de éste angulo en radianes seréﬁ

o= /Q Kda (2.15)

por lo que el angulo de holonomia nos da la curvatura total de la regiéon 2.

Por otra parte, las curvas parametrizadas v : R — R? de un plano, donde el

®Tomado de [I], p. 362-364.
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campo de vectores tangentes a las curvas §(t) es paralelo, son precisamente lineas
rectas de un plano. Las curvas parametrizadas sobre un plano que satisfacen una
condicién analoga a una superficie se llaman geodésicas. Por ejemplo, los grandes
circulos C de una esfera S? son geodésicas. De hecho, éstos se obtienen por la
interseccion de la esfera con un plano que pasa a través del centro O de la esfera.
La normal principal en un punto p € C se encuentra en la direccion de la linea
que conecta p con O porque C es un circulo de centro O. Desde que S? sea una
esfera, la normal se encuentra en la misma direccion.

Ahora definiremos para una curva en una superficie un concepto anélogo al de

curvatura de planos curvados.

Definicion 2.2.2. Sea C una curva reqular orientada contenida en una superficie
orientada S, y sea y(s) una parametrizacion de C, en una vecindad de p € S, por
la longitud de arco s. El valor algebraico de la derivada covariante [D7(s)/ds] = K,

de 4(s) en p se llama curvatura geodésica de C en p.

Las geodésicas son curvas regulares que se caracterizan por tener curvatura geo-
désica cero.

Para un punto de referencia externo a la superficie, el valor absoluto de la curva-
tura geodésica k, de C en p es el valor absoluto de la componente tangencial del
vector 7(s) = kn, donde k es la curvatura de C en p y n es el vector normal de
C en p. Renombrando el valor absoluto de la componente normal del vector &,

como el valor absoluto de la curvatura normal k,, de C C & en p, tenemos que

(ver figura [2.11)).

2 _ .2 2
K™ = Ky + K.

Figura 2.11. Geodésica y derivada covariante.
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Por ejemplo, el valor absoluto de la curvatura geodésica k, de una paralela C
de colatitud ¢ en una esfera unitaria S? se puede calcular desde la relaciéon (ver

figura)
1

sin?

_ 2 2 _ 2.
= K, + K, = 1+ K;

que es,

2 _
kg = COt .

El signo de k, depende de la orientacion de S* y C.

Una consecuencia de la interpretacion desde un punto de vista externo a la super-
ficie es que cuando dos superficies son tangentes a lo largo de una curva regular
C, el valor absoluto de la curvatura geodésica de C es la misma relativamente a

alguna de las dos superficies.

K, =1cotano

Figura 2.12. Curvatura geodésica de una paralela en una superficie unitaria.

Lo anterior motiva la siguiente definicién:

Definicion 2.2.3. Para que una curva parametrizada v sea una geodésica debe

cumplir que
DA(t)
dt
donde v se llama geodésica parametrizada st el campo de sus vectores tan-

gentes *(t) es paralelo a lo largo de v en t. Ademds, cumple que ¥(s) es un

vector de campo paralelo a lo largo de (s), donde s es la longitud de arco.

Observe que cada linea recta contenida en una superficie satisface la definicion
, ademas desde un punto de vista en el exterior de la superficie S, esta
definiciéon es equivalente a decir que %(s) = kn es normal al plano tangente,
que es paralelo a la normal de la superficie. En otras palabras una curva regular
C C S(k # 0) es una geodésica si y solo si su vector normal principal en cada

punto p € C es paralelo a la normal de § en p.
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2.2.1 Relacién entre transporte paralelo y curvatura.

Para calcular el transporte paralelo en la figura (2.13]), utilizamos la ecuacion

diferencial (2.13)) donde

dy’ o da®
DY =—+T1%Y"—=0
! a g
codY' = =T, Y da (2.16)
Y Y'(X'+AX', X*+AX’)
B c
1
o(x', X*HAX?) Ax S(X+AX, X+AX?)
sz sz
Y Y'(x'+Ax', X°)
A AX' B
o(x', x%) o(x'+Ax', X%)

Figura 2.13. Un camino escogido para el transporte paralelo de un vector.

Sea Y un vector inicial en un campo vectorial dado por:
Y =Y(z! 2Hot (2t 2?) + Yi(2h, 2B o? (2!, 2?)

Entonces el vector Y? en el punto B sera el paralelo transportado del vector Y*
en Ay teniendo en cuenta ([2.16) tenemos que,

Vi(a! + Azt 2?) = Yi(a!, 2?) = T (2!, 2?)Y (2!, 2%) Az (2.17)
A su vez, el vector Y en C seré el paralelo transportado de Y en B, asi
Yi(a'+ Az 2+ Ax?) = V(2! + Az, 2®) Tl (a' + Az’ 2?)Y (2! + Az’ 2?) Aa®
(2.18)
Reescribiendo y usando ([2.17)),

Vi(a' + Azt 2® + Ax?) = V(2! 2?) = T (o, 22) Y7 (2!, %) A

4 | (2.19)
— T, (z! + Az’ 2?)Y (2! + Azt 2?) Aa?
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Ahora si transportamos los vectores por el otro camino indicado tenemos,
Yi(zt, 2? + Ax?)
YVi(z! + Azt 2? + Az?)

Yi(a!, 2?) — iy (o, 22)Y (2!, %) Ax?,
YVi(z! 2? + Ax?) — T8 (2%, 2% + A2?)Y' (2!, 22 + Az?) Azt
Yi(a'!,a?) = Ty(a', 2*)Y' (2, 2%) Aa?

— I (2!, 2% + Az Y2t 2 + Az?)Ax!

(2.20)

Luego, resolvemos la serie de Taylor de orden 2,

‘ j ; 0 , ,
D + A’ &)Y (' + Ad', %) A’ = (an + @Fh&rl) (V7 = T3,y *Ax) Ax®

=T, Y A2 — T,T YF Az Ax?
+ O, YT Axt Ax? — 0T, T, Y (Ax')? A
=T, YI A2 — T,IY YEA Ax® + 01T, Y7 Az Ax?
(2.21)
T4 (2h, 22 + Ar?)Y' (2!, 22 + Az®) Azt = T Y A
— T TLY " Az? Azt + 0,10 Y Az? Ax?
(2.22)
Luego restamos las ecuaciones (2.19)) y (2.20)), y teniendo en cuenta (2.21]) y (2.22))
Vi Y =Y - T YAz — I, YT AL
+ %0 YR AT Ar® — 011%, YT Aat Aa?
— Y 4+ TLY' Az? + TLY! At
— T TLY " Az? Azt + 0,10 Y Az? At (2.23)
Los términos Y y los que son de orden 1 se cancelan de la ecuacion. Asf,
Y- Y =T%L0 Y As Ar® — 011, Y7 Ax' Aa?
— T TLY " Az? Azt + 0,1 Y Az? At
= (I%,I, — T4 TL)Y' Axt Aa® + (0o — 0T, YAz Ax® (2.24)
donde 9; y 9, son los campos vectoriales asociados a las coordenadas z' y 2% y los
I'%. son los simbolos de Christoffel, definidos en las ecuaciones ((1.37} [1.38] y [1.39).

Vemos que la ecuacion ([2.24]) tiene precisamente la forma del Tensor de Riemann
(TR), en términos de los simbolos de Christoffel, dado poxﬁ

RP = a.“f]‘_‘ga - al/rfw + FZ)\FZ)\/U - Fl[j)\rl)\/)\ = R3:712 (225)

oy

6Esta es la forma contravariante del tensor de Riemann.
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El TR también se conoce como el Tensor de Curvatura, y sus componentes estan

dadas por
; y C. O,
R, ., = Zg-~R~ = Zg” det| ~* 7 (2.26)
ouy ijLljouv
j j ou CO’I/
Ry = 97 (Cj1Cry — Cj2Cl1) (2.27)
Ahora recordemos que la curvatura total de una superficie esta dada porﬂ
K — LN — M? N Cij1Cro — CjCiy
EG — F? 91902 — 952901
C11C5 — C15C:
 nla 12021 (2.28)

g11922 — g12921

donde el numerador viene dado por el TR y EG — F? se ha expresado en términos

de la métrica g. Asi obtenemos

K= ol (2.29)
911922 — g12921

De aqui concluimos que la curvatura de Gauss de una superficie en R3 es de-
terminada por los unicos coeficientes de la PFFﬂ Ademéas R!,, esta definido en
términos de los simbolos de Christoffel y éstos simbolos se calculan a partir de las

componentes del tensor métrico g.

"Ver la ecuacién y ademas se tuvo en cuenta la ecuacion
8Ver Teorema “Egregio” de Gauss, en la seccién m



Capitulo 3

CURVATURA Y POLARIZACION.

En este capitulo se expone la teoria electromagnética de la polarizacion lineal y
circular de las ondas electromagnéticas (OEM). Particular énfasis se hace sobre lo
que sucede cuando el plano de polarizacion de la OEM rota alrededor de una fibra
Optica; ademaés, se revisa la Ecuacién de Onda Electromagnética, y las condiciones
de frontera en medios lineales. Finalmente, se analiza el comportamiento de la luz
en una fibra o6ptica en forma de hélice, la rotaciéon del plano de polarizacion a lo

largo de ésta, y se ilustra la relacion existente con el TGB.

3.1 Ecuaciones de Maxwell.

Las ecuaciones de Maxwell (EM) se enuncian como sigue:

1

(V- -E = 6—,0 (11)V -B =0, (3.1)
0
0B : OE
(111)V x E = 5 (iv)V x B =puJ + peor (3.2)

o en términos del vector desplazamiento eléctrico D y el vector intensidad de

campo magnético H tenemos,

(i)V -D = py, (ii)V-B =0 (3.3)
OB oD

E, (ZU)V X H:Jf—l-g. (34)

donde p; es la densidad volumétrica de carga libre, J; es el vector densidad de

(iii)V x E = —

corriente libre y H = B/ p.
Las EM describen la dindmica de los campos electromagnéticos, es decir, dicen co-

mo el campo eléctrico puede ser producido ya sea por cargas (p) o cambiando los
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campos magnéticos (%—]?), y como los campos magnéticos pueden ser producidos
por corrientes (J) o cambiando campos eléctricos (22). Estas ecuaciones deben
estar acompanadas de la ecuacion de fuerza de Lorentz, F = gE+gv x B, que des-

cribe la dindmica de las cargas, y que ademaés dicen como E y B acttian sobre py J.

3.1.1 Ecuacién de onda para E y B.

Para cargas y corrientes en el interior de materiales lineales, isotropicos y homo-

géneos D = ¢E y B = pH. Aplicando el rotacional a (iii) y (iv) se tiene que:

VX(VXE):V(V'E)—VQEZVX( 8B>

ot

0 O’E

= _§<V x B) = _MW’

Vx(VxB)=V(V:-B)-V°B=V x Hoco 5,
0 0’B
= €a<v X E) = _MGW
conV-E=0yV-B=0,

O°E 0°B

2 2p —

V°E = e VB = ue R (3.5)

Este par de ecuaciones indica la existencia de campos electromagnéticos en au-
sencia de fuentes; admiten soluciones no triviales que corresponden a campos
ondulatorios que se propagan a velocidad v = ¢/,/p€, donde n = €;Z0 es el
indice de refraccion del material. En el caso de los dieléctricos, u es cercano a iy,

por tanto
n= e, (3.6)

donde €, es la constante dieléctrica. Si €, es mayor que 1, la luz viaja mas lenta-
mente a través de la materia. Asi para medios lineales (donde ¢, es cercano a € y

o es cercano a ) la densidad de energia y el vector de Poynting seran

1 1 1
u== (6E2 + —32) : S =—(E x B). (3.7)
2 7 Iz
Las ondas planas monocromaticas, en medios no dispersos, la frecuencia y el nu-

mero de onda estan relacionados por w = kv, la amplitud de B es 1/v veces la
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amplitud de Eﬂ y la intensidad es

1
1= evk. (3.8)

3.2 Polarizacion.

La polarizaciéon de una OEM esta determinada por convencion, por la direcciéon
del campo eléctrico E. En una OEM los campos eléctrico y magnético oscilan a
lo largo del eje de propagacion transportando energia a través del espacio.

Hay, por supuesto, dos dimensiones perpendiculares a cualquier linea de propa-
gacion dada. De acuerdo con esto, las ondas transversales ocurren en dos estados
independientes de polarizacién: podemos agitar una cuerda hacia arriba y hacia

abajo (polarizacion “vertical”),

f,(2,t) = Ae'k=wbg, (3.9)
o hacia la derecha y hacia la izquierda (polarizacion “horizontal”)

£,(2,t) = Ae'b=mvlly (3.10)
o a lo largo de cualquier otra direcciéon en el plano zy:

f(z,t) = A= vq, (3.11)

X
0 v

A NN\

Figura 3.1. Vector de polarizacion.

y

El vector de polarizacion i define el plano de vibracion de la onda, debido a

que éstas son transversales, i1 es perpendicular a la direcciéon de propagacion:

A2 =0. (3.12)

!Para una onda plana monocromética E y B estan en fase y mutuamente perpendiculares,

por lo tanto sus amplitudes reales se relacionan por: By = gEo = %Eo.
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En términos del Angulo de polarizacion 6, el angulo formado por la direccién

del campo eléctrico y el eje x, se obtiene
N = cos X + sin 0y. (3.13)

Asi, la onda mostrada en la figura (3.1) puede ser considerada una superposicion

de dos ondas -una polarizada horizontalmente y la otra verticalmente:

f(z,t) = (Acos ) D% 4 (Asin )e' k=D, (3.14)

3.2.1 Polarizacion lineal.

En la figura (3.2)), se presenta una OEM que se propaga en la direccion z mientras
E oscila entre x y y. Al plano formado por E y la direccién de propagacion se le
conoce como plano de polarizaciéon de la onda.

Las componentes de E en este caso vienen dadas por:

E,(z,t) = iE,, cos(kz — wt) (3.15)
E,(2,t) = JE,, cos(kz — wt + ¢) (3.16)
donde £ es el vector de propagacion, w es la frecuencia angular y ¢ es la diferencia
de fase entre las ondas ambas viajando en la direcciéon z. Si € es cero o un multiplo

entero de £27, se dice que las ondas estan en fase, en este caso la onda resultante

serd la suma vectorial de las dos ondas perpendicules (ecuaciones (3.2.1))),
E = (iE, + jE,,) cos(kz — wt) (3.17)

Por consiguiente, la onda resultante tiene una amplitud fija igual a |||[1Eyq+j Eoy|||-
Se llama polarizacién lineal al caso en que las ondas estdn en fase, como se

muestra en la figura (3.2]).

3.2.2 Polarizacion circular.

Otro caso especial aparece cuando ambas ondas constitutivas tienen igual ampli-
tud (es decir, E,, = E,, = Ep) y su diferencia de fase ¢ = —7 + 2m7 donde
m = 0,£1,£2.... En otras palabras, e = —7/2 o cualquier valor aumentado o

disminuido desde 7/2 o en multiplos enteros de 27. Por lo tanto

E,(z,t) = iFy cos(kz — wt) (3.18)
E,(2,t) = jEysin(kz — wt). (3.19)
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N AN
N\ =
DIND
N

7
\/
X

Figura 3.2. Luz linealmente polarizada.

La onda resultante sera
E = Eyficos(kz — wt) + jsin(kz — wt)] (3.20)

Por lo que la amplitud escalar de E, es decir (E - E)/?2 = Ej es una constante.
Pero la direccion de E varia con el tiempo y no esté restringida a un sélo plano.
La figura (3.3) muestra lo que sucede en algin punto arbitrario zy en el eje. En

t = 0, E se encuentra a lo largo del eje de referencia en la figura (3.3 y asi
E, = iF, cos kzg Y E, = jEO sin kzg

Un tiempo después t = kzg/w, E, = iEO, E, = 0y E se encuentra a lo largo del eje
x. Vemos que el E resultante gira en el sentido de las manecillas del reloj con una
frecuencia angular w vista por un observador hacia quien la onda se dirige. Esta
onda tiene polarizacidn circular a derechas como se muestra en la figura (3.3)).
El vector E realiza una rotaciéon completa cuando la onda avanza a través de una
longitud de onda donde la amplitud no se ve afectada, pero E gira a izquierdas y

la onda tiene polarizacién circular a izquierdas.
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Figura 3.3. Onda luminica circular a derechas.

3.3 Teorema de Gauss-Bonnet y la rotacion de la

polarizacion en una fibra 6ptica.

Consideremos una fibra 6ptica que solo permite un modo de propagacion llamada
monomodo, la cual no presenta birrefringencia linealﬂ intrinseca y que no tiene
torsiones.

En primera instancia asumimos que la fibra esta doblada en una curva sobre un
plano como se muestra en la figura . La luz polarizada en la fibra, su direccion
transversal de polarizacion esta dada por el vector campo eléctrico E, entonces
la direcciéon de polarizacion forma un dngulo constante con el vector binormal b.
Para una curva plana 6; = 92E| y no hay rotaciéon en el plano de polarizacion, por

lo tanto b se mantiene constante.

2El fenémeno conocido como birrefringencia lineal se presenta cuando el estado de polari-
zacion de la luz en una fibra cambia obtiéndose dos modos de polarizacién, un rayo polarizado
ordinario en un plano normal al eje dptico (eje de simetria del material), o un rayo polarizado

extraordinario en un plano que contiene al eje 6ptico.
3Tomado de [9].
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Figura 3.4. Fibra 6ptica en una curva plana.

Ahora en el caso de una curva no plana, el plano de polarizacion si rota, como se

muestra en la figura (3.5).

Figura 3.5. Fibra optica en una curva no plana.

Para ver esto situamos el eje de la fibra a lo largo de una curva r(s) donde s
es la distancia de la curva (longitud del camino por la fibra) desde un punto
arbitrario Py (ver figura (3.6)). En el punto P, podemos definir una triada de
vectores ortonormales t1, n; y by, donde t; es tangente a la curva, n; es el vector

normal (apunta hacia el centro de curvatura) y by es normal al plano osculadmﬂ

4Plano que contiene en cada punto de una curva a los vectores tangente y normal.
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Figura 3.6. Eje de la fibra 6ptica en una curva no plana.

En P, se define una distancia corta ds a lo largo de la curva desde P, a la segunda
triada ortonormal de vectores ts, ny y by. Siempre que ds sea suficientemente
pequeno, el angulo entre by y by es 7ds, donde 7 es la torsion:
fl—i) = —7n (3.21)
Para la luz polarizada linealmente a lo largo de la fibra es conveniente usar el
conjunto ortonormal de vectores t, n y b para definir la orientaciéon de la pola-
rizacion. Si el vector campo eléctrico forma un angulo 0, respecto a by en P, y
luego forma el mismo angulo respecto a by en P, (con tal que ds sea pequeno) de
acuerdo con el axioma mencionado anteriormente, el angulo respecto al binormal
b, en P, seré
0y =6, —1ds (3.22)

En consecuencia, la orientacion de la polarizacion (6,) en el punto P respecto al
vector binormal local esté relacionada con la orientacién de la polarizaciéon 6y en
Py por
P
Op =06y — / Tds (3.23)
Py
Teniendo en cuenta que si la curva es plana 7 = 0 y 0p = 6, segiin sea necesario.
Ademas, si parte de la fibra es recta, b no esta definido, y serd necesario usar
la direccion de b, bien al comienzo o al final de la seccion recta de la fibra, y la
polarizacién no cambiara a lo largo de la secciéon recta. Ahora si consideramos una

fibra de longitud finita, la rotacion de la direcciéon de polarizacion es

Py

Al = 9132 — epl = —/ Tds (324)

P,
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donde

T=n-nxt=nxn-t (3.25)

teniendo en cuenta que b =t x n = —7(s)n. Entonces la ecuacion (3.24)) es
NG = — /(n X 1) - tds (3.26)

Sin embargo, necesitamos expresar la rotacion del plano de polarizaciéon de la luz
en términos de la derivada de r(s), es decir, en términos del tnico parametro
vectorial que describe la localizacion de la fibra. Para ello recordamos que t(s) =

k(s)n(s) donde t = r, entonces de la ecuacion ([1.10) tenemos

1, 1
= 3.27
n=_t=_f (3.27)

Derivando la expresion anterior utilizando la diferenciaciéon del producto vectorial,

tenemos

1... 1 dk
h=-T — ——7% 3.28
n /<;r K2 dsr ( )

Calculando el producto vectorial entre (3.27) y (3.28) tenemos

R SR
nxi=-fxT (3.29)

NG = — / (%r « r> ids. (3.30)

En el experimento realizado por Tomita y Chiao ([6]) la direccién inicial y final de

Y finalmente,

la fibra son las mismas, asi el vector tangente T regresa a su valor inicial. La curva
que describe el espacio tangente es, por lo tanto un circuito cerrado y, sabiendo que
T es un vector unitario, entonces ésta sera un “circuito” cerrado en la superficie de
una esfera, como se muestra en la figura . Si la curva en el espacio tangente

estd parametrizada por t y dada por la funcién vectorial evaluada, entonces
T=Y(t) (3.31)

En cada punto, definimos el vector tangente t de la curva como t = %{ =Y.
Donde T - T = 2 si T(s) = r(s)N(s), por lo tanto sea t = ks, el vector tangente
t tiene longitud unitaria

t-t=Y -Y=1 (3.32)
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Figura 3.7. Circuito cerrado formado por T en la superficie de una esfera.

Luego i =Y, ¥ = kY, T = k2Y + (‘Cil—*;) Y vy desde la ecuacion 1} tenemos que
1 . .
AG:—/—QI‘-i‘x rds:—]{Y-Ydet (3.33)
k c

Esto expresa la rotacion del angulo de polarizacion como una integral de linea
alrededor de un camino cerrado C en el espacio tangente.

Ahora realizando un analisis (similar al dado anteriormente para la fibra en un
espacio de parametros) para la fibra desde el espacio tangente a ella: primero
observamos que t es normal a la curva C' (ver figura (3.8))), entonces si m es el

vector normal unitario a C (y en el plano osculador de C') escribimos,
t = km, (3.34)

m aunque es normal a la curva C, no es en general normal a la superficie donde
ésta la curva. Si u es el vector perpendicular unitario a t en el plano tangente de

la superficie, y n es el normal unitario a la superficie, resolvemos t como:
t = kyu + Kun = Ky(n X t) + K0 (3.35)

donde k,, y K4 son la curvatura normal y geodésica de la curva (ver seccion [1.2.5)).
Si cualquier punto del plano osculador de la curva es normal a la esfera, luego
m|nyr,=0.

Por otro lado, si Y = n, Y=t y Y =4 entonces,

keg=Y - YXY=Y -YxY
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Y desde la ecuacion (3.33)) tenemos que,

NG = — 7{ eyt (3.36)
C

Lo cual representa la curvatura geodésica total del camino. El TGB relaciona ésta
integral con la integral de area de la curvatura gaussiana en la superficie encerrada

por el camino. Dicho teorema dice que si C' es una curva cerrada suave, luego desde

la ecuacion (2.1) tenemos
]{ Kgdt = 2T — // KdA, (3.37)
c

donde K es la curvatura gaussiana, y la integral del lado derecho esté en el area
encerrada por C. Desde (3.36)) y (3.37) la rotacion del plano de polarizacion es

Af = / / KdA — 27 (3.38)

La integral [[ KdA sobre una superficie arbitraria tiene una interpretacion geomé-
trica simple: |K|dA = dA; es el elemento de area de la imagen esférica del elemento

de superficie. Esto sera el angulo so6lido “apretado” en el espacio tangente,

A = Q(C) — 27 (3.39)

3.4 Calculo de angulo de polarizacion.

A continuacion se calcula la fase geométrica en una fibra 6ptica, a partir del TGB.
La figura (3.8]) muestra la trayectoria seguida por la luz (descrita por el vector
tangente t) a través de la fibra Optica; asi es posible definir la triada de vectores
ortonormales t, b y n. La ecuacion que describe el camino de la fibra en la hélice

circular en funciéon de un parédmetro t esta dada por
ht
7(t) = ( Rcost, Rsint, —

0= )

Luego

B 2
L =2ms =2m\| R*+ (2—) =21V R? 4+ b2 (3.41)

™
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quz=y

Figura 3.8. Camino seguido por la luz en la fibra éptica.

Ademas, parametrizando la ecuacion respecto a la longitud de arco s tenemos

(s) = (Rcos (—S ) Rsin (—S ) (_bs ))
! VEEA2) VELP) \VR 1 B
donde s = v/R? + b2t. Teniendo en cuenta el ejemplo (1.1.9) y la ecuacion (3.41))

tenemos

b=t
-2 2mh 27s 2rb . (2m7s
b—f(—TCOS(L>,—L SID(L)’()) (3.42)

_ (2%)2 bn (3.43)

Teniendo en cuenta la torsion de la hélice dada por (1.1.9)) encontramos que,

2\ ? b
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Como vemos, segun la ecuacion (3.42)) si ¢(0) = ¢(L), la fibra describira un ca-
mino cerrado en la superficie de una esfera. Al colocar cada vector tangente en la

superficie de la esfera, se obtiene una trayectoria sobre la misma como se muestra

en la figura (3.9)). Tomando la ecuacion (3.24)) e integrando de 0 a L tenemos,

e —————
—- -~

Figura 3.9. Proyeccion del vector tangente a lo largo de la fibra en la superficie de

una esfera.

L b
Af = _/o Tds = —LT = _LRQ—qu? (3.45)
B 2mh
- VR
Analogo a la fase de Berry (]6]) dada por
~(C) = —JQ(C’) (3.46)
Q(C) =27N(1 — cos0) (3.47)

donde o es la helicidad del foton para el caso cuémticﬂ Q(C) es el angulo solido
en el centro de la esfera, 6 es el angulo de inclinacion de la hélice y N es el nimero
de vueltas de la hélice.

En particular tenemos que,

Q(C) =2x(1 — cosh) =27 (1 — \/W;—Flﬁ)
g 2mb (3.48)

VTR

5En nuestro caso clésico, consideramos esto como una constante.
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De la ecuacion ([3.45) tenemos que,

Al = —2%(27rb)

Por lo tanto la fase geométrica de una fibra 6ptica en forma de hélice sera

QC) = 27 — A = 27 — 2%(27rb).

67

(3.49)

(3.50)



Capitulo 4

INTERDISCIPLINARIEDAD.

Los problemas de la investigacion cientifica actual, se derivan de elementos par-
ticulares de caracter interdisciplinar, que exigen aproximaciones de esta misma
naturaleza. Esta condiciéon ha impuesto la necesidad de actualizar los curriculos y
la ensenanza de los mismos, reorientandolos hacia una nocién interdisciplinar en la
que se comprendan las conexiones y relaciones entre la Fisica y las Matematicas,
en particular. En éste capitulo se analizara el caracter integral de las disciplinas en
los procesos de ensenanza-aprendizaje, y las debidas implicaciones en la ensenanza
universitaria. Ademas, se presentara una propuesta pedagogica del desarrollo in-
terdisciplinar entre la geometria diferencial, la topologia y la fisica, con el objetivo
de ilustrar y motivar en el estudiante el estudio de estas conexiones “escondidas”

entre estas tres ramas del conocimiento.

4.1 Interdisciplinariedad en el proceso Ensenanza-

Aprendizaje.

La primera idea que surge de la palabra “interdisciplinariedad” nace de su misma
estructura verbal: “inter” (lo que se da entre) y “disciplinariedad” (que expresa
la calidad de disciplina). Esto hace referencia a un intercambio o interaccion de
conocimiento entre disciplinas. Sin embargo, “un trabajo de esta naturaleza exige
que cada uno de los que intervienen tenga competencia en su respectiva disciplina
y un cierto conocimiento de los contenidos y métodos de las otras”. Ademas, “la
interdisciplinariedad solo es posible a partir de saberes y competencias de cada

una de las disciplinas”(Ander-Egg, p.25). Es decir, cada uno de los participantes
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debe conocer o tener una iniciaciéon en las otras areas, ya que la interdisciplina-
riedad no es sblo resolver un problema, sino que es un desafio y una tarea, cuya
realizacion tiene muchas dificultades. “Las razones y la necesidad de un abordaje
interdisciplinar surgen de la idea de complejidad o, para ser més precisos, surgen
del hecho mismo de asumir la complejidad de lo real”(Ander-Egg, p.28). Para el
problema central de éste trabajo, la interdisciplinariedad nace de la busqueda de
entrelazar disciplinas para un mejor tratamiento y comprension de los conceptos
y principios fisicos a partir de puntos de vista netamente geométricos.

No obstante, desde los inicios de las antiguas civilizaciones, la ciencia se presen-
taba como un todo tnico y los saberes dentro de ella estaban integrados. Con la
aparicion y desarrollo moderno de la ciencia, se fue produciendo una progresiva
fragmentacion de éstos saberes, con el objeto de estudiar mas profundamente los
fendmenos naturales. De esta manera, nacieron y se desarrollaron nuevas discipli-
nas cientificas durante los siglos XVII y XVIII, apareciendo saberes mas auténo-
mos y una creciente especializaciéon de cada una de las diversas areas, debido a
la cantidad de informacion, a la acumulacién de conocimientos y de nuevos desa-
rrollos cientificos y tecnologicos que llevaron a la necesidad de especializarse. Sin
embargo, la ciencia actual ha requerido la interaccién conceptual y procedimental

en las disciplinas cientificas. Este proceso viene dado por tres factores principaled}

1. La necesidad de una mayor profundizacion tedrica y de comprension de
los propios objetos de las ciencias que, con la ayuda de otras disciplinas,

alcanzan un mayor nivel.

2. Como un factor importante para elevar la calidad de las investigaciones

cientificas.

3. Como un imperativo cientifico y tecnoldgico para la comprension de los
procesos globales, dificultados por la especializacion de los conocimientos,

habida cuenta de la complejidad de lo real.

Los saberes auténomos, las disciplinas por separado, representaron un gran desa-
rrollo para la ciencia y la tecnologia en la historia de la humanidad. Pero, como
senala Edgar Morin, los problemas mas sustanciales e importantes siempre
son los problemas globales. Ahora bien, la ciencia actual exige la integracion

de areas y conocimientos cientificos, con el propésito de abordar la realidad en su

Tomado de [18], p.25-32
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enorme complejidad; el desarrollo individual de cada saber, permiti6 especializar-
nos en teorias y conceptos necesarios para “comprender” lo que nos rodea, ahora el
mismo universo nos exige integrar éstas ciencias y conocimientos cientificos, como
senialaba Max Planck: “Desde tiempos remotos, desde que existe el estudio de la
naturaleza, éste tuvo ante si como ideal el propdsito final y supremo de agrupar la
abigarrada diversidad de los fendmenos fisicos en un sistema vy, a poder ser, en
una formula B}

En resumen, un modelo de ensenanza-aprendizaje exige un enfoque globalizador e
interdisciplinario como un tratamiento integrador de los conocimientos puntuales,
en donde no se propongan conocimientos adicionales, sino que se procure esta-
blecer conexiones y relaciones de los saberes, en una totalidad no dividida y en

permanente cambicﬂ

4.2 Aspectos generales de una practica interdisci-

plinar.

Con el objetivo de analizar e ilustrar el caracter interdisciplinar entre la geome-
tria diferencial, la topologia y la fisica, se mostraran los aspectos generales para

desarrollar una practica o unidad didéactica interdisciplinar.

(i.) Formular un marco de referencia: Para realizar un trabajo pedagogico
interdisciplinar, es conveniente realizar un marco referencial donde se inte-
gren, organicen y articulen los aspectos puntuales que se estudiaran desde
cada una de las disciplinas. Ademas, es una forma de contextualizar el tra-

bajo en marcos tedricos de investigacion cientifica.

(ii.) Trabajar de acuerdo con un esquema de investigaciéon/accién: A ni-
vel interdisciplinar se sugiere trabajar con un esquema de investigacion /accién
que de respuesta a dos grandes cuestiones: -5 Qué pasa?, en esta fase se
procura tener un amplio conocimiento del tema o problema que sera objeto
de un tratamiento interdisciplinario. A esta fase se le puede considerar como
la realizacion de un diagnoéstico de la situacion, consistente en recolectar da-

tos e informacion sobre el tema en cuestion. -5 Qué hacer?, en este punto

2Planck, M. Unidad del panorama fisico del mundo. 1966
3Parafraseando de 18], p.35.
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hay que llegar a respuestas concretas que apunten a la soluciéon de los pro-
blemas que se han estudiado. En ocasiones podemos ser muy criticos frente
a los problemas que aquejan a nuestra sociedad, pero en la practica no es
facil cambiar la situaciéon o proponer alternativas para mejorar. Responder
al -squé hacer? es fundamentalmente hacer propuestas. Estas propuestas
han de ser: generales y particulares. Las generales hacen referencia a que
van mas allad de lo que se puede hacer en el entorno inmediato. Mientras
que en las particulares, se aplican los conocimientos y resultados del trabajo

interdisciplinar, en su propia cotidianidad y en su propio entorno.

iii.) Explicitar y programar las actividades a realizar: Esta fase compren-
y g
de la realizaciéon de una estrategia metodologica y va acorde al marco refe-

rencial y a los objetivos inicialmente propuestos.

(iv.) Elaboraciéon y presentacion del trabajo final: Esta ultima fase se pue-
de realizar utilizando una gran variedad de formas y procedimientos de ex-
presion y comunicacion, dependiendo de la naturaleza y caracteristicas del
tema u objeto que ha sido escogido para llevar a cabo la tarea educati-

va/interdisciplinar [}

4.2.1 Propuesta de una practica pedagoégica interdiscipli-

nar: Geometria, Topologia y Fisica.

A partir del problema central estudiado, cuya temética giré entorno a la fase
geometria que se observa en una fibra 6ptica al ser enrollada en forma de hélice
empleando el TGB, se pretende ilustrar un ejemplo de una practica pedagogica

interdisciplinar entre la Geometria Diferencial, la Topologia y la Fisica.

(i.) El marco referencial para la tematica trabajada se evidencia en los dos pri-
meros capitulos, en los cuales se presentan y organizan los fundamentos para
comprender el problema central presentado en el tercer capitulo. Una mane-
ra esquematica de presentar este marco referencial es el indicado en la figura
([4.1). Los primeros recuadros (curvas y superficies, curvatura y transporte
paralelo) tienen un desarrollo particular desde la geometria diferencial de
superficies. Desde el tercer recuadro (curvatura y polarizacion), se evidencia

la conexiéon entre el TGB y el vector de polarizacién en una fibra 6ptica.

4Tomado de [18], p.70-92.
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Vemos que en el trabajo coordinado entre la geometria diferencial, la topo-
logia y la fisica, en funcién de la comprension del fenémeno educativo, el
problema estudiado no se justifica por si solo, sino en relaciéon al aporte que
algunas teorfas, conceptos y enfoques que cada asignatura hace a la com-

prension de dicha probleméticaﬂ. Para ilustrar el contenido interdisciplinar

“Factor geométrico de fase en
una fibra optica, a partir del
Teorema de Gauss-Bonnet”

Curvas y Curvatura y Curvatura y
Superficies. Transporte Paralelo. Polarizacion.

l

Explicacién natural de la fase
geométrica de una fibra optica,
mediante la aplicacion del Teorema de
Gauss-Bonnet.

——— Analisis desde |
La Geometria <_,| La Fisica |<_.| La Topologia |
|<7

Diferencial

\—’{ Implicacilones en
/\

La interdisciplinariedad La ensefianza a nivel
de la investigacion universitario.
cientifica actual.

Figura 4.1. Esquema del “factor geométrico de fase en una fibra o6ptica, a partir
del TGB”.

podemos distinguir informacion general y particular como sigue:

(ii.) En lo general: encontramos que, el tema “curvatura y polarizacion” pue-
de ser estudiado desde la geometria diferencial, recogiendo informaciéon a
fin de comprender la configuraciéon geométrica presente en una fibra 6ptica
enrollada en forma de hélice. Desde la fisica, se puede estudiar el compor-

tamiento dindmico que sigue la luz (OEM) al viajar por la fibra (haciendo

SParafraseando de [19], p. 21.
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uso de las ecuaciones de Maxwell). Y desde la topologia se puede estudiar
la esfera como un ejemplo de superficie compacta, la cual es invariante bajo
transformaciones geométricas diferenciales. La contribucion de cada una de
las anteriores areas (también presentadas en el marco referencial), articula
coherentemente los diferentes aportes interdisciplinarios.

En lo particular: se trata de realizar un anéalisis de las implicaciones en la
ensenanza de cada una de estas areas a nivel universitario tanto para el es-
tudiante como para el docente. Dentro de estos aspectos encontramos que el
trabajo interdisciplinario supone la colaboracién de profesores y estudiantes
en torno a los temas planteados en el marco referencial, sin embargo, se ne-
cesita poseer una preparacion disciplinaria en calculo diferencial e integral,
calculo vectorial, electromagnetismo y 6ptica por parte del docente y elemen-
tos basicos de éstas en los estudiantes. Por ello, la propuesta estéa orientada
hacia cursos complementarios o electivos de fisica y /o matematicas, ya que
el estudiante necesita tener un conocimiento claro de la conceptuali-zacion
de cada una de estas disciplinas.

No obstante, el cardcter interdisciplinar debe presentarse enfaticamente co-
mo un giro natural que debe tomar la educaciéon en todos los niveles, espe-
cialmente en la formaciéon universitaria, esto surge de la necesidad de pensar
la educaciéon en la misma direcciéon que se piensa el desarrollo de la ciencia

y la humanidad hoy dia.

Una estrategia metodologica para desarrollar la problematica planteada se
puede sintetizar en las siguientes cuatro fases:

Una primera fase donde se estudie la geometria de planos y superficies en el
espacio (como se muestra en los capitulos |1y . En la segunda fase estudiar
y reproducir la polarizacion lineal y circular, y la rotaciéon del mismo por
transporte paralelo a lo largo de una fibra 6ptica enrollada (ver capitulo |3)).
En la tercera fase investigar y estudiar el articulo empleado como base del
trabajo y otros materiales de apoyo que de manera introductoria, ofrezcan
informacion necesaria para el desarrollo del TGB, y de una fase geométrica
en una fibra éptica (ver capitulo . La cuarta fase consiste en analizar y
realizar una reflexion en torno a las diversas propuestas existentes acerca
del caréacter interdisciplinar entre la fisica y otros campos del conocimien-
to, en particular, la geometria diferencial y la topologia, para el desarrollo

de la ensenanza-aprendizaje de las ciencias. La metodologia debe enfocar-
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se al establecimiento de las conexiones existentes entre Fisica, Geometria

Diferencial y Topologia.

Este punto consiste en comunicar el estudio realizado en la investigacion,
por ejemplo, disenar e implementar un taller donde se desarrolle la intuicion
bésica detras del TGB, a partir de una fase geométrica: por medio de un
taller se ilustré la intuicion basica del TGB en una fase geométrica (teoria
del transporte paralelo), resaltando la ensenanza de la interdisciplinariedad
de las mismas. Ademés, se realizé6 una practica con los estudiantes, en la
cual transportaban un vector a lo largo de una curva sobre una superficie
(como se muestra en la figura (4.3|a)), ilustrando grafica y geométricamente

el camino que sigue dicho vector. Obteniendo asi forma sencilla de visualizar
(y/o calcular) una fase geométrica (ver figuras [£.2]y [£.3).

(@) (b)

Figura 4.2. Transporte paralelo de un vector en un plano: (a) vista lateral y (b)

vista desde arriba.
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(a) (b)

Figura 4.3. (a) Transporte paralelo de un vector en una curva sobre una superficie

y (b) desfase angular entre los vectores.



Capitulo 5

PERSPECTIVAS Y
CONCLUSIONES.

Este capitulo tiene como propoésito senalar aquellas perspectivas y propuestas que
surgieron en el desarrollo de éste trabajo. Una de ellas la medicion del dngulo
que forma el vector de polarizaciéon cuando rota a lo largo de una fibra optica
enrollada en forma de hélice. Lo cual permite “asentar” toda la teoria expuesta
anteriormente por medio de un experimento, evidenciando la relaciéon existente
entre el TGB y la rotacion del plano de polarizaciéon para dicha fibra. Otra de
las propuesta es el desarrollo de un ejemplo sencillo para ilustrar la geometria no
conmutativa, la cual permite relacionar el algebra con la geometria. Y por tltimo,

se presentan las conclusiones de éste documento.

5.1 Medicién de dngulo de polarizacion.

A fin de mostrar la relacion entre la curvatura de Gauss (TGB) y la rotacion del
plano de polarizacién, se propone el desarrollo de un experimento en donde se

evidencie tal relacién.

5.1.1 Detalles experimentales.

Consideramos como medio fisico una fibra 6ptica monomodal, la cual funciona
por el principio de reflexion total interna (obedeciendo la Ley de Snell), en la cual

toda la luz incidente en la fibra optica se refleja y no hay rayos refractados.
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A continuacion se presentan los detalles experimentales.

La figura (5.1)) muestra el esquema del montaje experimental.

Acoplador

Polarizadores de fibra

P

.| Fibra 6ptica

monomodo

Kso[adsg /

Voltimetro

Figura 5.1. Esquema del montaje experimental.

1. Materiales: Fibra 6ptica monomodo (1,65m de longitud), voltimetro, de-
tector (fotodiodo), cinta métrica, lamina galvanizada, transportador, un par
de espejos, dos polarizadores, un acoplador de fibra, un laser He-Ne de lon-

gitud de onda 633nm, un soporte universal y nueces.

2. Procedimiento experimental: Con los elementos anteriormente descritos
procedimos a realizar el montaje indicado en la figura , obteniendo el
montaje que observa en la figura . Primero fijamos el laser, los espejos y
el acoplador de fibra en la mesa de trabajo, para luego ir girando los espejos
de tal manera que la mayor cantidad de luz pasara por el acoplador de fibra.
Segundo, fijamos el polarizador y la fibra al acoplador para enrollarla en una
lamina galvanizada de 2m de largo por 1m de ancho en forma de cilindro

“circular”, como se muestra en la figura (5.2)).
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Figura 5.2. Montaje experimental.

En la figura (5.3)) se muestra (a) la luz incidiendo en la fibra conectada al
acoplador y (b) la salida de luz por la fibra y que llega al detector.

(@)

Figura 5.3. Entrada y salida de la fibra.

3. Resultados obtenidos y analisis: Los resultados tomados durante la
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practica experimental se presentan en las tablas (5.1]).

Pitch/mm (40, lmm) | Af/rad(+0,001rad) | AI/mV(£0,01mV)
320,0 1,690 3.66
500,0 1,527 3.50
520,0 0,314 1,03
700,0 0,337 4,00
750,0 0,018 4,06

Cuadro 5.1. Datos experimentales.

donde el pitch es la altura de la hélice, A6 es el &ngulo de polarizacion final
menos el inicial (7/2) e I es la intensidad de luz que llegaba al detector (en
milivoltios).

Graficando la rotacion del plano de polarizacion dada por A# en funciéon del

pitch, obtenemos la figura (5.4]).

1,8 1 Equation y=a+bx
. Adj. R-Square | 0,63013
16 Value Standard Emor
7 ° AO Intercept | 290318 0,78392
b A0 Slope -0,00381 0,00136
1,4 5
=25
1,0 -
Bl J
S o084
s -
< 06
0,4 1
0,2 1
0,0 1
0.2 , . r r T r r : T r 1
300 400 500 600 700 800
Pitch (mm)

Figura 5.4. A# en funcién del pitch.

La recta que reproduce los resultados es y = ax + b donde a es la pendiente
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de la recta y b es el punto de corte con el eje y, asi:
a = —0,00381(rad/mm)
b =2,9031(rad/mm)
R? =0,63013 (5.1)
y=ax + b= —0,00381z + 2,9031 (5.2)

Luego de (5.1)) es la ecuacion de la recta. Teniendo en cuenta la ecuacion

(3.49), tenemos que la ecuacion de la figura (5.4)) es

2
AG = —%(2776)
A = —0,00381(27b) + 2,9031 (5.3)

En particular, a que es la pendiente de la recta, nos muestra la relacion
27 /L que a su vez esté relacionada con la torsion de la fibra y el factor que
lo acompana es la medida del pitch indicAndonos como varia el plano de

polarizacién a medida que varia altura de la hélice.

Por otro lado, el error de las mediciones experimentales edT],

Error relativo ( %)=|valor tedrico - valor experimental| / |valor tedrico|(100 %)

10,00380 — 0, 00381
Error(%) = 10,00330]

(100 %) = [2,63 - 1073 % (5.4)

Este resultado no se aleja mucho del valor tedrico, indicando que el error
experimental fue pequeno y senalando que el factor de fase geométrico es
medible para el caso de una fibra 6ptica enrollada en forma de hélice.

Sin embargo, calculando la desviacion estandar para las mediciones reali-
zadas (ver tabla y grafica , obtenemos la siguiente grafica con las

barras del error experimental.

Haciendo la debida conversién de cm a mm.
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1.8 Equation y=a+h'x
Ad]. R-Square | 063013
1,6 - Value Standard Error
i AO Intercept | 2,90318 0,33633
1.4 AO Slope -0,00381 5,81042E-4

0,84

AO (rad)

0,6
0,4
0,24

0,0+

-0.2

I ' I ' I ' I ' I g 1
300 400 500 600 700 800
Pitch (mm)

Figura 5.5. Barras de error experimental.

Como se esperaba las barras de error (relativas a la desviacion estandar)
en los puntos 500, 0mm y 520, 0mm no se acercan a la recta, debido a que
es posible que al realizar estas mediciones, el acople en la fibra se haya
desajustado, causando que se “perdiera” cantidad de luz entrante en la fibra.
Ademas, por la longitud de la fibra y al cilindro donde ésta se enrollaba, estas

dos mediciones fueron dificiles de fijar.

POSIBLES CAUSAS DE ERROR: Dentro de las posibles causas de error

experimental encontramos las siguientes:

1. A medida que se variaba el pitch debiamos asegurarnos de que la intensidad

de luz inicial fuera la “misma” para cada medida. Y como se observa en

los resultados experimentales (ver tabla y grafica para los pitch de
500, 0mm y 520, 0mm, se registraron los datos con menor intensidad de luz

detectada por el fotodiodo.

La incertidumbre del transportador utilizado para medir los dngulos del
polarizador, y la incertidumbre que se debe tener en cuenta cuando una

persona es quien evidencia una medida que se estd tomando, ya que confié
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en la vision que se obtenia de dichos dngulos al variar la altura de la hélice
(pitch).

5.2 “De la teoria de superficies a la geometria no

conmutativa: un ejemplo elemental”

Desde el punto de vista algebraico: tenemos un &algebra de funciones suaves y
diferenciables en 3 : A = C*°(X) y consideramos una forma trilineal 7 : A4 x A X

A — C de la siguiente manera

") = [ i (55)
b
que cumpla las siguientes propiedades:

i. La permutacion ciclica no cambia la estructura algebraica.
(% P2 ) =1 2 ) (5.6)
ii.

T(f1f27f37 f4)_7-<f17 f2f37 f4)+7—(f17f27 f3f4)_7-<f4f17 f27 f3) =0 vfj e A
(5.7)

En particular, para una familia de idempotentes que estan parametrizados por t,

E? = E, € A, se puede exponer el siguiente lemma:

Lema 5.2.1. 7(E, E, E) permanece invariante bajo idempotentes, es decir,

dr(E,E,E)

L= (5.8)

Este lema se prueba teniendo en cuenta que 7(E, E, E)+7(E, E, E)+7(E, E, E) =
0 y utilizando las propiedades i. y ii., y ademaés, el hecho de que los idempotentes
satisfagan el conmutador [z, E,] = E;.

Entonces para el caso en el que A = C°(X), los tnicos idempotentes posibles son
{0,1}, lo cual no resulta muy interesante ya que obtenemos funciones constantes.

Ahora si consideramos un algebra

A =C%(2) @ My(C) = Mp(C¥()) (5.9)
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es posible obtener funciones y no solo puntos fijos. Entonces desde ésta algebra

y utilizando la forma trilineal ([5.2)), tendriamos un algebra como:

('@, [P @ po, [P @ ps)r(f1, f2, )T (papiapes) (5.10)

Entonces buscamos idempotentes que pertenezcan al algebra , es decir, F €
M,(C) y que cumplan con E? = E'y E* = E, tales que la toda idempotencia sea
una proyeccion de la forma

E:%(I—l—fz'ﬁ) (5.11)

De tal manera que en ésta algebra las componentes de n serdn funciones
suaves. Ademas, el sentido de usar los idempotentes radica en que los vectores
unitarios son idempotentes, y el vector normal unitario me dice como es el area y
la curvatura de cualquier superficie.

Si n es el vector normal a la superficie, tenemos que
1
E = §(I+n101+n202+n303) (512)

donde o € My(C*>(%)).

Entonces necesitamos emplear matrices que cumplan las propiedades (5.2)), como

ejemplo utilizamos las matrices de Pauli, como sigueE|
0 1
g1 =
Lo
0 —
O =
oo
1 0
Oq =
S\o -1

Tr(o10903) = Tr(oso109) = —Tr(os0103) = 2i

2 Ademas, utilizamos la propiedad antisimétrica dnq A dne = —dna A dn;.
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Partiendo de ([5.2) tenemos,
F(E,E,E) = 7(n1 @ 01,12 ® 02,13 ® 03) = 7(n',n*,n*)T'r(010203) =
1
g / nldnz A dngTT'(O'la'Qa'g) + nldng A dngTT(O'lU:J,O'Q)
2

+ nadny A\ dnsTr(oe0103) + nedng A dnyTr(og03071)

+ ngdnl A dngTT(UgO'lUQ) + n3dn2 A\ danT(O'g(TQO'l)
= % / n1dn2 A dn3 — nzdnl VAN d?’Lg + ngdnl A dng (513)
b))

Entonces si ny,ng, ng son las componentes del vector normal a la superficie, luego
el algebra (j5.2]) se relaciona con el mapeo gaussiano puesto que E son vectores
unitarios que se proyectan sobre S?, limitandome un area. Por lo tanto, en términos

de ese mapeo tenemos que

/(nldng VAN dng — ngdnl A dng + ’fbgdnl A dng) = / dA52 (514)
X Gg(%)
En relacién con la curvatura obtenemos que
/ KdAg: = 2nx = 4n(1 — g) (5.15)
g(x)
Ejemplo 5.2.1. Para el caso de S? tenemos
ny =sinfcosp, ny =sinfsinp, ng = cosf

dny = cos  cos pdf — sin 0 sin pdp
dnsy = cos 0 sin pdf + sin 0 cos pdp
dns = — sin 0d6

1

T(E,E,E) = 5 /SQ(Sin3 0 cos® p + sin® fsin? ¢ + sin 6 cos® 0)df A dyp
1 4

= —/ sin0df N\ dp = o

2 /o 2

Pero sabemos que 7(E, E, E) o< x(X) = x(S5?%), por lo que obtenemos:

%(E,E,E)—/ KdA = 4n(1 — g)
52

=2mx =4n(1 — g)
T(E, B E) & x=2(1-g)

Luego para S? con g = 0 tenemos que y = 2.
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Vemos que la integral de superficie en el TGB es un caso especial del algebra.

Estos son los cimientos de la cohomologia y la K-teorfa.
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5.3 Conclusiones.

El trabajo desarrollado permite concluir lo siguiente:

= Se hizo un estudio detallado de la geometria diferencial de curvas y super-
ficies, con el fin de comprender el contenido del Teorema de Gauss-Bonnet.
Asi mismo, se estudi6 la teoria electromagnética en particular para la fibra
optica. Considerando éstos elementos de geometria y fisica, respectivamen-
te, se logré mostrar que la fase geométrica de una fibra 6ptica, mediante la
aplicacion del Teorema de Gauss-Bonnet en un espacio tangente a una curva
(siendo esta curva una fibra 6ptica en forma de hélice), tiene una explicacion
natural en términos de la geometria de la misma; teniendo en cuenta que si
las direcciones inicial y final de la fibra son las mismas, el vector de polari-
zacion (al ser transportado paralelamente a lo largo de la fibra) se comporta
como un circuito cerrado en la superficie de una esfera.
Por otro lado, la interpretaciéon de una fase geométrica en una fibra 6ptica
desde el punto de vista clasico es otra forma de analizar y estudiar la fase de
Berry, un fenémeno observado tanto en mecénica cuantica como en Optica

(como se ha ilustrado en este trabajo).

= Se present6 una propuesta de una practica pedagogica interdisciplinar con
base en el trabajo desarrollado, en la cual se analiza como ha surgido el
caracter interdisciplinar en el proceso ensenanza-aprendizaje de las ciencias
(en general), aplicaindolo en particular, a la interdisciplinariedad entre Geo-
metria Diferencial, Topologia y Fisica, y sus implicaciones en la ensenanza
del mismo como propuesta de ensenanza en cursos complementarios o eléc-
tivos a nivel universitario. Esta propuesta evidencia el desarrollo y puesta
en practica de la estructuracion progresiva del pensamiento, lo cual favorece
sustancialmente la interaccion de la formacion en fisica con las demaés areas,
permitiendo que el estudiante se apropie de metodologias de investigacion
y de herramientas de trabajo en fisica, con el objeto de ampliarlas en la
solucion de problemas que hacen referencia a campos mas avanzados de la

fisica, como es el caso de la fisico-matematica.

= Se disené y realizé un taller dirigido a estudiantes de licenciatura en fisica,
en la XIII Semana de la Ensenanza de la Fisica, en el que se desarrolld la

intuicion basica detras del Teorema de Gauss-Bonnet, a partir de una fibra
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optica. Ademés, haciendo uso de los elementos fundamentales de la teoria
electromagnética, el estudiante pudo conocer e interpretar el desarrollo de
las fases geométricas en sistemas Opticos especialmente en la teoria del trans-
porte paralelo, y su relaciéon con el Teorema de Gauss-Bonnet.

Por otro lado, el taller permitio ilustrar a los estudiantes aquella interaccion
entre la Geometria Diferencial, la Topologia y la Fisica, ampliando nuestra
vision y perspectiva como futuros docentes de fisica, y asi, estar capacitados
para afrontar de manera interdisciplinar: la interpretacion, el anélisis y la
solucion de las probleméticas en la investigacion y ensenanza de la fisica
actual.

También se ilustro el contenido del TGB en relacion con el algebra en la Es-
cuela de Verano de Villa de Leyvaﬁ“ Geometric, algebraic and topologic met-
hods for QFT”. Y por ultimo, se mostro el contenido teérico-experimental
del presente trabajo en el XXIV Congreso Nacional de Fisica (Bogoté, Hotel

Tequendama) en la modalidad de ponencia.

Adicional a los objetivos propuestos en el presente trabajo, se intent6 desa-
rrollar un experimento donde se midiera el factor geométrico de fase de-
pendiente estrechamente de la geometria de la fibra optica. Y como es de
notar no se pudieron obtener mas de 5 mediciones. Sin embargo, vemos que
a pesar de esto, encontramos un valor experimental muy similar al valor
teorico esperado. Ademés, al ver que la relacion entre el TGB y la rotacién
del plano de polarizacion existe a nivel experimental, es posible mejorar las
condiciones del experimento (utilizando una fibra 6ptica mas corta) con el
objetivo de obtener un ajuste “méas” lineal en los datos y asi mismo un mayor

numero de resultados.

En general, podemos concluir que se “encontrd” el factor de fase geométrica.
Con lo cual podemos afirmar con certeza de que el analogo 6ptico y clasico de
la fase de Berry tiene una explicacién natural en términos de la geometria de
la fibra 6ptica, y a su vez con el contenido del TGB. Asi, la interpretacion
del factor geométrico de fase en una fibra 6ptica desde el punto de vista
clasico es otra forma de analizar y estudiar la fase de Berry, un fenémeno

observado tanto mecanica cuéntica como en 6ptica.

3Evento académico realizado por la Universidad de los Andes en Julio del 2011.
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Este trabajo ha proporcionado los elementos teéricos basicos en fisica, geometria
diferencial y topologia, necesarios para continuar con niveles superiores de forma-
cién en fisica-matematica. Ademas, este tipo de instrumentos puede generar en
los estudiantes de Licenciatura en Fisica el deseo de estudiar ejemplos fisicos que
a priori no tienen ninguna relaciéon con la geometria. Es precisamente estas cone-
xiones “escondidas” entre la fisica (6ptica), la geometria diferencial y la topologia,
las que promueven la integracion del conocimiento con el propésito de abordar
los problemas globales y complejos que encierra la investigacion cientifica actual,
y la realidad misma, haciendo de las fases geométricas un ejemplo concreto de
interdisciplinariedad.

No obstante, esta monografia puede ser el punto de partida para desarrollar otros
trabajos relacionados con la naturaleza interdisciplinar que caracteriza a la cien-
cia actual, trabajos con los cuales el estudiante utilice los elementos basicos en la
teoria electromagnética, la fisica y la geometria diferencial mostrados aqui, para
dar cavida a conceptos més profundos entre éstas disciplinas como el desarrollo de
la fase geométrica a nivel cuantico (fase de Berry), el cual es fenémeno que esta

en auge actualmente por sus multiples aplicaciones.



Apéndice A

Anexos: Ecuaciones de Gauss y
Simbolos de Christoffel.

En éste apéndice se mostraré en detalle el desarrollo de las ecuaciones de Gauss
y los simbolos de Christoffel.

Como se ilustro con el Teorema de “Egregio” en la secciéon , la curvatura
total depende de los coeficientes de la PFF y SFF| y de sus derivadas: Sea una
superficie o (u, v), u <+ ' y v <> 22, cuya base local esta conformada por oy, 05 ¥
N, como se ilustra en la figura , donde 01 = 5% y 09 = 2% son los vectores

Ox2

Figura A.1. Base local formada por o1, 05 y N, en una superficie.

tangentes a S, es decir, 01,09 € T,S. Ademas,

0 0 0

—aﬁlal, 012 = _8x201 ) 022 = 5—502.

0x?

011 =
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Escribiendo o011, 012 ¥ 022 como una combinacién lineal de oy y o5 sobre el plano

tangente mostrado,

011 = Ahm + A%102 +CnuN

012 = A%gfﬁ + A%QO-Q + CioN = 093

Oag = Aoy + Adp0 + CooN

oij = Ailjal + A?jag + ;N (A.1)
Siop - N =0+0+4 Cqyq, tenemos que C; = 011 - N, y por la definicion de SFF
(ecuacion (1.21))), C1; = L. Anélogo a esto encontramos que Cijp = Cop = M y

022 = N.
Por lo tanto, las ecuaciones de Gauss seran:

011 = I’hcrl -+ P%O'Q + LN
012 = F%QUl + F%QO'Q + MN
099 — F%z(fl -+ FSQO'Q -+ NN

donde Aj; = T}; son los simbolos de Christoffel, (T'}; = T'%;).
Ahora, si calculamos los simbolos de Christoffel, de una regiéon sobre la superficie

o(u,v), en términos de la PFF y teniendo en cuenta que:

_Jo 0Oo, do, 1 5 doy,
Ou Tuu = ou Ou —u ou 2 Ou ou
1 8au+8au _18( )_1< )
2 O ou ou u —20uau JU_ZJU O
Obtenemos
1
Oy Oyu = (Uu Uu)u - §Eu Oy Oy = (Uu Uu)v - _Ev
1
Oy * Opo (UU Uv)v = QG’U Oy " Oy = (UU Uv)u = _Gu
Ademas,

Oy Oyy = (o-u'o-v)v = Oy - Oy + Oy * Oy

1
:gGu—i_O—u'UU’U:Fv

1
Fv:_Gu+0u'0vv
2
1
-.-Uu'o-vv:Fv_éGu
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Oy * Opy = (Uu 'Jv)u = Ouu " Oy T 0y Opy

= Oqyu " Ovp _Ev
o o —1—2
1
F,=0u 0, + zE,
2
1
-.-O-U'O-uu:Fu__Ev
2

Luego tomando las ecuaciones de Gauss tenemos que:

1
§Eu = 0y * Oyu
= Fhau - Oy + F%lau -0, + Loy, - N
=T E+T3F (A.2)
1
§Ev =0y Ow
= Fbou o F%Zau -0, + Moy, - N
= FiQE + FfQF (A.3)
1 1
Fu_§Ev:Uv'guu Fv_ﬁGu:O-u'gvv
=T, F+I2%G =T5,E +T5,F (A.4)
1
_Gu =0y Ow Gv =0y Ow
2
=TL,F+T%,G =TI5,F +T15,G (A.5)

Resolviendo las dos primeras ecuaciones para I'}; y I'?;, las segundas dos ecuacio-

nes para I'l, y I'%, y las dos ultimas para I's, y ', obtenemos,

GE,—-2FF,+ FE, GE, — FG, . 2GF, -GG, - FG,

rt = S P —— =
1 20EG —F2) 7 " 2EG-F?) * 2(EG — F?)

2 _ 2EF,—EE,+FE, ., EG,-FE, ., FEG,—2FF, +FG,
W (BG-F2) 7 B 2(EG-F?) " *®  2(EG - F?)

y en términos de la SFF son:

L,—M, = Lr%z + M(F% - Fh) - NF%l
M, - N, = LF%Z + M(ng - F%Q) - NF%2
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Las cuales se denominan ecuaciones de Codazzi-Mainards.

Ejemplo A.0.1. Calcular los simbolos de Christoffel para la esfera S? con para-
metrizacion o(u,v) = o(, ¢) = (sin cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 9).
Tomamos la convencion z1 = u =0y x, = v = ¢.

Entonces,
o1 = 0p = (cosf cos ¢, cosfsin g, —sinf), oy =04 = (—sinbsin ¢, sinf cos ¢, 0)
Por lo tanto,

011 = O
= (—sinf cos ¢, — sin 0 sin ¢, — cos )
—sind

= osd (cos B cos ¢, cosfsing, 1) = (—1)N

Entonces I'}; =0, %, =0, L = —1.

012 = O0¢
= (—cos @ sin ¢, sinf cos ¢, 0)
cos 0
= —sinfsin ¢, sin 6 cos ¢,0) = o
sinH( ¢, 4,0) tand ?
Entonces I't, = 0, T}, = =5, M = 0.
0922 = Og¢
= (—sinfsin ¢, sin 6 cos ¢, 0) = — sin # cos fog — sin® ON
Entonces I'}, = =5220 T2, =0, N = —sin®6.

Otra manera de halla éstos simbolos es en funcién de la métrica g, en este caso:

. 0101 07102 . 1 0
g 0901 0909 0 sin20

donde g;; = gji = gi2 =921 =0y g1 = 1, goo = sin? 6. De tal forma que

L (1 0
9 =1, .

donde g = (g7 )y = g =1,9"2 = ¢?' = 0,42 = .

sin? 6"

Por definicién, los simbolos de Christoffel en términos de la métrica

1
Tk — 5 > g (Digi + 9590 — Dugiy)
l
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lo cual proviene de

Vo0, =Y Tl
k

Por lo tanto, para la esfera

1 1
Fi2 = 5911(81921 + 02911 — 01G12) F%Z = 5922(31922 + 02g12 — 02012)

1 1 1 1 9 1
29 ( MH) 97 251n29( b sin”0) tan 6

1
F%z = 5911(@2921 + 0291 — 01G22)
1 1
= 5911(_89922) = —§3e(sin2 0) = —sinf cos .

lo cual coincide con el primer célculo de los simbolos de Christoffel.
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