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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio de la ecuacion de Klein-Gordon su respectiva deduccion,
sus principales caracteristicas, las anomalias que presentaba como ecuacién de onda relativista,
su interpretacion en la teoria cuantica de campos y asi determinar las propiedades del campo
escalar desde esta. Se hara énfasis en el andlisis de las fluctuaciones cuanticas del vacio, la
energia de punto cero y el efecto Casimir. Desde el punto de vista matematico sera necesario
hacer uso de la técnica de Renormalizacion para resolver las divergencias en los calculos de
la energia del campo y asi llegar a un resultado finito de la energia que produce la fuerza de
Casimir, finalmente se revisaran algunas verificaciones experimentales del efecto y se analizan
sus implicaciones.

Palabras clave: Efecto Casimir, teoria cuantica de campos, campo escalar, energia de
punto cero.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El efecto Casimir ¢ fuerza de Casimir-Polder es un efecto predicho por Hendrick Casimir y
Dirk Polder en 1948 el cual resulta medible y en su versién mas simple consiste en la interaccién
de dos placas conductoras neutras en el vacio, esta interacciéon se evidencia por la atraccion de
dichas placas la cual da lugar a una fuerza de atracciéon denominada Fuerza de Casimir-Polder.
A pesar de la naturaleza cudntica de este fendmeno, esté se percibe a escalas macroscopicas el
efecto comienza a tener relevancia para distancias de micrémetros, inclusive toma tanta prepon-
derancia cuando la distancia entre las placas disminuye, que en la escala de los nanémetros la
presién que ejerce este efecto sobre las placas es equivalente a una atmosfera. El modelo tedrico
que predice y explica este fendmeno esta contenido en la Teoria Cuantica de Campos o en sus
siglas en inglés QF'T, la cual nace de la necesidad de generar un modelo tedrico consistente con
la Mecdanica Cudntica y la Teoria Especial de la Relatividad. Con el desarrollo de cuantizacién
de los estados energéticos del electrén, la segunda cuantizacién del campo electromagnético
obteniendo el fotén y lo establecido por el principio de incertidumbre de Heisenberg donde la
menor energia que puede existir en un sistema cudntico debe ser diferente a cero, nombrada
por Planck como FEnergia de punto cero, se logra explicar el efecto Casimir el cual es una mani-
festacién de dicha energia; donde las fluctuaciones cuanticas de energia de punto cero generan
particulas virtuales que se crean y aniquilan por instantes muy cortos de tiempo generando lo
que se conoce como energia de vacio, estas particulas son las responsables de generar la fuerza
de Casimir sobre y entre las placas y finalmente como consecuencia la atraccion entre ellas. Con
esto en mente la QFT juega un papel fundamental en la explicacién de dicho fenémeno debido
que la teoria cudntica no permite el cambio del nimero de particulas en alguna interaccion
dado que no considera la relaciéon de energia-masa establecida por la relatividad especial, ni la
interaccién de particulas a altas velocidades o altas energias, la QFT al modelar la energia de
punto cero como n osciladores cuanticos sugiere que las fluctuaciones de energia estan deter-
minadas por la creacién de estos osciladores de alli que la QFT sea una teoria consistente con
este efecto y capaz de predecir y explicar muchos otros.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo General

= Reproducir la prediccién del efecto Casimir desde el contexto de la teoria cuantica de
campos e interpretar sus implicaciones.
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1.1.2. Objetivos Especificos

Realizar un estudio de la teoria cuantica de campos, identificando la relacién entre particu-
las y campos cuanticos para la teoria escalar.

Deducir la ecuacién de Klein-Gordon a partir de la necesidad de desarrollar una teoria
cuantica relativista y estudiar sus soluciones.

Construir la ecuacién de Klein-Gordon desde el formalismo Lagrangiano y estudiar sus
propiedades.

Calcular el tensor momento-energia asociado al campo escalar.
Evidenciar y resolver las divergencias en el cédlculo de la energia del campo escalar.
Presentar el efecto Casimir y analizar sus implicaciones.

Revisar las verificaciones experimentales del efecto Casimir.



Capitulo 2

ESTADO DEL ARTE

El efecto Casimir descubierto en 1948 por Hendrick Casimir como un nuevo efecto cuantico
macroscépico, habia sido discutido incluso unas décadas antes que su descubrimiento, bajo
un viejo efecto conocido como FEnergia de punto cero el cual fue sugerido por Maz Planck en
1911 para explicar la energia minima asociada al movimiento de las particulas atomicas; este
concepto no solo fue usado para explicar la agitacion de los a&tomos, también los fisicos lo usaron
para discutir las agitaciones del vacio y el movimiento de las particulas en el cero absoluto de
temperatura.

Algunos fisicos en las décadas siguientes acumulaban teorias y evidencia empirica de la energia
de punto cero, otros negaban su existencia, incluso después de 1925 donde la mecénica cuantica
ya se encontraba estructurada en gran parte y la cual establecio la energia de punto cero para
los osciladores atémicos no logro solucionar la situaciéon para siempre.

El contexto historico del desarrollo del efecto Casimir el cual lleva 109 anos se puede enmarcar
en tres aspectos fundamentales: El concepto de la energia de punto cero, el efecto Casimir y su
verificacién experimental y por tltimo sus aplicaciones y extensién a otros fenémenos.[I]

2.1. El concepto de la energia de punto cero 1911-1960

2.1.1. La nueva hipétesis (1911)

[2]En Febrero del ano 1911, Maz Planck presenta para la Sociedad Alemana de Fisica una
teoria sobre la temprana hipdtesis cuantica la cual llamé 'nueva hipotesis de la radiacion’ esta
consistié en asumir una absorcién continua de la radiaciéon como en la teoria clasica manteniendo
la emisién de tipo cuantico como en la hipotesis inicial de 1901, una consecuencia inmediata de
este proceder por parte de Planck fue obtener la energia de un oscilador como hr/2 en lugar de
cero a la temperatura del cero-absoluto. Planck nombro a esta energia como "energia residual’
luego la renombrd como ’energia de punto cero’ la cual atribuyd a todos los movimientos
oscilatorios de las particulas 6 tipos de movimiento como los de rotacion entre otros.

2.1.2. Consecuencias de la energia de punto cero (1912-1927)

[3] En las décadas siguientes a la nueva hipédtesis de Planck algunos fisicos derivan algunas
consecuencias interesantes de esta:

a) Walther Nerns y Frederick A. Lindemann (1911) encontraron que sus datos del
calor especifico para substancias a bajas temperaturas habia sido descrita de la
manera correcta por la nueva hipotesis de Planck en lugar de la formula propuesta
por Einstein en 1907 la cual consideraba cuantos enteros de energia. Poco después,
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Peter Debye (1912) por un lado y Max Born y Theodor Von Kdrmdn (1912 y 1913)
por otro, encontraron de manera diferentes teorias cudnticas consistentes con el calor
especifico, evitando el uso de la energia de punto cero.

b) Albert Einstein y Otto Stern (1913) explicaron los datos de Arnold Eucken sobre el
calor especifico del hidrogeno molecular a bajas temperaturas asumiendo la energia
de punto cero para una molécula en rotacion. Paul Fhrenfest (1913) contradice su
afirmacion proponiendo una descripciéon libre de la energia de punto cero para los
mismos datos.

c) Otto Stern (1913-1919) calculé la presién de vacio de los sélidos y la constante
quimica de los gases monoatémicos con energia de punto cero. Luego Frederick A.
Lindemann and Francias W. Aston (1919) no obtuvieron una separacién isotdpica
experimentalmente para el nedn, lo cual explicaron como un efecto de la energia de
punto cero.

d) Robert S. Milliken (1924) encontré ntimeros semi cuanticos en los espectros vibra-
cionales del B0 y BYO, confirmando directamente el resultado original por parte
de Planck.

2.1.3. La energia de punto cero y sus efectos relacionados con la
mecanica cuantica (1925-1933)

[4] Con los avances obtenidos por la reciente mecdnica cudntica sus principales autores
obtuvieron algunas interpretaciones respecto a la energia de punto cero

a) Werner Heisenberg (1925) en su articulo pionero sobre mecanica cudntica demostrd
tedricamente que el oscilador armoénico tenia como energia fundamental la energia
de punto cero de hv/2.

b) Erwin Schrédinger (1926) mostrd que una molécula de hidrégeno giratoria no poseia
energia de punto cero lo que permitié que David M. Dennison (1927) explicara el ca-
lor especifico para los datos del hidrégeno molecular, después Heisenberg y Friedrich
Hund introdujeron el spin para el protén. [5]

c¢) Enrico Fermi (1926) encontré que su estadistica para electrones conduce a valores
finitos para la presién de punto cero y para la energia de punto cero. Arnold Som-
merfeld (1927-28) usé esta explicaciéon de manera eficaz para su nueva teoria sobre
electrones en metales.

d) Wolfgang Pauli (1933) en contraste con sus colegas hizo una critica a la valida-
cion general al concepto de energia de punto cero, especialmente a la teoria de la
radiacion. [0]

2.1.4. Efectos de la energia de punto cero (1943-1960)

[7] En un articulo de 1943 el Fisico-quimico Klaus Clusius quien era un especialista en sepa-
racion de isétopos de la Universidad de Munich, senalé algunas confirmaciones experimentales
de la energia de punto cero:

1. La existencia del helio superfluido.
2. La energia de punto cero de rotacion para las redes en las moléculas de metano.

3. Energia de punto cero en presién de vapor.
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4. Energia de punto cero en equilibrio quimico.

5. Energia de punto cero de electrones en los metales.
Entre 1938 y 1960 la funcion de la energia de punto cero en la mecanica cuantica comenzo
a tener claridad[8]:

a) Hendrik Kramers en 1938 en su articulo Quantentheorie des Elektrons und der Strah-
lung enfatizé en que la Hermetizacién para los operadores de la mecanica cuantica
no era unica.

b) Gian Carlo Wick (1950) propuso el llamado Producto de Wick el cual consiste en
un ordenamiento que coloca a los operadores creacion a la izquierda de los operado-
res aniquilacién, aunque este producto en un principio no incluyé los términos que
contienen a la energia de punto cero, en 1960:

c¢) Charles Enz y Armin Thellung mostraron que a pesar de haber sido suprimidos estos
términos en el producto de Wick, los efectos conocidos como la presion de vacio y el
efecto Casimir seguian la mecénica cuantica; es decir la minima energia cinética que
permite el principio de indeterminacién es llamada energia de punto cero.[9]

2.2. El efecto Casimir y su confirmacién experimental
(1948-1960)

El desarrollo del efecto Casimir fue originado por diferentes pasos entre 1947 y 1960, este
tuvo un comienzo dado por introducir una correcciéon a una fuerza molecular que era bastante
conocida; esta correccién se reconocié como el efecto de la energia de punto cero de donde se
extendié el concepto y luego de varios intentos se establecié experimentalmente el efecto.

2.2.1. Las fuerzas de London-van der Waals (1947)

[10] En 1947 la Physical Review recibié un comunicado del Natuurkundig Laboratorium of
Philips Gloeilampenfabrieken in Eindhoven con el titulo The Influence of Retardation on the
London-van der Waals Forces los autores; Hendrik Casimir y D. Polder calcularon la influencia
de retardo sobre la energia de interaccion entre dos atomos investigada por la electrodindmi-
ca cuantica, obtuvieron como resultado que el usual potencial atractivo para el caso estatico
proporcional a R% (siendo R la distancia de separacién entre 4tomos neutros o moléculas con
polarizacién estatica oy y as) fue reemplazado por una ley de R7.

23 thOZQ
4w R7

0F = (2.1)

En una situacién un poco mas simple para la interaccién entre un atomo neutro y un plano
perfectamente conductor los autores encontraron el resultado:

3 ha

Este efecto de retardo luego fue conectado con el ’Efecto Casimir’ especialmente luego de que
Casimir reportara que la expresién obtenida podria ser derivada por medio de la electrodinamica
clasica debido al cambio de la energia electromagnética de punto cero.[11]
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2.2.2. El efecto Casimir

[12] En el articulo On the attraction of two perfectly conducting plate publicado por Casimir
para la Amsterdam Academy of Sciences un ano después del resultado hallado con Polder, el
autor sugirié un procedimiento mucho mas simple para poder derivar el resultado hallado con su
comparnero un ano antes. Casimir consider6 una cavidad encerrada por paredes perfectamente
conductora la cual contenia modos de onda de la forma FEy(z)sin(wt); cuando un dtomo de
momento eléctrico aE cuyas dimensiones atémicas son << ¢/w es colocado en la cavidad, la
frecuencia del modo de onda se cambia por la cantidad

_ 271aEf(z.y,2)
[ [ [ Eo(x,y, z)dxdydz

Ahora bien, aunque la energia de punto cero Wy = %h > w es en principio infinita, la diferencia
de energia permanece finita y asume el valor de la ecuacién (2.1), es decir

ow (2.3)

SE = 6aWo — 5cWo (2.4)

Donde R es la distancia entre el &tomo y la pared de la cavidad, de manera similar el obtuvé
un resultado para un plano a una distancia a de la pared de la cavidad con L el diametro de la
cavidad: 2 12
s
0F = —hc—— 2.5
720 a3 (2:5)

produciendo como resultado una fuerza atractiva por cm?,
| 1 dinas

F =hee—— = 0,01
Copg o = 0013

ST a se midié en micrometros "Aunque el efecto pueda ser pequeno, una verificacién experimental
no parece factible y podria ser de cierto interés’ concluyé Casimir en su articulo.

(2.6)

at cm?

2.2.3. El efecto Casimir entre un cilindro y un plano (1952)

[13] 4 anos después del propuesto efecto Casimir; H.G. van Bueren también de Eindhoven
Philips Labroartories calculd el efecto entre una placa conductora y un cilindro conductor de
radio ry a una distancia R, obteniendo también una relacién de R~* para la fuerza donde:

3 1l
F=he——-=8x10"° 2.7
4t R? (27)
Debido a que R y 1y estan medidos en micrometros el valor de interaccién era atin muy pequeno
para ser medible senal6 el autor finalmente.

2.2.4. El efecto Casimir y la temperatura (1953-1954)

[14] E.M. Lifshitz hizo los desarrollos tedricos considerando un medio macroscépico en un
campo eléctrico fluctuante generalizando los anteriores resultados para medios con constantes
dieléctricas €1 y €5 respectivamente, en el caso de dos medios iguales a una distancia [ encontro:

72 1 48 (T\*
F=hel ~|1-2(2
h624014[ 9 (m)

T 1 1 2 T
F = T (60 — a + 1) para grandes e (2.9)

r
nos — 2.8
para pequenos - (2.8)
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L1 Abrikosova y B.V. Deriagin en 1953 en Moscu realizaron los calculos para el caso de dos
laminas de cuarzo con lo que posteriormente se confirmé dichos resultados por un estudio hecho
en Londres por J. A Kitchener y A.P. Prosser en 1956.

2.2.5. Confirmacién del Efecto Casimir (1958-1960)

[15] En el ano 1958, M.J. Sparnaay de Philips Research Laboratories presenté un articulo
titulado Measurement of attractive forces between flat plates el cual contenia la primera medicién
del original efecto Casimir de 1948, sus mediciones confirmaban completamente las predicciones
de Casimir. Dos anos més tarde en la Pauli Memorial Meeting en Suiza, Markus Fierz (1960)
evalud la dependencia de la temperatura del efecto y mostré la distancia critica para la cual
a temperatura ambiente (7' = 300K) el efecto corresponde préacticamente a 7" = 0 de lo cual
obtuvo

a = hckT =12%10"*cm (2.10)

Sparnaay usé6 distancias para a entre 0,5 * 10™*y2 x 10~*cm por lo cual sus medidas reproducen
la teoria correctamente debido a que la radiacion de temperatura aun no influia.

2.3. Aplicaciones y Extensién del Efecto Casimir (1960-
1998)

Antes de la década de 60‘s el efecto Casimir era estudiado solo por un pequeno grupo
de investigadores de Eindhoven y de Moscu, sin embargo en las décadas siguientes el efecto
comenzd a tener una gran atencién como un tépico fascinante para la comunidad cientifica
obviamente el estudio se vio incrementado debido al interés del estudio detallado de las fuerzas
moleculares, por lo cual el efecto Casimir comenzé a tener un gran alcance a nivel mundial. A
mediados de los anos 1970 un nuevo e inesperado tépico se unié al estudio de la energia de punto
cero, cuando los cosmoélogos se interesaron por La energia del vacio cudntico en un articulo de
L.H. Ford titulado Quantum vacuum energy in general relativity cuyo resumen comienza con
las palabras.[10]

"The vacuum energy of a quantized field in a non-Minkowskian spacetime is discussed. The
approach taken emphasizes the analogy between this vacuum energy and the energy of the
vacuum state of the quantized electromagnetic field in the presence of a pair of parallel
conducting plates, the Casimir energy.’

Es asi como en el caso de sistemas con fronteras materiales, las variedades topologicas también
poseen valores de energia de vacio diferente de cero, desde entonces los escenarios cosmolégicos
inflacionarios comenzaron a ser visualizados desde una emocionante perspectiva la cual contiene
al efecto Casimir como principal herramienta de investigacién para estudiar las propiedades
fisicas locales del vacio de estas estructuras. [17]

Las aplicaciones del efecto Casimir en los ultimos anos han sido extendidos a un gran rango de
fenomenos fisicos, articulos escritos que incluyen diversos tépicos como; La fuerza de Casimir,
el calor especifico para peliculas criticas, el efecto Casimir en espacios curvos, el efecto Casimir
para particulas elementales, entre otros. [1§]
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Capitulo 3

PRELIMINARES

Con el nacimiento de la Mecanica Cudntica surge contemporaneamente la Teoria Cudntica
de Campos o QFT por sus siglas en inglés (Quantum Field Theory); esté teoria como se ha
nombrado anteriormente es el marco consistente que logré hacer compatible la Relatividad
Especial con la Mecdnica Cudntica aunque desde una perspectiva algo diferente. En lugar de
describir al sistema como lo hace la mecanica cuantica por medio de la funcién de onda W,
donde su evoluciéon temporal esta dictada por la ecuacién de Schrodinger:

HU =9, (3.1)

Sin embargo la ecuacién (3.1) no puede describir procesos en los cuales existe un intercambio
en el nimero de particulas, ademas de esto las ecuaciones de onda relativistas sufren algunas
patologias como la aparicién de densidad de probabilidad negativa, la existencia de energia
negativa y violacion de causalidad como veremos mas adelante.

La Teoria Cudntica de Campos proporciona un marco natural para manejar un niimero variable
de particulas, da sentido a las soluciones de energia negativa interpretandola como las anti-
particulas, ademds resuelve el problema de la causalidad donde la propagacién de una particula
fuera del cono de luz es indistinguible de su antiparticula viajando en direccién opuesta y sus
amplitudes se cancelan.[I9] En este capitulo veremos las nociones generales que permitieron
construir desde la relatividad especial la ecuacion de Klein-Gordon, haciendo uso de la nota-
cion tensorial con la cual en el siguiente capitulo construiremos la densidad lagrangiana hallando
sus propiedades y finalmente la explicacion del Efecto Casimir desde la QF'T.

3.1. Nociones de Relatividad Especial

Parece sorprendente, pero historicamente uno de los principios en los que se fundamenta la
relatividad especial es incluso mas antiguo que la mecéanica clasica de Newton. Fue formulado
por Galileo Galilei (1564-1642) alrededor de 1600]20], como un argumento en la discusién del
heliocentrismo contra el geocentrismo. Quienes defendian al geocentrismo eran fieles de la fisica
de Aristoteles y la astronomia de Ptolomeo, argumentaban que si fuera cierto que si la tierra
se mueve alrededor del sol y alrededor de su eje jpor qué no lo notamos? como respuesta a este
argumento Galiler introdujo una nueva idea: la inercia[21]. De sus miltiples experimentos con
bolas rodando sobre planos inclinados llegé a la conclusién de que una masa en movimiento
uniforme rectilineo mantendré eternamente este movimiento mientras no actiie ninguna fuerza
exterior sobre ella (formulé de manera cualitativa la segunda ley de Newton), ademés de esto,
Galilei formulé algunos ejemplos llegando a la conclusién de que un observador no es capaz de
determinar si él estd en un sistema que se encuentra en reposo o en movimiento uniforme y
rectilineo. El observador podré hacer una gran cantidad de experimentos y los resultados seran
los mismos en movimiento (uniforme) o en reposo. A este principio se le llama Principio de

9
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Relatividad.

La relatividad especial de Finstein se fundamenta en 2 principios; uno de estos es el principio
de relatividad pero formulado de una manera distinta. Se define como sistema inercial a todo
sistema de referencia que estd en reposo o en movimiento uniforme y rectilineo respecto a
un sistema que ha sido previamente elegido como inercial y es en este conjunto de sistemas
inerciales donde es vélido el principio de relatividad, por lo tanto este queda formulado como:

1. Todas las leyes de la fisica deben ser las mismas para todos los sistemas de referencia
inerciales.

El segundo principio es algo mas abstracto, basado en el éxito de las leyes de Mazwell en
la descripciéon de una gran variedad de fendmenos electromagnéticos Einstein pone fin a
la existencia del éter luminifero, ya que de existir las leyes de Maxwell las cuales predicen
la velocidad de la luz en el vacio y que no necesitan de un observador para determinarla,
deberian modificarse en funcién del estado de movimiento de un observador con respecto
al éter; como consecuencia de esto no solo se establece la constancia de la velocidad de
la luz ademas se pone de manifiesto un limite impuesto por la naturaleza donde ninguna
interaccion u objeto fisico podra viajar mas rapido que la luz. El segundo principio en el
cual se basa la relatividad especial se postula como:

2. La velocidad de la luz es invariante, posee la misma magnitud en el vacio para todos los
sistemas de referencia inerciales.

El primer postulado implica que las leyes de la fisica deben ser independientes del sistema de
referencia escogido, de tal manera que si se conocen las leyes que gobiernan en un sistema
de referencia elegido, deben conocerse como transforman sus observables tal que se cumplan
exactamente las mismas leyes, el grupo de transformaciones que cumplen con estas condiciones
se le llaman transformaciones de Poincaré, las cuales se reducen al grupo de Lorentz para 2° = 0.
Para estudiar las consecuencias que implican estas transformaciones es mas facil, compacta y
comprensible la notacién relativista basada en los tensores|22].

= Notacién Relativista
Las coordenadas relativistas de un punto en el espacio-tiempo, FEspacio de Minkowski,
se definen como: z* = (ct,z,y, z) o en su forma indicial z# = (2°, 2!, 22 23) forman un
vector contravariante llamado cuadrivector posicion siendo su primera componente z°
temporal v sus otras tres x!, 2%, 23 componentes espaciales de dicho cuadrivector. Aqui
cuando veamos indices griegos estos van de 0 a 3 mientras que para los indices latinos
estos corren de 1 a 3.
Andlogamente se define el cuadrivector momentum-energia como p* = (E/c, p), siendo
p’ = E/c la componente temporal del cuadrimomento y 7 las componentes espaciales tal
que: p'= (p", p*, %) = (s Py, =)
Ahora, dados los postulados de la relatividad especial (principio de relatividad) el grupo de
transformaciones de coordenadas de un evento en el espacio-tiempo para un observador
inercial ¥ a un observador en un sistema de referencia >’ que se mueve con velocidad
constante v respecto a ¥ en direccion z, las cuales cumplen con los dos postulados de la
relatividad especial y dejan el producto escalar entre cuadrivectores invariante son[22]:

r = gacﬁ (3.2)

Siendo A la matriz de transformacién de Lorentz para un boost en el eje 2! que se define:
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v =By 00
—p 0 0
A= 07 g 10 (3:3)
0 0 01
Con B =v/cy~y = (1— %)~2 Escribiendo (3.1) en forma matricial tenemos:
z'° v =By 0 0 20
z'! By v 00 x!
2o 0 1o |« (34)
z'® 0 0 0 1) \a*

Cabe aclarar que al igual que en el espacio euclideo, en el espacio de Minkowski el producto
interno y cualquier escalar son invariantes bajo las transformaciones de Lorentz[19]. Para
hallar el producto interno entre los cuadrivectores definimos el tensor métrico asi:

1 0 0 0

o =1 0 o
g,ul/:gu = 0 0 1 0 (35)

0 0 0 -1

El tensor métrico permite pasar de las componentes covariantes (indices abajo) a las
contravariantes (indices arriba) o viceversa, estos ultimos términos hacen referencia de
manera general a la idea de los vectores duales en el espacio de Minkowski de un tensor
o cuadrivector es decir en términos de matrices los tensores covariantes son los inversos a
los contravariantes. La métrica permite hallar la norma de un cuadrivector y el producto
interno entre ellos. Comencemos con la norma del cuadrivector:

z-z = g,rta’ = (2°)? — (2')? — (2°)* — (2%)? (3.6)
Ahora para el sistema de referencia >’
:13, X ZL‘, — guum/uxm _ ({E’O)Q _ (:EII)Q . (x/2)2 . ($/3)2 (37)

Haciendo uso de la ecuacion (3.3) tenemos:

’7$ _ 6’7$ ) (’7$1 o 571'0)2 o (1‘2)2 o (1‘3)2

= (
Bryat)? —267%2ct — (va')? = (By2°)? + 26772 — (27)® — (2°)?
)? = 2827°T" — (ya')? — (Bya®)? 4+ 2827°7" — (2%)? — (2°)?
P eal = (@ — () = B — (@) — (@) - ()
o' -xt = (v = B (%) = (21)?) — (2°)? = (7)°

v =) - (@) - (2?) - () =2 (3.8)

Queda demostrado en (3.7) que la norma de un cuadrivector es invariante bajo la trans-
formaciones de Lorentz. Miremos que sucede con el producto interno entre ellos:

z-y = guaty’ =%’ —aly' — Py’ — oy’ (3.9)
Ahora para el sistema de referencia Y’

. y/ — gwx'“y’” — x/OyIO _ Illyll _ x'2y'2 _ x/3y/3 (3_10)
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Haciendo uso nuevamente de la ecuacién (3.3) tenemos:
vy = (ya’ = Byat) (v = Byy') — (2t = Bya’)(vy' = By’ — (%Y%) — (2%y?)
oy =0 A Sy Py T B -
(«%y*) = (=)
o'y =A% = aly') — 22 (a0 — alyt) — (%) — (%)
oy = (= B2 (% — alyt) — (2Py) — (%)

o'y = (") - (2'y') = (@) — (@) =2y (3.11)
El producto interno entre la métrica covariante y la contravariante es: g,,g* = 0;; Sucede
asi que un cuadrivector o tensor covariante, se diferencia de uno contravariante en que
las componentes espaciales cambian de signo.
Definimos ahora el cuadrivector derivada:

== (82°,V) " = (92°,—V) (3.12)
Con lo cual el operador D’Alembertiano se define de la forma:
92
9,0" = 00 V=1 (3.13)

3.2. Ecuacion de Klein-Gordon

A principios del siglo XX se fundamentaron las dos mas grandes teorias que se encuentran
hoy en fisica; por un lado tenemos la teoria especial y general de la relatividad y por el otro la
mecanica cuantica.

Durante el desarrollo de la teoria cudntica se realizaron ecuaciones de onda para la funcién
de onda propuesta por Schrodinger que fueran consistentes con el principio de relatividad,
(covarianza Lorentz). El mismo Schrodinger present6 una ecuacién de onda relativista la cual
rechaz6 por algunas inconsistencias que presentaba, por tal razon se quedo con su version para
sistemas con bajas velocidades; hoy a esta primera version de dicha ecuacion de onda relativista
se le conoce como ecuacion de Klein-Gordon desarrollada por Oscar Klein y Walter Gordon
en 1926, este trabajo fue el primer intento por unificar la teoria cuantica y la teoria especial
de la relatividad, trabajo que se culmina con los desarrollos hechos por Paul Dirac y la teoria
cudntica de campos[22].

La descripcion de fenomenos en donde estén implicadas altas velocidades o altas energias que
involucren particulas, requieren el andlisis de ecuaciones de onda relativistas; esta transicién
requiere la reinterpretacion de algunos conceptos no relativistas. Si miramos la ecuacién de
onda de Schrodinger (3.14), para una particula libre encontramos que no aparece la velocidad
de la luz en esta ecuacién, de igual manera no hay ningun término que impida que la particula
puede moverse a la velocidad de luz o a una velocidad superior.

oV (r,t) R _,

— %V U(r,t) (3.14)
Esta ecuacion de onda, no es covariante ya que bajo transformaciones de Lorentz no permanece
invariante, por lo cual se presenta en este trabajo la ecuacién de Klein-Gordon que toma en
cuenta los efectos relativistas y es compatible con ambas teorias[22].

El objetivo principal de la ecuacién de Klein-Gordon fue desarrollar una ecuacion de onda

th
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relativista, lo que se logré mediante el procedimiento canénico de la mecénica cuantica; es decir
otorgar un operador mecanocudntico a las variables dindmicas[23] y obtener la ecuacién de
conservacion e equivalencia masa-energia de Einstein.

b= —ihV (3.15)

E = ihd, (3.16)

P — (E/e,p) pupt = E? )2 — p* = m?? E?)¢? = p* 4+ m? (3.17)
Reemplazando (3.15) y (3.16) en (3.17) tenemos:

— _C—T%Q—t‘f = —R*VAU + m?U (3.18)

Dividiendo (3.18) por h? y haciendo el respectiva dlgebra y reemplazos obtenemos:
m2c?

72

Siendo (3.19) la ecuacién de Klein-Gordon, donde esta ecuacién es local y covariante Lorentz[24],
analizamos sus limitaciones y su interpretacion en la mecanica cuantica.

(O + p®)¥ =0 Con p* =

(3.19)

3.2.1. Interpretacién de la ecuacion de Klein-Gordon
La solucién a la ecuacién de K-G esta dada por una funcién de U de la siguiente forma[23]:
(gh) = e~ /P (3.20)

Realizando el producto entre el cuadri-momento y el vector cuadri-posicién (considerando el
problema en una sola dimensién espacial) tenemos que:

purt =p'a® —p- % (3.21)
ahora calculamos las derivadas para reemplazar este resultado en la ecuacién (3.19)

i 0,0 5.7 .
OV _ (Mt NI )

0xY oxY h
_ _1 0 *w _ (p0)2
= hp U — 2(z0)2 = = N\ (3.22)
8\11 8(6(7i/h)(poxofﬁf)) 7 ( '/h)(po 0 PF) ) 82\1[ —p?
—_— = = —pe'\™" TP — _pU — =V .2
ox ox hpe hp - 0x? h?2 (3.23)

Donde p = (p°, p), recordando (3.17) p* = (p°)* — (p)? = m?c* y sabiendo que F = ¢p°.
Reemplazando (3.22) y (3.23) en (3.19) tenemos:

(B” = (5))U = p* 0 (3.24)

FP=p+1? - E=+p?+ 12 (3.25)
Aqui la solucién para la ecuacion de onda tiene sus primeras inconsistencias, la energia puede
tomar valores negativos lo que genera sistemas inestables, no argumentaba el hecho de establecer
un estado fundamental para la energia del electron; la energia de un sistema de electrones no
estaba acotada inferiormente; cuestiones que no tuvieron interpretacion adecuada hasta que
Paul Dirac postulé la antimateria.
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3.2.2. Densidad de Probabilidad

Ahora analizamos que se puede concluir para la densidad de probabilidad para la ecuacién
de K-G. Haciendo uso de la ecuacién de continuidad[22]:

) )
8—;)+V-J:O (3.26)

Donde la densidad de probabilidad se define como[25]:
p =0T = [0 (3.27)

Junto con la corriente de probabilidad que se define como[25]:

J = —ih (UVE — OVT*) (3.28)
Lo que implica que V - J sea:
V- J = —ih (V20 — UVT) (3.29)
Despejando de la ecuacién (3.19) V2 y reemplazando en (3.29):
0*W
2y = 2y
\Y 9(0)? + 1
v J=—in (v (v 2Y + 20 ) — U ﬂ+ 2yt (3.30)
- B(20)2 K B(20)2 K .
> 0*U 0* U
yg— v 31
VT —it (¥ 5 ~ V) 31

Reemplazando (3.31) en la ecuacién de continuidad (3.26):

op . , 0% 02y~

Se define la densidad de probabilidad p como:

ov ov*
=ih|(V'— — U .
Desarrollando (3.33) con la solucién propuesta para la ecuacién de K-G (3.20):
W) = o~ (i/0) (P —p:3) T*(2#) = i/1) (P02 —p'F) (3.34)
ov i ov* g
— = —pv = —p°W .
0x0 R’ 020 — n’ (3:35)
ov 1 1 ov* l 1
\II*— = —\If*— O\If = —— 0 \I] == \I/— O\I/ - - 0 336
9" p” p” R L T (3.36)
. : 5
p=ih (—%po - %p°> — = E S E=+p2+ 12 (3.37)
c

Donde para la ecuacién de K-G también existe la posibilidad de tener densidades de probabili-
dad negativa, es decir la ecuacién no esta relacionada con una tunica particula; lo que terminé
con su rechazo como ecuacién de onda relativista para la mecanica cuantica. Problema que se
soluciona al pasar a una teoria cuantica de campos en lugar de particulas.



Capitulo 4

LA TEORIA DEL CAMPO ESCALAR

Las teorias de campos como el electromagnetismo o la relatividad general son eficientes ya

que trabajan con sistemas en el niimero de grados de libertad son infinitos[27], esto quiere decir
que el nimero de particulas con el que se trata es muy grande, por otro lado el objeto con el que
se pueden estudiar estos sistemas se les conoce como campos; por una parte con la interpretacién
de campo (cldsico), la interaccién entre particulas ya no ocurre de manera instanténea, en lugar
de ello la interaccion viaja con una velocidad finita definida por la perturbacién del campo punto
a punto.
En este capitulo presentaremos una introduccién a la (QFT), pasando por los sistemas cldsicos
discretos al limite de los sistemas continuos para llegar a la ecuacion de onda, de donde se
obtiene naturalmente la densidad lagrangiana la cual nos permite deducir las propiedades del
campo escalar, finalizando con la cuantizaciéon canodnica para sistemas discretos y continuos
construyendo la ecuacion de Klein-Gordon y el operador campo para estudiar el efecto Casimir
desde la (QFT)

4.1. Breve Introduccion a La Teoria Cuantica de Cam-
pos

4.1.1. ;Por qué campos cuanticos?

La QFT combina la mecanica cuantica y la relatividad especial es decir estudia los sistemas

cuanticos con efectos relativistas que son importantes, razén suficiente para ser una teoria de
gran importancia con aplicaciones en la fisica contemporanea, es fundamental para el estudio
de la fisica de particulas y la resoluciéon de una gran ntimero de problemas atémicos.
Debido a los problemas que sufren las ecuaciones de onda relativistas como veremos mas ade-
lante, fue necesario generar una teoria donde el objeto de estudio no estuviera etiquetado por
medio de la posicion y de momentum debido a que no siempre trabajaremos con sistemas en
los que el nimero de particulas permanece fijo, es decir con un gran numero de grados de
libertad, en la teoria cudntica de campos (QFT) las particulas pueden crearse y/o destruirse y
la iinica manera hasta el momento consistente con los postulados de la mecanica cuantica y de
la relatividad especial es estudiar este fendmeno por medio de campos cuanticos, consecuencia
inmediata de esta teoria es que el comportamiento cuantico de un campo continuo coincide con
el de un sistema de un gran nimero de particulas[27]. Por otro lado en una teoria de campos
lo fundamental no es la funciéon de onda 1), en lugar de ello lo importante es la dindmica del
espacio-tiempo. En ese nuevo enfoque la variable el operador cuantico asociado a la variable v,
es un campo, que no necesita dar lugar a una densidad de probabilidad positiva[2§].

15
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4.1.2. El limite a sistemas continuos

Dado que vamos a trabajar con una teoria de campos, las distintas particulas no interactian
directamente entre ellas, en lugar de esto usan los campos como los transportadores de las
interacciones fisicas; en este sentido un campo fisico es realmente el intermediario a través del
cual las distintas particulas interactiian unas con otras a grandes distancias|29].

-1 k it k i+l
W TR LEY [ _,’.
I'."!'.J\.'l'..l‘.‘.‘l'..l\.’ll"\..'

f m

T S N

NP Lt A
/. /\/\{.’ WA,

I“Jﬂz-l ¢ Glul

i

Figura 1: Una serie de masas m estan conectadas a travas de muelles con constante k y po-
sicién de equilibrio Ly. En la situacién de equilibrio (arriba) las masas estédn separadas por la
distancia Ly En la situacién general (abajo) el desplazamiento de la masa m de la posicién de
equilibrio estd caracterizado por ¢,.[29]

Conceptualmente las teorias de campos contienen algunas diferencias con los sistemas dis-
cretos, sin embargo es util estudiar la conexién con la mecénica analitica discreta, antes de
pasar a los campos. Por lo tanto partiremos de un modelo discreto (un nimero finito de gra-
dos de libertad) a un sistema con un ntimero de infinitos grados de libertad (campo), aunque
aumentar los grados de libertad no simboliza cambiar las tecnicas utiles para su estudio, aqui
aplicaremos el formalismo lagrangiano, considerando la manera més adecuada de adaptarlo al
limite continuo.

Consideremos un sistema que consiste en un nimero infinito (pero contable) de masas iguales
m alineadas a lo largo del eje = y conectadas por muelles idénticos de tamano Ly y constante
eldstica k. Restringimos el movimiento (para facilitar cdlculos) en la direccién z (Figura 1).
Tomando como coordenada generalizada q,(t) la posicién de la a-ésima masa m

Ga(t) = aLo + ¢a(t) (4.1.1)

Donde el indice a corre de —0o a 00 y ¢q(t) mide la desviacién de la posicién de equilibrio.
Las velocidades generalizadas estan dadas por ¢,=¢,. La energia potencial elastica viene dada
por:

= 5 3" Hdusn — 6 (4.1.2)

Por lo tanto el lagrangiano vendra dado por:

L= 23 (mé2 — K — 60)?) (4.1.3)

a

(i () "

Se ha sacado como factor comin a Ly por razones que se haran claras mas adelante cuando se
analice el limite cuando Lj tiende a cero.En el limite al continuo como primera observacion es
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que en este caso la distribucion de masas se hace continua y el sistema de masas conectadas por
muelles tiende a una varilla eldstica con cierta densidad de masa p = m/Ly. . El indice discreto
« que hace referencia a la a-ésima masa, se convierte en una variable continua z, indicando los
puntos a lo largo de la varilla, la coordenada generalizada ¢,(t) que indica el desplazamiento de
la masa, « se convierte en una funcién ¢(x,t) del desplazamiento de la cantidad infinitesimal
de masa dm a lo largo de la varilla.[29]

De este modo hemos pasado de una teoria con un ntumero discreto de grados de libertad a
una teoria con un numero continuo de grados de libertad, en otras palabras a una teoria de
campos[29]. En las teorfas de campos las cantidades fundamentales, las que hacen el papel de
coordenada generalizada, son los campos ¢(z,t) y no las posiciones x; las posiciones z no son
mas que una etiqueta continua para distinguir los diferentes grados de libertad ¢.

Ahora observemos cémo se transforma el lagrangiano (4.1.4) con las anteriores observaciones;
en el limite donde Ly — 0. En primera instancia (ba(t) se convierten en derivadas parciales con
respecto al tiempo.

bo — %gb(x,t) (4.1.5)

Por otro lado, el segundo término de (4.1.4) es por definicién un limite cuando Ly — 0[29].(Esta
es la razon de haber sacado el factor Ly antes).

, ¢a+1_¢a s ¢<$+L0,t)-¢(l’,t> _ 0
e Iy = g0 (4.1.6)

Por 1ultimo queda identificar el limite de los parametros que aparecen en el lagrangiano. La
cantidad m/ Ly tiene dimensién ML™!, que en el limite continuo se convierte en la densidad p
de la varilla. La cantidad kLq se identifica como: la fuerza necesaria para extender uno de los
muelles la distancia (¢,4+1 — @) v viene dada por:

F = Kgun — 6a) = hLo? =% _y AL, (4.1.7)

0

Donde ALy = (¢par1 — ¢a)/Lo es la extensién por unidad de longitud y Y es el médulo de
Young, la constante de proporcionalidad entre la fuerza aplicada y la extensién por unidad de
longitud en materiales elasticos, una constante que depende del material en cuestion.

Con estas consideraciones de la densidad y el médulo de Young podemos escribir el lagrangiano
(3.1.4) como:

r= [ Bp@w - yoer (4.18)

Donde la )" sobre los desplazamientos Ly se ha convertido en una integral [ dx sobre la variable
continua z. Por tltimo analicemos la siguiente cuestién; si dividimos el médulo de Young sobre
la densidad obtenemos lo siguiente: [p] = ML™' y [Y] = MLT~2 por lo cual [%] = (£)? lo que
se puede considerar como una velocidad de propagacién de la perturbacién en el campo[29].
Por lo cual el lagrangiano lo podemos escribir como:

11

L= /de {gﬁ(a@)? — %(Oxgb)Z (4.1.9)

Cabe aclarar que aqui hicimos uso de un sustento mecédnico para desarrollar nuestros calculos
como el hecho de usar resortes que acoplaban a las masas y luego pasar a una varilla con
densidad y médulo de Young etc. Cuando pasamos a un campo en el cual la propagacion no
necesita de un medio material para transportarse el modulo de Young se puede despreciar y la
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velocidad de propagacién se convierte en la velocidad de la luz, lo que nos deja como resultado
final el siguiente prototipo de lagrangiano invariante Lorentz.

L= / dx%amaw L= / dzl (4.1.10)

Donde el integrando £(¢, d,,) es la densidad lagrangiana, que contiene toda la fisica del sistema.
Ahora, para obtener las ecuaciones de lagrange de donde se obtiene la dindmica del sistema
debemos hacer uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange, y la accion para este lagrangiano
aunque debemos extender este lagrangiano a todo el espacio.

_ / / / do da?de® £(6, 0,0) (41.11)

Una manera simplificada de escribir esto es:

1
L= [ #5£(6.0,6) > £(6.0,6) = ;0,00

Ahora definimos la accion S para este lagrangiano asi:

= / / dtd3 2L, 0,0) — cdt = da® — S(¢) = / dzL(,0,0) (4.1.12)

Dado que para desarrollar las ecuaciones de Euler-Lagrange se debe variar respecto a variables
continuas debemos usar la herramienta correcta para realizar esta operacion siendo derivada
funcional, definida como:

SO t) _ o SF(( ) _ SF(( ) 09(a,t)
so(w.t) T TS T o) o )
para cualquier funcién F(¢(x,t)) en donde §(x-x) es la delta de Dirac.
La variacién de la accién S (4.1.12) con respecto a los campos ¢(z,t) viene dada por:
— _ 6[’(¢<m7t)7ax¢(xvt)7at¢(x7t)) /oyl
0=468 = /dtdx [ So 1) do(a't )}
 [EE0te 0,000,000 1]
(2!, 1)
+ {M( Gl )5 o ((x, tz)a“b(x t>>58t/<b(x’,t’)] (4.1.14)

Sabiendo que la variacién y la derivada son operadores lineales, podemos decir que: 60,¢(z,t) =
0,0¢(z,t); Considerando los extremos de la variacién como fijos:

do(z,t1) = 0p(x,ta) = dp(xy,t) = dp(x2,t) =0 (4.1.15)

De manera que la variacién sea igual a cero esta debe tomar la forma de:

=05 = [air | (ssem) + 5 (o) st 200 @119

Del calculo variacional sabemos que este resultado solo es igual a cero si se cumple la ecuacién
de Euler-Lagrange[30)] en este caso para una teoria de campos:

5 (5&)) * 5 (5@5@) 5= (1D
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Sustituyendo esto en notacién relativista tenemos que:

oL oL .
M <W> — 0_(;5 = 0 — FEcuacion De FEuler Lagrange (4.1.18)

. Qué significa lo hecho anteriormente? La evolucion espacio-temporal del campo ¢ que conec-
ta dos estados del campo inicial y final serd la evolucién que minimice la accién para dicho
campo[27].

Cabe aclarar que lo hecho hasta aqui sigue siendo aplicado tinicamente a campos clasicos; como
el campo gravitacional o el campo electromagnético, donde su dindmica esta descrita por una
ecuacion de ondas que se puede deducir de lo anteriormente propuesto; para lograr la cuanti-
zacion de un campo en la imagen de Schrodinger se proporcionan a las cantidades dinamicas el
caracter de operadores y se usan criterios de conmutacién[29].

Primera cuantizacion:Se entiende como el método para generar un modelo de particula en
la mecédnica cuantica; a partir de una descripcion clésica en el espacio de fases de la particula;
més exactamente construir operadores que sustituyan a las variable dindmicas clasicas[31].

Segunda cuantizacion:Son los métodos utilizados para generar un campo cuantizado me-
diante una teoria clésica de campos; esto se logra por medio de una cuantizaciéon canonica
(primera cuantizacién) extendida a un nimero variable de particulas[31].

LY

Osciladores acoplados o o Campo continuo
Limite continuo
Dinamica en Dinamica en
términos de: términos de:
¥
Modos normales Ondas planas

Limite continuo

Figura 2 Versién clasica de campo[3]]

LY

Osciladores acoplados o o Campo continuo
Limite continuo
se cuantiza en se cuantiza en
4 1
Osc. cuanticos g

. . Campo cuantico
acoplados Limite continuo

Figura 3 Versién cudntica de campo|[31]

En la teoria cuantica de campos la descripcion del campo se logra por medio de la densidad
lagrangiana L£; a partir del principio de minima accién y las ecuaciones de Euler-Lagrange
se deduce su equivalente a ecuacion de movimiento que describe la dindmica del campo (su
evolucién temporal), de tal manera que la descripcién de este campo sea consistente con la
teorfa especial de la relatividad especial y la mecanica cuéntica[32].
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4.2. Cuantizacion Canonica

4.2.1. El Oscilador Armodnico

De acuerdo con la vision de la mecanica cuantica dada por Heisenberg el cual propuso dar
un caracter de operador a las variables dindmicas de movimiento de la mecénica clasica ¢ y p
donde impuso la relacién de conmutacién[33]:

Gi, pj] = ihdij — ¢ =q p=—ihV (4.2.19)

En esencia la cuantizacion para campos se logra de manera similar como la desarrollada para
la cuantizacién candnica no relativista de la mecanica cuantica[35]. La caracteristica principal
que la hace diferente es que ahora se consideran sistemas fisicos con un ntmero infinitos de
grados de libertad, es decir la cuantizacion de un gran nimero de particulas idénticas las cuales
una vez cuantizadas constituirdan lo que se define como campo cudntico. Un caso particular es
un sistema con un N osciladores. [34]
Una técnica muy importante y utilizada para la segunda cuantizacién (cuantizacion del campo)
consiste en la representacion de niumero de ocupacion; esta representacion es introducida de
manera sencilla en el tratamiento del oscilador armoénico cuantico, la cual puede ser extendida
para examinar sistemas con un gran nimero de particulas idénticas.[34]
Comencemos por escribir el Hamiltoniano para el oscilador armoénico unidimensional.

1

& 2 2-2
H=o (P + m*w?i?) (4.2.20)

Donde la funcién de onda W¥,, para los diferentes estados de energia del oscilador satisface:
HY, = E, U, (4.2.21)

En donde se puede resolver el problema introduciendo los operadores escalera a' y a llamados
operador creacién y aniquilacién respectivamente los cuales se definen[35]:

At 1 . . . 1 . .
a' = —— (—ip + mw2) @ = —— (ip + mwz) (4.2.22)

vV 2hmw vV 2hmw

~

Donde a™ = a y a* = a' realizando aa' tenemos que:

1
aal = S (p* + imwpd — imwip + (mwi)?)
1 . . . P an
o 5 ) — it ) 22
1 . . . "
= 5 (p2 + (mwi)? — imw [x,p])

Reemplazando (4.2.19) en (4.2.23).

. 1
aa’ =

(p* + (mwi)® + hmw)

(9* + (mw)?) +% (4.2.24)

mw
1
2m

1

2hm
1
o
24

hw 2

Desarrollando de la misma manera afa se obtiene:

Q>
—

Q>
I

(4.2.25)

&=
DO | =
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Recordando (4.2.21) analicemos que ocurre con H(a'W) para ejemplificar el uso de los opera-
dores escalera.

. 1
H(a",) = hw (aTa + 5) (a'w,)
T
= hw (aTaaT + §aT) (¥,)
| (4.2.26)
= hwa! <a_&T + 5) (T,)
o 1
= hwa! <aTa_ +1+ §> (v,)

De (4.2.25) tenemos que H = hw(ala + 1/2) reemplazando en (4.2.26) y sustituyendo (4.2.21)
tenemos:

H(atw,) = (B, + hw)a' v, (4.2.27)
H(aV,) = (E, — hw)av, (4.2.28)

O también:
A, =vVn+ 1V, av, = v/n¥,_, (4.2.29)

Donde como se puede ver en (4.2.27) y (4.2.28) los operadores escalera aplicados al oscilador
armonico cuantico suben y/o bajan los diferentes estados de energia del sistema respectivamen-
te, mas adelante estos operadores seran quienes permitan crear y aniquilar particulas las cuales
provocan las fluctuaciones cuédnticas. Los factores v/n + 1 y y/n introducidos en la ecuacién
(4.2.29) realizan la normalizacién de los estados U,,[35] de donde se deducen las funciones pro-
pias de la multiplicacién aa' y a'a con valores propios v/n + 1y y/n por lo tanto una manera
de escribir esta relacién es:[34]

aal =n+1 ata =n v, =nv, (4.2.30)
Donde n es conocido propiamente como operador nimero de ocupacion de manera que:
[a,a'] =aa' —ala=1—aa' =n+1 (4.2.31)
De manera general:
am

U, = ——=U 4.2.32

Para el estado fundamental de un sistema cuéantico se cumple:

avy =20 (4.2.33)
Tal que: R
H\Ijo - EO\IJO
hw(ata + 1/2)Ty = E0,
hw(a'adrs + 1/20,) = BV,

Ey = > (4.2.34)

Finalmente hemos llegado al estado fundamental de energia, conocido como Energia de punto
cero; la cual es la minima energia que puede tener un oscilador cuantico dado que el principio
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de incertidumbre prohibe una energia igual a cero[35]. La transicién a la representacién del
nimero de ocupacién consiste en que en lugar de que la funcion ¥ sea definida por medio de
las coordenadas (representacién de las coordenadas) o por los momentos (representacién de
los momentos), el estado del sistema se encuentre caracterizado o definido por el nimero de
ocupacién n es decir; el indice del nivel de energia (n = 1,2,3...), el operador 7 representa la
base de la interpretacién corpuscular para las transiciones de energia del oscilador armonico,
lo desarrollado anteriormente tiene como proposito, considerar al oscilador arménico en un
estado excitado W, (n > 1) como la coleccién de infinitos osciladores cudnticos el cual cada uno
aporta una energia minima de fw /2 por lo tanto un campo como el electromagnético puede ser
modelado de esta forma; asi el vacio cuantico es la combinacién de todos los campos de punto
cero[36]. Sumando todos los modos de oscilacion posibles esta cantidad diverge, mas adelante
mostraremos cémo deshacernos de este infinito usando la técnica de renormalizacién.

4.2.2. Cuantizacién Candnica para Campos

La teoria cudntica de campos considera que existen en el universo una coleccion de copias
indistinguibles de las particulas elementales [37]. Estas particulas pueden ser creadas o aniqui-
ladas por interacciones entre ellas o con entidades externas, estos fendmenos se pueden describir
gracias a la teoria cuantica de campos ya que las particulas son consideradas como excitaciones
de campos cuanticos. Para analizar como emergen estas particulas necesitamos cuantizar los
campos clasicos vistos en la seccion 4.1.2, esto se logra por medio de la cuantizacion canénica
la cual nos brinda las herramientas para pasar de una teoria clasica a una teoria cuantica, asi
veremos que las particulas se crean o se aniquilan en un sistema fisico el cual se puede analizar
por medio del campo establecido como operador el cual estara escrito en términos de los ope-
radores escalera vistos en la seccién anterior que fueron de tanta utilidad en el desarrollo del
oscilador armoénico.

Retomando la definicién de los operadores escalera, ecuacién (4.2.22) podemos despejar a Z y
p en término de estos operadores obteniendo:

h hmw
~ — /\T A N — ,\-i- A 4
T —2mw(a +a) P i1/ 5 (@' —a) (4.2.35)

Para lograr la cuantizacién del campo, primero consideremos el caso sencillo para el cual un
sistema de N osciladores cuanticos los cuales se encuentran desacoplados, es decir no existe
interaccién entre ellos, el hamiltoniano de este sistema estara descrito por:

N
H=> H, (4.2.36)
k=1
con f{k
Hy, = P + lmszii (4.2.37)
ka 2

Por lo tanto podemos definir al operador dz y ay los cuales crean o aniquilan respectivamente
un quantum de energia sobre el k-ésimo oscilador dejando los demas inalterados, los operadores
actian sobre diferentes osciladores y a su vez estos conmutan por lo cual no pueden afectarse
entre si [37] por lo cual el hamiltoniano (4.2.36) puede escribirse como:

N

A o 1

H= E hwy, (aLak + 5) (4.2.38)
k=1

De manera general el estado del sistema se puede escribir en la representacion de ntumero
de ocupacion, como se esta actuando sobre el estado del vacio la idea es analizar cuantos
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operadores a se necesitan para poner n; cuantos de energia sobre el oscilador 1, ny cuantos
sobre el oscilador 2 y asi sucesivamente, de manera compacta podemos escribir esta situacién

asi:
Uy, = H

En el anterior modelo se debe recordar que todos los osciladores son independientes entre si
pero una técnica similar nos servira cuando acoplamos los diferentes osciladores, lo que se hara
en la siguiente seccién.

aTnk

(4.2.39)

4.2.3. El Campo Escalar

Consideremos un sistema para el cual los osciladores se encuentran acoplados, ejemplo una
cadena lineal de atomos de masa m los cuales se encuentran ligados por pequenos muelles
sin estirar de longitud a y constante k (Imagen 4). Las masas en el equilibrio tienen posicién
R; = ja, pero pueden ser desplazados una distancia z;, la j-ésima masa tiene momentum p;, el
hamiltoniano del sistema esta escrito como:

gl ] j+1

(m)

Figura 4: Cadena lineal de atomos [37]
H= Z + = k (41 — ;) (4.2.40)

En contraste con lo desarrollado en la seccion anterior, las diferentes masas se encuentran
acopladas con su vecina, por lo cual no se pueden considerar como independientes, ahora ; Qué
sucede con las excitaciones sobre el sistema, son dependientes de los osciladores? Analicemos
este problema por medio de una transformacién de Fourier[37].

Tj= = Y e (4.2.41)

1 I
= — e'Ie 4.2.42
Pj \/N Zpk ( )

k
de manera equivalente
1 Ko
T = —F— xe e 4.2.43
~ 1 —ikja
Pr=—=> pie ™ (4.2.44)

Se imponen condiciones de frontera periédicas[37] haciendo e™*/¢ = ei*(7+N)a ] vector de onda

k toma los valores de 2mn/Na, donde n tiene valores en el rango —N/2 < n < N/2. Donde

> et = Ngjg (4.2.45)
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Las relaciones de conmutacion
(25, pje] = iR

—zk:a —ik‘j‘a
xkapk § § e 7 l'],p]]

_ ST itk
N J

= Z'h5k7_kt

Ahora podemos trabajar con los terminos del Hamiltoniano de la ecuacién (4.2.40)

2 L ~ _ikja L ~Lik"a
S ()
— % Z Z Zﬁkﬁk‘ei(lwrk‘)ja
F [,
=3 ek O
Eok

= > DiP-k
k

Se hace un tratamiento similar para el otro termino del Hamiltoniano obtiendo
J

=¥ Z Z Z jkjk‘ elk(ﬁl a_ ezkja) (elk G+Da _ ik Ja)
i kK

_ %Z Z Zfiki“k (eikja (eika _ 1) pikia (eik‘a _ 1))
i kK

_ % SN iR (e 1) (e 1))
kK

=> jz:xkxk ((e** —1) (e** — 1)) Gppe

=S (1) ()
=S ) (1)

- Z TrT_g(2 — 2cos(ka))

(4.2.46)

(4.2.47)

(4.2.48)

Z(ijrl —LE] Z (\/_Z zk (J+la _ zk]a > (\/_Z zk (j+1a _eik‘ja)>

(4.2.49)

haciendo uso de la identidad 1 — cos(ka) = 2sin*(%*) podemos reescribir la ecuacién (4.2.49)

CcOo1mo

ka
zj: Tjy1 — x] Zxka: k <4sm < 5 >)

(4.2.50)
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De esta manera podemos expresar el Hamiltoniano como

A 1 1 o
H= Z [%pkp_k + §mw,%xkx_k (4.2.51)
k

donde w? = (4K /m)sin®(ka/2).

A pesar de haber considerado este modelo como acoplado donde cada masa estaba fuertemente
ligada con su vecina, el tratamiento desarrollado anteriormente por medio de la transformacién
de fourier nos permite desacoplar las excitaciones del sistema en el espacio reciproco al espacio
real[37] en otras palabras esta transformacién soluciona el problema del acople. Nétese que para
la ecuacién (4.2.51) se retomo la notacién de operadores con los ”sombreros”sobre las variables,
estos se habian omitido para realizar los calculos y evitar confusiones pero no debemos olvidar
que estos son realmente operadores en la cuantizacion candnica. Debido a que se requiere que
p; v &; sean operadores hermitianos[38] por definicién tenemos automaticamente que pL =D_k
y i; = T _j, continuemos con escribir los operadores creacién y aniquilacién asi:

R mwyg (. T
ap = T+ —— 4.2.52
k o ( k mwkpk) ( )
A L P L ) 4.2.53
ay o (ﬂfk mwkpk> (4.2.53)
los cuales tienen las relaciones de conmutacién [af, al.] = [a, dx] = 0y [ag, al.] = O . Podemos

despejar de las ecuaciones (4.2.52) y (4.2.53) para obtener:

h
T ay, + a' 4.2.54
Tk S (ak + a_k) (4.2.54)
hw
P = —i m2 £ (ak - &T_k> (4.2.55)

N
A 1
H =" hw (a;ak + —) (4.2.56)

Donde
1
Hy = E — huwy, (4.2.57)

Este ultimo es un resultado crucial ya que hemos encontrado la energia de punto cero para
N osciladores acoplados, cada posible modo de oscilaciéon aporta una energia de punto cero
que en principio es infinita; podriamos decir que este término no tiene consecuencias fisicas
observables, pero en el siguiente capitulo veremos que este es el ingrediente principal del efecto
Casimir, donde se usara la técnica de renormalizacion para deshacerse del término infinito de
energia.

4.2.4. El Operador Campo

Luego de lo discutido en las secciones anteriores donde se han introducido los operadores
creacién y aniquilacién a' y a los cuales crean y aniquilan particulas sobre el sistema, hemos visto
que existen diferentes representaciones en las cuales podemos escribir los diferentes operadores,
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una de estas es la representacién de momentos[37] en las cuales los operadores creacién y
aniquilacion aplicados a estado ¥ crean o aniquilan particulas con un estado de momento p,
con n, particulas en dicho estado los cuales son escritos de la forma af 'y a,,,. Podemos ilustrar
lo anterior con la siguiente analogia:[37]

N

Osciladores Cuanticos E = anhwk
k=1
N
Particulas identicas E = Z Mo Ep (4.2.58)
m=1

Ahora haciendo uso apropiado de la combinacién lineal para operadores se construye el Operador
Campo el cual también crea y aniquila particulas, aunque con una particularidad, esta vez se
crean y se aniquilan particulas localizadas en ubicaciones espaciales [37]. Este operador se define

o' (x) \/_Za e P (4.2.59)

el cual crea una particula con posiciéon z, mientras a; crea una particula en un estado de
momento p, de manera similar se define el operador ¢(z) como

1 ;
= —= ) aerP™ (4.2.60)
VAl

el cual destruye una particula en la posicién z, mientras a, destruye una particula en el estado
de momento p. Los operadores campo satisfacen las relaciones de conmutacién. Por ejemplo

~ ~ 1 ipg—an) T~
6(2). ()] = 5 2o e [a, )
pq
1 i (pa—a.

= D _ehr e, (4.2.61)
Pq

_ % S eirten = 60 (5 — y)
p

De la misma manera y debido a que el operador campo esta formado por los operadores creacién
y aniquilacion tenemos

[61(@). 6 ()] = [o(@). dw)] =0 (4:2.62)

Estos resultados representan operadores campo para particulas bosénicas como los fotones, el
cual sera utilizado para analizar el efecto Casimir mas adelante.

4.2.5. La Ecuacion de K-G en la Teoria Cuantica de Campos
Campo Escalar con Masa:

Se propone la siguiente densidad lagrangiana que describe particulas para las cuales su tinica
caracteristica fundamental es la masa; esto puede ser para particulas bosénicas como el bosén
de Higgs o cualquier otra con spin cero.

h’ m2c2 42
L=—50u00"¢ — gmc’¢

= —ao¢a°¢ +— 81¢81¢ + aﬂpa% + 03¢a3¢ m2c2¢? (4.2.63)
h2 h h h?
2(80) ¢ (81)2(;5_?(82>2¢_7<a3)2¢_§m202¢2
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Desarrollemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para esta densidad lagrangiana:

(a0,9) ~ (s ) * (a5 (a75) * (5557)

( % ) =1 [(0")6 — (0" — ()6 — (8")] = W*0"¢

5 < oL )_a_z_o 9(9,.9)
"\ oo op oL
( H¢) ¢ au (8(8—!@) :h28M<a,u¢):h2auau¢:h2D2¢
oL 5,
a—¢—mc¢

De manera que la ecuacion de Euler-Lagrange para esta densidad lagrangiana nos queda de
la forma: (h?CJ% + m?c?)¢ = 0 Lo que corresponde a la ecuacién de K-G. De lo que podemos
concluir que :

1. La ecuacion de K-G en teoria cuantica de campos sirve para describir un campo escalar.

2. La ecuaciéon de K-G en teoria cuantica de campos describe la evolucién temporal de
particulas de spin cero como los piones o el bosén de Higgs.

3. La ecuacion de K-G es fundamental en la introduccion a la teoria cuantica de campos ya
que fue la primera solucion relativista que se obtuvo aplicada a la mecanica cuantica.

4.3. Tensor Momento-Energia:

Como vimos en el seccion anterior haciendo uso de la variacion para la accién de K-G y
aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene la ecuacién de K-G, resaltando que esta
ya no es una ecuacién de onda relativista, ya vimos que estas ecuaciones relativistas sufren
patologias como la densidad de probabilidad negativa y soluciones de energia negativa etc. En
la QF'T se proporciona un marco natural para trabajar con un nimero de particulas variable y
se solucionan dichas patologias de manera intuitiva, de lo cual hablaremos mas adelante.
Ahora miraremos otra consecuencia de realizar una variacién sobre la densidad lagrangiana con
un potencial general U(¢), en donde discutiremos qué relacién existe de realizar estas varia-
ciones bajo simetrias continuas de traslacién espacio-temporal y que leyes de conservacion se
derivan de esta.

Proponemos una densidad lagrangiana £ de la siguiente forma: £ = @iaﬂ¢8“¢ — U(¢) sien-
do £ una densidad lagrangiana general; por consecuencia la accién S[¢| vendra dada por:

S[¢] = [d*aL = [ d*='20,00"p — U(e).

4.3.1. Traslacion Espacio-temporal:

Se define una traslacién espacio-temporal; la cual realiza una transformacién a las coorde-
nadas de la siguiente manera:

=t +a (4.3.65)

Donde el término a* son ntmeros constantes los cuales relacionan las coordenadas espacio-
temporales entre diferentes observadores. Ahora se pretende analizar qué sucede con el campo,
las derivadas del campo y en general la accién bajo este tipo de transformaciones. Por un lado
tenemos que el campo en este caso al ser un escalar; es decir un niimero es invariante bajo estas
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transformaciones es decir, sea cual sea el valor de las coordenadas espacio-temporales para los
diferentes observadores el valor de dicho campo debe ser el mismo de tal manera que:

OF) = p(at) = 56 = P(#) — ¢(a) = 0 (4.3.66)

Se debe tener en cuenta que (4.3.63) solo aplica para campos escalares, ahora analicemos que
sucede con las derivadas del campo.

D — % (4.3.67)

70 71 52 53
gjﬂ = ggg aa;) * ng gz gzg 5;’; + g;g gg; = gg) (4.3.68)
gjl - gg; gfﬁ) - g; 5;’1 * g% 5;’; - g% gg - 5;1 (4.3.69)
96 0 9¢ 0 0 0206 0F b 0o -

Or3  0x303° 023037 023032 023033 033

Donde la expresién (4.3.66), (4.3.67), (4.3.68) y (4.3.69) son resultado de realizar regla de la
cadena sobre la ecuacion (4.3.63) para las respectivas coordenadas espacio-temporales, debido
al tipo de transformaciéon utilizada las derivadas cruzadas son nulas por lo cual ni el campo
ni sus derivadas cambian bajo esta transformacién por consiguiente la acciéon se mantendra

invariante; S[¢] = S[¢].

4.3.2. Transformacion Infinitesimal:

Por experiencia de las secciones anteriores, sabemos que las transformaciones convenientes
son las infinitesimales, esto es lo que nos dice el principio variacional para la accién o el la-
grangiano, es lo que nos permite deducir cantidades conservadas y preservar las ecuaciones de
movimiento. Para nuestro caso una transformacién infinitesimal significa que (a*)? ~ 0 de lo
que se obtiene:

ozt +a') = ¢(z") (4.3.72)

Expandiendo en polinomio de taylor el primer término de (4.3.70) f(z +a) = f(x) + f'(x)a

o(zh) + 3ng~5(m“)a“ = p(x") (4.3.73)
o) — ¢(a") = —Duo(a*)a* (4.3.74)
5p = —0,p(xH)a" (4.3.75)

La ecuacién (4.3.73) y la ecuacion (4.3.64) no son la mismo, hay que recordar que para (4.3.64)
las coordenadas espacio-temporales son diferentes para cada observador mientras que en (4.3.73)
las coordenadas son exactamente las mismas; razén por la cual (§¢ # 0). Esto lo podemos
representar de la siguiente manera:
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2

Figura 5:Traslacion infinitesimal Pasiva

¢

i

L

Figura 6:Traslacién infintesimal Activa

En donde las Figuras 5 y 6 son representaciones diferentes de la traslacién espacio-temporal del
campo bajo una misma interpretacion es decir ambas son equivalentes y correctas.

Ahora como la densidad lagrangiana depende del campo y sus derivadas esta debe variar de la
misma manera en como lo hace el campo bajo transformaciones infinitesimales es decir:

(6L)s = —a"0,L (4.3.76)

Donde el indice s representa que esta variacién se realiza sobre la simetria utilizada en este
caso simetria de traslacién espacio-temporal dada por (4.3.63) comparemos esta variacién con
la realizada por medio las ecuaciones de Euler-Lagrange.

oL oL
oL oL

Aplicando la ecuacién (4.1.21) sobre (4.3.76) tenemos:

(6L)p—1 = 0, (8%—2)) 5+ %ﬁmaﬁt(&ﬁ) (4.3.79)

Entendiendo (4.3.77) como la derivada de un producto se obtiene:

(0L) 51 = 0, (%M) (4.3.80)
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Para que (4.3.74) y (4.3.78) sean lo mismo debemos imponer la variacién (d¢)s también se
realice sobre la simetria en la cual estamos trabajando.

(60051 = 0, (5555 (00).) = (60). = ~a"0,L

5(0,0)
o, (a (Z (aaf 5 (—aﬁaﬂqs)) — _POL
9, ( o ag ? (aﬂ@m)) —GtOuL =0 e
% | (g o) ~oc
% Kagf@ (“ﬁaﬂ¢)) - Wﬁ] -

0| (gia,57009) - 4] -

A pesar de que los terminos a® sean infinitesimales no son cero por lo cual de la ecuacién
(4.3.79) tenemos que

9, K oL (aﬁ(p)) - 555} 0 (4.3.82)
9(0u9)
Donde se imponen condiciones de conservacién y se define el tensor momento-energia como
oL oL
T“—( 8¢>—5“£—>T’“’— [00) 4.3.83
P \ag,0 *?) % 50,01 7 38

4.3.3. Componentes del Tensor Momento-Energia

Sabiendo la estructura del tensor M-E calculamos sus componentes para la densidad lagran-
giana propuesta al inicio de este capitulo:

h2
L=—50u00"¢ — U(¢)
(4.3.84)

== (¢2 — (010) = (220)° — (350)°) — U(6) = 6 = o

1. Analizando la estructura del tensor tenemos que para la derivada del primer termino de
(4.3.81)

oL 1?0(0,¢0"¢)

a(@m)‘ 2 0(0.0)
126" (0,90a9)

fm 0(0u9) (4.3.85)
= 9 (50,6 + 0,06%)

hQ
5 (00 + 0"9) = 0"

para este lagrangiano en concreto tenemos

T = K20"¢0" ¢ — g L = T (4.3.86)
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2. Componentes del Tensor M-E.

T — 242 — %

w_ e[l L
T = 1| 56+ 5(010)

70 = g2y

P S (00)? + 50500+ U(9)

2
P (Vo + Uo) = H
L = —R2¢Di = T
— %L — —R2G0yp = T
_ gBL = —R2¢ds = TP

Tll — h281¢al¢ . gllc
1 o1, 1 5 1 5 1 2
T =h §gb + §(a1¢) - 5(82¢> - 5(63¢) - U(9)
T12 _ h261¢82¢—912£ _ h281¢02¢ — T21
T = 120'60%6 — gL = 01905 = T

T22 — h2a2¢a2¢ - 922£
T = 1 30— (010 + 5(000) — 5010 ] - Vo)
T23 — h2a2¢a3¢_g23£ — h282¢63¢ — T32

T33 — h283¢83¢ - 933£

J[1., 1 , 1 , 1 )
T3 = h {?p —5(8@) —5(82925) +§(03¢) } - U(9)
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(4.3.91)

(4.3.92)
(4.3.93)

(4.3.94)

(4.3.95)

(4.3.96)

Como podemos observar para las componentes del Tensor M-E para el campo de K-
G con U(¢) = $m*c?¢* en T tenemos que T% es la densidad de energfa del campo
o la Densidad Hamiltoniana H, lo cual tiene sentido si analizamos los términos de T
tenemos que dadas las unidades que se deben esperar es decir unidades de energia; el
primer término son las contribuciones de cambios temporales en el campo, lo que refleja
una energia cinética, el segundo término representa un costo de energia por las variaciones
espaciales en el campo y finalmente el término de masa refleja una energia potencial debido
al campo que se encuentra en el espacio. Tener esto en cuenta sera crucial para el andlisis
del efecto Casimir, las demés componentes no seran necesarias para calculos posteriores

por lo cual para los alcances de este trabajo estas no son consideradas.
3. Ahora procedemos a calcular la traza del Tensor M-E
Traz (T") =T +T" + T +T%
=2 (8- U(0)

(4.3.97)
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Capitulo 5

EFECTO CASIMIR

Numerosos trabajos, que tratan sobre las propiedades del vacio cuantico hacen alusién al

1948 en referencia al trabajo de H.B.G. Casimir, quien en ese ano propuso la existencia de un
nuevo efecto el cual eventualmente fue llamado en su nombre. Originalmente consistia en la mo-
dificacion de la energia de vacio provocada por la introduccién de dos placas paralelas, neutras,
perfectamente conductoras en el vacio, la cual producia una atraccién entre las placas.[39] Hoy
en dia este efecto tedrico no es solo considerado para la configuracién de dos placas metalicas,
también para cualquier modificacion de las condiciones de frontera sobre los modos de energia
de punto cero de cualquier campo cuantico es cuestién. En el modelo sin condiciones de fron-
tera los valores de energia asociados al Hamiltoniano para los estados de punto cero de energia
suelen ser despreciados, inclusive si son valores infinitos, estos valores pueden ser absorbidos
redefiniendo el origen de la energia[4()]. El objetivo de Casimir era observar que la presencia de
placas neutras conductoras modifica la energia de vacio y la diferencia de energias con y sin
fronteras debia ser una cantidad en principio medible.
En este capitulo estudiaremos el efecto Casimir, derivaremos el efecto para la configuracién
original; placas plano paralelas perfectamente conductoras. Teniendo en cuenta los infinitos
modos de oscilaciéon, es decir, energia infinita aplicaremos el método de renormalizacion para
eliminarlo y obtener un resultado finito. Analizaremos el desarrollo local del efecto Casimir por
medio del tensor momento-energia para el campo escalar, finalmente analizaremos algunas de
sus verificaciones experimentales comparando los resultados con el modelo tedrico usado.

5.1. Configuraciéon Placas Plano-Paralelas

En el capitulo anterior en la secciéon para el campo escalar encontramos el valor para la
contribucion de energia de punto cero

1
Ho=>_ 5. (5.1.1)

Energia que es originada por los diferentes modos de los osciladores arménicos cuanticos. Como
hemos nombrado antes este término en principio es infinito, sin embargo hay situaciones expe-
rimentales donde estas energias de punto cero se manifiestan en efectos reales. Un ejemplo de
esto es comparar las energias de punto cero entre dos placas paralelas neutras perfectamente
conductoras y fuera de ellas, esto conduce a un resultado de energia finita y genera la fuerza
que mostraremos mas adelante. Debido a que el efecto Casimir tiene una prediccion realista la
cual esta dada por la QF'T, se requiere cuantizar el campo electromagnético, para simplificar los
célculos siguiendo a [41] consideraremos un campo escalar sin masa en el espacio-tiempo plano
1+1-dimensional para el cual se imponen las condiciones de frontera que simulan las placas

gb(x#)&?l:() - 925(‘7:#)11:& = 0. (512)
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Pensemos que las dos placas paralelas son cuadradas de longitud L separadas por una distan-
cia a, como se muestra en la Figura 7, ademds, las placas son perfectamente conductoras y
neutras. Cada oscilador arménico cuantico estd asociado a un modo de oscilacion del campo
electromagnético, por lo tanto podemos escribir la energia de punto cero asociada a este campo
como la ecuacién (5.1.1).

Y -
Figura 7: Placas plano paralelas

La ecuacién de movimiento para campos cldsicos sin masa es 9,0"¢ = 0 y la solucién general
que cumple las condiciones de frontera esta dada por

¢($u) = Z(Ane_wnwo —+ Bnewnmo) sin WpT1, Wy, = %’ (5.1.3)
n=1

Al cuantizar el campo ¢(z,) — qg(xu) en el espacio plano, que corresponda a los diferentes
modos para el presente caso tenemos

o 2 = Sin Wy, Xy . i At iwnx
) =\ 2" g, Lo ] 514)
n=1 n

Necesitamos calcular la energia del campo asociada sélo al intervalo entre las placas, 0 < x1 < a
por lo cual asumimos que ¢(z,) = 0 fuera de este intervalo. Recordando que para sistemas
continuos tenemos que

= / P (5.1.5)
0

La expresion anterior para la configuracion considerada en el espacio plano 14+1-dimensional se

reduce a , ,

, B 0P(,.) 0(,.)

H=— d — s 5.1.6
Ahora analicemos este Hamiltoniano operando sobre el estado del vacio es decir (0|H|0) y
usando las relaciones de conmutacion definidas para los operadores creacion y aniquilacion

(01an}|0) = On,  (0]af,ak]0) = (0lamdn|0) = (0]a},an|0) = 0 (5.1.7)
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Teniendo en cuenta lo anterior, el primer término del Hamiltoniano conlleva

2
2 n o o
<0|— d:zc [,/ Czsm“’ i, [—ane Wua;ewo]] 10) (5.1.8)

Antes de continuar analicemos la ecuacién (5.1.8), realizando una suma finita, tomemos los
primeros tres terminos de la suma:

h2c sin w24 2 sin wyxy 2
0] — doe [ /=W [ are —iw1xo + (IT zwwo] 4+ /== [ Qo€ —iwaxo + (IT szQ;O]
| /0 ( v 2hw ! ! iy 2 2

. 2

Sin w3$1 . —Ww3 T AT ZOJ Z

+ | ——iw [ age” "0 + age™® O]
( 2hL<J3 ’

—~

iwy | —a e 1T 4 d]iezwlxo iy | —age 2T d;@lewo
27%}1 QEUJQ L
sinwiry. [ . 1sinwsxry. [ .
iwy | —age —jw1Zo + a’r w10 iws | —ase —iw3To + (IT zwsxo
2hw1 L - 271(4}3 - -
SIN We Xy A —iwso AT lw2$0_ SIM W1 Xy . [ . —iw1zo AT uulxo
+ ———wy | —ase +a —Ww1 |—aqe +a
vV QhWQ L Y 2hc“-)l -
sin wyq Sin w31

iws —dg@ iwa o _|_aT iwaTo ’i(x)g —dgG w3 o —}—CLT zw;;xo

iwg | —aze™aw0 4 gl eiwamo] iwn | —dge= 10 4 gl giwrmo]
2his 3|78 3 Tios 1|mm 1
SIMWST1 . [ .~ ez AT zwsxo sinwexy. [ . iszo A’r zngo
w3 | —ase +a ——— W2 | —Q9€ +a 0
1 1 VR, L7 |>
(5.1.9)
Realizando un poco de algebra y utilizando (5.1.7) obtenemos
he [* sin w; ;)2 At ata
i {%F D) (0] [nare 21 4 alafe o — ayal — alai | o)
0
: 2
sin wyx
+ |:( 2:2 1) (—wg) <O| [a2a26 2iwax0 + dTaT@%wzxo CI,QCL; — dgdg] |O>:| (5.1.10)

: 2
[ty 1 oo -] o]

es evidente que los terminos cruzados de la sumatoria se anulan debido a los criterios de con-
mutacién por lo cual (5.1.8) se reduce a:

2wy,

he [ A (sin wyay)? 9 Y bt i .. At A
=— | do Z Z S (—w2) (0] [aname 2T + af af e* 0 — a,al, — alan] |0)

h a oo 00 . N 2 . ‘
PO | 30 T 2 0 0) e - {0laa 0) ¢ — (0] 0) - <or&;amm>]

a 0 Ln=1 m=1 2wn
he (¢ [& ni1)? e & “
SRS W@@] =S| [ i
Ln=1 n=1
fic — K ,
= — Wy | = — — sin 2aw,, | .
2a ot 2 W

(5.1.11)
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Ahora de manera similar con el segundo término del Hamiltoniano se obtiene

2
/2 . , A
<0|_ dl’ [ C Z COSQC;wal dne_zwnmo + di‘lezwnxo}] |0>

he (coswnx1)2 ) hic & “ )

e g N | [ d i 5.1.12
o ), x Ll o (w3) e nZIw /0 x(cos wy, 1) ( )
hic & a n 1 . 5

=— ) w, |- sin 2awy,
2a vt 2 4w,

finalmente encontramos

. hic 1 1
(0|H|0) = _cCL an [2 + —— sin 2aw, + = — —— sin Zawn}

2a £ 4w, 2 4w,
L K b (5.1.13)
c c cT
§0(a):%;wn an— 2 1n

Como se espera, esta energia de punto cero &, es divergente. Sin embargo, esta divergencia es
diferente que la energia de punto cero del vacio ya que & = &y(a) depende de la distancia a
entre las placas. La energia de punto cero del vacio puede ser obtenida cuando el limite de &y(a)
con a — 00

5 = 1im &(a). (5.1.14)

Antes de calcular la diferencia de energias A&y(a) = &o(a) — £5°¢ la cual provoca la fuerza de
Casimir debemos usar la técnica de renormalizacién y asi sustraer las cantidades infinitas de la
expresion (5.1.13) obteniendo un valor de A¢ finito.

5.1.1. Regularizacion y Renormalizacién

Tomando de manera explicita el valor obtenido para Aé(a) este carece de sentido fisico de-
bido a que la diferencia entre dos cantidades infinitas no estd definida[41]. El camino estandar
que permite deducir las cantidades finitas y por consiguiente con sentido fisico se conoce como
regularizacion seguido de una renormalizacion. La regularizacién se refiere al procedimiento
que permite introducir informacién o parametro extra sobre una teoria que en principio esta
mal definida o es divergente y asi obtener una cantidad finita a menos que este parametro
se establezca como cero. Luego de la regularizacion se derivan unas cantidades que son diver-
gentes y otros pequenos valores que contienen el parametro de corte, los diferentes términos
pueden contener potencias o logaritmos divergentes, asi como los términos que son finitos. La
renormalizacién consiste en eliminar los términos divergentes y quedarse inicamente con los
términos finitos en la expresion, luego de la renormalizacion se establece el limite cuando el
parametro tiende a cero y los términos restantes dan el resultado final.

Apliquemos este procedimiento a la ecuacién (5.1.13) el primer paso es introducir el pardmetro
de corte para regularizar

&ola, B) = % > nexp[—np| (5.1.15)
n=1

donde (3 es el parametro de corte, la serie regularizada converge para § > 0, mientras que se
recupera la expresion original divergente en el limite 8 — 0. Reescribiendo (5.1.15) y analizando
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el comportamiento cuando g — 0

her

fola f) = =5, B%%Zexp —np] (5.1.16)

Si observamos el valor absoluto del término que contiene a la sumatoria es < 1siny 8 >0
por lo cual podemos reescribir la sumatoria como una serie geométrica41], es decir

ZT": 1ir Ir| <1 —r=exp[—p] (5.1.17)

Reescribiendo (5.1.16)

_@h,mj{ exp [—f3] ]
2a =006 |1 —exp[—p]
hem exp [—f]

0 {a ~exp [—m)?}

(5.1.18)

2a B—0

Expandiendo el dltimo término de la ecuacién (5.1.18) por medio de la serie de Laurent[42]

herm lim l 1 32 Ioh

2a B—0 B2 12

50(6%5) =

6
5~ 13+ 920 5048 +0(3 )] (5.1.19)

Como podemos observar en la ecuacién (5.1.19) el término 1/5% diverge al evaluar el limite
limg_,o los demds términos en potencias de 3 son despreciable ya que tienden a cero. Haciendo
uso de la renormalizacién restando este término y evaluando el limite se llega a[42]

lfm { exp[=F] - %} S (5.1.20)
B=0 | (1 —exp [—/]) 6] 12
Finalmente se obtiene la diferencia de energia y se deduce la fuerza de Casimir

, hem
A& = &o(a, B) — lim o(a, B) = —5— (5.1.21)

a—00 24a

d herm

Fla) = —A& = — 1.22
(@)= 3280 = 35 (5.1.22)

Siendo (5.1.22) el resultado crucial de este trabajo, definida como la Fuerza de Casimir el
caracter del signo nos da informacién sobre el sentido de la fuerza que actiia entre las placas
las cuales se estan acercando entre si.

Un calculo similar considerando el espacio plano 3+1-dimensiones lleva a la fuerza de Casimir
por unidad de area o Presion de Casimir

Fl(a her?
P(a) = £1> =50 4 (5.1.23)

El anterior resultado fue el obtenido por Casimir en su articulo original[43], como se ha dicho
esta fuerza por unidad de area es atribuida al cambio de la energia de punto cero del vacio en
presencia de las placas y sin ellas. Al observar las constantes i y ¢ se evidencia que el efecto
Casimir es un fendmeno cudntico relativista [40].
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5.2. Verificaciones Experimentales

El escenario en el cual dos cuerpos macroscopicos en el vacio interactuen el uno con el otro
debido a la modificacién de el vacio es, quizas, una de las cosas méds intrigantes de la fisica
cuantica. Desde su origen en 1948, el ahora conocido efecto Casimir ha mostrado un increible
progreso de investigacion. Como se mostro en la seccién anterior, la fuerza por unidad de area de
dos placas perfectamente conductoras separadas por una distancia de a is P(a) = —her?/240a.
Como se ha dicho antes, esta interaccién comienza a ser bastante dominante para pequenas dis-
tancias de separacion, la presion entre dos placas separadas por una distancia a = 10nm es
10° Pa[44], para dos placas de 1cm? separadas por 1um experimentan una fuerza 107 N[44].
En sus primeros intentos para tratar de observar el fenémeno se demostré una dificultad: hacer
que la separacion de dos cuerpos macroscopicos sea de distancias microscopicas es una tarea
enrevesada, consecuentemente estos primeros experimentos aunque inconclusos y un algo difu-
sos abrieron la puerta para un posterior desarrollo. Las cosas estuvieron algo tranquilas hasta
1997 [44] cuando la era moderna del efecto Casimir comenzo, con las mediciones realizadas
por Lamoreaux no solo se mostrd que las predicciones cualitativas realizadas por Casimir eran
correctas, ademas fue posible obtener informacién cuantitativa de los experimentos, siguiendo a
Lamoreaux una cantidad significante de grupos contribuyeron rapiddmente al incremento de la
calidad y cantidad de experimentos, desarrollando asi mediciones mas precisas de la interaccion
[44].

En el presente capitulo se presenta una descripcién general de algunas de las verificaciones
experimentales que corroboran el efecto Casimir, para abordar como se hicieron las diferentes

verificaciones debemos tener en cuenta las siguientes consideraciones experimentales generales
[44):

1. Un dispositivo capaz de medir la interaccion entre los cuerpos, usualmente el dispositi-
vo usado es un transductor mecanico, donde la interaccién produce un cambio en sus
caracteristicas fisicas, bien sea la posicion del transductor o su frecuencia de resonancia.

2. El dispositivo usado necesita ser calibrado contra una fuerza bien conocida, en su mayo-
ria esta calibracion depemde de la geometria del experimento y se usa una interaccion
electrostatica entre los cuerpos.

3. Para garantizar la calidad de las mediciones, se debe tener cuidado para reducir el ruido
que se genera en el dispositivo, por lo tanto se deben reducir al minimo las vibraciones
producidas por el ambiente.

4. Las fuerzas residuales entre los cuerpos deben ser minimizadas y apropiadamente consi-
deradas, esto significa que deben entenderse y de ser posible reducirse en proporcion al
error experimental de la medicién, usualmente las fuerzas que se deben considerar son
la fuerza gravitacional a pesar de no poderse anular usualmente es pequena dentro del
rango del error experimental la cual con una cuidadosa eleccién de la geometria se puede
considerar constante dentro de la separacion de las placas, la fuerza magnética aunque
regularmente no se usan materiales magnéticos, cuando se usan se debe tener en cuenta
su magnetizacién de ser permanente esto podria alterar significativamente la interaccién
de Casimir, por ultimo para la fuerza eléctrica se deben tener en cuenta una gran va-
riedad de consideraciones entre estas la diferencia de potencial entre los cuerpos lo que
conducira a una capacitancia y por consiguiente una interacién entre las placas, esto se
puede remediar eligiendo materiales adecuados que minimicen la interaccion u obtenien-
do la capacitancia en funciéon de la separacion entre las placas y asi calibrar de manera
adecuada el dispositivo de medicion.
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5. La separacién entre las placas debe ser determinada con precisién, a pesar de poderse
controlar la separaciéon de diferentes maneras[44], esta debe medirse en todas las posiciones
en las que se realice el experimento.

Experimentos representativos

En esta seccion haremos una breve descripcion del enfoque utilizado, pero sin una discusion
profunda de los detalles experimentales y las tecnicas usadas. Aunque la fuerza de Casimir
predicha por unidad de drea entre dos placas paralelas es grande para distancias de separacion
muy pequenas, la determinacion experimental de dicha fuerza fue una trabajo muy dificil en
la década de 1950 debido a las limiticiones tecnolégicas que dificultaban colocar dos placas
paralelas a distancias cortas, si bien las técnicas para posicionar cuerpos con precision han
mejorado enormemente, todavia sigue siendo una tarea compleja intentar alinear dos superficies
planas. Sin embargo la primera mediciéon experimental fue llevada a cabo en 1958 por Marcus
Sparnaay en Philips en Eindhoven[15]

Figura 8. Esquema del aparato utilizado por Sparnaay[15].

En el esquema superior de la Figura 8 la placa superior se equilibré ajustando la posicion a
del resorte vertical S, la posiciéon y los valores de los pesos W, que controlaban el pivote del
brazo de palanca alrededor del punto e, el esquema inferior, la posicion vertical y angular r de
la placa inferior se ajusté girando los tres tornillos del sistema mostrados en la Figura 8.

Sparnaay utilizo una balanza de resorte para medir la fuerza entre placas paralelas hechas de
diferentes materiales (aluminio, cromo y acero), determinando la extensién del resorte y la ca-
pacitancia entre las placas, Sparnaay pudo alinear las placas en gran medida en separaciones
superiores a 1um. Las conclusiones a las que llego Sparnaay en sus propias palabras « Hemos
visto que, aunque se encuentran fuerzas atractivas, en concordancia cualitativa con la prediccion
de Casimir, las siguientes dificultades en nuestra configuraciéon experimental siguen presentes:
1) Las diferencias de potencial entre las placas no se pueden medir en nuestro aparato. 2) A
veces existen obstaculos que impiden realizar mediciones atractivas. La configuracién experi-
mental se esta modificando ahora para hacer frente a estas dos dificultades. Los resultados se
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dardn en una publicacién futura.»[15].

En 1996 Lamoreaux en la entonces Universidad de Washington, Seattle, llevé a cabo un
revolucionario experimento el cual se considera como la primera confirmacion definitiva del
efecto Casimir.
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66 cm, 76 pum dia.
End of Fiber Tungsten Fiber
Cu Plated,
Soldered into Scale:
Brass Rod ot
lem
|( \]
Vi e
Aluminum < %
Damping Disk 2 mm
tu t
NdFeB Magnet
Compensator
il
[ Ie] ¥~ |

t \*I—Iﬂ i’ i
0.6mm

Figura 9. Esquema del péndulo de torsion utilizado por Lamoreaux[45)].

Lamoreaux[45] utiliz6 un péndulo de torsién en una campana de vacio, el péndulo estaba
hecho por un alambre de tungsteno con una barra perpendicular unida a él Pegada a la ba-
rra habfa una lente de silice esférica cubierta de oro (ver Figura 9), el uso de una esfera en
presencia de una placa permitié a Lamoreaux resolver los problemas de alienacién (siempre
existia el punto mas cercano entre ellos) aunque introdujo una nueva como realizar los calcu-
los para esta nueva geometria lo que complicé la aproximacién en el limite cuando el radio
de curvatura de la esfera se aproximaba a la separacién. El espacio entre la lente cubierta de
oro y una placa de cuarzo cubierta de oro se cambié por unos actuadores piezoeléctricos, la
desviacion angular del péndulo debida a la interaccién de Casimir entre la lente y la placa
inducia en el piezoeléctrico una senal de error registrada en un control de retroalimentaciéon
la cual registraba una diferencia de potencial entre las placas compensadoras, el bucle de con-
trol aplicaba una fuerza contraria a la ejercida por la torsién con el cual se realizaba la medicion.

Poco después de los experimentos de Lamoreaux, Mohideen y sus colaboradores de la Uni-
versidad de California en Riverside utilizaron un microscépio de fuerza atéomica modificado
(AFM) por sus siglas en ingles para medir la fuerza de Casimir (ver Figura 10)
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Figura 10. Esquema del aparato usado por Mohideen [40].

Mohideen colocé una esfera de poliestireno de 200 um de didmetro a un voladizo de AFM sin
punta, la esfera por medio de pulverizacion catodica se recubre con un metal, luego por medio
de piezoeléctricos se juntan un disco plano recubierto con el mismo metal a una distancia d
< 100nm. Como en la microscopia AFM, la atraccién resultante entre la esfera y el disco plano
genera una desviacion en el canteliever la cual es monitoreada por la desviacién de un laser que
apunta a la parte posterior del voladizo, mediante la cual se registra el efecto generado por la
fuerza de Casimir [46].
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se han estudiado los conceptos basicos del Efecto Casimir partiendo
del contexto histérico y las bases teoricas concretas que permiten una formulacion actualiza-
da, completa y adecuada para la explicacion del fenémeno en cuestién. La teoria cuantica de
campos como se mostrd y se llevo a cabo en el enfoque de la presente investigacién contiene
de manera univoca los conceptos, lenguaje y bagaje matematico que permiten construir la des-
cripcion fenomenologica del efecto Casimir, poniendo en evidencia las propiedades cudnticas
del estado de vacio del campo escalar.

El eje fundamental mediante el cual se construyo la solucion tedrica del efecto surge de
manera natural gracias a la cuantizacion candnica la cual es la herramienta matematica que
permite conectar las teorias clasicas con las cudnticas y todo lo que con ello implica, esto se
mostré en la seccién 4.2 al extender la densidad lagrangiana para campos clasicos a una de
campos cuanticos para posteriormente obtener el tensor momento-energia que nos brinda las
propiedades cualitivas y cuantitativas de los campos cuantizados involucrados.

La naturaleza misma de la cual surgio el efecto Casimir es muy diferente de las implicaciones
experimentales que hoy en dia se deducen de ella, recordemos que este efecto tiene su origen en
el principio de incertidumbre de Heisenberg y la energia de punto cero propuesta por Planck la
cual condujo a las fluctuaciones cuanticas de vacio de las que surgen fuerzas si se modifican las
condiciones de frontera del vacio, lo que se conoce propiamente como Fuerzas de Casimir-Polder.

Aprendimos cémo el efecto Casimir debe ser tratado con razonamientos netamente ma-
tematicos que permiten obtener resultados con significados fisicos y medibles, lo cual se logro
aprendiendo a tratar las divergencias de algunas cantidades las cuales son propias del procedi-
miento matematico; como el caso de la energia producida en la interaccion, este tratamiento
permitio identificar las partes finitas de los diferentes terminos que correspondan a las pre-
dicciones y propiedades fisicas. Aunque existan muchos caminos diferentes para lograr una
renormalizacion adecuada, la herramienta ofrecida por las “nuevas” matematicas como lo es la
funcion zeta de Riemann permiten realizar estos calculos de manera natural como se evidencié
en la seccion 5.1.1 obteniendo resultados convergentes gracias a la serie de Laurent.

Se mostraron algunas verificaciones experimentales del efecto Casimir infiriendo de estas
lo complicado que llegé a ser medir de manera precisa la interaccién macroscépica entre dos
cuerpos producida por causas netamente cuanticas aunque esto permite sustentar bajo la ex-
periencia la realidad de los campos cuanticos. Finalmente se adquirié un conocimiento bésico
de la teoria cuantica de campos lo que abre las puertas de futuros trabajos como el analisis
del efecto Casimir en topologias curvas no triviales ademaés de ser este trabajo de apropiacién
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social que le permita al estudiante inexperto incursionar por las teorias modernas que modelan
nuestro universo.
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