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Introduccién

Existen demasiados puntos de referencia para organizar la historia de la teoria de las
wavelets de distintas maneras. Esto es causa de que gran parte del trabajo de esta teoria
fue desarrollado alrededor de los afios 30’s pero éste parecia ser simplemente esfuerzos
separados y no parte de una teoria compacta, asi que se decide establecer a la década
de los 80’s como punto decisivo en el desarrollo de la teoria wavelet.

Antes de 1930 la rama de las matematicas que dio origen a la teoria de las wavelets
comenz6 con los trabajos de andlisis de frecuencias de Joseph Fourier en 1807, cuando se
introdujo la expansién de sefiales periddicas como lo es la sumatoria de senos y cosenos.

Después de los descubrimientos de Fourier en 1807 los mateméticos poco a poco fueron
cambiando sus ideas de anadlisis en frecuencias por ideas de analisis en escala. Lo cual

es, analizar una funcién f(x) creando estructuras matemaéticas que varian en escala.

En los principios del siglo XX con el descubrimiento de la fisica cuantica y posteriormente
con la mecénica ondulatoria aplicada en la Fisica atémica, se comenzé a gestar la idea
de que la materia estaba formada por pequefisimos entes en oscilacion permanente y
que se manifestaban en forma microscépica como la materia que conocemos.

La primera mencién hecha de wavelet fue por Alfred Haar en 1909 y una de las propiedades



de la wavelet Haar era su soporte compacto. Sin embargo, esta wavelet poseia varias
limitaciones al no ser continua.

Esta nueva teoria abri6 el paso para la aplicaciéon de algunos conceptos matemaéticos
que si bien no eran nuevos, ahora si llamarian la atencién, y uno de ellos fue el de las
formas de ondas atémicas usadas por el fisico Dennis Gabor en 1946 quien ademds
de una manera premonitoria visualizé la importancia que podrian éstas tener en el
procesamiento de sefiales.

Gabor utiliz6 una transformada de Fourier Sf ventaneada usando la estructura dad por
Haar en 1910 correlacionando una sefial s(f) con cada atomo de la siguiente manera

SF0) = [ s(gl—we
donde g(t) es una funcién conocida como "funcién atémica de Gabor", u es el corrimiento
en el tiempo y ( especifica la traslacion en frecuencia de la Transformada de Fourier de
¢(t), esto es:

Guz (W) = G(W — g)e W=0)

Mas de treinta afios después de Gabor y setetnta afios de Haar en los 80’s Morlet y
Grossman reactivaron la colaboracién fundamental entre las teorias de la fisica atémica
y el procesamiento de sefiales y formalizaron lo que hoy se conoce como la transformada
continua de onduleta (continuous wavelet transform, CWT), esto fue el catalizador de
un rdpido crecimiento y dedicacién hacia la aplicaciéon de esta transformada desarrollandose
posteriormente la transformada continua de onduletas, (discret wavelet transform, DWT),
con gran utilidad en casi todos los &mbitos de la tecnologia actual como es el caso del
analisis de vibraciones.

En 1984 el ingeniero Jean Morlet ayudado por el Fisico cudntico Alex Grossman utilizan
por primera vez el término "wavelet'para definir las funciones que son usadas para
muestrear la sefial que se desea analizar y proponen la ecuacién siguiente:

s(ra) = [ stt)—-u'(

S
—0o0

t—71
a

)dt

donde ¢* es el conjugado de la wavelet madre que sera escalada y corrida punto a punto
para determinar los niveles de comparacién con la sefal s(t). El valor de a = fiode la
escala o dilataciéon de la wavelet, con fp como frecuencia central y el corrimiento o
traslacion en el tiempo.



Planteamiento del Problema

En el siguiente trabajo se pretende introducir el concepto de Wavelet y Transformada
Wavelet; Para ello, se estudiara el articulo de Nick Kingsbury [2] y tendremos sustento
en [1]. La Transformada Wavelet es una herramienta matematica desarrollada a mediados
de los afios ‘80 y muy util para el analisi local de sefiales no estacionarias y de rapida
transitoriedad, al igual que la Transformada de Fourier con Ventana, mapea la sefial en
una representacion de tiempo-escala. La diferencia estd en que la Transformada Wavelet
provee andlisis de multiresolucién con ventanas dilatadas.

Al momento de estudiar sefiales con pulso e intermitencia, se ha detectado que Fourier
da muy poca informacién, ya que se pierde casi toda la informacién temporal, con lo
cual se introducird y estudiara la Transformada Wavelet para determinar su mejora
frente a la otra y el motivo por el cual esta es més acertada.



CAPITULO 1

Objetivos

1.1. Objetivo General

Introducir y dar una explicacién acerca de los Wavelets complejos y la CTW, con ayuda
del analisis de Fourier y los avances en Wavelets hasta el momento.



1.2. Objetivos Especificos

Los objetivos especificos que contribuirdn a desarrollar el objetivo general del trabajo son
los siguientes:

» Deasrrollar los conceptos previos que se necesitan para introducir el tema.

» Dar una aplicacién de la CTW.



CAPITULO 2

Preliminares

Para una mejor comprensién de los capitulos siguientes desarrollaremos aqui algunos
conceptos matemadticos necesarios para nuestro trabajo. Se definiradn los conceptos de
Espacio de Hilbert, se desarrollard una breve descripcién del Andlisis de Fourier y sus
limitaciones, y de los Wavelets en general.

2.1. Espacio de Hilbert

El espacio H de Hilbert es un espacio vectorial cuyos elementos pertenecen al plano
complejo C. sea H el conjunto de los elementos del espacio H. Los vectores complejos
de este conjunto pueden ser sumados con las reglas usuales de la aritmética de vectores
y multiplicados por escalares.

El espacio H esta dotado por una métrica y de un producto interno. Consideraremos
en particular el espacio H formado por funciones vectoriales f,. si f y g son funciones



del conjunto H de H, el producto interno para este conjunto de funciones es un escalar
definido por

<fg>= [ fgix

donde f*(x) es el complejos conjugado de f(x). El producto escalar o interno de la
funcién f con si misma es un ntimero real no negativo. En particular, si la funcién f € C,

entonces satisface la condicion:
o0
/ F(D)2dt < oo
—00

este espacio métrico recibe el nombre de Espacio de Hilbert L2[—c0, 0]

2.1.1. Ortogonalidad. Bases Ortonormales

Se dice que dos vectores x e y son ortogonales en un espacio de Hilbert H si su producto
interno es cero:
<x,y>=0

Se le llama conjunto ortogonal a aquel conjunto de vectores en el cual cualquier par
de sus elemntos es ortogonal. Ademads, este conjunto es ortonormal si la norma de los
vectores es igual a uno:

x| = V<x,x>=1

También se define a la base ortonormal de H como un conjunto ortonormal maximal en
H si cualquier vector en H puede ser representado como el limite de las combinaciones
lineales de los elementos de una base ortonormal [3].



2.2. Analisis de Fourier

En 1807, Jean B. Fourier demostré que una funcién podia ser desarrollada en términos
de series trigonométricas, y que se podian obtener, por integracién, fpormulas para los
coeficientes del desarrollo. Para comprender mejor esto daremos algunas definiciones
previas.

2.2.1. Funciones Periédicas

Dado que los términos de las series trigonométricas son periédicos es l6gico deducir
que las funciones que se van a desarrollar mediante dichas series deben ser también
periddicas.

Se dice que una funcién f(x) tiene un periodo P si para todo X, f(x + P) = f(x), donde
P es una constante positiva. El menor valor de P > 0 se llama el periodo minimo de

f(x) [4]

2.2.2. Coeficientes y Series de Fourier

Los desarrollo en series de Fourier, tienen dos aplicaciones fundamentales:

» representar una funcién f(x) definida en el intervalo (—c, c) , para los valores de
X en ese intervalo, o

» representar una funcién peridédica con periodo 2¢ para los valores de x.

La funcién f(x) puede ser proyectada en una base ortonormal de funciones ¢y (x), de la

siguiente forma:

f(x) =c1¢1(x) + copp(x) + oo + ckPp(x) + ... para (—c,c), k=1,2,..

Se espera que el desarrollo de f(x) converja a la funci+on f(x) [5] Se puede demostrar
que los coeficientes de ¢, de la suma son los coeficientes de Fourier de f(x) con respecto
a la base ortonormal ¢ (x) [5]. Estos coeficientes pueden expresarse como:

o = / FO)pr(x)dx, para k=1,2,..

10



siendo ¢* el complejo conjugado de ¢.
La Serie de Fourier genérica correspondiente a la funcién f(x), se define como:

fx) = Y cuel(x)

k=1

Si f(x) estd definida en el intervalo (0,27) y tiene periodo 27, la serie de Fourier que
corresponde a f(x) sobre la base ortogonal de senos y cosenos se define como:

f(x) = 512—0 + Y (ancos(kx) + bysen(kx)),
k=1
donde los coeficientes de Fourier a; y by se definen como

a =+ Oznf(x)cos(kx)dx con k=1,2,..
by = %foznf(x)sen(kx)dx con k=1,2,..

Puede observarse que los coeficientes de Fourier de la funcién transformada representan
la contribucién de cada funcién seno y coseno para cada frecuencia.

Usando la identidad de Euler podemos escribir la serie de Fourier de f(x) como combinacién
lineal de funciones exponenciales complejas:

. elkx

donde las funciones e, (x) = o constituyen un conjunto ortonormal [3].

Los coeficientes de Fourier de f(x), respecto de esta base, pueden representarse como:

Cx = 1 27Tf(x)e_ik"dx
27T Jo

2.2.3. Transformada Discreta de Fourier

Definicién 1 (I?(Zy)). Sea z una funcion definida en un conjunto finito

Zy ={0,1,..,N -1}

11



Para ahorrar espacio, vamos a escribir a z horizontalmente en lugar de verticalmente
z = (2(0),z(1),...,z(N — 1))

Sin embargo, cuando sea conveniente, notaremos a z con el vector

z(0)
z(1)

2(N—1)]
Entonces, en lugar de CN escribimos [*(Zy) de la siguiente forma,
P(ZN) = {z = (2(0),2z(1),..,.z(N—=1)) : z(j) € C,0< j < N — 1}

Nota 2.2.1. En esta notacion, el producto interno en I>(Z.y) es

N-1 )
<zw>=)_ z(k)w(k)
k=0

Con la norma asociada
N—1 212
Izl = () |z(k)[7)
k=0
(llamada la norma 12 ).

Definicién 2. Definimos Eg, E1, ..., Ex_1 € 2(ZN) por

1 .
En(n) = ——__g2mimn/N ,para 0 <m,n < N —1

VN

Nota 2.2.2. El conjunto {Ey, Ey, ..., EN—1} es una base ortonormal para P(Zy)

Definiciéon 3. Param = 0,1, ..., N — 1, definimos F,,, € lz(ZN) por
En(n) = %ezm’””/N ,para n=0,.,N—1

Nosotros llamamos F la base de Fourier para ?(ZN)

12



Definicién 4 (Transformada Discreta de Fourier). Seaz = (z(0),..,z(N —1)) € *(Zy).
Param = 0,1, ..., N — 1, definimos
N-1 ,
2(7}1) — Z Z(n)e—men/N.
n=0
Obteniendo
2 =(2(0),2(1),..,2(N = 1)).
Entonces 2 € >(Zy). El mapeo”: [>(Zy) — I*(Zy), el cual toma z en 2, es llamada la

Transformada Discreta de Fourier, generalmente abreviada DTF.

Proposicién 1. Seaz = (2(0),z(1),..,z(N—1)),w = (w(0),w(1),..,w(N —1)) € Z(Zy).
Entonces,

1) (Férmula de inversién de Fourier)

1 N-1 )
z(n) = N ) 2(m)e?™ /N para n=0,1,..,.N—1
m=0

11) (Relacién de Parseval)

1
<z,w>=N<2,zb>
1) (Férmula de Plancherel) .
Iz||* = N 12])?

Nota 2.2.3. La DTF puede ser representada por una matriz (ya que el mapeo que toma z en Z es
una transformacion lineal). Para simplificar notacién, definimos

N e—Zm/N
entonces
—mn __ 2mimn/N
wy  =e .
En esta notacion
N-1
y _ mn
2m) =) z(n)wl
n=0

13



Definicién 5. Sea Wy la matriz [wynlo<mn<n-1 tal que wy,, = wy". Esto es,

1 1 1 1 .. 1
1 wy w3y Wy wy !
1 w%\, w?\, w?\] .. i ;
Wn = |1 w?\, w?\, w?\, ..
2(N—1 3(N—1 N-1)(N—1
|1 w% 1 cuN< ) cuN( ) .. w](\] ) )_

Definicién 6 (Transformada Discreta de Fourier Inversa). Paraw = (w(0), w(1), ..., w(N —
1)) € (Zy). Definimos

1 N-1

w(n) = N Y. w(m)e2™ /N para n=0,1,..,N —1.

m=0
Obtenemos
w = (w(0),w(1),.. (N —1)).

El mapeo™: I>(Zy) — I*(Zx), es la Transformada Discreta de Fourier Inversa, o IDTE.

Nota 2.2.4. Tenemos las siguientes propiedades:

1) Con esta notacion, para z € ZZ(ZN),

11) Dado que la DTF es una transformacion lineal invertible, la matriz Wy es invertible [1], y
tenemos que z = ngli. Sustituyendo £ = w y z = W tenemos

v ar—1
ZU—WN w.

A continuacién, consideramos cémo se comporta la DFT bajo algunas operaciones importantes.
La primero de estas es la traslacion.

Definicién 7. Sea z € *(Zy) y k € Z. Definimos
(Rpz)(n) =z(n—k) para neZ

Ryz es llamado la traslacién de z por k. Llamamos Ry la traslacién por el operador k.

14



Ejemplo 2.2.1. Sea N =6,k =2y z = (2,3—1,2i,4+1i,0,1). Entonces, por ejemplo
(Rpz)(0) =2z(0—2) =2(—2) =2z(4) =0
De la misma forma, (Ryz)(1) = z(—1) = z(5) = 1, etc. Obtenemos
Roz = (0,1,2,3 —i,2i,4 + 1)

Este es el efecto de Ry en z, el cual mueve las componentes dos posiciones a la derecha, excepto
las dos 1iltimas, las cuales fueron rotadas en las dos primeras posiciones.

La siguiente operaciéon que consideramos es la conjugacién compleja.

Definici6én 8. Para z =€ [*(Zy), sea z dado por el vector

z = (z(0),...,.z(N = 1))

estoes, z(n) = z(n)

2.2.4. Transformada Rdpida de Fourier

La Transfomada Rapida de Fourier es un eficiente algoritmo que permite calcular la
DTF y su inversa.

Definicién 9. Sea M € Z y N = 2M. Si z € I*(Zy), definimos

U = Zok, para k=0,1,..,M—1,

Uk = Zoka1, para k=0,1,.,M—1,

Ademas, se notard 2 la DTF de z en ZZ(ZN), y 11,0 las DTFs de u,v respectivamente, en
P(Zm)
Lema 2.1. En el contexto de la definicién anterior, param = 0,1, ..., M — 1 se tiene que

2(m) = (m) 4+ e~ 2"/ No(m)

También, param = M,M+1, ..., N — 1 seal = m — M. Los valores correspondientes de | son
1=0,1,.. M —1. Entonces

2(m) = 2(1+m) = a(l) — e 2™/ Np(1)

15



2.2.5. Transformada de Fourier

Para obtener una representacién que pueda ser valida para todos los valores de x cuando
f(x) no es periddica, es natural intentar extender la representacién de los coeficientes y
la serie de Fourier dejando que c tienda a infinito, lo que da lugar a la Transformada de
Fourier [5].

Definicién 10. Se dice que una funciéon f € L*(R) si
x)|" < o0
J 1)
Para la Transformada de Fourier, trabajaremos sobre LZ(IR), que formalmente es,

LZ(]R):{f:]R—>C:/IR|f(x)|2<oo}

L%(IR) es un espacio vectorial con la adicién y multiplicacién por escalar de funciones

[1].

Definicién 11. Para f € L'(R) y ¢ € R, definimos
fe) = [ fx)eeax
R

Llamamos f la Transformada de Fourier de f.
Para g € L' y x € R, definimos g, la Transformada Inversa de Fourier de g, por

« . i ixe
30 = - [ sle)ede

Nota 2.2.5. La Inversa de la Transformada de Fourier, la podemos obtener de la siguiente forma:

Lema 2.2. Supongamos f, g, f, ¢ € L'(IR). Entonces,

D f,8f§ € *(R)

16



11) (Relacion de Parseval) < f,§ >=2m < f,g >

111) (Férmula de Plancherel) ||f|| = v27||f]|

Demostracién. ver [1] pagina 369.

Nota 2.2.6. La Transformada de Fourier es una transformacion de Fourier uno-a-uno de L*(R)
en si mismo.

Teorema 2.1. Supongamos f,g € L?(R). Entonces se cumple,

1) (Relacion de Parseval) < f,§ >=2m < f,g >
11) (Formula de Plancherel) ||f|| = v27r||f]|
m) < f,¢>= - < f,g>

) [Ifll = —5=If]]

Demostracién. Ver [1] pagina 372.

2.2.6. Limitaciones del Andlisis de Fourier

La Transformada de Fourier es ampliamente utilizada en andlisis y procesamiento de
sefiales con grandes aportes en los casos en que estas sefiales son periddicas y lo suficientemente
regulares, pero no ocurre lo mismo para sefiales no estacionarias (cuyo espectro varia

con el tiempo).

La Transformada de Fourier detecta la presencia de una sefial pero no brinda informacién
acerca de la evolucion en el tiempo de las caracteristicas espectrales de la sefial, asi como
el instante de la aparicién de una singularidad en una sefial transitoria.

17



CAPITULO 3

Wavelets en R

3.1. Bases de la Funcion Escala

En éste capitulo se va a construir el Sistema Wavelet, el cual es un conjunto ortonormal
completo en L?(IR) que consiste de un cierto conjunto de traslaciones y dilataciones de

una sola funcién .

Definicién 12. Para ¢, € L*(R) y j, k € Z, definimos ¢;, ;x € L?(RR) como,
k() =2729(2x k) ¥ ix(x) =27p(2x — k)

El factor 2//2 en la definicién de @ik Y Pjk es incluido para que la norma de L2(R) sea la
misma para todo j, k:

ljal P = [ 2722 — k) Pax
_ i fne 2
—/IRZ]W)(Z]JC k) [2dx
_ 2 _ 2
= [ w)Pay = Iy

18



similarmente para ¢;x, con un cambio de variable y = 2/x — k en la integral.
Otra forma de expresar lo anterior es

Pi(x) = 272p(2(x — 27k))

Definicién 13. Un Sistema Wavelet para L?(IR) es un conjunto ortonormal completo de
la forma

{Yix}ikez

para algin ¢ € L?(R). Las funciones P;x son llamadas wavelets. La funcién ¥ es
llamada la madre wavelet y la funcién ¢ el llamado el padre wavelet.

Para garantizar la existencia de un sistema wavelet se debe definir el andlisis multiresolucién
(MRA), luego se procederd que todo MRA produce un sistema wavelet pero no todos
los sistemas wavelets provienen de un MRA.

Definiciéon 14. Wavelets Continuos. Los wavelets continuos son de la forma

X—Uu

1
Yas(x) = 9=~ wseR

Ejemplo 3.1.1. Wavelet Haar Algunos wavelets estdn dados por una funcién explicita, como
los siguientes:

» Wavelet Haar. Este wavelet estd dador por la siguiente funcion:

1 , 0<t<0,5
s(t))y=¢ -1 ,05<t<1
0 , e.0.C

grdficamente tenemos:

19



0.5

» Wavelet de Morlet. Este wavelet estd dado por

s(t) = e*tz/Zcos(St)

y grificamente es:

» Wavelet Sombrero Mexicano. Este wavelet no es mds que la sequnda derivada de la
funcion de distribucion gaussiana

s(t) = —2

V3mrl/4

e—t2/2(1 - t2)

20



y grdficamente es:

08
0.E
04

[

YRV

0.4

Nota 3.1.1. Si {{;x}rez es un sistema wavelet, entonces por el Teorema 4.10 [1] toda f €
L2(IR) puede ser escrita de la forma

=YY <ftjk> i

JEZ keZ

Esta es llamada la identidad wavelet, y el mapeo que toma f a la sucesion de coeficientes

{<fYjx >tjkez

es llamado la Transformada Wavelet (Discreta).

3.2. Analisis Multiresolucion

El andlisis multiresolucién es una técnica que permite analizar sefiales en multiples
bandas de frecuencia.

Stéphane Mallat determino las condiciones que deben satisfacer la sucesién de subespacios
para que sean un sistema wavelet, como sigue.

Definicién 15. Un andlisis multiresolucién (o MRA) con funciéon de escalamiento o
padre wavelet ¢ es una sucesién {V; } icz de subespacios de L2(IR) que tienen las siguientes
propiedades:

21



1) (Monotonicidad) La sucesion es creciente, esto es, V; C Vj,q paratodoj € Z.

11) (Existencia del wavelet padre) Existe una funcién ¢ € Vj tal que el conjunto { ¢k }xez
es ortonormal y

Vo={)_ z(K)gox : z = (2(k))rez € IP(Z)}.
keZ

11) (Propiedad de dilatacién) Para cada j, f(x) € Vp sisi f(2/x) € V.
1V) (Propiedad de interseccién trivial) Njcz V; = {0}
V) (Densidad) U;ez V; es denso en L%(R).

Por definici6n, la parte v significa que para cualquier f € L?(R), existe una sucesién
{fn}n=y tal que cada f, € Ujez Vjy {fu};-; convergea fen L2(IR), esto es,

n=1 n=1

\|fu — fll — 0 cuando n — .

Esta definicién es dificil de entender a primera vista, el siguiente ejemplo es de gran
ayuda.

Ejemplo 3.2.1. Haar MRA Para cada j,k € Z, sea Iy el intervalo [277k,27/ (k +1)). Un
intervalo de la forma I; . es llamado Intervalo Diddico. Para cada j € Z, sea

Vi = {f € Lz(lR) . paratodo k € Z,f es constante en I]-,k}
Es claro que cualquier intervalo diddico de longitud 271~ esta contenido en un intervalo diddico
de longitu 277,

Si f € Vj, en otras palabras, si f es constante en intervalos diddicos de longitud 274, entonces f
es constante en intervalos diddicos de longitud 277~ y asi f € Vii1. Entonces {V;}jcz es una
sucesion de subespacios crecientes. Si tenemos

p(x) =

1 si 0<x<1
0 six<0o0ox>1
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entonces el conjunto { gg i } kez es ortonormal ya que los soportes de diferentes ¢  no se superposicionan.
Mientras que, toda f € Vy puede ser escrita como

f=) cpox
kez
donde cy es el valor de f en [k, k + 1). Nétese que Y yez |ck|*> = || f||? < oo, asi que la existencia
del padre wavelet se tiene.

La propiedad de dilatacién para un MRA sigue directamente de la definicion de {V;}cz.

Si f € Njez V), entonces f es constante en los intervalos [0,277) y [~277,0) para todo j € Z.
Esto implica que f es constante en [0, 00) y (—o0,0) de donde f = 0, esto es jez V; = {0}

La propiedad v para que sea un MRA también es cierta, pero es mds dificil de probar, no se va
a probar, ya que, sigue del Lemma 5.48 [1]. Asumimos enonces que {V;}cz es un MRA con
wavelet padre .

El Lemma 5.33 [1] establece que dado un wavelet padre ¢ para un MRA, a este le
corresponde una sucesién de escalado u € I2(Z) con la propiedad que las traslaciones
enteras de u son ortonormales en /?(Z). Asi tenemos mapeado nuestro problema en
L%(R), el cual no sabemos como se encarga directamente en [?(Z), el cual comprendemos
a la perfeccion.

Nosotros usamos resultados de [2(Z) en L?(IR) para obtener wavelets para R. Especificamente,
por el lemma 4.47 [1] la sucesién u tiene un acompafante v de tal forma que u y v
forman el primer paso para la construccién de un sistema wavelets en [>(Z). En el
mismo camino que ¢ corresponde a 1, nosotros definimos a ¢ correspondiente a v. Esto
genera una duvusuén ortogonal de V; = Vy @ Wy, lo cual corresponde a la divisién
ortogonal de [?(Z) derivada del primer paso para la construccion de in sistema wavelet
para Z. Por dilatacion, una divisién similar Vi1 = V; © W; se mantiene en el mismo
nivel. Tomando la unién de los sitemas ortonormales {;; };xcz para el complemento
ortogonal de los espacios W; hacen un sistema wavelet para L%(R). Lo anterior se puede

resumir en la siguiente figura.
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MRA: ¢ : ~ u : {Roxu}rez is orthonormal in £%(Z)

v(k) = (-1)*"u(l — k)

V=2 gz V(K) o1
() > Ut {Ror}rez U {RaxV}kez iS a
complete orthonormal set in ¢%(Z)

mother wavelet

Lema 3.3. Supongamos que {Vj}jcz es un MRA con wavelet padre ¢ y una sucesion de
escalado u € 1'(Z). Definimos v € I'(Z) por

o(k) = (-0 (1 k), para kez.

Definimos

=Y o(k)pir(x) =) v(k) (k)vV2¢(2x — k).

kezZ keZ

Entonces {{  }rez €s in conjunto ortonormal en L*(R). Sea

Wo={)_ z(k)pox : z = (z(k))rez € L*(R)}.

keZ
Entonces

Vi=VWo Wy

Demostracion. Ver[1] pdgina 389.

El siguiente teorema es un resultado muy ttil y es de gran importancia.

Teorema 3.2. Mallat’s Theorem.

Supongamos que {V;}jcz es un MRA con wavelet padre ¢ y una sucesion de escalamiento
u = (u(k))rez € 11(Z). Definimos v = (v(k))rez v ¥ donde v(k) y (x) estdn dados por el
Lema 3.3. Entonces {i;}j kez es un sistema wavelet en L*(R)

Demostracion. Ver [1] pdgina 391.
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Ejemplo 3.2.2. Retomando el MRA de Haar (ejemplo 3.2.1.) y aplicando el Teorema 3.2. encontramos
el respectivo sistema wavelet para L?(R). La clave es encontrar los coeficientes u(k),k € Z en
la relacion de escalado. La ortonormalidad del conjunto { 1 x }xez esta dada por

uk) =< ¢, 1 >

para cada k € Z. Note que ¢1 1 (x) = V2¢(2x — k) es /2 parak/2 < x < (k+1)/2y 0 para
otros x. Ademds el computo de < @, @1 > es fici, y obtenemos u(0) = 1/+/2, y u(j) = 0 si
j & {0,1}. Podemos revisar esto haciendo lo siguiente: La relacién de escala con estos valores es
equivalente a

p(x) = (2x) + ¢(2x — 1),
Lo ciial es ficil de verificar. Para v tenemos v(0) = —1/+/2,9(1) = 1/v/2y v(j) = 0 para
otros j. De aqui la madre wavelet es

-1 si0<x<1/2
P(x)=—@2x)+p(2x—1) =< 1 si 1/2<x<1
0 six<0 o0 x>1

Entonces,
—2/2 s E<x<ky L
Pix(x) = 2112 g %+2j1ﬁ§x<k2ij1
0 Si x<§ 0o x> ’%1

No es dificil ver que es un conjunto ortonormal y la completes viene dada por el Teorema 3.2.
Con lo cual tenemos un ejemplo de un sistema wavelet.
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CAPITULO 4

Transformada Wavelet

La transformada Wavelet continua permite el andlisis de una sefial en un segmento
localizado de esta y consiste en expresar una sefial continua como una expansion de
términos o coeficientes del producto interno entre la sefial y una Funcién Wavelet Madre
(). Una Wavelet Madre es una funcién localizada, perteneciente al espacio L?(RR),
que contiene todas las funciones con energia finita y funciones de cuadrado integrable
definidas
fel* () — [If(HP=E <

De esta manera se cuenta con una tinica ventana modulada y a partir de esta se genera
una completa familia de funciones elementales mediante dilataciones o contracciones
y traslaciones en el tiempo ¢, +(t), denominados dtomos wavelet o wavelet hijas que
cumplen con todas las condiciones de la forma:
t—u

s

_
Ebu,S(t) - \/gl/)( )

La Wavelet Madre debe cumplir con la condicién de admisibilidad

Cq,:/OOOde<oo

w
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Lo que quiere decir que la funcién ¢(t) este bien localizada en el tiempo, es decir,

que la funcién oscile alrededor de un eje y su promedio sea cero, mateméaticamente
[e9) . ~ . .

J=. w(t)dt = 0,y que la transformada de Fourier §(w) sea un filtro continuo pasa-banda,

con rapido decrecimiento hacia el infinito y hacia w = 0.

La transformada Wavelet de una funcion f(f) a una escala y una posicion , es calculada
por la correlacion de f(t) con una ¢, 5(t) de la forma

CWTf(,5) =< fopus >= [ F()us (D)t

t—u

CWTf () = [ F0 (e

Para escalas pequefias (s < 1), con la CWT se obtiene informacién localizada en el

S

dominio del tiempo f(t) de y para escalas (s > 1) la informacién de f(w) se presenta
localizada en el dominio de la frecuencia. La transformada wavelet maneja un plano
de tiempoescala, pero también puede ser de tiempo-frecuencia, para esto se recurre al
Teorema de Parseval y de esta manera es posible definir la transformada Wavelet en el
dominio de la frecuenciatransformada Wavelet en el dominio de la frecuencia

CWTf(u,s) = /_O:O F(w)v/syp* (sw)el™ dw

Nota 4.0.1. La Transformada Wavelet Discreta viene dada por
DWTF(j k) = 2} / F(Op(It — k)dt

Para poder introducir el término de escala y frecuencia, es necesario ante todo definir
una constante (c), que permite realizar un cambio de variable de una escala a una
frecuencia w:

s — W= g

De igual manera, es posible realizar una Transformada Wavelet inversa, que permita
reconstruir la sefial, a partir de la CWT (que preserva la energia de la sefial) y las ;s (t)

o =Co [~ [ eWTfn s

Nota 4.0.2. De manera muy general, la Transformada Wavelet de una funcion f (t) es la descomposicién

de f(t) en un conjunto de funciones s+, que forman una base y son llamadas las “Wavelets”.
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CAPITULO b

Introduccién a los Wavelets Complejos

Wavelet Dual-Tree Complex.

La TW compleja de doble arbol (TWC-DA) desarrollado por N. G. Kingsbury en 1998,
corresponde a una mejora de la TWD, con importantes propiedades adicionales. El
TWC-DA ha recibido recientemente un gran interés en el procesamiento de sefiales,
debido principalmente a su direccién selectiva y cerca de desplazamiento de propiedades
invariantes.

Definida como una forma de transformada wavelet discreta que genera coeficientes
complejos mediante el uso de un &rbol doble de filtros de ondas pequefas para obtener
partes reales e imaginarias, es decir, el TWC-DA utiliza dos arboles separados que
forman pares de filtros de Hilbert que conducen a coeficientes reales e imaginarios
complejos en cada sub-banda (Cada arbol contiene filtros puramente reales, pero los
dos arboles producen las partes real e imaginaria, respectivamente, de cada coeficiente
wavelet compleja). Como se enuncio anteriormente esta transformacion, surge con el fin
de proporcionar una mejor resolucién direccional (filtros direccionalmente selectivos)
en dos 0 més dimensiones y la invariancia de cambio aproximada en comparacioén con
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la TWD convencional.

El sistema TWC-DA es una potente herramienta para la eliminacién de ruido de imagen
y video debido a su desplazamiento y rotacién alrededor de la invariancia, ademas es
particularmente adecuada para otras sefiales multidimensionales . La invariancia cerca
de desplazamiento y la mejora de la selectividad direccional han facilitado excelentes
resultados en la eliminacién de ruido, la fusién y otras aplicaciones de procesamiento

de imégenes . Caracteristicas del TWC-DA:

Hay dos formas de disefiar la CWT-DT, una es basada en la longitud par o impar de los

Redundancia limitada 2:1 en 1-D, 4:1 en 2-D etc.

Filtrado direccionalmente selectivo en 2 0 més dimensiones.

Reconstruccion perfecta con filtros de fase lineal cortos.

filtros y la segunda emplea el disefio de 1/4 de corrimiento.

Arbol de anélisis usando filtros pares o impares.

Factor de redundancia de tan solo 2" : 1 para sefiales m-dimensiones.

Refardo de 1 muesra

Mived 1

Mivel 2 |

i

Mivel 3
Retfardo de 1/2 muesira

irmipar

IJIF.".r

Arhol Renl

e

———
-

Hw

=On

irmpar
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Arbol de anélisis usando "Q-shift"

Mived1 | Nivel 2 I Nivel 3
Retardo de 142 muesira
o Jpyo B
Retardo de V2 muesira * i
{
Retarde de 1 muestra o i par
o par = Fignga iz
i ( : ) L
o fog S

gt
e

Arhuta
- ArboHh a7 =
(1) Arhol Renl L u e
s;al— ==
}2

*
2
==
g

7]
....... * o b2 par

3
Bnaip

¥

par

b
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CAPITULO O

Aplicacion

En este capitulo, daremos algunas aplicaciones de los Wavelets.

I) Representacion de una sefial sinusoidal. A continuacién se desarrollard una aproximacién
de la funcién f(t) = sin(t) con t € [—1,7] para tres escalas distintas (j = 0,j =
1,j = 2) mediante la funcién de escala (padre wavelet) y funcién wavelet Haar
definidas asf:

. Funcion de escala y Funciéon Wavelet Haar
-~ -
1 1
0 T rt o T ¢
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Funcién de escala y Funciéon Wavelet Haar

Pk =222/t — k)
_ 22 sih=K<x<Uk=p
0 si e.o.c

Pix(x) = 2292/t — k)
/2 - ko1
_ i/2 : +
= 27 sl gyt gm s <G
0 si e.o.c

Para una correcta aproximacion de la sefial se realiza el siguiente procedimiento:

I) Dependiendo de la escala o nivel de resolucion a utilizar, se encuentra el intervalo
en el cudl varia el pardmetro de traslacién (k). Para j = 0,
k 1+k

2 2

H=-1 —

Se reemplaza la escala y se obtiene el siguiente intervalo, que corresponde al
numero de coeficientes a hhallar k € [—1, 6].

I1) Para el cdlculo de los coeficientes de escala se utiliza el nuevo intervalo de k y

se obtiene
1 si k<t<1+k
Pox = ¢(t — k) ::{ 0 :
si e.o.c
7
cor= [ S()g(t =i
Se encuentra cada uno de los coeficientes, por ejemplo, para k = —1 y asi

sucesivamente hasta k = 6

0
co—1 = / sin(t)dt = —0,4507
~1

32



111) Para el cdlculo de los coeficientes wavelet se realiza el anterior procedimiento,
reescribiendo las ecuaciones de d;x y ¥j x

1 si k<t<1/2+k
Yo =p(t—k) == —1 si 1/2+k<t<k+1
0 si e.o.c

doe= [ 00—t

A manera de ejemplo, se calcula el coeficiente wavelet, para k = —1

-1/2 0
doy 1 = / sin(t)dt — / sin(t)dt = —0,2149
-1 ~1/2
1v) Una vez encontrados los coeficientes para la escala j = 0, se repite el procedimiento
para j = 1y j = 2. El parametro j puede aumentar dependiendo el nivel de
resolucién que se desee, de esta manera se obtuvo los siguientes coeficientes:

C1,—2 | 0676 | dy _o| 0001

Cp—q | 0248 | dy [ 01205

ClLo | 0248 | dj | 01205
C11 | 0676 | ¢y, | 00900

€1z | 09301 | )5 | 00392

13 | 0978 | [y 5 | -00222

Cl4 | 0769 | ¢y 4 | 0.0781

€15 | 03777 | ¢y 5 | 01140

Co,—1 | 04597 | _q | 02149 C16 | -0071 | oy g [ 01236
€00 | 04597 | dgg | 02149 C17 | 05656 | ¢y 7 | -0.1020
Co,1 | 09564 | oy | 00173 C18 |-08857 [ (fy g | -0.0553
o2 | 0578 | dyo | 01961 Cclg | 09889 | ¢y g | 00047
o3 | 03363 | (g | 02149 C1,10 | -0.8500 | ([ qq | 00637
Coa | 00373 | dyy | 00516 Cl11 | -0.5030 || ¢y 99 | 01071
Co5 | 06765 |y 5 | 01735 1,12 | -0.0328 | fy 1o | 01243
Cog | 02083 | dyg | 02391 C1,13 | 04454 | ¢l g5 | 01110

(a) Para j=0 (b) Paraij=1
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V) Finalmente, para hacer la reconstruccion de la sefial se suman los coeficientes
de escala y Wavelet para igual y . A continuacién se puede apreciar la forma
en que fue aproximada la sefial para distintos niveles de esolucién o escala.

1

08k

o

1

— Sefial
<eetooee| — Reconstuccidn

o8

i)

7L

— Swiid
1 Recenstrucatn H

|

02

of---—---

02

o

a5

\ e 08 4 ) J

(d) Para escala j=0 (e) Para escala j=1

11) Ritmo cardiaco El siguiente ejemplo a estudiar es muy ilustrativo y préctico para
entender el uso de wavelets, éste lo podemos apreciaren Matlab. Lo que se hace es
cargar los datos y graficarlos, como se muestra acontinuaciéon

load EabyECGData;
plot(times,HR)
wlabeldl " Hours' ]
ylabel( ' Heart Rate')
title(' BG Data')

ECG Data
200
180
160 ]
@«
o
2
= 140
3
T |
120 1
100 1
80
00:00:00 02:00:00 04:00:00 06 : 00:00 08:00:00
Hours

Después haciendo uso de los wavelet Haar, graficamos los datos anteriores, obteniendo
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I11)

Tigurs;

plot it imes,HaarHr)

#1abell "Hours')

ylabel('Heart Rate')

title( ' Haar approvdmetion of Heart Rate')

Haar Approximation of Heart Rate

160
150
“ol Y

130 | |

Heart Rate

110 |

100
00:00:00 02:00:00 04 .00:00 06 00:00 08:00;00
Hours

Se puede apreciar que el uso de wavelets en un caso donde los datos nos brindan
la informacién no muy detallada, nos ayuda a apreciarla mejor y entenderla mas

facilmente.

Procesamiento de Imdgenes con Wavelets Complejos Nos centraremos para el
siguiente ejemplo en el articulo [2]. La invarianza de cambio y la direccionalidad
de la CWT se pueden aplicar ventajosamente en muchas dreas del procesamiento
de imagenes, por ejemplo: eliminacién de ruido, restauracién, textura-modelado,
tiltrado direccionable, registro / procesamiento de movimiento, segmentacién de
objetos, y clasificacién de imagen.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de eliminacién de ruido. La imagen
(d) es el resultado de la eliminacién de ruido de la imagen (a) usando el DT-CWT' y
un método de umbral suave simple que suprime todos los coeficientes de ondiculas
complejas x de baja amplitud con un coseno elevado:

g(x) = %(1 —cos{|x|/(nT)} para |x|<T, y g(x)=1 enotraparte)

Por comparacién mostramos imagenes (b) y (c) que se obtuvieron utilizando el
mismo software (método de umbralizacién con el dwt real en sus formas diezmadas
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y no definidas respectivamente). (b) muestra artefactos significativamente peores
que (d), mientras que (c) es muy similar a (d) pero requiere aproximadamente
cinco veces mds computaciéon. En todos los casos, los umbrales T se seleccionaron
para obtener el error medio cuadratico medio de la imagen original (limpia). En la
préctica, los métodos de umbralizacién mas complicados pueden ser usados, como
en Malfait Roose (1997), que utiliza campos aleatorios de Markov en conjuncién
con un peso no estimado. Es probable que, al reemplazar la WT con la CWT, la
efectividad del MRFs en niveles de wavelets mds gruesos puede mejorarse, debido
a las tasas de muestreo mas apropiadas de la CWt.

(b)

(<)
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CAPITULO [

Conclusiones

Debido al comportamiento no-estacionario que presentan las sefiales reales, es
indispensable que su estudio se realice a través del andlisis Wavelet, permitiendo
una representacion y descomposicion con ventanas de longitud variable, adaptadas
al cambio de frecuencia de la sefial, preservando la informacién tiempofrecuencia

simultdneamente en el dominio transformado.

El anélisis Wavelet permite hacer una representacién de la sefial como una expansién
de coeficientes del producto interno entre la Wavelet Madre, las funciones obtenidas
por escalamiento y traslacion de esta y la sefial.

La complejidad en el cdlculo matematico de la Transformada Wavelet continua
genera la necesidad de hacer una discretizacién de los pardmetros de escala y
frecuencia, obteniendo un conjunto finito de valores (coeficientes), que a través
de su clasificacion, andlisis y reagrupamiento, permiten la implementaciéon de
algoritmos que facilitan su calculo e interpretacion.

La Transformada Wavelet Compleja, tiene mejor desempefio para eliminar el ruido
de sefiales e imédgenes, a comparacion de la DWT.
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= La CWT, puede ser aplicada para andlisis de voz en el caso de sefiales 1-D, en el
caso de 2-D para imédgenes de resonancia magnética.
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