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INTRODUCCION V

Introduccion

En este trabajo de grado, se trata de dar un acercamiento a los fundamentos de
una herramienta del analisis funcional importante, el Teorema de Lax-Milgram para
espacios de Hilbert y algunas aplicaciones presentadas a las distintas ecuaciones di-
ferenciales. En principio para abordar este Teorema se necesita unos preliminares del
analisis funcional basico y ademas gran énfasis en el Teorema de representacion de
Riesz, los conceptos presentados son primordiales para comprender la demostracion
del teorema, sin embargo las aplicaciones permitiran dar un enfoque a la importancia
y el alcance de este Teorema.

El Teorema de Lax-Milgram no se limita a espacios de Hilbert, tiene una amplia-
cién a espacios mas generales, como la generalizacién del Teorema de Lax-Milgram
a espacios H, y H ,,, también a espacios de Banach y algunas generalizaciones con
nombre propio como el Teorema Necas-Babusca-Lax-Milgram que es para H, y H,
espacios de Hilbert cualesquiera y finalmente el teorema de Lions-Lax Milgram. En
esté caso se presentara el caso mas basico del Teorema, y el que fue presentado en
1945 por Peter D. Lax y Arthur N. Milgram como herramienta auxiliar a la soluciéon
de ecuaciones diferenciales parciales, pero con el tiempo y los complementos fue dan-
do bases para teorias completas, tal como los espacios de Sobolev. Precisamente las
aplicaciones estaran en este espacio, como la formulacion de las ecuaciones de Pois-
son y el problema de Sturm-Lioville.

El siguiente mapa dara una estructuracion de esta monografia.
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1. PRELIMINARES 1

1 I Preliminares

La finalidad de este capitulo es estudiar los conceptos preliminares basicos para la
formulacion del Teorema de Lax-Milgram. El teorema se demostrara en el siguiente
capitulo, donde se formulara algunos ejemplos del teorema.

Dentro de los pre requisitos se quiere el Teorema de Representacion de Riesz
esencial para la demostracion del Teorema de Lax-Milgram que es el objetivo del tra-
bajo. Otros pre requisitos importantes a tener en cuenta son los conceptos de algebra
lineal, analisis matematico y topologia.

1.1 Definiciones y conceptos

El contexto para el desarrollo del teorema requiere inicialmente una topologia
métrica, es decir un espacio topologico donde se define una métrica.

| Definicion 1.1 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par ordenado (X, d),
donde X es un conjunto yd es una funcion que llamaremos métrica, que es, una funcion
definida en X X X tal que para todo x,y,z € X se tiene

(M1) d es de valor real, finita y no negativa.

(M2) d(x,y) =0siysolosix =y.

(M3) d(x,y) =d(y,x)

M4) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (Desigualdad triangular)

| Teorema 1.1 (Cerradura, conjunto cerrado). Sea M un subconjunto no vacio de
un espacio métrico (X,d) y M su cerradura. Entonces x € M si y solo si existe una
sucesion (x,) € M tal que x, — x.
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Demostracién. Sea x € M. Si x € M, la sucesién es del tipo (x,x,--+). Six & M,
este es un punto de acumulacion de M. Asi para cadan = 1,2, --- la bola B(x, 1/n)
contieneun x, € M,y x, — Xx.

Para la suficiencia, sea M cerrado y x, — X, entonces x € M o cada vecindad de x
contiene puntos de x, # X, asi que x es un punto de acumulaciéon de M. Asi x € M,
por la definicion de cerrado. |

| Teorema 1.2 (Subespacio completo). Un subespacio M de un espacio métrico
completo X es completo asi mismo si y solo si el conjunto M es cerrado en X.

Demostracion.  Supongamos que M es completo. Por el Teorema 1.1, para cada x €
‘M existe una sucesiéon (x,) en M el cual converge a x. Como (x,,) es de Cauchy y M
completo, entonces (x,) converge en M. Asi x € M y como el x es arbitrario se tiene
que M = M y asi M es cerrado.

Para la suficiencia, supongamos que M es cerradoy (x,) es de Cauchy en M. Entonces
x, — x € X, el cual implica que x € M por el Teorema 1.1, y x € M por ser cerrado
(M = M). Como (x,) es una sucesion de Cauchy arbitraria converge en M, entonces
M es completo. |

La siguiente definicion nos dara una nociéon de "longitud" del elemento, en un
espacio vectorial.

| Definicién 1.2 (Espacio vectorial normado, espacio de Banach). Sea V un
espacio vectorial sobre un cuerpo K =(R 0 C), es normado si se puede definir una funcion
que llamaremos norma, la cual mapea

I.]:v - R

x — |l
y debe cumplir las siguientes propiedades

(N1) llx]l >0
(N2) |Ix]|=0<=x=0
(N3)  llax]|| = |a|llx]|
(N4) lx + yll < llxIl + Iyl
La ultima propiedad es una manera equivalente de ver la desigualdad triangular

cuando se tiene espacios vectoriales normados. Los espacio vectoriales normados se nota-
ran como (V, |.|]).
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Un espacio de Banach es un espacio normado completo (completo en la métrica
inducida por la norma.)

Sin embargo hay otro espacio que define un espacio métrico implicitamente, son
los espacios vectoriales normado y sobre este se basara nuestro trabajo de aqui en
adelante.

| Teorema 1.3 (Métrica inducida por una norma). Sea (V, ||-||) entonces se define

d(x,y) =[x =yl

entonces d es una funcion métrica. Esto se llama la métrica inducida por la norma.

Figura 1.1: [lustracion del Teorema 1.3 para R2.

Demostracion. Notemos que el rango de la funcion ||-|| es real, ademas por N1, queda
demostrado M1.

Para probar M2, supongamos
dix,y)=|lx =yl =0

por N2, tenemos
x—y=0
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Como la doble implicacion se tiene entonces M2 esta demostrado.

Para M3 supongamos que tenemos
d(x,y) =[x =yl = I(=D(y - )l
Por N3 tenemos
d(x,y) = | = Ully=x|l = lly = x|l = d(y, )
La ultima propiedad es N4, para esto supongamos que x, y, z € V, asi

dix,y) = |lx=yll=lx-y+z-z]
= =2+ =yl

Por N4 tenemos la desigualdad

dx,y) <llx =zl + llz = yll = d(x,2) + d(z, )

Asi como los espacios vectoriales normados siempre inducen una norma, NO ne-
cesariamente un espacio métrico induce una norma en un espacio vectorial, como
puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo1.1. Consideremos la métrica en el espacio de todas las sucesiones complejas
(acotadas y sin acotar), donde x = {&;} y y = {n;}

n,l

21 lag - anl o 1 lallg —nl
d(ax,ay) = ) = T L
(ax,ay) = 3 2211+|a||§,-—n,-|

o]

o 1 |§j_’1j| 1 |a||€j_77j|
lald(x,y) =la| ) ——F——= D :
2 = 2 YTl allE )
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| Teorema 1.4. La bola cerrada unitaria
B(0,1) = {x € X||Ix]| < 1},

en un espacio normado es convexa.

Demostracion. Seax,y € B dos puntos cualesquiera, entonces para cualquier z € M
se tiene que

lz]| = [lex+ (1 —-a)yl|
< lax|| + [|(1 = &)y
= allx|| + (1 = ao)|]yl]
< a+(l-a)=1
donde 0 < a < 1. |

El resultado anterior es muy ttil en el sentido que permite conocer si un espacio
meétrico define una norma. Para tal efecto consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Consideremos la métrica en R?

b(x) = (VE + VE),

donde x = (&,,&,), si dibujamos la "esfera" ¢p(x) = 1, obtenemos Fig (1.2), y es claro
que cualquier segmento sobre estos puntos no conexo, por lo tanto la métrica ¢(x) no
es norma.

Figura 1.2: Grafica de ¢p(x) = 1
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A continuacion demostraremos un lema muy importante en un espacio normado,
el cual nos permite acotar inferiormente la norma de una combinacién lineal con
respecto a las normas de sus escalares.

Lema 1.1 (Norma de una combinacion lineal). Sea {x,, -, x,} un conjunto lineal-
mente independiente de vectores en un espacio normado V (de cualquier dimension).
entonces existe un niamero ¢ > 0 tal que para cada elecciéon de a, -+, a, tenemos,

lla,x; + - +a,x,|| = c(la,| + -+ a,]) (1.1)

c(lar] + [aal)

Figura 1.3: Imagen para el caso R? cuando a, = a, = 1

Demostracion.  Escribiremos s = |a,| + -+ + |a,|. Si s = 0, todos los a; = 0, asi (1.1)
es valido para cualquier c. Sea s > 0. Entonces (1.1) es equivalente a la desigualdad la
cual obtenemos de (1.1) dividiendo sobre s y escribiendo f; = a;/s que es

181y + -+ Bx,ll = ¢ (1.2)

Note que Z;’:l |B;| = 1 pues

: ] o] la,|

1 2
YIpl =
j=1

N N N

la,| + lay| + -+ + |a,|

N




1. PRELIMINARES 7

Asi, esto es suficiente para probar la existencia de un ¢ > 0 tal que (1.2) cumple para
cada n — upla de escalares f,, -+, f, con ), 1Bl = 1.
Supongamos que esto es falso, entonces existe una sucesion (y,,) de vectores

n
Vi = BX A+ B, D=1
j=1

tal que
|yl —0 cuando n— o

Ahora razonemos como sigue. Si ), |ﬂj(.m)| = 1, tenemos que |ﬁ;m)| < 1. Asi para cada
J fijo la sucesion
B =657

es acotada. Como consecuencia del teorema de Bolzano-Weierstrass, ﬁim) tiene una
subsucesion convergente. Sea f,, denota el limite de la primera subsucesién, y (y,,)
denota la correspondiente subsucesion de (y,,). Por el mismo argumento, (y, ,) tiene
una subsucesion (y, ,,) para el cual la correspondiente subsucesion de escalares (ﬁ;m));
sea fl, este limite.

V= ﬂ11x1 ﬂ21x2 ixn
=\ Bixi | Bxy || Bix,
Yy = ﬂ;"xl ﬂé"xz fxn
A0 | A | | 30w
1 l l
ﬂ] ﬂz ﬁn

Continuando este razonamiento n-veces obtenemos una subsucesion
Vpm) = Wyis Vo -++) de (y,,) donde los términos son de la forma

n
— (m) (m) _
yn,m_zyjm xj (ZI}’JmI - 1)
j=1
con escalares }/;m) que satisface )/;m) — f; cuando m — oo. Asi, cuando m — oo

n
Yom = V= Z B;x;
j=1

donde )’ |8;| = 1, asi que no todos los f; pueden ser 0. Como {x;,-,x,} es un
conjunto linealmente independiente, tenemos asi y # 0. Por otro lado, y,,, — ¥
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implica ||y, Il — |l¥ll, por la continuidad de la norma. Como ||y, || — Oy (¥,,) es
una sucesion de (y,,), debemos tener ||y, || — 0. Asi [[y|| = 0, por N2 se tiene que
y=0. Esto contradice el hecho de que y # 0, asi el lema queda probado. |

| Definicién 1.3 (Normas equivalentes). Una norma || - || en un espacio vectorial
V se dice que es equivalente a una norma || - ||, sobre X si existen niimeros positivos a y
b tal que para todo x € V tenemos

allxllo < llxll < bllxll,

| Teorema 1.5 (Normas equivalentes en una topologia). SeaV un espacio nor-
mado y sea || - || y || - ||, dos normas equivalentes, entonces inducen la misma topologia
en V.

Demostracion. Por definicion entonces existen a y b nimeros positivos tales que
allxlly < x|l < bllxlo (1.3)

paratodo x € V.Como V es espacio normado, entonces induce una métrica, llamemos
d(x,y) = |lx = yll y dy(x,») = |[x = yll, las métricas inducidas con x,y € V, asi de
(1.3) se tiene que

dy(x,y) < cd(x,y) conl/a=c
d(x,y) < bdy(x,y)

Para ver que dos topologias son equivalentes, se debe mirar que f : (V,d) — (V,d,)
es un homeomorfismo. Tomemos a k = max(b, c¢) y asi para todo ¢ > 0 y haciendo
6 = 7 se tiene que si

cd(x,y)
co
ké

€.

d(x,y) <6 = dy(x,y)

A A A

De igual manera si

dy(x,y) <6 =>d(x,y) < bdyx,y)
bé
ko

€.

A A

Por lo tanto las normas generan el mismo espacio topolégico. |
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| Definicion 1.4 (Operador lineal). Un operador lineal T es un operador tal que

(i) el dominio D(T') de T es un espacio vectorial y el rango R(T) se encuentra en un
espacio vectorial con entradas al mismo campo,
(ii) para todo x,y € D(T) y un escalar a,

T(x+y)=Tx+Ty
T(ax) =aTx

Observacion 1.1. Desde ahora haremos la notacion T'x = T'(x) por simplicidad. Tam-
bién se debe tener en cuenta la siguiente simbologia:

®D(T) denota el dominio de T.

R(T") denota el rango de T'.

N (T') denota el espacio nulo o ntcleo de T

Ejemplo 1.3 (Operador Integral). Un operador lineal T de C|[a, b] (funciones conti-
nuas en el intervalo [a, b]) sobre el mismo puede ser definido por

Tx(t)=/ x(t)dt

Note que Cl[a, b] es un espacio vectorial y ademas para x, y € C|a, b] se verifica

T(x+y)() = / (x+y)(t)dt =/ x(t)+y(r)dr =/ x(r)dr+/ y(r)dt = Tx(t)+T y(t)

y un escalar a

T(ax) = / (ax)(t)dt = a/ x(0)dt = aTx(t)

a

Asi el operador integral es un operador lineal.

| Definicién 1.5 (Espacio nulo). Sea T un operador lineal, el espacio nulo de T es
el conjunto de x € D(T) tal que Tx = 0.

| Teorema 1.6 (Rango y espacio nulo). Sea T un operador lineal entonces

(a) Elrango R(T) es un espacio vectorial.
(b) SidimD(T) =n < oo, entoncesdimR < n
(c) El espacio nulo N'(T) es un espacio vectorial.

Demostracion.  El item (a) y (c), la prueba es inmediata, pues basta aplicar la defini-
cion.
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(b) Escojamos n+1 elementos y,, -+, y,,; de R(T') de manera arbitraria. Entonces
tenemos y, = T'x, -+, y,,; = T'x,,, para algunos x, ---,x,,, en D(T). Como
dim ®(T') = n, este conjunto {x,, -+, x,,,} debe ser linealmente dependiente.
Asi

ax;+ -+ 0,0, =0
para algunos escalares a,, ---, a,,, no todos son cero. Como T es lineal y T0=0,
aplicando T a la ecuacion anterior

T(ax;+-+a,x,,)=0=ay ++a,,y,,=0

Esto muestra que {y,, -+, y,,;} es linealmente dependiente porque el conjunto
de los a; no todos son 0. Recordemos que el subconjunto de R(T) fue escogido
de manera arbitraria, concluimos que el subconjunto de n+1 o0 mas elementos en
R(T) no es linealmente independiente. Por definicion se tiene que dim R(T') =
n.

| Teorema 1.7 (Operador Inverso). Sea V,W espacios vectoriales, ambos reales o
ambos complejos. Sea T : D(T) — W un operador lineal con dominio D(T) C V y
rango R(T) C W. Entonces

(a) LainversaT~' : R(T) — D(T) existe si y solo si

Tx=0 = x=0

(b) SiT~! existe, este es un operador lineal.
(c) SidimD(T) =n < 0o y T~ existe, entonces dim R(T) = dim D(T).

La siguiente definicion nos da una nocién de acotacion para un operador lineal.

| Definicién 1.6 (Operadores lineales acotados). SeanV y W espacios normados
yT : D(T)— W un operador lineal, donde D(T') C V. El operador T se dice acotado
si existe un niimero real ¢ > 0 tal que para todo x € D(T),

ITx]| < cllx]l.

Observacion 1.2.  En la definicion anterior por simplicidad se denot6 la norma en W
y la norma V con el mismo simbolo || - ||.
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En este momento solo nos interesa encontrar el ¢ mas pequeno posible junto con
los x distintos de cero de D(T'), pues

T
Tl . (1.4)
Il

Asi que la respuesta a esa incognita se encuentra en el sup de los c. Esta cantidad es
denotada por ||T||; asi

I7x]|

IT||= sup . (1.5)
sea@)-(0y Il
||T|| es llamada la norma del operador T. Note que si ¢ = ||T|| es
NTxIl = (IT]1]x]]. (1.6)

| Teorema 1.8 (Dimensioén finita). Si un espacio normado X es finito dimensional,
entonces cada operador linear sobre X es acotado.

Demostracion. Sea dimX = ny {e,-,e,} una base para X. Tomemos cualquier
n
x = ).'_, &;e;. Entonces obtenemos

IT x|l = Zl‘ffT"f s}}m,wnTe,uSmganeanlw
Jj= Jj= Jj=

A la Gltima suma aplicamos el lema 1.1 con a; = £, y x; = e,. entonces obtenemos

\ B[RS 1
2 gl <X ge] =l
j=1 j=1

Juntando,

ITxl < 7lixll - donde 7 = - mix [ITe,|

Asi por la definicion 1.6 vemos que T es acotada. |

A continuacion se presentara el teorema mas importante de los operadores lineales
acotados.

| Teorema 1.9 (Continuidad y acotacién). Sea T : D(T) — Y sea un operador
lineal, donde D(T) C X y X, Y son espacio normados. Entonces:

(a) T es continuo si y solo si T es acotado.
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(b) SiT es continuo en un solo punto, este es continuo.

Demostracion. (a) Para T = 0 la prueba se tiene trivial. Sea T' # 0 entonces
IT|| # 0. Asumamos que T es acotado y consideremos arbitrariamente un x,, €
D(T). Para cualquier € > 0. Entonces, como T es lineal, para cada x € D(T)
tal que
€

[|[x —xyl| <6 donde 6=-—
° 7]

obtenemos

ITx = Txpll = IT(x = x)ll < T HIx = xoll < [IT']]6 =€

Asi x, € D(T) es arbitrario, esto muestra que 7 es continuo.

A la inversa, asumamos que 7" es continua en un punto arbitrario x, € D(T').
Entonces para cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que

|Ix = x,l| £6 paratodo x € D(T) satisface  [|Tx —Txy|| <e. (1.7)

Ahora tomaremos cualquier y # 0 € D(T') y el conjunto

X=X +iy Entonces x—x,= iy
ke T
Asi ||x — xy|| = 6, podemos usar (1.7). Como T es lineal, tenemos
6 )
ITx = Txoll = ITx = x)ll = ||T | —» ||| = 7 1Tl
Iyl Iyl

y (1.7) implica

LTyl < Ast Ty < Sl

Iyl 6
Esto puede escribirse como ||T'y|| < c||y||, donde ¢ = ¢/, y asi mostramos que
T es acotada.

(b) Continuidad de T en un punto implica que T es acotada por la segunda parte
de (a), que a su vez implica continuidad en todo T por (a).

Corolario 1.1 (Continuidad, espacio nulo). Sea T un operador lineal acotado. Enton-
ces

(a) x, < x [donde x,,x € D(T)] implica Tx, — Tx.
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(b) El espacio nulo N'(T) es cerrado.

Demostracion. (a) Cuando n — oo,

ITx, = T.| = IT(x, =0l < ITllIx, = x|l — 0

(b) Para cada x € N'(T) existe una sucesion (x,) € N (T) tal que x, — x por
el Teorema 1.1. Asi Tx, — Tx por la parte (a). Se tiene que Tx = 0 cuando

Tx, = 0, asi que x € N (T). Como x € N(T) es arbitrario, entonces N (T) es
arbitrario.

La siguientes definiciones van a ser de gran ayuda para el teorema de Hahn-
Banach.

| Definicién 1.7 (Igualdad, restriccién y extension de operadores). Dos opera-
dores T, y T, son definidos iguales, y escribimos

T, =T,

si estos tienen el mismo dominio D(T) = D(T,) y siTyx = T,x para todo x € D(T)) =
D(T).

La restriccion de un operador T : D(T) — Y a un subconjunto B C D(T) es
denotado por
T|g

y es el operador definido por

T|g: B—Y, T|gz = Tx para todo x € B.

Una extension de T a un conjunto M 2 D(T') es un operador
T:M—>Y taque Tlpq =T,

que es, Tx = Tx para todo x € D(T).[Asi T es una restriccion de T en D(T)].

A continuacion se define el funcional lineal que es uno de los objetos matematicos
que requerimos para nuestro estudio.
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Tx = —x

Figura 1.4: A la izquierda tenemos el operador Tx = —x con D(T) = R, a la derecha
tenemos una extensiéon Tx = x + y con D(T) = R2.

| Definicién 1.8 (Funcional lineal). Un funcional lineal f es un operador lineal
con dominio en un espacio vectorial V y rango en el campo de escalares K de V; asi.

f D) — K,

donde K = R siV esreal y K = C siV es complejo.

Ejemplo 1.4 (Producto punto). La familia del producto punto con un factor fijo define
un funcional f : R* — R por medio de

O] = |x-a| =& a; + &a, + &sa,,

donde a = (a;) € R3 es fijo.
f eslineal. Miremos ahora que f es acotado, en efecto,

£ GOl = lx - al < lxllllall,

tal que || f|| < ||a|| siguiendo (1.5) si tomamos el supremo sobre todos los x de norma
1. Por otro lado, si hacemos x=a y usando (1.6) obtenemos

/@ _ llall?
lall ™~ Tial

({2

= |lall.

Asilanormadefes | f|| = |al.



1. PRELIMINARES 15

| Definicion 1.9 (Espacio dual y doble dual). Es de vital importancia que el con-
junto de todos los funcionales lineales definido en un espacio vectorial V puede en si
mismo ser transformado en un espacio vectorial. Este espacio es denotado por V* y es
llamado el espacio dual algebraico de V.

Podemos ir mas alla y considerar el dual algebraico (V*)* de V*, cuyos elementos
son los funcionales lineales definidos sobre V. Nosotros denotaremos a (V*)* por V** y lo
llamaremos el segundo espacio dual algebraico deV.

Observacion 1.3.  Podemos obtener un g € V**, el cual es un funcional lineal definido
sobre V*,escogiendo un x € V fijo y obtenemos

gH=g(f)=f(x) (x € V fijo, f € V* variable.)

| Definicién 1.10 (Mapeo canénico). Para cada x € V existe una correspondencia
g, € V**. Esto define un mapeo
cC:V — v*

X gx

C es llamado el mapeo canénico deV sobre V**.

Observacion 1.4. Es facil probar que C es lineal, entonces C es también llamado el
embebimiento canoénico de V sobre V**.

| Definicién 1.11 (Algebraicamente reflexivo). Si C es sobreyectivo (asi biyecti-
vo), tal que R(C) = V**, entonces V se dice que es algebraicamente reflexivo.

| Teorema 1.10 (Espacios Duales). El espacio dual V* de un espacioV es un espacio
de Banach. (Donde V no necesariamente lo es).

Ejemplo 1.5 (El espacio R"). El espacio dual de R” es R".
Ejemplo 1.6 (El espacio I'). El espacio dual de /! es [*®.

Ejemplo 1.7 (El espacio I”). EL espacio dual de /” es [9; donde, 1 < p < o0y g es el
conjugado de p,quees, 1/p+1/qg=1.

En el Apéndice A se hara una demostracion de los ejemplos 1.5 y 1.6.

A continuacion daremos una definicion que nos ayudara a ver la nocién de angulo
entre espacios vectoriales, normalmente del algebra lineal se tiene estos conceptos,
pero en este caso se generaliza para espacios vectoriales cualesquiera.
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| Definicion 1.12 (Espacio con producto interno. Espacio de Hilbert). Un espa-
cio con producto interno (o espacio Pre-Hilbert) es un espacio vectorial V con un producto
interno definido sobre V. Aqui un producto interno sobre V es

VXV +— K

(x,y) = «a

donde (x,y) se llamara el producto interno de x e y, tal que para cualesquiera vectores
x,,z y escalares a tenemos

(PI1) (x+y,z)=(x,z)+(y,2)

(PI2) (ax,y) = a{x,y)
(PI3) (x,y) = (¥, x)
(P14) (x,x) >0

(x,x)=0 = x=0

Un Espacio de Hilbert es un espacio con producto interno completo.

A modo de comentario se dird que para un espacio con producto interno X se

IxIl = v/ {x, x)

define la norma

y una métrica sobre X dada por

dx,y) =[x =yl = V{x=y,x—y)

Asi un espacio con producto interno es un espacio normado, y un espacio de Hil-
bert es un espacio de Banach.

| Teorema 1.11 (Ley del paralelogramo). Todo espacio con X con producto interno
cumple la ley del paralelogramo, es decir para x,y € X se tiene

[l + ¥II? + llx = yII> = 2(l1x)1* + 1y 1I*)

Demostracion.  Por la aclaracion anterior y las propiedades de producto interno te-
nemos que

Ix+y11> = (x+y, x+y) = (x, X)+(x, Y+, X)+{(p, ») = x> +x, )+, x)+1ylI%,
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‘.J' | cos [

o

Figura 1.5: Ejemplo del producto punto en R2. la expresion ||x|| cos # se llama la pro-
yeccion de x sobre y

de manera similar

llx = yll = X1 = {x, p) = (%) + IylI>.
Sumando los dos resultados tendremos

[l + yI> + llx = yIIP = 2C01x1? + [Iv11»)

Observacion 1.5.  No todo espacio normado es espacio de producto interno, el teore-
ma anterior nos da un criterio para saberlo.

Ejemplo 1.8. Elespacio C[a, b] de todas las funciones continuas en el intervalo [a, b]
con la norma definida
= 4 t
[||] max |x(®)]

es un espacio de Banach, pero no es un espacio de Hilbert. En efecto podemos ver
que esta norma no cumple con la ley del paralelogramo, Teorema 1.11. Si tomamos
x() =1y y(t1) = (t —a)/(b — a), tendremos que [|x|| = L, ||y][ =1y

t—a
b—a’
t—a
b—a

x()+y@®) =1+

x()—y®)=1-
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Figura 1.6: Paralelogramo con lados x y y en el plano.

Asiflx+yll =2, llx—yll =1y
lx + yI> +llx = ylI> =5 pero 2([lx[I* + lIylI*) = 4.

Esto completa la prueba.

| Definicién 1.13 (Ortogonalidad). Un elemento x de un espacio con producto in-
terno X se dice que es ortogonal a un elementoy € X si

(x,y)=0

También decimos que x y y son ortogonales, y escribimos x L y. Similarmente A, B C X
escribimosx 1L A six L a paratodoa € A,yA 1L Bsia l bparatodoac€ Ayb € B.

Corolario 1.2 (Teorema de Pitagoras). Six L y en un espacio con producto interno
X se tiene
2 2 2
[+ yII7 = llx]I” + Iyl

Lema 1.2 (Desigualdad de Schwarz). Un producto interno y la correspondiente nor-
ma satisfacen la desigualdad de Schwarz esto es

[y < Hlx(HIyl
donde la igualdad se tiene siy solo si {x, y} es un conjunto linealmente dependientes.

Demostracion.  Si y = 0, entonces la desigualdad se cumple, pues (x,0) = 0. Sea
y # 0. Para cada escalar « tenemos

0<|lx—ayll*> = (x—ay,x—ay)
= (x,x) —a({x,y) — a[{y, x) — a(y, y)].
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r+vy

i

Figura 1.7: Ilustracion de teorema de Pitagoras en el plano

Vemos que la expresion en corchetes cuadrado [ -] es cero si escojemos @ = (y, x)/{y, y).
Reescribiendo la desigualdad

X. X _<y’x> x = ||x 2_ |<x9y>|2_
0.5 (x,x) = =) = Il = = s

aqui usamos que (y, x) = (x, y). Ahora si multiplicamos por ||y||?, tendemos
0 < IxIPHyI? = 1¢x, )2

|Ge )1 < 1yl

La igualdad se deriva siy sdlosi y = 0 o ||[x — ay||*> = 0, asi x — ay = 0, por lo
tanto x = ay, lo cual muestra la dependencia lineal. |
| Teorema 1.12 (La minimizacién del vector). Sea X un espacio con producto in-

ternoy M # (§ un subconjunto convexo el cual es completo (en la métrica inducida por
el producto interno). Entonces para cada x € X dado, existe un tinicoy € M tal que

6 = Inf |[x — || = |lx -yl
yeM
Demostracion. (a) Existencia: Por la definicion de infimo, existe una sucesion (y,) €
M tal que
6,— 6 donde 6,=|x—-y,ll. (1.8)
Mostraremos que (y,) es de Cauchy. Primero escribiremos y, — x = v,, asi
tendremos que ||v,|| = 5,

> 26,

1
o, + 0,1l = Iy, + 3, 25l = 2 Hi(yn fy,)—x
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Figura 1.8: llustracion en R? del Teorema 1.12

porque M es convexo, se tiene que %(yn +y,) € M. Ademas, tenemos
Uy =0y =Y, =X =YV, tX=Y, = V-

Asi por la identidad del paralelogramo, Teorema 1.11

~llv, + v,ll + 2llw, 1> + llv,|1*)
< —(26) +2(5: +62),

2 _ 2
”yn - ym” - ||Un - Um”

asi por (1.8) se tiene que si n,m — oo entonces 6,,6,, = 0y ||y, — ¥,/ = O esto
implica que (y,) es de Cauchy. Como M es completo, (y,) converge, digamos
que y, — y. Como y € M, tenemos que ||x — y|| > 6. También por (1.8),

lx =yl < llx =yl + Iy, =yl =96, + lly, =yl = 0.

Esto muestra que |[x — y|| =6
(b) Unicidad. Asumamos que y,y, € M y ambos satisfacen

ly=xll=6 y lly—xll=6.
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Por la identidad del paralelogramo (Teorema 1.11)

ly=wll> = lIy=x) ==l
= 2lly = xII> +2llyy — x> = 1y = x) + oy — 0II?
2
= 262 +26% - 27 %(y+y0)—x

En la derecha, %(y +¥,) € M, asi que

> 0.

1
H§@+y&—x

Esto implica, que el lado derecho sea menor o igual a 262 + 2562 — 46% = 0. Asi
que por N1 de tiene que ||y — y,|| < 0y por el argumento anterior se tiene que
lly = yoll = 0, por lo tanto ||y — y,|| = 0y por N2 se tiene que y = y,.

Observacion 1.6.  El elemento y anterior es llamado la proyeccion de x sobre M y se
denotara

y=Py,x
Lema 1.3 (Ortogonalidad). En el Teorema 1.12, sea M un subespacio completo Y y

x € X fijo. Entonces z=x-y es ortogonal a Y.

Demostracion. Razonemos por contradiccion, y supongamos que z L Y es falso, asi
que para cualquier y, € Y tal que

(z.y)=B#0 (1.9)

Claramente, y, # 0 de otra manera (z, y,) = 0. Ademas, para cualquier escalar a,

1> = (z—ay,z—ay,)

= (z,z) —&(z,y) — a[(y. z) — (y;, y;)]
= (z,z)—af — “[ﬁ_ - (7<Y1’Y1>]-

|z —ay,

La expresion en corchetes cuadrado [::-] es cero si escogemos

p
)

a=

Por el Teorema 1.12 tenemos ||z|| = ||x — y|| = 6, cambiando esto en nuestra ecuaciéon

) 2 2

Yy Yiy1) Yy

2 2
Iz =ay = lzl" =8
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Pero esto es imposible porque tenemos
z—ay,=(x—y)—ay,=x—-y, donde y,=y+ay, €Y

asi ||z—ay,|| > 6 por la definicion de 6. Asi (1.9) no se tiene, y el lema queda probado.

1.2 El Teorema de Representacion de Riesz

Con todo lo anterior estamos en condiciones de probar el Teorema de Representa-
cion de Riesz para espacio de Hilbert, este teorema es esencial para las demostraciones
del teorema central el Teorema de Lax-Milgram, sin embargo, debemos definir y de-
mostrar un teorema pequenio, y posterior al Teorema de Representacion de Riesz, se
tendra un resultado importe para los espacios de Hilbert.

| Definicién 1.14 (Suma directa). Un espacio vectorial V se dice que tiene es suma
directa de dos subespaciosY y Z deV, y se escribe

V=Y Z,
si cada x € V tiene una representacion unica
xX=y+z conyeY,ze€”/

Entonces Z es llamado un complemento algebraico de Y en V y viceversa, y Y, Z es
llamado el par complementario de subespacios en'V.

En el caso de un espacio de Hilbert H, el interés concierne a las representaciones
de H como una suma directa de un subespacio cerrado Y y este es el complemento
ortogonal

Yt={zeH|zLY]},

El cual es el conjunto de todos los vectores ortogonales a Y.

| Teorema 1.13 (Teorema de la suma directa). SeaY cualquier subespacio cerrado
de un espacio de Hilbert H. Entonces

H=Y®Z

conZ =Y+,
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Demostracion. Como H es completo y Y es cerrado, Y es completo por el Teorema
1.2, ademas Y es convexo, el Teorema 1.12 y el Lema 1.3 implican que para cada x € H
existe un y € Y tal que

xX=y+z (1.10)
donde z € Z = Y. Para probar la unicidad, asumamos que
x=y+z=y +2z

donde y,y, € Yyz,z, € Z Entoncesy—y, =z, —z.Comoy—y, €yz, —z €
Z =Yt vemos que y—y, € Y nY! = {0}. Esto implica que y = y,. Asi también
z=1z,. i

y en (1.10) es llamado la proyecciéon ortogonal de x sobre Y.

y= Py

Figura 1.9: Ejemplo del Teorema 1.13 en R?

Ejemplo 1.9. Tomemos H = R? y una proyeccién de un punto x = (&, &,) sobre el
eje &,, que a su vez desempefia e papel de Y’; la proyecciéon es y = (£,,0). Note que
Z = Y* proyecta sobre el eje &,, la proyeccion es z = (0, xi,), y ademas

xX=y+z

| Teorema 1.14 (Teorema de Representaciéon de Riesz para Funcionales Sobre
Espacio de Hilbert). Cada funcional lineal acotado f sobre un espacio de Hilbert H
puede ser representado en términos de un producto interno, mas precisamente

f(x) =(x,z), (1.11)



24 EL TEOREMA DE LAX-MILGRAM Y UNA APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES.

donde z depende de f, se determina de manera unica por f y tiene norma

izl = 1I£1I. (1.12)

Demostracion. La demostracion de este teorema se hara en 3 partes

(a) f tiene una representacion unica (1.11),
(b) zen 1.11 es Unico,
(c) la formula (1.12) se cumple.

(a) Si f =0, entonces z = 0, asi tenemos que
Ox =(x,0)=0

IOl = llz|l =0

se cumple (1.11) y (1.12). Supongamos que f # 0. Una motivacion a la idea
de esta prueba es preguntarse que propiedades necesita Z si existe una repre-
sentacion como la (1.11). Primero notemos que z # 0 porque de lo contrario
caeriamos en el caso anterior con f = 0. Segundo, si (x, z) = 0 para todo x,
tendriamos que f(x) = 0, en otras palabras seria el espacio nulo N'(f) de f.
Asiz L N'(f). Y esta sugiere considerar N'(f) y su complemento ortogonal
N (O

N'(f) es un espacio vectorial (Teorema 1.6) y es cerrado (Corolario 1.1). Ademas
como f # 0, esto implica que existe x € H, tal que f(x) # 0, asi N(f) # H,
y por el Teorema 1.13 se concluye que N'(f) # {0}. Asi N'(f)* contiene un
z, # 0y formaremos el conjunto

v={v, € Hlv, = f(X)zo — f(2¢)X, 2y € N'(f)*, x € H}
Aplicando f a v, tenemos
fy) = f(f(X)zg— f(zp)x)

= f(f(¥)zp) = f(f(zp)x)
= f)f(zg) = f(zg)f(x) =0

Esto muestra que v, € N (f), como z, € N'(f)*, tenemos

0=(vy,z0) = (f(X)zy— f(20)x, 2y)

= (f(0)z¢,29) — (f(z9)x, 2¢)
F Oz, 29) — f(20)(x, zy)
f(x)||20||2 — f(zo)(x, 2y)
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Note que ||z,||* # 0, por lo tanto

Por lo tanto si hacemos z

f(x)”Zo”2 = f(zo)(x, zy)

_ f(Zo)
T =z

/. T
7= <x’ ||z0||2z°>

f(zp)
= Wzo, entonces
0

J(x) =(x,z2)

(x, zg)

Y como la escogencia del x fue arbitraria, entonces 1.11 queda probado.

(b) Probemos que z es tnico.

f

Supongamos que para todo x € H,

(x) = (x,z;) =(x,2,)
= (x,z;) —(x,2,) =0
= (X,Z; — 2)

Escogiendo en particular x = z, — z,, se tiene

(z) = 23,21 — Zp) = ||z, — 22”2 =0.

Asi z, — z, = 0, por lo tanto z, = z,

(c) Finalmente probemos (1.12). Sea f # 0. Entonces z # 0. Por (1.11) conx = z y

por ser f acotado se tiene

||z

1> =(z,2) = f(2) < lIfIllzll,

como ||z|| # 0, entonces dividiendo por || z||

1A= Nzl

Por otro lado de (1.11) y la desigualdad de Schwarz (Lema 1.2) se tiene

Lf O] = [{x, 2)| < [Ix]ll]z]]

Aplicando el supremo en la circunferencia de radio 1 y centro en 0,

Asi |l£1l = [l z]l.

/1l = sup [{x,z)| <z

lIxlI=1
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Ejemplo 1.10. Cualquier funcional lineal acotado f sobre R* puede ser representado
por un producto punto.

En general sabemos que todo funcional en R? es acotado, sea x = (;, 7,113)y por
le Teorema de representacion de Riesz (Teorema 1.14), existe un z = (£, &,,&;) € R?
que depende de f tal que

fx) = <X,Z> =x-z=m& +mé +mé;

Ejemplo 1.11. Del ejemplo anterior podemos tomar un caso particular, y mirar de
manera explicita como el Teorema de Representacion de Riesz, también nos da las
pautas para encontrar el z que asegura que existe.

Tomemos el funcional en R*, f(x) = 45, — 1;. Encontremos un elemento cualquiera

del N'(f), es facil observar que (1,0,4) € N'(f), encontremos el z, € N'*.
(1,0,4) - (£1,6,,8) =&, +45,=0
&1 =48

asi z, = (—4¢&5,0, ;) donde &; € R, el teorema nos dice que

;= f(zo)z
ENE
asi
f(=4£3,0,85) —17&; —1
=0 = —4 = — (-4 = (4,0,-1
4 1755 ( 53’0’53) 175? ( 53,0,53) 53( 53,0,53) ( ,0, )

y finalmente por el ejercicio anterior

fx)=(x,2z) =, mp,m3) - (4,0,—=1) = 4n, — 1,

Dado que la version anterior del Teorema de Representacion de Riesz tiene algunas
condiciones restrictivas donde la mas exigente es que se tenga un producto interno.
Sin embargo la anterior tiene una implicacion importante para los espacio de Hilbert
y que mencionaremos a continuacion.

| Teorema 1.15 (Espacios de Hilbert). Cada espacio de Hilbert H es reflexivo.
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2 I El Teorema de Lax-Milgram

El Teorema de Lax-Milgram fue presentado por primera vez en 1954, en una re-
copilacion por la Universidad de Princestone llamada "Parabolic Equation". En esta
recopilacion se presento a modo de Lema, y se aceptd asi, pero la importancia de su
uso y las siguientes generalizaciones terminaron dandole el nombre de Teorema.

El Teorema de Lax-Milgram es uno de los tantos teoremas de representaciéon que
existen, lo interesante de este teorema es que toma un funcional de dos variables,
sesquilineal, acotada, coerciva y lo representa en un funcional lineal acotado. Por eso
es natural pensar en el uso del Teorema de representacion de Riesz. Como se menciond
antes también vamos a hacer una demostracion via el Teorema de Hahn-Banach y el
Teorema del Punto fijo de Banach extraida de [1] y [3], esto se puede porque el teorema
de Lax-Milgram esta fuertemente relacionado con los espacios duales y la convexidad
de estos.

2.1 EIl Teorema

Primero necesitamos hacer unas definiciones previas a la demostracion del teore-
ma.

| Definicién 2.1 (Formas Sesquilineales). SeaV y W sean espacios vectoriales so-
bre el mismo campo K(= R o C). Entonces una forma (o funcional ) sesquilineal B
sobre V X W es un mapeo

B:VXxW-—>K

tal que para todo x,,x, €V y y,,y, € W y todos los escalares a, f,
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(@)  B(x; +x,,) = B(x,y) + B(x,,)
(b)  B(x;,y, +y) = B(x,y) + B(xy,¥,)
(c)  B(ax;,y) =aB(x;,y))

(d)  B(x;,By,) = BB(x,,y)

Asi B es lineal en el primer argumento y conjugado lineal en solo el segundo. SiV y
W son reales (K = R), entonces (d) es simplemente

B(x, py) = pB(x,y)

y B es llamada bilineal pues es lineal para ambos argumentos.
Ademas siV yW son espacios normados y existe un niimero real ¢ tal que para todo x, y

| B(x, p)| < cllx|llIyll,

entonces B se dice que es acotado, y el niimero

| B(x, y)|
1Bl = sup oW 1B, )l
xex—o) Xyl yxp=t
yeY —{0} llyll=1

es llamada la norma de B.
Ejemplo 2.1.  Sea H,, H, espacio de Hilbert y T' : H, — H, sea un operador lineal
acotado, tomemos a x € H, e y € H,, ahora denotemos a B como
B:H xH, - C
(x,y) = B(x,y)=(Tx,y)

con (, ) el producto interno en H,, entonces para x, x,,x, € H, e y,y,, ¥,

B(x; +x5,y) = (T(x; +x),¥)
= (Tx,+Tx,,y)
= (Txy,y) +(Txy )
= B(x;,y) + B(x,,y)

B(x, »n+ yZ) = <TX, »y+ J’2>
= (Tx, Y1> + (T'x, J’2>
= B(x,y,) + B(x,y,)
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B(ax,y) = (T(ax),y)
= (aTx,y)
= aB(x,y)

B(x,py) = <_Tx,ﬂy>
= E(Tx,y}
= pB(x,y)

Ahora miremos la acotaciéon
|B(x, )| = {Tx, y)|

por la desigualdad de Schwarz ( Lema 1.2), se tiene que

KTx, »)I < ITx]lI

Como T es acotada, existe un ¢ € R

I BG, I < ellx]HIyll

Asi h es un funcional sesquilineal acotado.
Ejemplo 2.2. Definamos a B, B, espacios de Banach, tomemosax € B, ey € B,
B:B/xB, - R
(x,y) = B(x,y) =[xyl

es claro que para x,,x, € Bey € B,

B(x; +x5,y) = [[(x; +x)yll
[y + x|l

< llxgpll+ llxyll
= B(x;,y) + B(x,,)

Por lo tanto B no es sesquilineal.

| Definiciéon 2.2 (Forma Coerciva). Sea X un espacio normado sobre K = (R,C) y
B(-,+) : X X X — K una forma sesquilineal. Se dice que B es fuertemente coerciva
si existe una constante 6 > 0 tal que

B(x,x) > 8]|x||>
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Observacion 2.1.  Una propiedad de la forma sesquilineal mas débil que ser coerciva
fuerte es la positividad, lo que es

B(x,x) > 0.

Ejemplo 2.3. Sea H un espacio de Hilbert, sea (, ) el producto interno en 4 es una
forma sesquilineal entonces para x € H, se tiene

(x,x) = |Ix|I”
asi que para todo 0 < 6 < 1 se tiene que
(x,x) > 8llx|I*

Asi el producto interno en un espacio de Hilbert es fuertemente coercivo.

Ejemplo 2.4. Tomemos la forma bilineal de R X R — R definida B(x,y) = x * 3y,
esta forma es coerciva, pues

B(x,x) = 3x> > 8|x|* = 6x?

para o € (0, 3].

Figura 2.1: Imagen del ejemplo 2.4
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| Teorema 2.1 (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert, y
B(,' )i HXH->K=(R,C)

una funcion de dos vectores con las siguientes propiedades:

(1) B(x,y) es un funcional sesquilineal.
(2) B es acotada, es decir existe una constante c tal que para todox yy en H

| B(x, »)| < cllx|llIyll- (2.1)
(3) B es fuertemente coerciva, es decir existe una contante positiva 6 tal que
B(x,x) > &||x||* (2.2)

Para todo x € H.
Entonces para cada funcional lineal acotado F en H*, existe un tinico vector y, €
H que depende de F y este ultimo esta representado por

F(x) = B(x, y,). (2.3)

Demostracion. La demostracion constara de 4 pasos esenciales

a) Construir un Operador lineal acotado.

() R(T)=H

(a)
(b) Ver que el subespacio R(T') es cerrado.
)
(d) Probaremos (2.3)

(a) Tomemos el funcional B(x, y) y para un y, fijo notemos que

F, (x) = B(x, )

Miremos que F, (x) es lineal. En efecto por (1) vemos que para x,,x, € H'y
a, f € K se verifica

F, (ax;+px,) = Blax,+px,, yy) = aB(xy, y))+BB(x,, yy) = aF, (x))+BF, (x,),

ademas por (2.1) se verifica que

1, 1l = 11BCx, yo)ll < cllxlllyoll = dllxll



32 EL TEOREMA DE LAX-MILGRAM Y UNA APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES.

cond = c||y,l|. Asi F, esun funcional lineal acotado. Ahora aplicando el Teo-
rema de Representacion de Riesz (1.14), decimos que existe un Unico z € H que
depende de F tal que

F, (x) = B(x, yy) = (x,zp) VxeH.

Como la eleccion de z depende del funcional F, ,y cada funcional F, depende
de la escogencia del y, entonces podemos definir el siguiente funcional

T: H - H B:HXxH->K
y - Ty=z, (x,¥) = B(x,y) = (x,Ty)

Este operador es lineal y acotado, en efecto para y,,y, € Hy a, f € K se tiene

(x,T(ay, + Byy)) = B(x,ay; + py,)
= (_XB(anﬁ)"‘ﬂ_B(xa ¥2)
= &(x, ;) + f{x, y,)
(x,ay, + By,)
= (x,aTy, + pTy,)

Por (2.1) se tiene
ITylI> =(Ty.Ty) = B(Ty,y) < c|Tylllyl

ITylI> = clTyllliyll < 0
ITYIATyIl =cllyll) < 0

A

Como la tinica opcion que se tiene es que || Ty||—c||y|]| £ 0 entonces concluimos
que ||Ty|l < cllyll.

b) Veamos ahora que R(T’) es un subespacio cerrado. Haciendo x = y # 0 se tiene
q p
que por el Teorema de Representacién de Riesz

B(y,y) =(y.2),
usando la la desigualdad de Schwarz ( 1.2) y (2.2) tenemos que existe un 6 > 0
tal que
slyll* < B(y,y) = (y.z) < {3, 2)| < |Iylll ]| (2.4)

dividiendo a ambos lados de la desigualdad por || y||, se deduce que 6|/ y|| < ||z]|.
Por otro lado si y € N'(T), usando el resultado anterior

Ty=0 <= [Tyl =0 < |lz[[=0 < 4|yl =0 <= |lyl[=0
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(c)

(d)

por lo tanto N'(T) = {0}y tenemos que T es inyectivo.

Por lo anterior, tenemos que para y, € H existe un z, € H de manera que
Ty, = z,, asi por ser B sesquilineal y para n,m € N conn # m

B(x,y,=y,) ={x.T(y,=y))=(x,Ty,—Ty,) =(x,z,— z,).

Si suponemos que {y,} es de Cauchy, por (2.4) tenemos que para todo ﬁ >0

existe N € N tal que para todo n,m > N

Ty, =Ty, =T, =yl <NT |y, =yl <€

entonces {T'y,} también es de Cauchy, como H es de Hilbert, asi {y,} = y,
y como T' es continua, se tiene que {T'y,} — T, = z, de modo que

lim B(x,y,) = lim(x,Ty,)
B(x,limy,) = (x,limTy,)
B(x, y) = <x’ ZF)

Por lo tanto T'y = z lo cual muestra que R(T") es completo, y por el teorema
del subespacio completo (1.2) se tiene que R(T') es cerrado.

Ahora probaremos que R(T) = H. Supongamos que esto es falso es decir
R(T') # H, como R(T) es cerrado podemos usar el Teorema de la Suma Directa
(1.11) y representar a H = R(T) ® R(T')*, entonces para w, # 0, w, € R(T)*,
asi por (2.4) existe 6 > 0y

Sllwyll £ B(wy, wy) = (wy, Twy) =0,

la tinica opcion que existe es que ||w,|| =0 < w =0, lo cual es una contra-
diccion asi que R(T) = H. Asi T es biyectiva y podemos decir que la ecuacion
Ty = z tiene solucién unica.

Probemos (2.3), por el Teorema de Representaciéon de Riesz (1.14), para cada
funcional lineal acotado F en H, existe un unico z tal que

F(x)=(x,zp) Vx€eH.
Entonces existe un nico y, € H, tal que satisface Ty, = z, y

B(x,y,) = (x,Tyy) =(x,zp) = F(x) Vx€eH,

asi queda demostrado el teorema.
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Note que el Teorema de Lax Milgram generaliza el Teorema de Representacion de
Riesz en los espacios de Hilbert, pues un funcional lineal acotado ya no solo se repre-
senta por el producto interno, sino por cualquier forma sesquilineal coercitiva mas
adelante veremos que cuando la forma es simétrica se vuelve un producto interno.
Una pregunta comun es si el Teorema de Lax-Milgram generaliza al Teorema de re-
presentacion de Riesz, jque relacion existe entre || F|| y [|y,]|? , ¢se tiene la igualdad
como pasa con el Teorema de Representacion de Riesz?. El siguiente Teorema dara
respuesta a estas preguntas, naturalmente este completa la demostracion del Teore-
ma de Lax-Milgram, sin embargo en [12] y se menciona el teorema como se ha hecho
aqui.

| Teorema 2.2 (Dependencia continua). Con las hipotesis del Teorema de Lax-
Milgram (Teorema 2.1), sea y, el elemento asociado al Funcional F. Entonces se tiene
que

1
S - F P}
ol < S F1
donde 6 es la constante coerciva.

Demostracion. Sea T el operador de la demostracion del Teorema de Lax-Milgram,
este es biyectivo y continuo, de esta manera la ecuacion T'y = z tiene solucion Unica,
y por ser coerciva de B existe un 6 > 0

Sllyoll < B(yos ¥o) < ¥os Tyo) < [{¥0: Tyl < NyollITyoll = Iyl 21l

Por el Teorema de Representacion de Riesz (Teorema 1.14), se tiene que ||zx|| = || F||,
reemplazando esto en la desigualdad anterior tenemos

1
ol < SI1FIL

Observacion 2.2. Con el Teorema de Lax-Milgram y el corolario anterior, ya pode-
mos ver como este generaliza el Teorema de Representacion de Riesz, naturalmente
el producto interno en un espacio de Hilbert es sesquilineal y coercivo, con 6 = 1, se
obtiene la igualdad de las normas del Teorema 1.14.

Ejemplo 2.5. Del ejemplo 2.4 tomemos la forma B(x,y) = 3xy en R X R, esta forma
es bilineal y coerciva y también es acotada, en efecto

B(x,y) = 3xy < cllx|lI¥ll
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con ¢ € [3, ). Por otro lado tenemos que todo funcional en R tiene la forma
F(x) = ax con a € R y siempre es acotado. Entonces el Teorema de Lax-Milgram
asegura la existencia de un y,. Como estan dadas las condiciones es facil saber que

-4
Yo 3

pues dependiendo de F se tiene el y,.

2.2 Dos demostraciones alternativas

Como se vio en la seccion anterior, la demostraciéon del Teorema de Lax-Milgram
depende fuertemente del Teorema de Representacion de Riesz, sin embargo existe una
manera mas elegante y sencilla de probar el mismo resultado, gracias a una extension
del Teorema de Hahn-Banach, esta demostracion es sacada de [1], y la idea es repro-
ducir esta con detalle.

Corolario 2.1 (Corolario de Mazur). Sea M un subespacio lineal cerrado de un espacio
de Banach B. Entonces, para cualquier x, € B—M, existe un funcional lineal continuo
[, sobre B tal que

Joxp)>1 v fo(x)=0
conx € V.

Observacion 2.3.  En el apéndice B se da desarrollo detallado para llegar del teorema
de Hahn-Banach (forma analitica) hasta el teorema de Mazur, para finalmente probar
el teorema presentado aqui como el Corolario de Mazur.

| Teorema 2.3 (Teorema de Lax-Milgram). Ver Teorema 2.1.

Demostracion (Alternativa). Al igual que la demostracion anterior

Definir un operador 7.

Ver que T es inyectiva y R(T') es cerrado en H*.
Demostrar que R(T) = H*.

Existencia y unicidad de y,.

Ll A

1. Fijemos el elemento y € H, entonces la aplicacion

B(.y) - H =K
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es un funcional lineal sobre H para la primera entrada (heredada de la forma
sesquilineal). Definimos entonces la siguiente transformacién

T:H - H
y = T,=BC(,y)

. Por ser B sesquilineal y acotado, entonces T es lineal y acotado. Ademas T es

acotado, pues note que

SlIyll* < 1B, »| = 1T, = Iyl

(1)

sliyll < T

< iyl Sup {yeH} =y,

yi=1

es decir

Veamos que
YENT) < T,=0 < |T,|=0 < |y|l=0 < y=0

Asi T es inyectiva. Por otro lado tomemos una sucesion {z,} € R(T) y que
{z,} > z € H.Como T esinyectivo entonces existeun y, € H talque z, = T,
para cada n € N. Entonces veamos que

1z, = 2, = 1T, =T, Il = I T, _, )l = 811y, = v,

pero {z,} es de Cauchy pues era una sucesiéon convergente, por lo que {y,}
también sera de Cauchy. Y como estamos sobre un espacio de Hilbert H, {y,}
converge a un elemento y € H. Como T es continua entonces se tiene que
T, = z por lo tanto z € R(T'). Asi R(T) es cerrado.

Probaremos que R(T') = H*. Supongamos lo contrario, es decir, que existe un f € H*
tal que f & R(T) (con f # 0). Por el Corolario 2.1, existe z € H** tal que z(f) > 1

y z(f) = O para f € R(T). Como H es reflexivo, podemos identificar a z con un
Xx € H, asi que

f>1 'y Ty(x)=0=B(x,y)

para todo y € H. Como B es coerciva

B(x,y) = 0> §||x|I*,

asi x = 0, como f es lineal, entonces f(x) = 0 para todo x € H. Lo cual contradice
el hecho que f # 0. Por lo tanto R(T) = H*.
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Por ultimo (3), implica que para cada f € H*, existe un elemento y, € H tal que
f = TYo’ es decir
F() =T, (x) = Bx, %),

para todo x € H. Dicho elemento es unico por biyectividad de T'. Asi queda demos-
trado de nuevo el Teorema de Lax Milgram. |

Se puede ver que esta herramienta simplifica la demostracion, aunque implici-
tamente se utiliza el Teorema de Representacion de Riesz, pues al decir que H es
reflexivo tenemos en cuenta el Teorema 1.15.

Otra manera de demostrar el Teorema de Lax-Milgram es usando la teoria del pun-
to fijo de Banach. Si embargo la demostracion no es directa en cuanto a la aplicacion
de esta, sino por medio de un resultado un poco méas general que el Teorema de Lax-
Milgram, llamado El Teorema de Stampacchia, este teorema hace que Lax-Milgram se
vuelva un corolario, por la importancia del Teorema de Stampacchia vale la pena ser
mencionado. Comenzaremos dando unas definiciones para el teorema del punto fijo
en contracciones.

| Definicion 2.3 (Punto fijo). Un punto fijo de un mapeo
T : X->X

de un conjunto X sobre él mismo es un x € X el cual su imagen es el mismo, en otras
palabras
Tx =x

Ejemplo 2.6. Tomemosa X =R yseaT : x — x> entonces existen dos puntos fijos,
x=0yx=1.
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Figura 2.2: Figura del ejemplo 2.5.

Ejemplo2.7. Tomemos cualquier conjunto Xy sea T cualquier funcién de traslacion
es decir, para x, y € X se tiene que Tx = x + y no tiene ningtin punto fijo.

Ter =x+ 2

Figura 2.3: Ejemplo 2.6 en X =R y con y = 2.

| Definiciéon 2.4 (Contraccion). Sea X = (X, d) un espacio métrico. Un mapeo T :
X X X es llamado una contraccion sobre X si existe un numero real 0 < a < 1 tal que
para todo x,y € X

d(Tx,Ty) < ad(x, y).

Ejemplo 2.8. Sea X = {x € R|x > 1} C R y sea el mapeo T" : X — X definido
como

Tx ==+

0| =
= | —
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es una contraccion. En efecto sea x,y € X

ITx-Tyl = | l_X_l'
2 x 2 vy
o x=y , y—x
B 2 xy
_xyx=y) = 2(x—y)

- 2xy
_ xy—2
= x5
= oy
2 xy

< 1/2|x -yl

Donde a = 1/2.

| Teorema 2.4 (Teorema del punto fijo de Banach (Teorema de contraccioén)).
Consideremos un espacio métrico X = (X, d), donde X # @. Supongamos que X es com-
pleto yseaT : X — X una contraccion sobre X. Entonces tiene precisamente un punto

fijo.
Demostracion. Escojamos cualquier x, € Xy definamos la siguiente sucesion itera-
tiva

Xp» X, =Txg X,=Tx, =T*xy, -, x,=T"x,
Claramente, esta es una sucesion de imagenes de x,, bajo la aplicacion repetida de 7.
Mostraremos que x,, es de Cauchy, en efecto como 7 es una contraccién tenemos que

dTx,,Tx,_,)
ad(x,,, X,,_;)
ad(Tx,,_,,Tx,,_,)

2
a d(xX,_;, Xy_n)

d (X115 X,)

IA

m—1>

IA IA

a”d(xy, xp).

Asi por la desigualdad triangular y por la formula de la serie geométrica tenemos que
paran > m

d(xm’ xn) S d(xm’ xm+1) + d(xm+l’ xm+2)’ ) d(xn—l’ xn)
< (@ + o™ 4+ o Hd(xg, x,)

ml—a™™"
ﬁd(xo, Xl).
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Como 0 < @ < 1, en el numerado tendremos que 1 — a"™™ < 1, por lo tanto

n—m am
d(xp, x;) <
l-a (X x1) l-a

d(x,,x,) <a" d(xg,x;)

En la parte derecha, 0 < @ < 1y d(x(,x,) es fija, asi que podemos hacer la par-
te derecha tan pequefia como queramos para un m lo suficientemente grande. Esto
prueba que (x,,) es de Cauchy. Como X es completo, (x,,) es convergente, digamos
x,, = x.Mostraremos que este limite x es un punto fijo del mapeo 7.

Por la desigualdad triangular y porque T es contracciéon tenemos

dix, Tx) < d(x,x,)+d(x,,Tx)
= d(x,x,)+d(Tx Tx)
< dx,x,)+ad(x x)

m—1°

m—1°

Si hacemos la iteracion, podemos hacer una suma parecida a la anterior tan pequena
cualquier € > 0 porque cuando m es lo suficientemente grande x,, — x. Por lo que
concluye que d(x,Tx) = 0, asi que x = T'x. Esto muestra que x es punto fijo de 7.
Ahora probemos que x es unico punto fijo. Supongamos que existe otro X = TX
entonces tendremos que

d(x,X)=d(Tx,TX) < ad(x,X)
pero como a < 1, entonces la Gnica opcidn posible que existe es que d(x,X) = 0, de
este modo x = X y queda probado el teorema. |

Ejemplo 2.9. Tomemos la contraccion del ejemplo 2.8, el Teorema 2.4 nos asegura la
existencia de un unico punto fijo, dada la naturaleza del ejemplo es facil encontrarlo

2 x
x2+2
_ = 0
2x X
x24+2—2x2
2 L7
2x
x2=2x* = =2
x = \/5

Comprobando
2

ol

1 4 _
R

De esta manera \/5 es el Unico punto fijo de T'.

T(V2) =
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T(V?2)

Figura 2.4: Ejemplo 2.9

Para finalizar esta seccion demostraremos el Teorema de Stampacchia pues no sé
puede hablar de Lax-Milgram sin este teorema, porque la similitud es notoria, de to-
das maneras este trabajo de grado lo demostraremos con el fin de llegar a una nueva
demostracion del Teorema de Lax-Milgram usando el teorema del punto fijo como se
muestra en [3]. Antes de esto necesitaremos probar un lema referente a las proyec-
ciones.

Lema2.1. Sea K C H un conjunto no vacio, cerrado y convexo. Entonces para cada
x € H entonces existe un unico y, = Pyxsiysolosiy, € Ky

(x=yp0=y) <0 VveK

Demostracion. Asumamos que y, € K satisface que ||x — y,|| = miI? [x — y|| y sea
ye

w € K. Tenemos
v=0-Dy,+twe K Vtel0,1]

y por lo tanto

Ix = yoll < llx = [(1 = D)yy +tw]|| = [[(x = yy) — t(w — y)ll.
De esta forma
Ix = oll* < llx = yoll* = 26(x — yg, w — yo) + Ellw — ¥, I
2(x - Yo, W — y0> < tllw- yo”2 vVt € [0,1]

2

Asi cuando t — 0 tenemos que

(x = ypw =1y, <0.
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Para la suficiencia, asumamos que y, satisface (x — y,, v — y,) < 0. Entonces tenemos
Yo —xIP = lv—=xI>=2(x =y v =yp) = lyy— v’ <0 VveK.

Esto significa que y, = Pyx. |

| Teorema 2.5 (Teorema de Stampacchia). Asumamos que B(x,y) es una forma
sesquilineal, coerciva y acotada sobre H un espacio de Hilbert. Sea K C H un subcon-
junto no vacio, cerrado y convexo. Entonces, dado cualquier f € H*, existe un tinico
elemento y, € K tal que

B(x =y, ) = f(x—=y, VxeK. (2.5)

Demostracion. Por el Teorema de Representacion de Riesz 1.14 existe un nico z de
manera que
f(x)=(x,z) VxeH

Por otro lado si fijamos a y € H, entonces el mapeo
¢, H - R
x = ¢ (x)=B(x,y)

y por la sesquilinealidad de la forma B, ¢, es lineal ahora miremos que es continuo,
pues
oyl = sup |, (0l

sup || B(x, y)l

lx=11
< clixll

Usando nuevamente el Teorema de Representacion de Riesz encontramos que existe
un unico z, en H, pero como ¢ depende de y, entonces a este elemento lo notaremos
como Ay tal que

B(x,y)=(x,A,)) Vx€H

Notemos que A es un operador definido como
A: H - H
y — Ay
este es lineal, en efecto

B(x»y1)+B(x’J’2) = <X,Ay1>+<x,Ay2>
= (x, Ay, + Ayy)
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B(x,y, +y,) = (x, Ay, + y2)>

Asi A(y, +y,) = Ay, + Ay,. Para k € R tenemos que
B(x,ky) = (x, A(ky)) 'y B(x,ky)=kB(x,y) = k(x, Ay) = (x,kAy)
Asi A(ky) = kAy. Por tanto A es un operador lineal. Miremos que A es acotado, pues

B(Ay,y) = (Ay, Ay) = || Ay|)?

| B(Ay, y)| < k|| Ay|llIxll

de esta manera
Al <kllyll  VyeH. (2.6)
También A cumple con una propiedad derivada de la coercividad de B,
(v, Ay) = By,y) 2 8llylI>  VyeH. (2.7)

Si (2.5) tiene solucion unica y, € K, entonces para p > 0, (2.5) es equivalente a

pB(x,y) = p(x =y, Ayy) = pf(x—y,) Vx€K
0 > pf(x—yy)—p{x=ypAy) Vx€EK
0 > p(f,x—yy)—p({Ayp,x—yy) Vx€EK
0 > (pf —pAyy+ Yo — Yo X—¥y) VX€EK

En la penultima linea se opta por la notaciéon del funcional, que por el Teorema de
Representacion de Riesz son iguales. Por el Lema 2.1,

Yo = Px(pf — pAyy + yo)

Para cada y € K, definimos el conjunto S, = Pg(px — pAy + y). Debemos escoger
adecuadamente el p > 0 para que S sea una contraccion. Como Py es una distancia
decreciente ! se cumple que

| Pgx; — P, |l < [lx; — x|

1 Ver [3], capitulo 5.
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De esta manera usando 2.6 y 2.7 se tiene que

1Sy, = Snml* < of = pAy, +y) = (of = pAy, + W)II°

= |(y; = y) — p(Ay, — AJ’2)”2
Iy, = ¥2) — p(A(y, — Y2))||2
(1 = ¥2) = p(AY; = ¥2)), (¥) — ¥2) — p(A(Y, — 1))
11 = »l1> = 20(A(, — ¥,), ¥ — 3,) + P Il AGy, = w)II?
1y, = walI> = 2061y, = w11 + p7¢*lly, — »all?
Iy, = »ll(1 = 2p8 + p*c?)

IAI0 1

Para encontrar p > 0, debemos hacer
K =1-2p5+p°c* < 1

26 . . .
Donde 0 < p < —» ¥ encontramos que S tiene un nico punto fijo por el Teorema
c

2.4, por lo tanto y, es tnico y soluciona la desigualdad 2.5. |

Finalmente gracias a este resultado nos queda muy sencillo demostrar el Teorema
de Lax-Milgram. No obstante la similitud es notoria la generalidad del Teorema de
Stampacchia es mayor.

Corolario 2.2 (Teorema de Lax Milgram.). Ver Teorema 2.1.

Demostracion. Haciendo K = H y si y, = P;;x es la proyeccién ortogonal Lema 1.3
queda demostrado el teorema. |

2.3 Algunos resultados del Teorema de Lax-Milgram

Para hablar un poco del desarrollo y optimizaciéon del teorema debemos pregun-
tarnos sobre las hipdtesis, algunos resultados de este capitulo son extraidos de [1], sin
embargo la intencion de este es completar detallar algunas demostraciones y comple-
tarlas con el contenido de [3].

Para comenzar nuestro estudio tomemos la hipotesis que mayor informacién nos
puede dar en esta busqueda, es la forma coerciva, y gracias al Teorema de Lax -
Milgram decimos que coerciva implica la existencia de un tnico y, tal que
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B(x, y,)) = F(x) desafortunadamente la necesidad no se cumple es decir que la exis-
tencia de este elemento y, no dice nada acerca de la coercividad de la forma a conti-
nuacioén daremos un contraejemplo.

Ejemplo 2.10. Sea B : RXR — R tal que B(x,y) = —3x % yy paracada F(x) € R
existe un unico y, que hace B(x, y,) = F(x) para todo x, por ejemplo si F(x) = 10x,
se tiene que y, = —10/3. Pero B no es coerciva pues B(x,x) = —3x? y no existe
ningan § > 0 tal que —3x> < §||x]|%.

Como podemos ver la hipotesis de ser coerciva es muy fuerte y sin embargo existen
algunas generalizaciones que hacen que el Teorema de Lax Milgram se vuelva un
siy solo si, sin embargo eso no se tocara en este trabajo. Ahora debemos preguntarnos:
;Bajo que condiciones se debe debilitar el Teorema de Lax Milgram para que este sea
un si y solo con la coercividad?. Antes de responder a esta pregunta definiremos un
concepto basico pero esencial en este capitulo.

| Definicién 2.5 (Forma bilineal simétrica). Sea B : VXV —» K = (R 0C) una
forma bilineal, entonces se dice que es simétrica si y solo si para todou,v € V se tiene

B(u,v) = B(v, u).

Lema 2.2. Sea B una forma bilineal simétrica, positiva y acotada. Si para cada
F € H* existe una unica y, € H que cumple que B(x,y) = F(x) para todo x € H,
entonces la forma B es coerciva.

Demostracion. Como B es positiva tenemos entonces que B(v—Aw, v—Aw) > 0 para
cualquier v, w € Hy A € R. usando el hecho que B es bilineal y simétrica tenemos

0 < B(v—- Aw,v— Aw) = B(v,v) — 2AB(v, w) + AB(w, w)

Si tenemos que B(w,w) = 0 entonces ya se cumpliria el teorema, pues w = 0.Si
B(w,w) # 0, entonces hagamos A = %. Entonces de esto tenemos

2 2 2
B(v, w) + B(v,w)” B(w.v) B(v, w)

0< B(v,v)—2 = —
B(w,w) B(w,w) B(w, w)?

Despejando
B(v, w) < B(u,u)"> B(w, w)"/?.

AhoratomemosaT : H — H* latranformacion dada por T'y = B(:, y). Por hipotesis
para cada F € H*, entonces la preimagen de bajo T" de F existe y es unica, asi que T
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es biyectiva. Como T es biyectiva en un espacio de Hilbert, este es acotado por debajo,
por lo que existe un 6 tal que 6||y|| < ||Ty|| para toda y € H. De esta manera

T y(x)
ollvll £ 1Tyl = SUP{W,X#O}
B(x, B(x. x)'/2B(y, y)!/?
- S“p{ |(|x||y)’““)}S . X)n ||(H) vxeH
X X

Como esto se tiene para toda y, entonces haciendo y = x obtenemos

5|Ix||> < B(x,x) VxeH

El mayor interés del Teorema de Lax-Milgram radica en que generaliza el Teorema
de representacion de Riesz, pero ;Que hipotesis debemos debilitar para que el teorema
de Lax Milgram sea una reformulacion de el Teorema de Representacion de Riesz?.
Aunque la pregunta parezca complicada, se simplifica haciendo que nuestra forma B
sea un producto interno. El siguiente Lema nos dara la solucion.

Lema 2.3. Sea B una forma bilineal, coerciva y simétrica entonces B es un producto
interno.

Demostracion.  Por la bilinealidad se tiene IP1 y IP2 y la simétria dara IP3, solo
faltaria demostrar IP4, por la coercividad tenemos que

B(x,x) > 6||x]| > 0

0=B(x,x)>68|x]|=x=0
Asi B es un producto interno. |

Ademas se puede decir que gracias a la coercividad y el acotamiento de B la norma
inducida por el producto interno es B(x, x) = ||x||§; y la norma del espacio H.

2 2 2
Sllxll3, < B(x,x) = |lxIIp < cllxllzllxllz; = ellxll3,

Una ventaja grande de que la forma sea simétrica es que ademas de que el problema
tenga solucion unica, se puede encontrar de manera explicita la y,, y esta se llama
minimizar el problema variacional. El siguiente teorema nos ilustrara este minimo,
donde el variacional sera J(v).
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| Teorema 2.6 (Minimizaciéon del problema variacional de Lax-Milgram). Sea
H un espacio de Hilbert y sea B una forma bilineal simétrica, acotada y coerciva entonces
Yo € H cumple

B(x,y,) =F(x) VxeH (2.8)

si y solo si el variacional

T0u) = 3BGo 30 = Fop) = min { 2B, = FO) | (29)

Ademas el variacional J tiene tinico minimo.

Demostracion. Supongamos que es valida la ecuaciéon (2.8). Por el Lema 2.3 tenemos
que B es un producto interno en H de esta manera

B(u,u)'? = ||ul|

Por el Teorema de Representacion de Riesz (1.14) tenemos que existe un unico ele-
mento g € H tal que
F(v)=B(v,g) YveH

Pero por hipétesis existe un tnico y, tal que F(v) = B(v, y,), de esta manera igualando
tendremos

B(v,g) — B(v,y,) = B(v,g —y,) =0

La solucién a este problema es donde y, es la proyeccion sobre H de g por el producto
escalar a. Por el Teorema de la minimizacion del vector (Teorema 1.12), el caal existe
un unico y, de manera que

lg = yoll = min {llg = il }
De esta manera aplicando cuadrados a ambos lados podemos deducir que
B(g = y9,8 = yo) = min {B(g — y, g = )}
yeH
Y tomado la parte derecha deducimos la siguiente cadena de igualdades

B(g—-y,g—y) = B(g g+ B,y —2B(g.y)
= B(g.g)+ B(y,y)—2F(y)

_ %(B(g, g) + B(.y) - F(3)
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De esta manera se tiene que
1 .1
S(B(8.8) + By ) — F(y) = min { (B(g. &)+ B»») — FO) §

Restando a ambos lados %B(g, g) pues nunca depende de v, obtenemos la forma del
variacional (2.9).

Ahora supongamos que es valida la ecuacion 2.9, en esta caso el variacional J
tiene un unico minimo en y, € H, definamos

1
EB(y0 +1x,yy +tx) — F(y, + tx)

2
- %B(yo, 90) + Bltx, yp) + S B0, x) — 1F(x) = F(3)

(1) = J(yy +1x)

= (LBOw )~ FOW ) +1 (B~ FO) + 5 B0, 0)
= T+ 1B ) ~ FO) + 5 BGx, 0

asi que la derivada de ¢ debe ser igual a cero ent = 0 para todo x € H, de esta manera
¢'(0) = B(x,y) - F(x)=0 VxeH

de esta manera se cumple la ecuacion 2.8.

Finalmente para ver que este minimo es inico tomemos cualquier x # 0 tal que

1
Jx+y) = 5B(x+y0,x+y0)—F(x+yo)

- %B(x, x) + B(x, yo) + %B(yo, ¥o) — F(x) — F(3p),

= (%B()’O’ YO) - F(yo)> + [B(x,y) — F(x)]+ %B(x, x),

T() + %B(x, X,

1
J(yy) + §5||X||2,
> J(yy)-

v

Por lo que y, es el tnico minimo del variacional J. |
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Por ultimo se demostrara un teorema de gran utilidad, este generaliza el Teore-
ma de Lax-Milgram en el sentido de los dominios, pues la idea de este es hacerlo en
subconjuntos convexos y cerrados de un espacio de Hilbert. Este Teorema nos d4a una
idea de la importancia y el alcanzé del Teorema de Lax-Millgram.

| Teorema 2.7 (Minimacién del problema variacional de Stampacchia). Sea
W un conjunto no vacio, convexo y cerrado en un espacio H de Hilbert y sea B : H X
H — R una forma bilineal,acotada y coerciva. Entonces para cada F € H* existe un
unico y, € W tal que J(y,) = u%IellfV J(w) donde :

J(w) = %B(w, w) — F(w).

Demostracion. Primero veamos que el variacional J es acotado inferiormente
2 2
[I£1l £l
Z —_
26 26

Como el variacional J es acotado inferiormente y es no vacio existe el inf y lo defini-

J(w) z %rSIIwH2 — [1F|l{wll = %(5IILUII —IFID* -

mos como a = inf J(w) y la sucesion (w,) € W de manera que
wew

lim J(w,) =a

n—oo

De esta manera

Sllw, —w,|* < Bw,-w,,w,—w,),
= Bw,,w, - Bw,,w,)—- Bw,,w, + B(w,,, w,,),
= 2J(w,) +2J(w,) - [Bw,+w,,w,+w,)—2Fw,) —2F(w,,)],
= 4J(w,) +4J(w,) - 2Bw, +w,,w, +w,) —4F(w, + w,,)],
w,+w, w,+w, w, + w,
= 4J(w, +4J(w,)— |8B , -8 F———=) ]|,
2 2 2
w, + w,
= 4J(w, +4J(w,)—8J (T) ,
< 4J(w,) +4J(w,,) — 8a,
w, +w,,
notemos que por la hipotesis de convexidad ———— € W. Cuando n,m — oo en-

tonces tenemos que J(w,) - ay J(w,) — a, de esta manera ||w, — w,| — 0.En
otras palabras la sucesion (w,) es de Cauchy y por ser H de Hilbert entonces existe
un y, € W tal que w, — y,, ademas y, € W pues es cerrado. Por otro es claro que
J(w) es continua pues By F por hipétesis lo son implica que

J(yy) = }HT}O J(w,) = ul;gva J(w)=a
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Ahora probaremos que esta y, es Unica, pues supongamos que existen y, que son
soluciones. Entonces la sucesion (y, ), = { ¥y ¥1> Vo> V1> *** } cumple con que en

;}irg(yo’l)” =Yy O }irg(y&l)n =N
entonces por hipotesis se tendra que
li = inf
Jim 70,3, = fof, J0)

Pero como se probd anteriormente (yO,ln) es de cauchy, entonces y, = y, y queda
demostrado el teorema. |

Estos resultados variacionales son de gran importancia en la solucion de ecuacio-
nes diferenciales y la fisica, pues ayudad a optimizar un funcion, en la mayoria de
veces una energia. En el capitulo 3 veremos una aplicacion del Problema de Sturm-
Lioville, donde basicamente se remite a buscar una solucién de un ecuacién tipo Di-
richlet.
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3 I Aplicaciones

En este capitulo se mostrara algunos ejemplos importantes del uso del Teorema de
Lax-Milgram a la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales, en los cuales solucio-
na problemas de la fisica como las ecuaciones de Poisson y el problema Sturm-Lioville
ambos con condiciones de extremo fijo.

Antes de entrar al detalle de la aplicacion de nuestro teorema se deben introdu-
cir conceptos y resultados venidos del analisis funcional y la teoria de la medida,
como son los espacios de Sobolev. Es de gran importancia dichos espacios, pues es
una mirada distinta proporcionada por Sergei Sobolev en los afos 30 para solucionar
ecuaciones diferenciales parciales a través de la derivada débil. Cabe resaltar que el
lector debe tener conocimientos basicos en teoria de la medida para entender algunas
notaciones y definiciones.

3.1 Definiciones previas

| Definicion 3.1 (Espacio de Medida clase L?). Sil < p < oo, el espacio
L? = LP(X,X,u) consiste de todas las clases u — equivalentes de una X—medida,
entonces se dice que f € L? si

/ f1Pdu < +oo
X

Ademas dos funciones son u—equivalentes si son iguales en casi toda parte.

Observacion3.1. En adelante u sera la medida de Lesbegue y decimos que f € L?(u)

1/p
171, = {/ IfI”dM}
X

definimos



52 EL TEOREMA DE LAX-MILGRAM Y UNA APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES.

y llamamos a || f|| la norma en L?(u).

Observacion 3.2.  En este capitulo el mayor interes esta en las funciones de clase L2,
pues es el tnico de la familia L? que es espacio de Hilbert, siendo la completacion de
I y con producto interno definido como

(f.&) = / J(x)g(x)dx
X

Para ver la demostracion de este ver [9] y [2].

| Definiciéon 3.2 (Funciones de soporte compacto). Se dice que una funcion tiene
Soporte compacto (C!) si la adherencia del conjunto donde no es nula conforma un
conjunto cerrado y acotado.

Ejemplo3.1. Sea f : R — R una funciéon definida como

— x2 g
f(x)={ 1 —x* sijx| <1 (3.1)

0 si|x| > 1

Entonces en la adherencia de (—1,1) = [—1, 1] es cerrado y acotado, por la tanto f es
de soporte compacto.

Figura 3.1: Imagen del ejemplo 3.1

Ejemplo3.2. Sea g : R — R una funcién definida como

sx) = 14 x?

Esta funcion va desapareciendo en el infinito, es decir lim|x|—>oo g(x) = 0, no es de
soporte compacto, pues su adherencia no es acotada.
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Figura 3.2: Figura del ejemplo 3.2

| Definicién 3.3 (Multi-indice). Sea un conjunto abiertoenR", yseaa = (ay, -+, ),
donde a; €ENconj= 1,2, -+, n, un multi-indice y debemos usar la notacion

D* = 9% ... OZ”, donde 0, = ai

1 J
Xj

SiT es una distribucion D*T denotara la derivada de orden |a| = a; + -+ + @, deT en
el sentido de la distribucion.

| Definicién 3.4 (Derivada débil). Sea f una funcion en el espacio de Lebesgue
L'([a, b]). Decimos que g € L'([a, b]) es una derivada débil de f si

b b
/ fOP (x)dx = — / g(x)p(x)dx

para toda funcion infinitamente diferenciables ¢ con ¢p(a) = ¢$(b) = 0. De manera
mas general si f,g € L}OC(Q) (el espacio de las funciones localmente integrables) para
cualquier abierto Q C R", sea a un multi-indice, decimos que g es la a' derivada débil

de g si
/fD"¢=(—1)'“'/g¢,
® U

Ejemplo3.3. Seala f : [-1,1] — [0, 1] definida como el valor absoluto f(x) = |x]|,
el cual no es diferenciable en x = 0, pero tiene una derivada débil
g : [-1,1] = [-1, 1] definida como la funcién signo dada por

paratoda ¢ € C.

1, six>0;
g(x) = 0, six=0;
-1, six<O.
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Pues notemos que para cualquier ¢ € Ccl, en particular la del ejemplo 3.1

Cf 1=x% silx| < 1
P(x) = { 0 silx|>1 (3.2)

tenemos que

1 1 0
/ |x|(—2x)dx = -2 l / x’dx — / xzdxl
-1 0 -1

y por otro lado

1 1 0
—/ g1 = x?) —[/ (1—x2)dx—/ (1—x2)]
-1 0 -1

1 1
= —[1-3-1+3]
-3

3
= 0.

De esta manera se prueba que la funcion signo es derivada débil para la funcion valor
absoluto.

| Definicién 3.5 (El espacio de Sobolev W'?).  SeaQ = (a, b) un intervalo abierto,
posiblemente no acotado, y seap € R con 1 < p < 0. El espacio de Sobolev W'?(Q) se
define como

Wh(Q) = {f € LP(Q);3g € L(Q) talque/fd)' = —/g¢ Vo e CCI(Q)}
Q Q
Ademas el conjunto
H'(Q) = WQ).
Para f € W'P(Q) denotaremos f' = g.

Ejemplo 3.4. En el ejemplo 3.3, f(x) = |x| € WP paracadal < p < oo donde
f’ = gy g esla funcién signo. Por otro lado g & W' para ningtin 1 < p < o0

Observacion 3.3. El espacio W' esta equipado con la norma

W o = 0N + 1N s
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o aveces, si | < p < o0, con la norma equivalente (||f||‘£p + ||f’||‘£p)1/”. El espacio H'!
esta equipado con el producto interno

b
(o8 = o0+ 78D = [ (178
y con la norma asociada

I = AL + L1502
Ademas de esto el espacio H'! es separable de Hilbert. !

| Definicién 3.6 (El espacio H;) Dado un1 < p < oo, denotamos por I/VOI”'(Q) la
cerradura de C!(Q) en W'?(Q). El conjunto

H,(Q) = W,"*(Q).

El espacio VVOI”’ esta equipado con la norma de W'P(Q), y el espacio H& esta equipado
con el producto interno de H'.

Lema3.1. Existe una constante C (depende solo sobre |I| < o) tal que

||f||L°°(l) < C”f”whp([)

La demostracion de este teorema no se hara, sin embargo se puede ver en el capi-
tulo 8 de [3].

| Teorema 3.1 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que I es un intervalo aco-
tado. Entonces existe una constante C (dependiendo de ||I|| < o0) tal que

I fllwioy < CIF (D) YV € WP (D).

1, . .
En otras palabras, sobre W, la cantidad |||| ;,;, es una norma equivalente de la nor-
ma W'#,

Demostracion. Sea f € I/VOI"’(I) con I = (a,b). Como f(a) = 0, por el teorema
fundamental del calculo tenemos

Hf@WWw=Wﬂm—fmmww=‘

/'ﬂowﬂ <11
a wlp

Por el lema 3.1 se tiene que existe una constante K que depende solo de |I| < oo tal
que

1
M e < WS Ml < 1/ N

1Ver capitulo 8 de [3].
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de esta manera

1/ < KN N
aplicando la desigualdad de Holder

1A e < KIS ol

y haciendo a C = K||1||,, se demuestra el teorema. |

Observacion 3.4. La forma general de la desigualdad de Poincaré se toma sobre un
abierto Q C R", y queda formulado con el Laplaciano es decir

£ llwioy < CIIAFI L) YV € WD),

3.2 Las ecuaciones de Poisson

Las ecuaciones de Poisson son una herramienta de gran uso en la fisica y la inge-
nieria. Se debe al matematico y fisico francés Simeon Denis Poisson, que la publico
en 1812. Nuestro interés radica que es una aplicacién inmediata al Teorema de Lax-
Milgram. La idea es introducir las generalidades de esta ecuacion.

Si una difusion u onda esta en proceso estacionario (Independiente del tiempo),
entonces u, = 0 y u,, = 0. De esta manera, ambas la difusioén y la ecuacion de onda se
reducen a la ecuacion de Laplace:

u,, =0 enunadimension

V-Vu=Au=u, +u,, =0 endosdimensiones

n

V-Vu=Au= Z u.. =0 enn-dimensiones

XX
i=1

Una solucion de la ecuacion de Laplace se llama una funcién armonica.
La version no homogénea de la ecuacion de Laplace es

Au=f

con f una funcién dada. Esta ecuaciéon se denomina Ecuacion de Poisson.
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Existe una técnica usada para pasar de la forma diferencial a la forma integral de
la ecuacion de Poisson, esta no sera de gran utilidad y es llamada como la formula
de Green-Ostrogradski o como la primera identidad de Green. Primero veamos este
teorema

| Teorema 3.2 (Teorema de la Divergencia). Supongamos que V C R" es cual es
compacto y tiene una frontera suave y acotada S (también indicada como oV = §). Si
F es un campo vectorial continuamente diferenciable sobre una vecindad de V', entonces

tenemos
/V-Fdx=/F-ndS
14 S

donde n denota la normal unitaria exterior y d S es el elemento diferencial de la superficie
endV.

Si aplicamos el teoremaa kF conk : V - R, ke C CI(V). Recordando que
V.(kF)y=kV-F+Ak-F

se tiene la formula de integracion por partes

/(kV-F)dV:/(kF-n)dS—/Ak-F.
Vv S |4

Elegimos ahora F = Au conu € C2(V) 0 C'(V), recordando la identidad

Au-n=—,
on

se obtiene la primera identidad de Green
/ k(Au)dV = /k@dS - /(Vk -Vu)dV'. (3.3)
14 s on 14

3.2.1 Condiciones de Frontera de Dirichlet

Las ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera de Dirichlet son aque-
llas que en el contorno del problema la funcion se vuelve cero, la idea es resolver el
problema en un dominio  C R” tal que

ux)=0 VxeodQ=T
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Notemos que la funcién u en estos casos es una funcion derivable de soporte compac-
to (C)), por lo tanto es natural que el espacio de soluciones V' = H S (Q).

Para la solucion de este problema lo haremos en el caso unidimensional apoyan-
donos en [1] y [3], y para el caso general sera en [5].

En el caso unidimensional tomemos a Q = (0,1), y sea f € L*(Q2). Entonces el
problema de Dirichlet tiene la forma

{ W =—f 0<x<l1

u@0)=u(l)=0 34

Ahora multiplicando a ambos lados por una funciéon de prueba v(x) € H, 3 () donde
se anule en la frontera se tiene que

u'v=-fuo,

e integrando a ambos lados

1 1
/ —u''vdx = / fvdx Vv e Hy(Q).
0 0

Solucionando por partes hacemos ds = u'' y at = v, asi

1 1
—vu'|(l)+/ u’u’dxz/ fvdx Vv e Hj(Q)
0 0

Notemos que nuestra funcién v € H& el primer termino se anula y concluimos di-
ciendo

1 1
/ Wo'dx = / fv Yuve H)(Q). (3.5)
0 0

Si u satisface 3.5 entonces se dice que u es solucion débil de 3.4. Se dice que 3.5 es la
forma variacional del problema 3.4.
Definamos

1 1
B(u,v) = / WEU'(xydx y  F(v) = / S v(x)
0 0

1
Note que si a la ecuacion de la izquierda sumaramos / u(x)v(x)dx, obtendremos
0

que

1
(u, U>H(; =/ uv +u'v'dx
0
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es un producto interno en H!, por lo tanto B es una forma bilineal, es acotada, pues
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para L? ?se tiene

1
/ u'v'dx
0

y por la desigualdad de Poincaré (Teorema 3.1) se dice que B es coerciva.

| B(u, v)| = < 210" e

IA

llell g ll0ll

1
1
Buu) = /0 Wdx = W1, = Ll

Por otro lado tenemos que F(v) es lineal por la linealidad de la integral, y es acotada
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|F(v)| =

IA

AN Mol 2
1/ e N0l g

De esta manera aplicando El Teorema de Lax-Milgram (2.1), se dice que existe un

1
/ f(x)v(x)dx
0

IA

unico u, € H (} que cumple con 3.5. Siendo u, la Gnica solucion débil al problema 3.4.
Ademas B es una forma simétrica asi que por el Teorema 2.6.

1
J(uy) = %B(uo, uy) — F(uy) = % / (uf))z(x)dx — f()uy(x).
0

Ahora para el caso general, tomemos a  C R” un conjunto abierto acotado, y
sea V = H(} () el espacio de soluciones y f € L*(Q), de esta manera el problema a
solucionar se vuelve

(3.6)

—Au=f enQ
u=0 sobre I

Aplicando la misma técnica que en el caso unidimensional, tomemos un v € H, 3 Q)
y de esta manera

/(—Au)UdQ = /fde Vv e HOI(Q) (3.7)
Q Q

alaintegral de la mano izquierda podemos aplicar la identidad de Green (3.3) y obtener

/( Au)vdQ = — /—UdF+/Vu-VUdQ
rod

2Ver capitulo 11 de [9
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Pero — g—uvdr = 0 pues v se anula en la frontera I'. De esta manera 3.7 queda
r on

expresado como

/Vu-Vde:/fde Vv e Hy(Q) (3.8)
Q Q

Asi la ecuacion 3.8 es la forma variacional del problema 3.6. Definiendo

B(u,u)=/Vu-VudQ y F(U)=/fvd£2
Q Q

Nuevamente tomando la forma B y si sumaramos / u - vdQ tenemos el producto
Q
interno en H denotado

(u,v)Hé =/Au-Av+u-udQ
Q

De esta manera B es bilineal, la acotacion se tiene de idénticamente a la que se hizo
en el caso unidimensional, la coercitividad es aplicando la desigualdad de Poincaré en
su forma general

_ 200 — 2 1 2
Bu.u) = /Q<Au> 40 = laull}, > il

Con F se debe replicar lo mismo en el caso unidimensional.
Aplicando nuevamente el Teorema de Lax-Milgram, encontramos que existe un unico
u, que cumple con 3.8. Recordemos que esta es la tnica soluciéon débil.

3.2.2 Condiciones de Frontera Neumann

A diferencia de las condiciones de frontera de Dirichlet, la de Neumann se hacen
sobre los valores de la derivada del contorno. En este caso es natural pensar que las
soluciones se encuentran sobre H'. El problema de Neumann es el siguiente: sea
Q € R" un abierto acotado, tomemos al conjunto de soluciones V' = H!, y sea
f € L*(Q) entonces

5
2 =0 en
on

{ —Au+u=f enQ
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De la misma manera que en el caso anterior multipliquemos el problema por una
funcién v € H'(Q) asi

/—UAu +uvdQ = /fudQ Vv e HY(Q)
Q Q

Tomando la integral de parte izquierda y haciendo la identidad de Green 3.3 sera

/—vAu+uUdQ=—/u%dF+/Vv~VudQ+/uudQ
Q r on Q Q

y de acuerdo a la condicion de frontera / v? dI" = 0 asi que el problema variacional
r on

queda resumido a
/ Vo - Vu+uvdQ = /fde Vv € H'(Q) (3.10)
Q Q
Y reescribiendo el problema tenemos que
B(u,v) = /VU- Vu+uvdQ y F()= /fde
Q Q

Notemos que B es exactamente el producto interno de H'!, asi que es trivialmente
acotado y coercivo. Por otro lado F(v) es lineal heredada de la integral y ademas

acotada pues
/ fvdQ
Q

Asi que por el Teorema de Lax Milgram, existe un unico u, que soluciona el problema

|F(v)| =

< AN ezlloll e < W lloll g

de manera débil.

Aunque cabe decir que la aplicacién de este Teorema puede solucionar problemas
de frontera no homogéneos ( la frontera es igual a una funcién en L?), a partir del
Teorema de la traza * en espacio de Sobolev. Estos problemas se puede encontrar en
el capitulo de VIII de [5].

3.3 El problema de Sturm-Lioville

El problema de Sturm-Lioville es un problema muy conocido en las ecuaciones
diferenciales y la fisica, ya que tiene muchas variaciones en las cuales se puede re-
solver con ecuaciones ordinarias y parciales. Este problema inicia con la pregunta de

3Ver capitulo 4 de [5]
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una cuerda vibrante donde se considera flexible y elastica de longitud 1. Denotaremos
con u(x,t) el desplazamiento transversal en punto x € [0, 1] y en el instante t > 0.
entonces un primer esbozo del problema radica en la ecuacion

(tu,), = pu,

Donde 7 representa la tension y p la densidad dependen de x. Al aplicar el método de
variables separables al problema obtenemos

(XY + ApX =0

Cuando la densidad y la tension son constantes, este problema se vuelve un problema
de valores propios. Sin embargo cuando no es asi se tiene el operador de Sturm-Lioville

| Definicién 3.7 (Operador de Sturm-Lioville). Seau € C?[0, 1] se define el ope-
rador de Sturm-Lioville
L,u:=—(pu) +qu

conp € C'[0,1], p(x) >0 yq € C[0,1].

Este operador es muy importante en las ecuaciones diferenciales ordinarias, como
se puede ver en el siguiente teorema

| Teorema 3.3. Toda ecuacién diferencial lineal ordinaria de segundo orden
ay(x)y"'(x) + a,(x)y' (%) + ag(x)y(x) = f(x) (3.11)
se puede escribir en la forma de Sturm-Lioville
L,y=F

para algunas funciones p,q y F siempre que a, € C[0,1] ya, # 0.

La demostracion se deja como ejercicio al lector ya que esta es extensa, sin em-
bargo la clave de esta es encontrar el factor integrante adecuado.

Lo que nos interesa a nosotros en este momento es encontrar solucion a este pro-
blema con condiciones de Dirichlet. Entonces Supongamos que existe a > 0 tal que
p>a>0,peC!'[0,1],q € C[0,1]y f € L*0,1) entonces

{ L,u=f en [0, 1]

u(1) =u(0)=0 (3.12)
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Asi el espacio de soluciones V' = H(}(O, 1), por lo tanto debemos multiplicar en la
ecuacion por una funcién de soporte compacto v

L, v = fv YveH,
(pv+quv = fv VveH,

1 1
/ (p") v+ quvdx = / fudx VUGH(}
0 0
Integrando por parte la integral del lado izquierdo tenemos

1 1 1
—pu’v|(1) + / pu'v'dx +/ quudx = / fvdx YveH,
0 0 0

La expresion del lado izquierdo se anula por las condiciones de frontera de nuestro
problema asi que el problema variacional se resume a

1 1
_ 1
/0 pu'V'dx + quudx = /0 fvdx YveH, (3.13)

Encontrar una solucién de esta ecuacion significa encontrar una en el sentido débil a
3.12. Definiendo se tiene que

1 1
B(u,v) = / pu'V' + quudx 'y F(v)= / fuodx
0 0

Si revisamos la forma B veremos que es bilineal, acotada y coerciva, en efecto

1
B(au + pw,v) = / plau + pw)' v' + q(au + pw)vdx
0

1
/ apu' v + fpuw' v + aquv + pquwudx
0

1 1

/ apu' V' + aquudx + / ppw'v’ + pquwudx
0 0

= aBu,v)+ fB(w,v)

Para la segunda componente

1
B(u,av + fz) / pu' (av + pz) + qu(av + fz)dx
0
1
= / apu'v' + ppu'Z + aquo + Pquzdx
0

1 1

= / apu't/ +aquvdx+/ ppu'Z + Pquzdx
0 0

= aB(u,v)+ pB(u,z)
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asi B es un forma bilineal, la acotacion se obtiene de

1 1
/pu'v'dx /quvdx
0 0
1 1
< /lpu’v'ldx+/ |quu|dx
0 0

Como p, g € CJ0, 1], entonces sus normas son finitas asi que existen constantes C, y
C, tal que

|B(u,v)| = +

C, = {max |p(x)|/x € [0, 1]}
G, = {max |g(x)|/x € [0,1]}

de esta manera

1 1
| B(u,v)| < CI/ |u’v’|dx+C2/ luv|dx
0 0
< C ”u/”Lz(O,l)”U,”LZ(O,l) + Cz||”||L2(o,1)”U”L2(0,1)
< mé-X(CpCz)(”u/||L2(0,1)”U’||L2(0,1) + ||u||L2(0,1)||U||L2(0,1))
<

max(Cy, Cz)(”””H({(O,l) I U”Hé(o,l) + ”u”Hé(o,l) Il U”H(;(o,l))

2max(C,, Cz)”u”Hé(O,l) I U”H(;(O,l)

Asi B es acotado con constante C = 2 max(C,, C,). Por ultimo falta ver que es coerciva

1 1
Bu,u) = /p(u’)2dx+/ quidx
0 0

1
/ p(u')dx
0

0
= alld||

asi que

v

L%(0,1)

> aC?||ull?

la ultima desigualdad se obtiene gracias a la desigualdad de Poincaré (3.1).Asi B es
coerciva con § = aC?.

Debemos comprobar que F(v) es lineal y acotada,en efecto es lineal pues es heredada
de la linealidad de la integral, y acotada pues

1
/ fuodx
0

|F(v)| = < ||f||L2(0,1)||U||L2(0,1) < ”f”Hé(O,l)”U”HOI(O,l)
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Donde la constante de acotaciéon es || f]|| H- De esta manera aplicando el Teorema
de Lax-Milgram (2.1), tenemos que existe un unico u, € H& (0,1) que satisface el
problema variacional (3.12), asi este tiene solucion en el sentido débil. Mas atin como
B es simétrico podemos hallar la minimizacion del problema variacional y decir que

1
T(ug) = %B(uo,uo) — Flug) = % / W) — fug(x)dx
0

De este modo encontramos que existe una solucion unica al problema de Sturm-
Lioville con condiciones de Dirichlet, en un sentido fisico esto nos dice que cada
energia f € L? que se le aplique a la cuerda tendra una tnica vibracién, y mas aun
la minima energia para que la cuerda vibre viene dada por J ().



66 EL TEOREMA DE LAX-MILGRAM Y UNA APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES.

A I Algunos Espacios Duales

Como complemento de los espacios duales y espacios de Banach del capitulo 1. Se
presentara las demostraciones de los espacios Duales [6] mas representativos en los
espacios de Banach, los cuales son el espacio dual de R”, [' y /7.

| Definicién A.1 (Isomorfismo). Un Isomorfismo de un espacio X sobre un espacio
normado X es una biyeccion de un operador lineal T : X — X el cual preserva la norma,
que es, para todo x € X

ITx]l = llx]|
| Teorema A.1 (El Espacio R"). El espacio dual de R" es R".

.z / ,
Demostracion. Note que por el teorema 1.8 tenemos R” = R", ademas cada f € R™
tiene representacion de manera de combinacion lineal ':

f =) &, v, = fley)
k=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz 2

12 , 1/2

fl< Y el < D& Y2 <ixl| Q72
k=1 j=1

k=1 k=1

S

Si tomamos el supremum sobre toda x de norma 1 obtenemos

1/2

n

< > 72

k=1

Para ver la representacion en la seccién 2.9 de [6]
ZPara ver la desigualdad de Cauchy-Schwarz en seccién 1.2 de [6]
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Sin embargo, para x = (y,, -+, y) la igualdad proviene del desigualdad de Cauchy-
Schwarz anterior, en efecto debemos tener

" 1/2
If1l = (Z y,f)
k=1

Esto prueba que la norma de f es la misma que la norma Euclidea, y || f|| = ||c]|,
donde ¢ = (y,) € R". Asi el mapeo de (R")* sobre R” definido como

f = c

e, +— fle) =1,

preserva la norma, como esta es lineal y biyectiva, esto es un isomorfismo. |
| Teorema A.2 (Espacio I'). El espacio dual del' es[®.

Demostracion. Una base de Schauder para I' es (e,), donde e, = §,; tiene 1 en la
k-ésima posicion y ceros en los demas sitios. Entonces cada x € /! tiene una tnica

oo
X = Z Eep.
k=1

Consideremos cualquier f € (I')*, donde (I')* es el espacio dual de /'. Como f es

representacion

lineal y acotado,
f) =) &
k=1

donde el numero y, = f(e,) se determinan de manera tnica por f. También |le, || = 1

y
7l = 1f el < 1A el = 1A

para todo k € N, en particular para
sup |y | < [IF1I- (A1)
keN

Asi (y,) € I™.

Por otro lado, para cada b = () € [ podemos obtener un correspondiente funcional
lineal g en I!. En efecto, debemos definir g sobre /! por

gx) =Y &P,
k=1
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donde x = (§,) € I'. Entonces g es lineal, y la acotacion se sigue de
8GO < D 1EB <sup 8] D 1] = lIx]lsupB;1.
k=1 JEN k=1 JEN

Asi g € 1. Finalmente mostraremos que la norma de f es la norma del espacio /.

Z SV
k=1

Tomando el supremum sobre todo x de norma 1, vemos que

Tenemos

lf (ol =

[ee]
<suply;l ) 1&] = lIxll sup ;|-
JjeN k=1 JjeN

ANl < sup |yl

jeN

Uniendo la desigualdad A.1 tenemos

LAl = sup |y;],
jeN
la cual es la norma de /. Asi esta formula puede ser escrita como || f|| = ||c]|,, donde

¢ = (y;) € I*. Esto muestra que el mapeo lineal biyectivo de (/ 1)* sobre [ definido
por f + ¢ =(y;) esun isomorfismo. |

Desafortunadamente, no podemos decir que el dual de /* es / I sin embargo, del
mismo método podemos ver que el dual de ¢, es /', donde ¢, es un subespacio parti-
cular de [*.
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B I El Teorema de Hahn-Banach

El teorema de Hahn-Banach, es uno de los pilares del analisis funcional, este Apén-
dice se dedicara a explicar el teorema y sus consecuencias, estos resultados se pueden
estudiar de libros clasicos como [6], [12] y [10]. La idea fundamental de este Apéndice
es dar el soporte teodrico para el teorema que nos servira en la seccion 2.2.

| Definicion B.1 (Cadena). Un conjunto totalmente ordenado o cadena es un
conjunto parcialmente ordenado tal que cada dos elementos del conjunto son compara-

bles.

Comenzaremos enunciando uno de los lemas mas importantes de la matematicas,
como es el lema de Zorn, un resultado proveniente del axioma de eleccion. Funda-
mental en la demostracion del Teorema de Hahn-Banch.

LemaB.1 (Lemade Zorn). Sea M # () un conjunto parcialmente ordenado. Suponga-
mos que cada cadena C C M tiene una cota superior. Entonces M tiene un elemento
maximal.

| Definicion B.2 (Funcional sublineal). Sea p un funcional de valor real sobre un
espacio vectorial V el cual es subaditivo , que es

p(x+y) < p(x)+p(y) Vx,yeV
y positivo homogéneo, que es para todo real a > 0
plax) = ap(x) Vx eV

Ejemplo B.1. Sea B un espacio de Banach sobre un campo K, entonces es facil ver
que la norma de este espacio es sublineal, pues por N3 y N4 se tiene que

lx +yll < lixll + vyl Vx,ye B

Y para todo a € K
llax|l = allx]]  Vxe& B
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Ejemplo B.2. Sea el espacio vectorial [®,y sea x = (£,),y = (,) € [, entonces
p(x) = limsup ¢, es un funcional sublineal. En efecto note que por propiedades del

n—>oo

limite superior se cumple

p(x,y) =limsup(&, +7,) < limsup &, + limsupn, = p(x) + p(y).

n—>00 n—>o0 n—oo

Y paratodo a € R,

p(ax) = limsup(aé,) = alimsup &, = ap(x).

n—0o0 n—>oo

Observacion B.1. Sea M = {x € X|p(x) < y,y > 0} es un conjunto convexo para
a € [0, 1] y para x, y € X se cumple que

plax+ (I —-a)y) <ap(x)+ (1 —a)p(y) <ay+(1 —a)y =y

| Teorema B.1 (Teorema de Hahn-Banach ( Extension de funcionales linea-
les)). SeaV un espacio vectorial real y p un funcional sublineal sobre V. Ademas sea
f un funcional lineal el cual esta definido sobre un subespacio W deV y satisface

f(x)<px) VxeWw (B.1)
Entonces f tiene una extension f deW aV que satisface
fx)<px) VxeV (B.2)

que es, f es un funcional lineal sobre V, satisface B.2 sobreV y f(x) = f(x) para cada
x eW.

Demostracion.  El procedimiento seguira 3 pasos fundamentales a demostrar:

(a) Elconjunto E de todas las extensiones lineales g de f que satisfacen g(x) < p(x)
sobre su dominio D(g) puede ser parcialmente ordenado y por el lema de Zorn
existe un elemento maximal f de E.

(b) f esta definido en todo el espacio V.

(c) se probara una relacion auxiliar que se usara en (b).

(a) Sea E el conjunto de todas las extensiones g de f el cual satisface la condicion

g(x) < p(x) Vx € D(g)
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(b)

Es claro que E # @ pues f es extension de si mismo, asi f € E. Sobre E
podemos definir un orden parcial por

g <h hesunaextension de g

que es por definicion D(g) C D(h) y h(x) = g(x) para cada x € D(g). En
cualquier cadena C C E definimos § como

g&x)=gx) geC,Vxe D)

note que por definicién cada g € C es un operador lineal con rangoen R , y
por otro lado definimos
D@ =D
geC

es un espacio vectorial, pues C es una cadena entonces todos sus elementos
son comparables, y sus dominios son uniones dos a dos que por definicién son
espacios vectoriales. Asi g es un funcional lineal. Esta definiciéon no es ambigua
. En efecto, para x € D(g,) N D(g,) con g,, g, € C tenemos que g,(x) = g,(x),
y como C es cadena se cumple que g, < g, 0 g, < g,. Por la definicion de los
dominios se tiene que g < g para todo g € C. Asi g es una cota superior de C.
Como C C E era una cadena arbitraria , por el Lema de Zorn (Lema B.1), esto
implica que E tiene un elemento maximal f. Por definicién de E, esta es una
extension de f el cual cumple

f(x) <px)  Vx e D) (B.3)

Mostraremos ahora que D(f)=V. Supongamos que esto es falso asi D(f) C V.
Entonces podemos escoger un y, € V — D(f) y consideremos el subespacio Y,
de V que atraviesa D(f)y y,. Note que y, # 0 pues 0 € D(f). Cualquier x € Y,
se puede escribir como

x=y+ay, ye€D).

Esta representacion es tnica. En efecto, y + ay, = j + fy, con y € D(f) impli-
cay—j=(f—a)y,comoy, & D(f)entonces la tnica opcién que queda es
y—9J =0y f —a = 0. Esto muestra la unicidad.

Un funcional g, sobre Y, es definido por

g(x) =g y+ay) = f(») +ac (B.4)
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donde ¢ es cualquier constante real. Este funcional es lineal, en efecto para
x,z€Y, ya,p,&n €R se tiene

gmx+&8z) = gm(y+ay,)+ Sy, + pyy)
= gy +nay, + &y, +EPy))
g(ny+<Syy) + (na+EP)y))
F@y +Eyy) + (na + EP)e
(n(f(y) + ac)) + (E(f () + Pe))
= ng(y+ay)+8&g(y, + py,)
= ng(x)+E&g(z)

Ademas, para a = 0 tenemos g,(y) = f(»). Note que como definimos a Y}, se
cumple que D(f) C D(g,), entonces se dice que g, es extension propia de fy
f(x) < g,(x). En consecuencia, si probamos que g, € E podemos mostrar que

g (x) < p(x) Vx e D(g), (B.5)

esto contradice el hecho que f es maximo, por lo tanto se prueba que D(f) = V.
(c) En consecuencia, debemos finalmente mostrar que g, con un ¢ adecuado en
(B.4) satisface (B.5).

Consideremos cualquier w'y z en D(f). Por (B.3) y la sublinealidad obtenemos

fw) = f(z) = f(w-z2) p(w — z)
p(w+y —y —2)
p(w + y;)+ p(=y, — z)

—p(=y, —2)— f(z) < pw+y) - f(w)

A

IA

donde y, es fijo. Como w no aparece en la parte izquierda de la ecuacion y z no esta
en la parte derecha. La desigualdad se mantiene si en izquierda hallamos el supremo
de z € D(f), llamemos m, a este supremo, y a la parte derecha hallemos el infimo
de todos los w € D(f) y a este llamemos m,. Entonces note que m, < m, pues
my < p(w+y;) — fw) y =p(=y, — z) — f(z) < m, por la desigualdad mostrada
anteriormente se concluye que m, < m,, y para un c con m, < ¢ < m,, tenemos

—p(-=y,—2)— f(z) < e VzeED(S) (B.6)
c<pw+y)-f) YweD(). (B.7)
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Probemos (B.5) para a negativo en (B.4) y luego con a positivo. Para @ < 0 usamos
(B.6) reemplazando a z por a~'y, que es

1 ~(1
—p (—y1 - —y) -/ (—y) <ec.
a a
Multiplicando por —a > 0 tenemos
1 ~
ap <—Y1 - EJ’> + /() £ —ac

—ap (—y1 — %y> > f(y) +ac.

Por esto y (B.4), usando y + ay, = x, obtenemos la desigualdad deseada

810 = F) + ac < —ap (=3, = 2v) = play, +») = px)

Para a = 0 tenemos que x € D(f) y no hay nada que probar. Para @ > 0 usamos
(B.7) reemplazando w por a~'y esto sigue

cxo(bren)7()

Multiplicando por @ > 0 tenemos

ac < ap (%y+y1> — f) =px) - f»)

Por (B.4)

g (x) = f +ac < p(x).
Asi queda todo totalmente demostrado. |
Ejemplo B.3. Consideremos al funcional sublineal p(x) como la norma ||(x,, x,)|| en
R? entonces tomemos el funcional lineal en f(x) = —%x note que D(f) = R, es claro
que

fx) = —%xl < 16y )l = )

El teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una extensiéon f de manera que

f(x) = f(x) cuando x € R, esta extension es

1 1
S&) = 2x 4 5%, < \/ X7+ x5 = lxp, x|l = p()

y en el plano f(x) =0 tenemos a f(x).
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p(x) = ||x|| = y/2F + 23

px) = [|x|

Figura B.1: Grafica del ejemplo B.3

| Teorema B.2 (Teorema de Hahn Banach (Generalizado)). Sea V un espacio
vectorial real o complejo y p un funcional sublineal sobre V. Ademas, sea f un funcional
lineal el cuial esta definido sobre un subespacio W de V y satisface

lfl < plx) VxeV. (B.8)
Entonces f tiene una extension f paraW en'V que satisface
I/l < plx) VxeV. (B.9)

Demostracion. (a) Espacio vectorial real. Si X es real, la situacion es simple. Pues
(B.8) implica que f(x) < p(x) para todo x € Z. Asi por el Teorema De Hahn-
Banach (Teorema B.1) f es una extension lineal para W a V que cumple

f) < px) Vxev,
ademas que
—f(x) = f(=x) < p(=x) = | = 1|p(x) = p(x)

que es, f(x) > —p(x). Asi | f(x)| < p(x) y se prueba (B.9).
(b) Espacio vectorial complejo. Sea V complejo. Entonces W es un espacio vectorial
complejo, también. Asi f es de valor complejo, y podemos escribir

f@)=fila)+ify(z) VzeW
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donde f, y f, son de valor real. Por un momento consideremos a V y W como
espacios vectoriales reales y denotemos esto por V, y W , respectivamente; esto
simplemente significa que restringimos la multiplicaciéon por escalar a los na-
meros reales (en lugar de los numeros complejos). Como f es lineal sobre W y
f1.f, son de valor real, f, y f, son funcionales sobre W,. También f, < |f(x)|
porque la parte real de un nimero complejo no puede exceder su valor absoluto.
Asi por (B.8),
fi1<p(x) VxeWw.

Por el Teorema de Hahn-Banach (B.1) existe una extension lineal f; de f, de
W, a'V, tal que
A <px) Vxev

Esto se encarga de f,, ahora el turno es para f,. Regresemos a W y usando
f = f, +if,, tenemos que para cada x € W

ilfix)+if,(0l==fr+ify =if(x) = fix) = f,(ix) +if,0x).

Como es una igualdad de complejos, las partes reales deben ser iguales de esta
manera

fr=—=/1Gx). (B.10)

Asi que para todo x € V tenemos el conjunto
f(x) = fi0) = ifi(ix) (B.11)

Vemos por (B.10) que f(x) = f(x) sobre W. Esto muestra que f es una exten-
sion de f desde W hacia V. Nuestra tareas restantes es probar que

(i) f esun funcional lineal en espacio vectorial complejo V,
(i) f satisface (B.9) sobre V.

Para (i) puede ser visto siguiendo el calculo el cual se usa (B.11) y la linealidad
de f, sobre el espacio vectorial real V,; aqui a + ib con a y b real es cualquier
escalar complejo:

f@+ib)x) = f(ax+ibx)—if,(iax — bx)
= af\(x) +bf\(ix) — i[af,(ix) — bf(x)]
= (a+ib)[fi(x) —if (ix)]
= (a+ib)f(x).
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Probemos (ii). Para cualquier x tal que f(x) = 0 esto es desde p(x) <0 por la
sublinealidad. Sea x tal que f # 0. Entonces podemos escribir , usando la forma
polar de cantidades complejas,

fx)y=171e" asi [f(0)l = f(x)e™ = f(e™x).

Como | f(x)| es real, la Gltima expresion es real y asi la igualdad es esta parte
real. Asi por la sublinealidad

|f (0l = F(e™x) = fi(e7x) < ple™x) = |e™|p(x) = p(x).
Asi queda completada la demostracion

| Definicion B.3 (Conjuntos absorbentes). Decimos que A C V subconjunto de
un espacio vectorial es absorbente si para todo x € V existe unt > 0 de manera que
tx € A. Note que todo conjunto absorbente contiene el 0.

Ejemplo B.4. Tomemos a S' U {0} C R?, entonces para cada punto x € R?, existe

unt = m de manera que tx € St
X

r=(14,12)

N
gl

Figura B.2: Grafica del Ejemplo B.4
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| Definicion B.4 (Funcional de Minkowski). Consideremos un conjunto convexo
A CV el cual es absorbente. El funcional de Minkowsky u, se define como

MA(x):inf{t>0|§eA} Vx € X

Note que u ,(x) < oo y es facil probar que es un funcional sublineal.

EjemploB.5. Enlaimagen B.3 podemos ver al conjunto convexo A, y todo el conjun-
to de puntos en linea punteada donde pertenece x, tendra un funcional de Minkowski
U ,(x) =2, esta sera una curva de nivel.

Figura B.3: Grafica del ejemplo B.5

En general el funcional de Minkowski para el conjunto A, viene dado por

|x| si|x| > |yl
Hp(x) = { .
A ly| si|x| < |yl



78 EL TEOREMA DE LAX-MILGRAM Y UNA APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES.

Figura B.4: Funcional de Minkowski de A

| Definicién B.5 (Conjunto Balanceado). Sea X un espacio vectorial, K su campo
subyacente. Se dice que un conjunto en X es balanceado si

ASCS Viek

tal que
|41 <1

donde
AS = {Ax|x € S}

EjemploB.6. En R" cualquier recta que pase por el 0, es un conjunto balanceado. En
general en R” el balanceado mas pequefio sera el punto centrado en 0.

Ejemplo B.7. Existe una manera de que un conjunto no balanceado lo sea, en la fi-
gura B.4 tomemos al conjunto A como una recta lejos del 0 en R?, claramente no es
balanceado, pero si a cada punto, lo conectamos con su simétrico pasando por el 0,
obtendremos la parte sombreada que la llamaremos A,, y A, es un conjunto balan-
ceado.



B. EL TEOREMA DE HAHN-BANACH 79

Figura B.5: Conjunto Balanceado no convexo

| Definicién B.6 (Absolutamente convexo). Un subconjunto S es un espacio vec-
torial V sobre KK es absolutamente convexo si este es convexo y balanceado.

| Definicién B.7 (Convexidad local). Un espacio vectorial V se dice que es local-
mente convexo si existe una base de vecindades en'V que consiste de conjunto convexos.

LemaB.2. Un espacio vectorial V es normable entonces es localmente convexo.

Demostracion. SiV es normable, y si || - || es una norma compatible con la topologia
de V, entonces la bola abierta {x : |[|x|| < 1} es convexa y ademas acotada por
Teorema 1.4. |

| Teorema B.3 (Existencia de una familia de funcionales sublineales). Supon-
gamos que B es una base local convexa balanceada de un espacio vectorial V. Asociemos
a cadaV € B el funcional de Minkowski u,,. Entonces {y,, : V € B} es una familia
separable se funcionales sublineales sobre V.

Demostracion. Para cada vecindad V' se tiene que es convexa, balanceada y absor-
bente, tomemos el funcional de Minkowski y,,. Si x € V y x # 0, asumamos que
x & V paracada V C B. Para cada V' tenemos u,(x) # 1. Asi {4, } es una familia
separable. Si x € V, entonces tx € V paraalgunt > 1, pues V' es abierto. Asi ), < 1
en V. Para r > 0, por la sublinealidad del funcional de Minkowski se tiene que

”MV(X) - Mv(y)” Suyx—y)<r

si x —y € rV. Esto prueba la continuidad de cada y,, . |
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A continuacion daremos una seria de teoremas y corolarios previos para demos-
trar nuestro teorema de mayor importancia, estos teoremas son implicaciones directas
del Teorema de Hahn-Banach Generalizado (B.2).

| Teorema B.4 (Existencia del Funcional lineal continuo no trivial). SeaV un
espacio vectorial real o complejo, sea x, un punto de V y p(x) un funcional sublineal
sobre V. Entonces existe un funcional lineal continuo F sobreV tal que

Fo(xp) = plxg) y  |[Fo(x)| < p(x)
para todo x € V.

Demostracion. Sea M el conjunto de todos los elementos ax,, ahora definamos a
f por f(ax,) = ap(x,). Entonces f es lineal, en efecto para ax,, fx, € M y para
Yy € (R o C) se cumple

S(y(axy) + fxy) S((ra + p)x,)
(ra+ p)p(xy)
[yap(xy) + Bp(x,)]

v faxy) + f(Bxy).

Ademas
| f(ax)| = |ap(xy)| = plaxy).
Asi por el Teorema De Hahn-Banach Generalizado (B.2), existe un extension F;, de f

tal que | Fj(x)| < p(x) sobre V. Si hacemos x = 0 tenemos que F, es continua en ese
punto y por el teorema (1.9) parte b, F(x) es continua en todo V. |

Ejemplo B.8. Tomemos a V = R?, y tomemos a p(x) = ||x|| = 1/(x] + x3), para un
punto x, = (x;, X, ) € R? se tiene que existe un funcional lineal continuo

Xy & +xy &
Fo(§1»§2)=—01 1 o 2-

2 2
xo1 + xo2

Fy(xy) = F(xg,,Xp,) = 1 /x(z)l + x(z)l = p(x,)s

Xo & +x0 8  E+E
Fyx) = F(&, &)= =22 < 2L 22—\ [ 4 &2 = px)

2 > [ 2
x10+x20 §1+§2

Es sencillo ver que
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p(x) = 6. &l

e 7y = (4.5)

0,61 + 70,62

2 2
Loy + L,

E'II(EI: 62) =

Figura B.6:

Corolario B.1. Sea V un espacio localmente convexo y x, # 0 un elemento de V.
Entonces existe un funcional sublineal continuo p sobre V tal que p(x,) # 0. Ademas
por el teorema (B.4), existe un funcional lineal continuo f, sobre V tal que

fo(xo) = P(xo) #0 vy |fo(x)| < p(x)
sobre V.

Demostracion. Como x # 0 entonces por el Teorema (B.3) existe una familia p(x) de
funcionales sublineales continuos, de esta manera alguno de estos debe ser distinto de
0.y por el Teorema (B.4), existe un f,, que cumple con las hipétesis del Teorema. [}

Para cerrar este apéndice demostraremos el teorema clave para la demostracion
del Teorema de Lax-Milgram, una variacion del Teorema de Hahn-Banach demostrada
por Mazur, en donde se separa conjuntos balanceados y convexos por medio de un
funcional.

| Teorema B.5 (Teorema de Mazur). Sea V un espacio vectorial real o complejo,
localmente convexo, y sea M un subconjunto cerrado, convexo y balanceado. Entonces,
para cada x, € M, existe un funcional lineal continuo f, sobreV tal que

Jox)>1 vy |fo()] <1
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sobre M.

Demostracion. Como M es cerrado, entonces existe una V vecindad del 0, la cual es
convexa y balanceada tal que M N (x, + V') # @. Como V es balanceado y convexo,

tenemos (M + %) N (xo + %) # ). El conjunto <x0 + %) siendo una vecindad de x,,

el cerrado U de <M + %) no contiene a x,,. Como 0 € M, entonces U es una vecindad

del 0 cerrada, convexa y balanceada, porque U contiene % como un subconjunto. Sea
Uy el funcional de Minkowski sobre U. Como U es cerrado, tenemos, para cualquier
X €U, uy(xy) >0y p,(x) <1, paratodox € U.

Asi, existe, por Corolario B.1, un funcional lineal continuo f, sobreV tal que f, (x,) =
Hy(xg) > 1y | fy (¥)] < py(x) sobre V. En particular, | f, (x)| < 1 sobre M. |

Ejemplo B.9. Tomemos aV = R y para M = [-2,2] este es convexo y balanceado,
escojamos un punto x, = 5, como el Teorema de Mazur es constructivo, entonces
tomemos a escojamos V=(-1,1), de manera que [-2,2] N (4,6) = .

v Zo+V

Figura B.7: Construccion del Teorema B.5 parte 1.

Luego haremos los conjuntos tales que [-2.5,2.5] U (4.5,5.5) # @ y llamemos al
U =[-2.5,2.5], aplicando el funcional de Minkowski a U, asi que p(x) = ﬁ |x|.

U

Cita) e )

z

Figura B.8: Construccion del Teorema B.5 parte 2.
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Por ultimo se asegura un funcional lineal continuo f(x,) tal que f(x,) > 1y
| fo(x)| < py(x). asi que un funcional que serviria seria

- L
Si6) = 575

Notemos que este funcional cambia de acuerdo al V' que escojamos que a su vez

foa) = 5z

Figura B.9: Imagen de funcional de Teorema B.5.

depende del x, entonces no sirve la misma escogencia de la vecindad V' cuando el
punto x, = 2.5, tomando a V' = (—0.25,0.25) el funcional sera

1
120 = 1735

Asi que se puede ver que a medida que x, — M, la vecindad V' — (0,0), y de los

Figura B.10: Imagen de funcional de Teorema B.5.
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funcionales f, convergen uniformemente a

Jo= %x.

Y este es el funcional que asegura el Teorema de Mazur, sin embargo hay que aclarar
;. -1 .
que no unico pues f, = —-x cumple también con el teorema.

)

Figura B.11: Imagen de funcional de Teorema B.5.

CorolarioB.2.  Sea M un subespacio lineal cerrado de un espacio vectorial localmente
convexo V. Entonces, para cualquier x, € V — M, existe un funcional lineal continuo
fo sobre V tal que

foxg)>1 v fo(x)=0
conx € V.

Demostracion. Como M es subespacio vectorial, entonces este es un conjunto balan-
ceado y hereda de V el hecho de ser localmente convexo, asi que M es un subconjunto
cerrado, balanceado y convexo. Entonces por el Teorema B.5 existe un funcional f,,
sobre V tal que

folxp)>1 vy [fo()] <1,
para x € M. En particular | f,(x)| = 0, por lo tanto f,(x) = 0. |

Observacion B.2. Lo necesario para demostrar el Teorema de Lax-Milgram es una
version mas débil del Corolario B.2, pues lo haremos sobre un espacio de Banach 5,
por el Lema B.2 sabemos que 3 es localmente convexo.
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Conclusiones

= Se pudo constatar que el Teorema de Lax-Milgram no solo se compone de una
riqueza matematica, también lo tiene en las aplicaciones, pues apesar de ser un
teorema proveniente de la consecuencia del Analisis funcional, su aplicaciéon a
las ecuaciones diferenciales facilitan encontrar una tnica solucion a estas, sin
embargo también generaliza el Teorema de Representacion de Riesz a cualquier
forma sesquilineal, mas Gn es equivalente si se tiene que la formas es bilineal y
simétrica.

» En cuanto a las condiciones del Teorema de Lax-Milgram, se puede decir que
la mas importante es que la forma sea coerciva, es notoria la exigencia de esta
ya que es sencillo encontrar formas que no lo son, también que se garantice la
existencia de una solucién tnica no implica que la forma tenga que ser coerci-
va, y solo se cumple la doble implicaciéon cuando se debilita el Teorema con la
forma bilineal simétrica.

= Aunque se presentan 3 demostraciones distintas del Teorema de Lax-Milgram,
es claro que en ninguno de los casos se puede excluir por completo el Teorema
de Representacion de Riesz, lo que muestra es el pilar fundamental a la hora de
demostrar el Teorema de Lax Milgram, ademas a medida que se depende me-
nos de este teorema, se necesita el apoyo de otros teoremas de igual o mayor
importancia (Teorema de Hanh-Banach y el Teorema del punto fijo de Banach).

» Se concluye que aunque el Teorema de Lax-Milgram resuelve un nimero im-
portante de problemas tedricos y aplicativos, en las ecuaciones de Poisson y en
el problema de Sturm-Lioville presenta limitantes como que la funcién f € L2,
para que las soluciones estén en un espacio de Hilbert, si estuviera en otro espa-
cio, de seguro el Teorema de Lax-Milgram no serviria, también en las condicio-
nes de Frontera del problema, si este no fuera de Dirichlet o Neumann, se veria
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obligado a resolver el problema por otros métodos como los son la Alternativa
de Fredholm.

Finalmente en nuestras aplicaciones se puede ver que las soluciones a las ecua-
ciones diferenciales planteadas son soluciones en el sentido débil, encontrar una
solucidn a estos problemas en el sentido clasico ya conlleva a otro problema de
la ecuaciones diferenciales que se llama la regularizacion del espacio.
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