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IX

Resumen

Este trabajo consiste en el estudio de los fibrados vectoriales sobre variedades diferenciables,
para iniciar ese estudio se construyen dos fibrados vectoriales de gran importancia, ya que a
partir de ellos se pueden construir otros, el fibrado inducido o pullback y el fibrado universal,
se definen algunas funciones como las funciones homotépicas de clase C'*°, funcién de Gauss
asi como la operacién suma Whitney y el semigrupo V(M) que junto con otros conceptos y
resultados permiten presentar dos teoremas que en conjunto brindan una caracterizacion de
los fibrados vectoriales, el teorema de equivalencia homotdpica y el teorema de clasificacion
de los fibrados vectoriales.

Palabras clave: Fibrado vectorial, diferenciable, Fibrado pullback, Fibrado universal,

funciones homotdépicas, suma Whitney, semigrupo V(M ), funcién Gauss.
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Introduccion

En todos las areas de las matemaéticas cuando se presenta una estructura matematica la pri-
mera cuestién que surge respecto a ella es si esta se puede caracterizar, este es el problema
esencial en el estudio de dicha estructura, ya que poder caracterizarla implica poder definirla
plenamente, es por ello que los problemas mas importantes en las matematicas son respecto
a la caracterizacion de estructura, para citar un ejemplo, en la teoria de grupos el objetivo
principal radica en encontrar los posibles grupos de un orden especifico. Por supuesto no es
una tarea sencilla estudiar una estructura, ya que sobre ella se pueden definir muchos otros
elementos, en la geometria diferencial sobre variedades por ejemplo, no solo se encuentra
el problema de caracterizar las variedades, sino que aparecen muchos otros elementos que
actuan sobre ellas llevados de otras teorias, y en ese sentido se tienen conceptos como cam-
pos vectoriales, métricas, conexiones, entre muchos otros, y el estudio de cada uno de ellos
otorga un paso en una posible caracterizacion, al menos para poder clasificar la estructura
de acuerdo a sus propiedades.

El estudio hecho en este trabajo se centra en una estructura en particular cuyos estudios
anteriores se ubican en dos areas, la geometria diferencial y la topologia, en las cuales tiene
gran trascendencia sin embargo es en la topologia en donde se tienen resultados para su
caracterizacion, dicha estructura se llama fibrado vectorial, que en el presente trabajo se
estudia desde el campo de la geometria diferencial de variedades utilizando herramientas de
gran utilidad de la topologia y la topologia algebraica.

El objetivo principal es presentar una construccién de los fibrados vectoriales que son solo
una parte de una estructura mas fuerte que se llama fibrado, se dice que es solo una parte
ya que un fibrado vectorial es un fibrado con propiedades especificas, es decir, un fibrado
consiste principalmente de tres variedades (que se llaman espacio base, espacio total y fibra
estandar), una proyeccién del espacio total al espacio base, un cubrimiento abierto del espa-
cio base y para cada elemento del cubrimiento, un difeomorfismo del espacio total a la fibra
estandar, en un fibrado vectorial se tiene que la fibra estandar es un espacio vectorial y el
difeomorfismo es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Para el desarrollo del objetivo se desarrollan tres objetivos especificos, el primero consiste
en detallar y reconstruir parcialmente el articulo Fibrados Vectoriales y el Semigrupo
V(X) escrito por Ana Zela Apaza en el que presenta un estudio de los fibrados vectoriales



sobre un espacio base X Hausdorff y compacto, con el fin de formar el semigrupo V(X)
de una forma topoldgica, el segundo es examinar la teoria respecto de la clasificacién de
fibrados vectoriales existentes, en ese contexto se encuentra que Allen Hatcher realiza una
clasificacion eficiente de estas estructuras en [13] y que posteriormente Rubén Burga en [10]
la detalla, el tercer objetivo es realizar una particularizacion de la teoria encontrada con el
fin de encontrar la misma clasificacién pero para fibrados vectoriales sobre variedades dife-
renciables, ya que los autores ya mencionados la hacen para espacios topolégicos.

El principal enfoque de este trabajo es entonces construir a partir de la teoria vista en el
semillero de Geometria y Topologia una serie de fibrados y a partir de ellos hacer la cons-
truccién de otros, el caso més importante es el fibrado inducido o pullback sobre el cual
se establecen resultados que dan pie a utilizar la definicion de Homotdpia para establecer
el primer resultado, el teorema de equivalencia homotdpica que es demostrado a partir de
las definiciones sobre variedades y los fibrados previamente construidos, esto en el capitulo 2.

El tercer capitulo se desarrolla de una manera adecuada, es decir, sin saltar conocimientos
y resultados necesarios, para llegar al segundo resultado que da por culminado el objeti-
vo general, el teorema de clasificacién de los fibrados vectoriales, este permite caracterizar
los fibrados vectoriales e identificarlos con el fibrado universal previamente construido en
la seccién 2.2 del segundo capitulo, el uso del semigrupo V(M) definido el la seccién 3.3 y
la operacion suma Whitney entre fibrados vectoriales definida en la secciéon 3.2 son el paso
clave en la construccién de los elementos necesarios para demostrar el teorema.

El trabajo de presenta con fines estrictamente académicos y se desarrolla en el ambito de
los semilleros de investigacion de la universidad, es por ello que deja algunos buenos apuntes
que posibilitan la incursién de otras personas en temas relacionados y que se desprenden de
los resultados demostrados.
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En este capitulo se establecen notaciones, definiciones y resultados elementales con el fin de
facilitar la comprencién de los capitulos siguientes. Se asume que el lector esta familiarizado
con conceptos basicos de Topologia General, Algebra Lineal y Anélisis Mateméatico. En ese
contexto se citan a [2: 2-6, pag. 85-298], [18: 1-3, pag. 1-178] y [19: 1-9, pag. 1-258] como
principales referencias.

1.1. Preliminares en Algebra y Andlisis

En esta seccion se presentan definiciones y resultados en el area del algebra lineal y el
andlisis con el fin de facilitar la comprensién de algunos conceptos y resultados presentados
en capitulos posteriores.

1.1.1. Espacios Vectoriales

Los espacios vectoriales son una estructura utilizada en casi todos los campos de estudio de
las matematicas y en la geometria representa gran parte de la base de toda la teoria, es por
eso que se hace necesario enunciar algunas definiciones y resultados, para ello se cita a [18:
4, pag. 179-268] y [20: 2, pag. 50-55] como referencias.

Definicién 1.1.1.1 Sea F un campo, y sea V un conjunto, se dice que V es un espacio
vectorial sobre F si las operaciones suma 4+ : V XV — V que esta dada por +(z,y) =x+y y
producto por escalar . : F xV — V dada por .(«, ) = ax cumplen las siguientes propiedades
para todo x,y,z € V y todo o, f € F

(1) (x+y)+z=x+(y+2),

2) r+y=y+ux,

(3) existe un elemento 0 tal que z + 0 = x,

(4) Para cada x € V existe un elemento (—x) € V tal que x + (—x) =0,
(5) (af)x = a(fz),

(6) a(x+vy) = azr + ay,
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(7) (a+ B)x = ax + Pz,
(8) 1z = x.
Los elementos de un espacio vectorial V se llaman vectores.

Definicién 1.1.1.2 Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V sobre F, si S
es un espacio vectorial sobre F usando las mismas operaciones suma y producto por escalar,
entonces S se llama subespacio de V. FEsto se traduce a que un subconjunto no vacio S de
un espacio vectorial ¥V es un subespacio vectorial de V si y sélo si

axr + Py € S,
para todo x,y € S y todo o, 3 € F.

Un subespacio especial de V es el subespacio impropio S = V, todo otro subespacio de
V # {0} se llama subespacio propio. Una combinacién lineal de una cantidad finita de
vectores vy, ..., v, de un espacio vectorial V es una expresion de la forma

o1U] + ... + QpUy,
donde los coeficientes ayq, ..., a,, € F.

Definicién 1.1.1.3 Sea M un subconjunto no vacio de V, el conjunto de todas las combi-
naciones lineales de vectores de M se llama el generado (o span) de M y se nota por (M) o
por span M

El conjunto (M) es un subespacio de V, y dicho subespacio se llama generado por M, a
partir de la nocién de combinacion lineal se presentan varios conceptos que son de gran
importancia en la teoria de los espacios vectoriales.

Definicién 1.1.1.4 (Independencia lineal, Dependencia lineal) Indepencia lineal y de-
pendencia de un de un conjunto dado M de vectores vy, ...,v, (r > 1) en un espacio vectorial
V son definidas por medio de la ecuacion

vy + ... + av. =0,

donde aq, ..., o, son escalares. La ecuacion anterior se cumple para o = ag = ... = o, = 0,
si esta es la unica r—tupla para la cual la ecuacion se satisface, se dice que el conjunto
M es linealmente independiente. M es linealmente dependiente si Mmno es linealmente in-
dependiente, esto es, si la ecuacion se satisface para alguna r—tupla de escalares no todos
cero.



6 1 Preliminares

Un subconjunto arbitrario M de V es linealmente independiente si cada subconjunto finito
no vacio de M es linealmente independiente, una motivacion para esta terminologia resulta
del hecho que si M = {vq,...,v,} es linealmente dependiente, al menos un vector de M se
puede escribir como combinacion lineal de los otros, es decir, si la ecuacién de la definicién
1.1.1.4 se cumple con «, # 0 entonces resolviendo la misma se tiene que

Ur = 611}1 + ...+ ﬁr—lvr—la
donde 3; = —a;/a,.

Definicién 1.1.1.5 Sea V un espacio vectorial, se dice que )V es de dimension finita si existe
un entero positivo n tal que V contiene un conjunto linealmente independiente de n vectores,
mientras que cualquier conjunto de n + 1 o mas vectores de V es linealmente dependiente.
se dice que n es la dimension de V y se escribe n =dim M. S1V no es de dimension finita,
entonces se dice que V es de dimension infinita.

Por definicién, ¥V = {0} es de dimensién finita y dim ¥V = 0. Ahora, si V es un espacio
vectorial, no necesariamente de dimensién finita, y B es un subconjunto de V linealmente
independiente con spanB = V), entonces B se llama base (o base de Hamel) para V. Por
lo tanto, si B es una base para V, entonces cada v € V diferente de cero tiene una tnica
representacion como una combinacion lineal de una cantidad finita de elementos de B con
escalares diferentes de cero como coeficientes.

Teorema 1.1.1.1 Sea V un espacio vectorial de dimension n. Entonces un subespacio propio
S de V tiene dimension menor que n.

Definicién 1.1.1.6 Sean Sy, Sy subespacios de un espacio vectorial V, la suma de S; y So
como el conjunto de todas las posibles sumas de vectores de Sy con vectores de Ss, esto es,

S1+ 5 :{l'—i—y; S Sl,ye SQ}
La suma se subespacios de un espacio vectorial es un subespacio también, ademas

dzm(51 + Sg) = dzmSl + dzmSg - dzm(51 N 52)

1.1.2. Transformaciones lineales

Para este tema se toma [18: 5, pag. 273-310], [14: 4, pag. 97] y [20: 2, pag. 82-90] como
referencias.

Definicién 1.1.2.1 Sean U y T espacios vectoriales sobre el mismo campo ¥, una transfor-
macion lineal de U en V' se define como una funcion lineal T : U — V. Esto es,

T(ax+y)=aT(x)+T(y),

para todo v,y €U y o € F.

Un operador lineal sobre U se define como una transformacion lineal de U en si mismo.
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Para cada par de espacios vectoriales U y V sobre F, el conjunto L(U,V) de todas las
transformaciones lineales de i/ a V' es un espacio vectorial sobre . Para cada transformacién
lineal 7' : U — V se define el kernel o espacio nulo como el conjunto de todos los vectores
de U tal que son enviados a través de T en el vector 0, dicho espacio se nota por ker(7),
ademads la imagen del subespacio U a través de T' se nota por Im(7T") que es tambien un
espacio vectorial.

Definicién 1.1.2.2 (Espacio dual) SeaV un espacio vectorial, el espacio vectorial L(V,R)
se llama espacio dual de V y se nota por V*.

Sie={e; i=1,...,n} es una base para V, es decir cualquier elemento de V es combinacién
lineal de estos elementos, entonces su base dual asociada (de V*) es e* = {e/; j = 1,...,n}

: 1 sii=j
‘] ) [p—
e'(e:) {0 sii# 7.

Se define también el operador lineal inverso T~! de la misma forma en que se definen las

es tal que

inversas de las funciones en calculo, se tiene que dicho operador inverso existe si el operador
T es inyectivo, en ese caso ker(T')= {0}.

Teorema 1.1.2.1 (Teorema de la dimensién) Sean U y V espacios vectoriales, sea T :
U — V una transformacion lineal, entonces,

dimV = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

1.1.3. Grupos y Semigrupos

Se mencionan algunas definiciones béasicas de la teoria elemental de grupos, las cuales son
retomadas de [21: 1-2, pag. 10-23].

Definicién 1.1.3.1 Una operacion binaria * en un conjunto, es una regla que le asigna a
cada par ordenado de elementos de un conjunto, algin elemento del conjunto, en esta seccion
se nota por a x b al elemento asignado al par (a,b).

La palabra ordenado es muy importante en esta definicion, pues da la posibilidad de que el
elemento asignado al par (a, b) pueda ser diferente al elemento asignado al par (b, a), también
se tiene cuidado en decir que al par ordenado se le asigna otro, ya que podria asignarse alguno
de los dos elementos operados.

Definicién 1.1.3.2 Un grupo (G,*) es un conjunto G junto con una operacion binaria
en G tal que satisface los siguientes axiomas para todo elemento a,b,c € G:

(1) (axb)xc=ax*(bxc),

(2) existe un elemento e € G tal que exx =x e =,
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(3) para cada a € G existe un elemento a € G tal que axa =a *a = e.

Proposicién 1.1.3.1 Si G es un grupo con una operacion binaria *, entonces las leyes de
cancelacion izquierda y derecha se cumplen en G, es decir, a xb = a * ¢ implica b = ¢ y
bxa=cx*a implica b= c para a,b,c € G.

Definicién 1.1.3.3 St H es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la operacion de
grupo de G y si H es él mismo un grupo bajo esta operacion inducida, entonces H es un
subgrupo de G.

Proposicién 1.1.3.2 Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si y solo si
(1) H es cerrado bajo la operacion binaria de G,

(2) la identidad e de G estd en H,

(3) para todos los a € H es cierto que a~' € H también.

Todos estos conceptos se utilizan de ahora en adelante con frecuencia, ademas de las defini-
ciones presentadas, se define semigrupo como un conjunto dotado con una operacién binaria
la cual culple los axiomas (1) y (2) de la definicién 1.1.3.2 pero no el axioma (3) de la misma
definicién.

1.1.4. Lema de Zorn

El lema de Zorn tiene grandes aplicaciones en las diferentes areas de las matematicas, casos
particulares son sus aplicaciones en los espacios vectoriales y las variedades diferenciables,

que son los dos temas para los cuales es de interés presentar dicho lema, para esto se toma
a [20: 4, pag. 210]

Definicién 1.1.4.1 Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto M en el que se
define un orden parcial, esto es, una relacion binaria que se escribe como < y satisface las
siguientes condiciones para todo a,b,c € M

(1) a < a,
(2) sia<byb<a, entonce a = Db,
(8) sia<byb<c, entoncesa < c.

La relaciéon de orden parcial en un conjunto no implica que se puedan comparar todos los
elementos de M dos a dos, para ello se define otro concepto. Un conjunto totalmente or-
denado o cadena es un conjunto parcialmente ordenado tal que cada dos elementos de ese
conjunto son comparables.



1.2 Preliminares en Geometria Diferencial y Topologia 9

Sea P(X) el conjunto de partes de un conjunto dado X y sea A < B dada por A C B, esto
es, A es un subconjunto de B, entonces P(X) es parcialmente ordenado.

Un elemento x de un conjunto parcialmente ordenado X es méaximal si para algin a € M,
r < a implica que x = a.

Lema 1.1.4.1 (de Zorn) Sea M # () un conjunto parcialmente ordenado. Suponga que
cada cadena C' C M tiene una cota superior respecto de la relacion <. Entonces M tiene
por lo menos un elemento mdzximal.

El lema de Zorn tiene una implicacién muy importante en los espacios vectoriales la cual se
establece a partir de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.4.1 Todo espacio vectorial V # {0} tiene una base de Hamel.

Para finalizar los preliminares en lagebra y analisis se presenta la definiciéon de convexidad.

1.1.5. Convexidad

prirmero de establece la definicién de convexidad sobre R™ y dicha definicién se extiende
a otros espacios de la misma manera o con el mismo principio, dicha extensién se hace en
capitulos posteriores de ser necesario.

Definicién 1.1.5.1 Un conjunto C' C R™ es convexo si para todo a,b € C' el segmento de
recta que une a con b estd totalmente contenido en C, es decir, para todo t € [0, 1],

(1—tha+tbeC.

La definiciéon de convexidad se puede extender a los espacios vectoriales y la definicion de
conjunto convexo alli es andloga a la definicién 1.1.5.1, ademas, un resultado importante y
utilizado mas adelante es que todo espacio vectorial es convexo.

1.2. Preliminares en Geometria Diferencial y Topologia

1.2.1. Variedades Diferenciables

A continuacién se enuncian conceptos y resultados basicos de la geometria diferencial de
variedades para presentar la costruccién de una estructura matematica basada en las varie-
dades diferenciales y aplicaciones entre ellas, los fibrados, para ello se toman a [1:2-3, pag.
51-175], [3: 1-3, pag. 5-120], [8: 1-3, pag. 2-27] y [11: 0, pag. 1-25] como referencias.

Definicién 1.2.1.1 Sea M C R". M se dice k—superficie reqular si para cada p € M,
existen abiertos V CR", U CR* (k< n) conp € V y funciones p : U =V N M tal que:
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(i) ¢ es diferenciable.
(ii) ¢ es un homeomorfismo.

iii) Para todo q € U, la diferencial dp, : RF — R™ es uno a uno.
(iit) q Pq

1 es un sistema de

La funciéon ¢ se llama parametrizacion, el homeomorfismo inverso ¢~
coordenadas locales en una vecindad de p. La vecindad V N M de p en M se llama vecindad

coordenada.

Proposicién 1.2.1.1 (Cambio de Pardmetros) Sea p un punto de una superficie reqular
M, ysean o : U CRF = M, ¢ : V C R¥ — M dos parametrizaciones de M tal que
p € pU)Ng(V)=W. Entonces el cambio de coordenadas h = p~tod: ¢~ (W) — o 1 (W)

es un difeomorfismo.

Definicién 1.2.1.2 Sea S una 2—superficie reqular y @ una parametrizacion de S en un
abierto U de S tal que o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), la funcién N : p(U) — R*® dada
por

Ou N Py
Np =7 \DP),
®) = 1o @

donde p € p(U), se llama aplicacion de Gauss.

Definicién 1.2.1.3 Sea M un espacio topologico. Un sistema de coordenadas locales o carta
local de dimension n en M es un homeomorfismo x : U C M — x(U) C R™.

Definicién 1.2.1.4 Sea M un espacio Topoldogico. Se dice que M es una Varidedad To-
pologica de dimension n, si M es un espacio de Hausdorff con base numerable y localmente
euclideo de dimension n, esto es, para cada p € M, existe una vecindad U de p y un sistema
de coordenadas locales de dimension n.

En la definicién 1.2.1.3 dado un sistema de coordenadas locales, se le denomina al abierto
U vecindad coordenada sobre un punto p € M, para cada p € U, z(p) = (z*(p), ..., 2"(p))
donde z' = z'(p) con ¢ = 1,...,n se llaman coordenadas del punto p € M en el sistema
x. El cambio de coordenadas en una variedad topdgica se define de igual manera que para
las superficies regulares, es decir, sip e UNVyax: U CM - Rey:V C M — R”
son sistemas de coordenadas, se tiene que el cambio de coordenadas esta dado por y oz~ :
z(UNV) = y(UNV). Al igual que en las superficies regulares, el cambio de coordenadas

1

yox~ " es un difeomorfismo.

Proposicion 1.2.1.2 Sea M wuna variedad topologica de dimension n. Entonces M es lo-
calmente compacto, localmente conexo y reqular.

Observacion 1.2.1.1 Todo subconjunto abierto de R™ es una variedad topoldgica de dimen-
sion n.
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Dada una funcion definida sobre un subconjunto X de R™ en un subconjunto Y de R",
f: X CR™ =Y CR" sedice que f es continuamente diferenciable de orden k£ con k € N
o simplemente de clase C*(X) si todas sus derivadas de orden menor o igual a k existen y
son continuas en p, para todo p € X. La funcién se dice de clase C*°(X), o funcién suave, si
existen todas las derivadas de todos los ordenes.

Por comodidad, de ahora en adelante cuando se haga referencia a una funcién f de clase
C*°(X) se escribird simplemente que f es de clase C'° y se asumird que es continuamente
diferenciable sobre su dominio.

Definicién 1.2.1.5 Sea M un espacio topolégico. Un atlas C*° de dimension n € N sobre
M es una coleccion A = {(Uy, o) }acr (I un conjunto de indices) de cartas, esto es, pares
de la forma (Uy, o) con Uy, C M abierto de M y x,, : Uy — 2,(U,) homeomorfismos sobre
un abierto x,(U,) de R", tal que:

(1) U, Ua =M.

(ii) Las cartas son C>°—compatibles, esto es, el cambio de coordenadas x, oxgl (a,5€1)
es diferenciable de clase C°.

Un atlas A es maximal si toda carta (U,, z,) de M que es C°°—compatible con cualquier
carta de A esta en A, es decir, es maximal con la relacién de orden dada por las contenencias,
asi, el lema de Zorn garantiza su existencia.

Proposicién 1.2.1.3 Sea M un espacio topdlogico y A un atlas C*° de dimension n € N
para M. Entonces existe un unico atlas mdzimal A’ para M que contiene a A.

Definicién 1.2.1.6 (Variedad Diferenciable) Una variedad diferenciable n—dimensional
(M, A) es un par formado por un espacio topologico Hausdorff con base numerable M y A
un atlas mazimal C* de dimension n sobre M. Se nota con M"™ o simplemente con M (si
la dimension no es relevante o es evidente) a la variedad diferenciable (M, A) de dimension
n.

Es decir, una variedad diferenciable n—dimensional es una variedad topologica dotada de
un atlas maximal C™° (que en ocasiones sera llamado estructura diferenciable C* o simple-
mente estructura diferenciable), por lo tanto, por la Proposicién 1.2.1.2 se tiene que M™ es
localmente compacto y localmente conexo (por lo tanto, paracompacto).

Observacién 1.2.1.2 Una estructura diferenciable en un conjunto M induce una topologia
natural en M. Basta con definir A C M como un conjunto abierto en M siy solo si z,(A N
z,'(Uy,)) es un conjunto abierto de R” para todo «, observe que esto se tiene gracias a la
maximalidad de la estructura diferenciable.
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Observacién 1.2.1.3 Se puede construir ahora el producto de dos variedades diferencia-
bles y verificar que es una variedad diferenciable, este resultado es de gran importancia
mas adelante y ain mas importante es tener presente la construccion de esta variedad, es
por eso que se presenta a continuacién. Sean M™ y N™ variedades diferenciables y sean
{(Ua, )}, {(Vs,ys)} estructuras diferenciables en M y N respectivamente. Considerando el
producto cartesiano M x N y la funcion

Za8(p, @) = (7a(p), y5(q)),

donde p € U, y q € V. Se probara que {(U, X Vj3,2,4)} es una estructura diferenciable en
M x N.

Ya que |J, Us = M y Uy Vs = N, entonces
JUa x Vs =M x N,
o,

con lo que se verifica la condicién (7) de la Definicién 1.2.1.5.

Sea (p,q) € M x N tal que
(p7 Q) S (Ua X V,B) N (U’y X ‘/:5)7
luego,
(20,8 © 255)(18) = za,8(25 (1), 55 ' (8)) = ((wa 0 237)(r), (ys 0 y5 ') (5)),
con r = xo(p) = 2,(p) v s = ys(q) = ys(q). Como z, ox;l eygoy; ' es diferenciable, se tiene

que Zap0 2, 5 también lo es, con lo cual se verifica la condicié (i) de la Definicién 1.2.1.5 y
esto finaliza la construccién.

Ya que M y N tienen estructura de variedad diferenciable y M x N esta dotado con una
estructura diferenciable, entonces M x N tiene estructura de variedad diferenciable de di-
mensién n +m debido a que z4 5 : Uy X V3 C M x N — R*»™

Definicién 1.2.1.7 Sean M y MJ* variedades diferenciables. Una funcion f : My — Mo
es diferenciable en p € My si dada una carta

IL‘QIVCMQ—)]Rm,

existe una carta
z:UCM — Rn,

en p, tal que f(U) € V y la funcién
zpo foxy'ixmy(UNFHV)) CR" — R™,

es diferenciable en x1(p). f es diferenciable en un conjunto abierto de My si es diferenciable
en todos los puntos del conjunto.
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Seap € U, C My x,(p) = (x,...,2"), entonces foux !(z!,...,2") € R se llama Expresién

en Coordenadas para f con respecto a la carta (Uy, z,) y se nota F(z!, ..., z").

La siguiente consideracién motiva la definicién 1.1.1.7. Sea « : (—€,e) — R™ una curva
diferenciable en R™, con a(0) = p. Se escribe

at) = (z1(t), ..., x,(t)),
cont € (—€,€) y (x1,...,2,) € R™. Entonces o (0) = (2,(0),...,z,(0)) = v € R*. Ahora sea

f una funcién diferenciable definida en una vecindad de p. Se escribe la restriccién de f a la
curva « y se expresa la derivada direccional con respecto al vector v € R" como

)

Ademas, la derivada direccional con respecto a v es un operador en funciones diferenciables

(foa dxl
z:al‘z(t =0) (Zx

que depende unicamente de v. Esta es la propiedad caracteristica que se usa para definir
vectores tangentes sobre una variedad diferenciable.

Definicién 1.2.1.8 Sea M"™ una variedad diferenciable. Una funcion diferenciable
a:(—ee€e) = M,

se llama curva diferenciable en M. Suponga que a(0) = p € M, y sea D el conjunto de
funciones en M que son diferenciables en p. El vector tangente a la curva o ent =0 es una
funcion o' (0) : D — R dada por

O/(O)f = —d(fdcg @) (t:O); feD.

Un vector tangente en p es el vector tangente ent = 0 de alguna curva o : (—e, €) — M con
a(0) = p.

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p es un espacio vectorial de dimension
n que se llama espacio tangente de M en p y se nota T,M. La eleccién de un sistema de

coordenadas x determina una base asociada { ai o (52) Y en T,M, donde (-2 ) es
z1 ) Oxn 0 ox; 0

el vector tangente en p de la curva coordenada z; — x~1(0, ..., 0, 7;,0, ..., 0).
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Proposicién 1.2.1.4 Sean M y M variedades diferenciables y sea f : My — My una
funcion diferenciable. Para cada p € My y cada v € T,M,, se elige una curva diferenciable
a: (=€ €) = My con a(0) = p, ' (0) = v. Tomando B = f o . La aplicacion df, : T,M; —
Tt My dada por df,(v) = B/(O) es una aplicacion lineal que no depende de la eleccion de .

Definicién 1.2.1.9 La aplicacion lineal df, definida en la proposicion 2.1.4 se llama la
diferencial de f en p.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién k finita, sea n € {1,....,k} y sea G,(V) el
conjunto de todos los subespacios de V de dimensién n. Se dota a G, (V) de una estructura
natural de variedad diferenciable (Ver [8: 1, pag. 9]), la variedad diferenciable resultante
se llama variedad Grassmaniana. Se muestra en el siguiente capitulo otra forma de ver las
variedades grassmanianas.

Otra variedad diferenciable es importante es el fibrado tangente que se define como la unién
de todos los espacios tangentes en la variedad, es decir, si M™ es una variedad diferenciable,

T™ = | J T,M,

peEM
T M es una variedad diferenciable de dimension 2n.
Definicién 1.2.1.10 Una particion de la unidad en M subordinada a un recubrimiento de

M es una coleccion {g;; i € I} de funciones de clase C* en M, donde @; : M — [0, 1], tal
que
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(a) para toda funcion p; - M — R de la coleccion, existe un abierto U del recubrimiento de
M que contiene al soporte de p;, donde el soporte de @; esta definido como la clausura
del conjunto A = p; (R —0).

(b) > icr0i(p) =1 para todo p € M.

Teorema 1.2.1.1 (Existencia de particién de la unidad) Sean M wuna variedad dife-
renciable y {U;; i € I} un cubrimiento abierto de M. Entonces existe una particion numera-
ble de la unidad {¢;; j =1,2,3,...} subordinada al recubrimiento {U;} con soporte compacto
para cada ;.

1.2.2. Inmersiones, encajes y subvariedades

Teniendo presente la definicion de diferencial dy de una funcién diferenciale ¢, se pueden in-
troducir algunas definiciones que clasifican funciones importantes entre variedades de acuerdo
a las caracteristicas de la diferencial, estas funciones se utilizan mas adelante para probar
resultados relevantes.

Definicién 1.2.2.1 Sean M™ y N™ variedades diferenciables. Una funcion diferenciable
p: M — N,

es una inmersion si do, : T,M — T, N es inyectiva para todo p € M, en tal caso, m < n.
Si adicionalmente, ¢ es un homeomorfismo sobre p(M) C N, donde (M) tiene la topologia
de subespacio inducida de N, se dice que ¢ es un encaje y por lo tanto m =n. St M C N
y la inclusion i : M — N es un encaje, se dice que M es una subvariedad encajada (o
simplemente una subvariedad) de N.

Proposicién 1.2.2.1 Sea ¢ : M{* — M3, m < n, una inmersion de la variedad diferen-
ciable My en la variedad diferenciable Msy. Para cada punto p € M, existe una vecindad
V C M de p tal que la restriccion ¢ : V. — My es un encaje.

Definicién 1.2.2.2 Sean M™ y N™ variedades diferenciables. Una funcion diferenciable
w: M — N,

es una submersion st dy, : T,M — T, N es sobreyectiva para todo p € M, en tal caso,
n<m.

1.2.3. Campos Vectoriales

Definicién 1.2.3.1 Un Campo Vectorial X sobre una variedad diferenciable M™ es una
correspondencia que asocia a cada punto p € M un vector X(p) € T,M. En términos de
funciones, X es una funcion de M en el fibrado tangente TM, tal que X(p) € T,M. El
campo es diferenciable si la funcion X es diferenciable.



16 1 Preliminares

Considerando un sistema de coordenadas locales  : U C M — R"™, se escribe

X, = X(p) :praxi.

=1

Esta claro que X es diferenciable si y solo si las funciones x' son diferenciables para cualquier
carta. Ademas,

n
XP(f) - izlxpaxi7
donde f : M; — R es una funcién diferenciable de la variedad diferenciable M7* a Ry F es la
expresion en coordenadas para f en el sistema de coordenadas locales x. De hecho, esta idea
de vector como derivada direccional fue precisamente lo que se usé para definir la nocién de
vector tangente.

1.2.4. Grupos de Lie

Para esta seccién se toma como referencia a [3: 3, pag. 82], se evidencia la importancia de la
nocién de grupos de Lie para el presente trabajo, en el desarrollo de los capitulos posteriores,
donde la accién del grupo Gl(n,R) es fundamental.

Definicién 1.2.4.1 Un Grupo de Lie G es una variedad diferenciable que también estd
dotada de una estructura de grupo, tal que la aplicacion 0 : GxG — G dada por 0(a,b) = ab™!
es diferenciable de clase C* para todo par de elementos a,b € G.

En principio los grupos de Lie representan los movimientos rigidos del plano, el grupo de
Lie Gl(n,R) de todas las transformaciones lineales, evidencia esto y en este trabajo repre-
senta movimientos rigidos de espacios vectoriales de dimensién finita sobre una variedad
diferenciable que intuitivamente es la unién de dichos espacios al igual que en el fibrado
tangente.

1.2.5. Accion de grupos de Lie

Definicién 1.2.5.1 Se dice que un grupo de Lie G actia (por la izquierda), sobre una
variedad diferenciable M si existe una aplicacion diferenciable

0:GxM— M,

que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para el elemento neutro e € G y cualquier p € M

O(e,p) =p
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(ii) Para cualquier par de elementos a,b € G yp € M

6(a. 0(b, p)) = O(ab, ).
A una variedad en la que actia por izquierda el grupo de Lie G se le llama G-variedad.

Asi como en las variedades diferenciables definidas en la seccién 2.1 se define cuando una apli-
cacion es diferenciable, a continuacion se define una aplicacion deferenciable entre variedades
en las cuales actia un grupo de Lie.

Definicién 1.2.5.2 Se dice que la aplicacion ¢ : M — N entre G-variedades es G-diferenciable,
si es diferenciable y el siguiente diagrama conmuta

01
(9.p) € GXx M ———=0,(9,p) =gpe M

(1d,¢)l lqﬁ

(9,6(p)) € G x N —2¢(gp) = go(p) € N

es decir, poby = Oy0(1d, ¢) y se dice que es un G-difeomorfismo si ademds es difeomorfismo.

Para cada g € GG se consideran los difeomorfismos
bg:pe M — gpe M,

donde M es una variedad diferenciable. El conjunto de todos los difeomorfismos sobre M
tiene estructura de grupo, dicho grupo se neta de ahora en adelante por Dif f(M)

Definicién 1.2.5.3 Se dice que una accion es fiel ¢ efectiva si es inyectiva la aplicacion
geG—0,e Dif f(M).

En cuyo caso se tiene que, para todo p € M, gp = p si y solo si g = e. Se puede considerar
que G es un subgrupo de Dif f(M).

1.3. Preliminares en Topologia Algebraica

1.3.1. Homotopia

A continuacion se presentan algunos conceptos y resultados basicos de homotpia de aplica-
ciones continuas sobre espacios topolégicos, se toman como principales referencias a [2: 9,
pag. 365-375], [5: 13, pag. 117-122] y [22: 1, pag. 10-22], en estd seccién se da por hecho
que el lector estd familiarizado con conceptos de la topologia general como arco-conexidad y
grupo fundamental, entre otros, de no ser asi, se sugiere seguir la recomendaciéon que se da
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al inicio del capitulo y tomar [2] como referencia.

Se introduce el tema de homotopia con el fin de aplicar las siguientes definiciones y resultados
a algunas aplicaciones continuas sobre variedades diferenciables, esto se hace en el capitulo 2
y posteriormente esta teoria se utiliza como parte fundamental para el desarrollo del objetivo
del trabajo que se lleva a cabo en el capitulo 3.

Definicién 1.3.1.1 Se dice que dos aplicaciones continuas fo, f1 : X — Y son homotopicas
si existe una aplicacion continua F: X x I =Y, con I =10,1], tal que F(x,0) = fo(x) y

Fa,1) = fi(z).

La aplicacién F' se llama una homotopia entre fy vy fi. Se escribe fy ~ f1 0 F : fy ~ f;. Para
cada t € |o, 1], se denota a F(z,t) por f;(x) : X — Y es una aplicacién continua. Se define
ahora un concepto mas general de homotopia, el de homotopia relatica a un subconjunto A,
en la que se requiere que la homotopia no mueva nungin punto de A.

Definicién 1.3.1.2 Sea A un subconjunto de X y sean fy y f1 dos aplicaciones continuas
de X enY. Se dice que fy y fi son homotdpicas relativamente a A si existe una homotopia
F: X x1I—Y entre fo y f1 tal que para todo a € A, F(a,t) no dependa de t; en otras
palabras, F(a,t) = fo(a) para todo a € A y todo t € I.

La homotopia F' se llama entonces una homotopia relativa a A y se escribe fo ~.qa fi.
Notese que si A = (), una homotopia relativa a A simplemente es una homotopia, la relacién
”homdtopa relativa a A.* una relacién de equivalencia, eso es lo que se enuncia en la siguiente
proposicion, su prueba se puede ver en alguno de los textos citados para la presente seccion.

Proposicion 1.3.1.1 Las relaciones ~ y ~,.qa definidas en el conjunto de aplicaciones
continuas de X en'Y son relaciones de equivalencia.

Definicién 1.3.1.3 Si f y g son dos caminos que aplican el intervalo [0,1] en X, se dice
que son homotopicas por caminos si tienen el mismo punto inicial xog y el mismo punto final
x1 Y St existe una aplicacion continua

F (0,1 % [0,1] = X,
tal que:

= F(s,0) = f(s) y F(s,1) = g(s),

« F(0,t) =z y F(1,t) = 1,

para cada s € [0,1] y cada t € [0,1]. La aplicacion F recibe el nombre de homotopia de
caminos entre f y g. St f es homotdpica por caminos a g, se escribe f ~, g.
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La relaciéon ~,, es también una relacién de equivalencia. Ahora se utiliza el concepto de apli-
caciones homotdpicas para establecer una relacion de equivalencia entre espacios topologicos,
que es una relacién mucho mas fuerte y 1til.

Definicién 1.3.1.4 Se dice que dos espacios X e Y son del mismo tipo de homotopia si
existen aplicaciones continuas f : X — Y, g: Y — X tales que

gf ~ [dX

fg~ Idy

Las aplicaciones f y g se dice que son equivalencias homotépicas, ademéds X e Y son ho-
motopicamente equivalentes. Dos espacios homeomorfos son del mismo tipo de homotopia,
claramente, si X e Y son homeomorfos, existe f : X — Y un homeomorfismo, es decir, f es
una aplicacién continua y f~! que es también continua, donde es evidente que ff~! ~ Idx
y ademés f1f ~ IdY.

Definicién 1.3.1.5 Se dice que un espacio X es contrdctil si es homotdpicamente equiva-
lente a un punto.

La definicién anterior se debe tener presente, pues gracias a ella se desarrollan una serie
de ejemplos en el capitulo 3, una implicacién que da esta definicion es que todo espacio X
convexo es contractil, basta con tomar la aplicacion

H:X x[0,1] = X,

dada por H(z,t) = (1 — t)z + tp, la cual es una homotopia entre Idx y la aplicacién
constante c,, que lleva todo punto de X al punto p. Por lo tanto, todo espacio vectorial es
homotépicamente equivalente a un punto. Retomando la definicién 1.3.1.3 se establece una
operacion entre caminos.

Definicién 1.3.1.6 Si f es un camino en X de o a x1 y g es un camino en X de x1 a xo,
se define el producto fx g de f y g como el camino h dado por la aplicacion

B f(2s)  sise|0,1/2]
h(s) = { g(2s —1) sise[1/2,1].

La operacion * induce una operacién bien definida sobre las clases de homotopia de caminos

dada por [f]  [g] = [f * ¢].
Proposicién 1.3.1.2 La operacion * satisface las siguientes propiedades:

(1) Es asociativa: Si [f]* ([g] * [h]) estd bien definida, también lo estd ([f]* [g]) * [h] y son
1quales.
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(2) Neutro a izquierda y a derecha: Dado x € X se denota por e, al camino constante
e; : [0,1] = X que lleva todo punto del intervalo [0,1] al punto x. Si f es un camino
en X desde xy hasta x1, entonces se cumple que

[f] % lea] = [f]

lea] * [f] = [f].

(3) Inverso: Dado el camino f en X desde xy hasta x1. sea f el camino definido por
f(s) = f(1 —5), el cual se conoce como inverso de f. Entonces se cumple que

1 [f] = [ea]

1 U] = lex]-

La proposiciéon anterior implica que la operacion * cunple las propiedades de la definicion
1.1.3.2 y por lo tanto se puede pensar en una estructura de grupo sobre las clases de homo-
topia por caminos, ese resultado es enunciado en la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1.7 Sea X un espacio topologico y sea xq un punto de X. Un camino en X
que comienza en xqo Yy acaba en xy se denomina lazo basado en xqy. El conjunto de las clase
de homotopia de caminos asociados a lazos basados en xy con la operacion x, se denomina
grupo fundamental de X relativo al punto base xo y se denota por m (X, xg).

Sobre este tema hay una gran cantidad de teoria sin embargo el estudio de los grupos
fundamentales es un estudio que se hace independiente para cada espacio topoldgico, ya que
no es sencillo de calcular, algunos ejemplos que se tienen y de los cuales se hace uso en el
capitulo 3 son el grupo fundamental de R™ el cual corresponde con un grupo trivial, es decir,
m1 (R, zg) = 0 para todo punto zy € R™ y el grupo fundamental del espacio proyectivo RP"
es un grupo de orden 2 para n > 2, por lo tanto es isomorfo a Z, y el grupo fundamental de
RP?! es el grupo trivial.



2 Generalidades de Fibrados y
Propiedades Homotoépicas de los
Fibrados Vectoriales

En este capitulo se establecen notaciones, definiciones y resultados elementales con el fin
de facilitar la comprencion del capitulo cuarto, respecto a los fibrados vectoriales y una
clasificacién para los mismos (la cual en esencia es una construcciéon que permite el estudio
de teorias mas complejas como por ejemplo, la K-teoria, la Cohomologia y otros estudios en
el campo del andlisis aplicado, entre otras), a partir del teorema de equivalencia homotépica
que es uno de los resultados importantes del presente trabajo.

2.1. Introduccion a los Fibrados

Los fibrados son estructuras muy usadas dentro del estudio avanzado de la geometria dife-
rencial y otros campos como la Topologia diferencial, el interés primordial dentro de este
trabajo es la estructura de fibrados vectoriales sobre variedades diferenciables, para los cua-
les se hace una construcciéon a partir de funciones homotépicas de clase C'*°, este término
no debe ser inquietante, ya que unicamente hace referencia a las aplicaciones homotépicas
dadas en la definicién 1.3.1 sumando la hipétesis de que estas sean de clase C*°.

En principio se presentan definiciones y resultados sobre Fibrados, Fibrados Vectoriales y
grupos de Lie asociados a los mismo, para ello se hace una recopilaciéon sobre esta teora
presentada en [7; 1, pag. 1-12] y se detalla en las secciénes 2.1 y 2.2

Definicién 2.1.1 Un fibrado consiste de:

» Tres variedades:
e F, conocida como el espacio total del fibrado
e M, conocida como el espacio base del fibrado
e F, conocida como la fibra estandar del fibrado.

» Una funcion sobreyectiva C*
m:E— M,
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conocida como proyeccion.

s Un cubrimiento abierto p de M y para todo U C p una funcion C'*

o:m N (U)—=F

tal que la funcion

(m,0) ;7 (U) = U X F
es un difeomorfismo.

La funcién (, ) se llama una carta del fibrado en E sobre U y ¢ se llama la parte principal
de la carta del fibrado, al fibrado de denota en ocasiones como la terna (E,x, M).

Definicién 2.1.2 Para todo p € M, el subconjunto E, := n~'(p) del espacio total E de un
fibrado sobre M es llamada la fibra de w sobre p; la proyeccion © se llama comunmente una
fibracion de E.

Un Fibrado es localmente una variedad producto; una carta del fibrado en E sobre U C M,
exhibe esta propiedad al inducir una estructura de producto local en E sobre un subconjunto
abierto en M, a dicha propiedad se denomina propiedad de trivialidad local, la cual se
entiende mejor gracias a la definicién 2.2.3.1 dada en la seccion 2.2.

Ejemplo 2.1.1 (Fibrado de lineas universales sobre un espacio proyectivo) Sean [F
que denota uno de los campos R 6 C, y n € N fijo. El espacio proyectivo FP™ de dimensién
n sobre F es el conjunto F**1 — {0} médulo la relacién de equivalencia ~ tal que u ~ v sf y
sélo si existe ¢ € F — {0} tal que u = cv, FP" tiene estructura de variedad diferenciable. Se
denota la proyeccién de F**1 — {0} a FP™ por por 7

T(Ugy oy Up) 1= [0, oy U] = {(V, ..oy vp) € F™ —{0}; (ug, ..., up) = c(vo, ..., vp) }.
Para j =0, ...,n, se define una carta z; : FP" — F" en el conjunto abierto
U; = {n(ug, ..., u,) € FP"; u; # 0},

por

Uo up Uy
Zjo’/T(UO,...,Un): Ty ey
Uj U Uj

donde "indica una entrada que se elimina. Las cartas (z;,U;) genera una estructura de clase

C* en FP", la diferenciabilidad de la funcién de transicién de la carta z; a la carta z; esta
dada por: si w € z,(U; NU) C F™,

Wj+1
1
wy

Z; 0 zk_l(w) =

1 —— .
(wl,...,ij,...,wk,l,wkﬂ,...,wn) s1 7 < k
(Wi, ooy Wiy L, Wie1, ooy Wy, oy wy) 81 g >k,
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los denominadores no son cero ya que w € z,(U;), ademés la funcién es continuamente dife-
renciable.

Tomando el fibrado dado por F"*! — {0} como espacio total sobre FP™ con fibra estandar
F —{0}. Se define ¢; : 71 (U;) — F — {0} por ¥;(vy, ..., v,) := v;; las funciones (r, ;) serdn
cartas del fibrado, lo cual se verifica en el ejemplo 2.1.1.1 al mirar la diferenciabilidad de
las funciones de transicién descritas en la definicién 2.1.3. Dicho fibrado se llama fibrado de

lineas universales sobre un espacio proyectivo y se nota de ahora en adelante por v} a este
fibrado cuando F = R.

Ejemplo 2.1.2 (La banda de Mébius) El circulo S* se puede construir tomando R mo-
dulo la relacién de equivalencia ~ tal que para x,y € R, x ~ y si y solo si para cada n € Z,
y = = + 2mn entonces se define [z] € R/ ~ por

] ={y € R; y=u1x+2mn},



24 2 Generalidades de Fibrados y Propiedades Homotépicas de los Fibrados Vectoriales

@ &
T 2

La relacién ~ define una relacién de equivalencia ~ en R x (—1,1) por
(2,1) ~ (& + 2mn, (~1)"),
para todo n € Z, luego R x (—1,1)/ ~ es la banda de M&bius.

Se define I : E — S! por I[x, t|~ := [x]., donde las llaves denotan las clases de equivalencia.
Las cartas del fibrado (II,v) y (I, ¢) estan definidas en F por ¢ : E — (—1,1) dada por

Yz, t)le =1, |z| <m,

y ¢: E — (—1,1) dada por

(0,—1)
Ejemplo 2.1.3 (Fibrado tangente) Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y

sea TM = {(p,v);p € M,v € T,M}, el cual se define en el primer capitulo como la unién
de todos los espacios tangente a la variedad en cada punto de la misma. se le proporciona
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al conjunto T'M una estructura diferenciable (de dimensién 2n); con tal estructura T'M se
llama fibrado tangente de M.

Sea {(U,,z,)} una estructura diferenciable en M, (z),...,z") denota las coordenadas de
24(Uy) en el sistema x, y {%, s %} la base asociada al espacio tangente de U,. Para
cada « se define

Yo : TM — x,(U,) x R",
por
y0l<p7 U) = (xa(p)7 ULy eey un) = (xfl;g<p)7 ) LUZ(p), ULy eeey un)a
donde (u1,...,u,) € R™ con u; (1 <1i < n) el i-esimo coeficiente de la combinacién lineal en

2]

. n
la base para T,M, es decir, v =), _, Uk Gk -

Ahora se prueba que {(Va,yq)} es una estructura diferenciable en T'M, donde
Vo = y;I(xa(Ua x R")),

es un abierto de T'M debido a que y, es un homeomorfismo. Ya que |J, Uy, = M y
(dzy)g(R") = Tpo1 (g M, q € 24(Ua), se tiene

Uva=T7M,

con lo que se verifica la condicién (i) de la Definicién 1.2.1.5.

Sea (p,v) € TM, tal que
(p,v) € Vo N V5.

Entonces,
(p,v) = (23 (da), d23 " (va)) = (25" (g5), dag ' (vg)),

donde q, € 1,(Uy), qs € ©3(Us), va, v € R™. Por lo tanto,

Yo © Yy ' (a8, v8) = Ya(25" (g8), dz5" (vg)) = (wa 0 5")(g5), (0 © 757) (v5)).

1 1

Ya que z, 0 x5 es diferenciable, d(xy 0 xgl) también lo es. Se sigue que y, oy, es dife-
renciable, con lo cual se verifica la condicién (ii) de la Definicién 1.2.1.5 y por lo tanto el

fibrado tangente T'M es una variedad diferenciable.

El nombre de fibrado tangente a T'M se le otorga ya que este tiene estructura de fibrado sobre
la variedad diferenciable M donde la proyecciéon w : TM — M esta dada por w(p,v) = p
para todo (p,v) € T'M. Las cartas del fibrado TM estan dadas entonces de la siguiente
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1

oy ) Uy — R™ en M, se le asocia una carta del fibrado

manera, dada una carta z, = (z
tangente en 7~ 1(U,) que estd inducida por la funcién tangente de z,:

Tax = (Tq 0w, dxy) : T(U,) — z(Uy) x R* C R*™,

dada por Zu.(p,v) = (x4 o w(p,v),dzk(p,v),...,dz"(p,v)), donde (p,v) € T(U,), ast Tas €8
justamente la funcién y, ya definida en la estructura de T'M y reemplazandola por

(m,dz) : T(Uy) = Uy x R”,

se obtiene una carta para el fibrado tangente.

T™ T,M ~[R"
A
m(p,v) P
M ] / ~_ |

Otro fibrado que es de gran importancia en el desarrollo de este trabajo es el fibrado pullback
o fibrado inducido que se presenta como ejemplo a continuacion.

Ejemplo 2.1.4 (Fibrado pullback) Sea (E, 7, M) un fibrado con fibra estandar Iy sea
f N — M una funcién de clase C'*°, los fibrados sobre N estan inducidos por los fibrados
sobre M. Se define el fibrado pullback 6 inducido como:

fE={(p,e) e NxE; f(p)=m(e)}

con proyeccion Pri|pp @ f*E — N tal que Pri(p,e) = p, que nota simplemente por Pr.

Similarmente se denota la restriccion de Pry a f*E por Pry la fibra de f*E en p € N es:

(fE)p =A{p} x 7' (f(p)) = {p} x Esp),

la cual es difeomorfa a Eyy bajo Pry, en efecto, tanto la proyeccién Pry como su inversa,
que en este caso es la inclusién que toma a un punto v € Ejq, y le hace corresponder el
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punto (p,v) € (f*E),, son diferenciables ya que Ey(,) es difeomorfa a la fibra estandar F,
asi la fibra estandar de f*E es F.

FE R

N—L o

Sea (7, 1) una carta una carta del fibrado en E sobre un conjunto abierto U C M; una carta
del fibrado en f*E sobre f~1(U) es la funcién (Pry, o Pry). El fibrado f*E se llama el
pullback de E por la funcién f.

Proposicion 2.1.1 La proyeccion w : E — M de un fibrado es una submersion, esto es,
para todo punto & € E la funcion tangente inducida

Tele + B — My

es sobreyectiva.

Ademds para todo p € M la fibra E, = 7 (p) en E sobre p es una subvariedad encajada
difeomorfa a la fibra estandar F' del fibrado.

Demostracién. Sea (7, ) una carta del fibrado en E sobre un abierto U en M para todo
(p,v) € U X F, Pri.|(p,v) envia (U X F)q.) sobre M, = U,, asi que Pr, es una submer-
sién de U x F sobre U. Ya que (7, ¢), envia T(7~'(U)) difeomorficamente sobre T(U x F),
. = Pri. o (7, ). es sobreyectiva en cada & € 7~ 1(U); Luego 7 es una submersién.

Por el teorema de la funcién implicita, toda fibra de 7 es naturalmente una subvariedad en-
cajada de E. Para todo p € U, (7, ) envia E, difeomorficamente en la subvariedad encajada
px Fde U x F'y Pry es un difeomorfismo de esta en F. [

Sea Dif f(F') que denota el grupo de difeomorfismos de F' con la composicién. Si se tiene que
(7, ¢) y (7, ¢) son cartas del fibrado de E sobre los abiertos U y V en M respectivamente. Las
restricciones de (7, ) y (7, ¢) a 71 (UNV) son cartas del fibrado en E. Para todo p € UNV/,
¢y ¢ envian la fibra E, difeomorficamente a F'; luego, ¢ o (¢|g,) " es un difeomorfismo de
F'; el resultado es una funcion

fo :UNV = Dif f(F)

p—¢o(dlg,)"

fo.¢ satisface las relaciones:

¥ = (f%¢ © 7T)'¢7



28 2 Generalidades de Fibrados y Propiedades Homotépicas de los Fibrados Vectoriales

f;,(lzs(p> = f¢>,tp(p)7

donde . denota la accién de Dif f(F') en F. Ademés, si (m,n) es una carta del fibrado en E
sobre W en M con U NV NW no vacia, entonces,

f<p,¢(p> = fcp,n(p)-fn,¢(p)

Definicién 2.1.3 Dadas las cartas del fibrado (w, ) y (w, ¢) sobre los conjuntos abiertos U
yVen M conUNV # 0, la funcion fuu : UNV — Dif f(F') se llama funcion de transicion

de ¢ a p.

2.1.1. Grupos de estructura

Definicién 2.1.1.1 Un grupo de Lie G se dice que es un grupo de transformacion de Lie en
la variedad F' si se da una accion a izquierda de G en F', es decir, una funcion o : GXF — F
de clase C* tal que

a(gh, §) = a(g, a(h,§))

ale,§) =& EFR,
para todo g,h € G, tal accion o puede ser interpretada como un homomorfismo de G a

Dif f(F): Para todo g € G, oy es el elemento de Dif f(F) tal que o,& :== a(g, &) para todo
el

Definicién 2.1.1.2 Sea G un grupo de Lie actuando en F a la izquierda. Las cartas del
fibrado (7, ) y (w,v) en E sobre U y'V en M respectivamente, se dice que son G-compatibles
siUNV =0, 0s5iUNV #0 y existe la funcion h de UNV a G tal que f,4(p) = angp €
Diff(F), para todop € UNV.

En este caso se identifica f,, con h y se considera f,, como una funciéon de U NV a G;
esto rinde la identidad f, 4 (p).§6 = a(f,4(p),&), donde « es la accién de G en F.

Definicién 2.1.1.3 Sea G un grupo de Lie. Se dice que un fibrado (E,m, M) es un fibrado
con estructura de grupo G si G es un grupo de transformacion de Lie en F', y si se dd un
atlas del fibrado A en E tal que cualquier par de cartas del fibrado en A son G-compatibles.
Una carta del fibrado es admisible como una carta del fibrado en el fibrado E con estructura
de grupo G si y solo si, esta es G-compatible con cada elemento del atlas del G-fibrado dado.

Aunque se hace referencia a G como el grupo de estructura del fibrado, se debe enfatizar que
G no es la unica opcién posible de grupo de estructura. Es claro que tomando H como un
grupo de Lie que actia trivialmente sobre F', el grupo de Lie G x H es entonces un grupo
de estructura para F, ademads, en ocasiones un subgrupo de GG puede actuar como grupo de
estructura de F, de la misma manera en la que GG se presenta como un homomorfismo a un
subgrupo de los difeomorfismos de F.
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Ejemplo 2.1.1.1 (Fibrado de lineas universales sobre un espacio proyectivo) En el
ejemplo 2.1.1, sea p € U; N Uy, j # k, y v € 7 (p); por la definicién de Uy, vy, # 0. Ahora,

para todo ¢ € F — {0}, 9, ;}1@)(0) = (i) v ya que

-1 c CUp CUk—1 CUk+1 CUp,
wkowklﬂ-—l(p)(c) :wk ((—) ’U) :wk (—,..., ,C, ’_,_,—> =c,
Uk (3 (o Vg Vg

por lo tanto, las funciones de transicién estan dadas por:

f?/)jﬂbk (p).c - 7vbj o 77bk ;}1(1,)(0)

por lo tanto, fy, 4, (p) es un difeomorfismo de F — {0}; ademds, la funcién de cambio de
coordenadas (7,1);) o (m, 1) "' que actia en (p,c) € (U; N Ux) x (F — {0}) de la siguiente
manera,

(m,95) © (m,98) " (P €) = (1s fuya(P) ),
es un difeomorfismo de (U; N Uy) x (F — {0}). Asi la funcién (r,1);) determina una estruc-
tura diferenciable sobre F — {0}. Ya que cada funcién de transicién fy, 4, (p) envia U; N Uy
diferenciablemente a GL(1,F), la estructura de grupo del fibrado es GL(1,F).

Ejemplo 2.1.1.2 (La banda de Mdgbius) Sean (I1,4) y (II, ¢) las cartas del fibrado ex-
puestas en el ejemplo 2.1.2, y sea [x] € S, con 0 < z < T,

—T 0 ™ 29
O o) O O O
T
e @ ©
0 T e

=@
Nu)



30 2 Generalidades de Fibrados y Propiedades Homotopicas de los Fibrados Vectoriales

para todo t € (—1,1),

foo([z])t =1 0o oy (t) = lz, 8] = —t

Jew([2]) .t = oy (t) = glz, —t] = t = Id(_1,y

Por lo tanto el grupo de estructura del fibrado es Zs que es el inico grupo de orden dos.

2.2. Fibrados Vectoriales

En el ejemplo 2.1.3 se organiza la estructura del fibrado tangente, se puede ver como este
simplemente asocia a cada punto p de la variedad M un espacio vectorial, que en este
caso es el espacio tangente a la variedad sobre p y se define el fibrado como la unién de
todos ellos, donde cada fibra es un espacio tangente, es decir, cada fibra es isomorfa a un
espacio vectorial, generalizando el concepto de fibrado tangente tomando en cada punto de
la variedad un espacio vectorial no necesariamente el espacio tangente, se obtiene el concepto
de fibrado vectorial que se presenta a continuacion.

Definicién 2.2.1 Sea T uno de los campos R 6 C, y sea V' un espacio vectorial m-dimensional
sobre F. Un fibrado E sobre M con fibra estandar V se llama fibrado F-vectorial si toda fibra
de E estd dotada con una estructura de espacio vectorial sobre F, y si se da un atlas fibrado
A, (atlas fibrado vectorial), tal que toda carta del fibrado en A es lineal en cada fibra: si
(m, ) : mHU) — U x V pertenece a A, entonces la funcion ¢|g, : E, — V debe ser un
1somorfismo de espacios vectoriales, para todo p € U.

La siguiente definicién es muy relevante en este estudio, ya que a partir de ella se procede
a caracterizar (construir) los fibrados vectoriales respecto a clases de isomorfismos entre

fibrados.

Definicién 2.2.2 Si g : My — My es C y si (E;,mj, M;) es un fibrado vectorial sobre
F, 5 = 1,2. Entonces una aplicacion C* f : Ey — Ey es un homomorfismo de fibrados
vectoriales a lo largo de g simyo f = gom y si para cada p € My, f envia Ey|, linealmente
a Eslgpy- Si f envia E|, isomorficamente a Eslyqy, para todo p € My, f es un isomorfismo
a lo largo de g.

2.2.1. Grupos de Lie asociados

La primera aproximacion a una caracterizacion para los fibrados vectoriales surge de la
caracteristica de su grupo de Lie asociado, asi, la siguiente proposicién enuncia y describe
cuando un fibrado es vectorial, sin embargo esta no proporciona una manera eficiente de
encontrarlos o definir propiedades sobre ellos.
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Proposicién 2.2.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre F. Un fibrado E sobre M con fibra
estandar V es un fibrado F-vectorial si y solo si E admite a GI(V) como grupo de estruc-
tura, donde GU(V) es el grupo de todas las transformaciones lineales invertibles del espacio
vectorial.

Demostracién. Sean (7, ) y (7, 1) cartas del fibrado admisibles sobre los conjuntos abier-
tos Uy V en M. fijandop e UNV. Paratodo £, 0 e VyceT,

fou-(c€ +08) = p ol .(c& +0)
= p(c¥]5,€ +P|50)
= c(po[5)(€) + (pot[5)(d)
= cfou(p)-£ + fou(p)-0.

Asi que f,,, actia linealmente en V; como f es invertible, esta en GI(V).

Una base {e;} para V fija un isomorfismo de un grupo de Lie (que es un difeomorfismo por
definicién. Ver [3: pag 89]) de GI(V) a Gl(m,F); si {w'} es la base dual para V*, entonces

con esta identificacién,

fow(p) = [w' oo (m,9)7 (p,e;)] € Gl(m,F),

donde (m,¢) ™t : UxV — 7 1(U), tal que sip € U C M, entonces (7,v) *(p,e;) = w|]§i(ej).
Asi, f, . es una matriz de funciones en U NV y es por lo tanto una funciéon C* de UNV a
Gl(m,TF).

Ahora, para p € U se define una estructura de espacio vectorial en E, por
cu+v = (m, ) Hey(n) + ¥(v)); c€F,u,v e E,

Por definicién, ¢ envia E, isomorficamente a V. Si p € U NV, entonces ¢ es ademés un
isomorfismo de E, a V ya que f,,(p) € GI(V); asi la estructura de espacio vectorial de E,
estd bien definida. [

Ejemplo 2.2.1 (Fibrado Tangente) Retomando el ejemplo 2.1.3, dadas las cartas x, y
x sobre p € M el valor en p de la funcién de transicion de x4, a zg, €s

ot
; ] (p),
Ouwg | ..
0<i,j<n

que es la matriz Jacobiana usual de z, y g en p, por lo tanto f,, ., es una funcién dife-

feaws = dTo 0 (dxﬁ\Mp)_l = [

renciable de una vecindad de p a GL(n,R), entonces, como grupo de estructura de TM se
puede elegir GL(n,R) y en consecuencia el fibrado tangente es un fibrado vectorial.
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El fibrado de lineas universales sobre un espacio proyectivo es entonces un fibrado vectorial ya
que tiene como grupo de estructura a GL(1,F) como se muestra en el ejemplo 2.1.1.1, ademds
también el fibrado inducido f*FE sobre un fibrado vectorial (E,w, M) para una funcién f :
N — M es un fibrado vectorial, esto se prueba en la proposicion 2.3.1 y es un resultado
esencial para todo el trabajo a partir de esta.

2.2.2. Fibrado vectorial trivial

Definicién 2.2.2.1 (Fibrado trivial) FEl producto M x N de variedades M y N es natu-
ralmente el espacio total del fibrado (M x N, Pri, M) con fibra estandar N. El grupo trivial
G = {Idn} se puede elegir como grupo de estructura, entonces el fibrado se llama trivial.
Una carta del fibrado sobre un fibrado arbitrario, trivializa el fibrado localmente; en general,
no hay trivializacion local natural.

Definicién 2.2.2.2 (Fibrado vectorial trivial) FEl fibrado vectorial E = M x V sobre el
espacio base M con la proyeccion Pry, dada por:

Pry: E — M; Pri(p,v) = p,
para todo p € M, donde las fibras

E, = Pri'(p) ={p} x V.

E se llama Fibrado Vectorial Trivial, se omite en la notacion escribir el espacio base y la
proyeccion ya que son evidentes, los fibrados vectoriales se notan por €, donde n representa
la dimension del espacio vectorial V.

La condicién de trivialidad local estd dada por h, : Pr=(U,) — U, x V.

2.2.3. Secciones del Fibrado Vectorial

La definicion de seccién sobre fibrados vectoriales se presenta a continuacion ya que es de
gran interés en el estudio y aun mas, en la aplicaciones que se hacen sobre los fibrados
vectoriales, en Fisica por ejemplo el estudio sobre los campos vectoriales es constante y a
travéz de las secciones se generaliza el concepto de campo vectorial, extendiéndolo sobre
variedades diferenciables, los conceptos y propiedades enunciados aqui sobre secciones de
fibrados vectoriales se retoman de [7: pag. 31], [9: pag. 101] y [17: pag. 207].

Definicién 2.2.3.1 Una seccién de un fibrado vectorial (E,m, M), es una funcion de clase
C>™ s: M — E que satisface mo s = Id; dicho de otra manera s(p) € 7 (p), la fibra sobre
p, parap € M.
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En particular, las secciones del fibrado tangente sobre una variedad M, no son mas que los
campos vectoriales sobre la variedad, esto ya que toda funcién continua s : M — TM es
un campo vectorial ya que s(p) € 7 !(p) = T,M y si se tiene un campo vectorial X, X es
continuo y ademds asocia a cada punto p € M el vector X (p) € T,M, por lo tanto X es
una seccién. Ya que los fibrados vectoriales son una generalizacion del fibrado tangente, las
secciones de los fibrados vectoriales son una generalizacién de los campos vectoriales.

.M M
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Definicién 2.2.3.2 Una seccion local de un fibrado vectorial (E, 7, M), es una funcion de
clase C* h : U — E tal que wo h(p) = p, para todo p € U, es decir una eleccion continua
de un vector en cualquier fibra.

Un subconjunto importante del espacio total E es el subespacio E, que se denomina el espacio
nulo de F, que consta de todos los elementos e € E nulos en sus respectivas fibras.

Definicién 2.2.3.3 Una seccion se denomina nula si s es una funcion de clase C*° de E

al espacio nulo E, ésto es, una seccion nula, es la union de los vectores nulos en todas las
fibras.

Proposicién 2.2.3.1 Toda seccion s de un fibrado vectorial trivial €, tiene la forma

s(p) = (p,w(p)),

donde w : M — V es una funcion univocamente definida para s.
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Demostraciéon. Sea s : M — M x V una seccién del fibrado vectorial trivial €, sea p € M,
entonces s(p) € Pry'(p),

Pritc M — M xV,

asi, Pri* := (Idy, W) donde W : M — V.

Por lo tanto, Pr; ! (p) = (p, W(p)), ya que s(p) € Pri*(p), s(p) = (p,w(p)) donde w : M — V
y ademds w(p) € W (p), por lo tanto, w es una funcién dnivocamente definida para s. Ahora,
si s(p) = (s,w(p)) donde w : M — V es una funcién continua, entonces s : M — M x V es
una funcién continua y ademas, para todo p € M

(Pryos)(p) = Pri(s(p)) = Pri(p,w(p)) = p,

por lo tanto,
Prios=1dy.

Asi, s es una seccion del fibrado vectorial trivial e,,. |

NOTA: Al conjunto formado por todas las secciones de un fibrado vectorial (E,w, M), se
denota por I'(E).

Ejemplo 2.2.3.1 (Seccién inducida por una carta del fibrado vectorial) Sean (E,m, M)
un fibrado vectorial con fibra estandar V y (7, ¢) una carta del fibrado en E sobre el abierto
U C M, la carta determina un isomorfismo

90|E; Y = By,
para cada p € U. Sea {e;} una base fija para el espacio vectorial V), entonces {gp];;;(ej)} es
una base para E,, se define
Ujlp = (Plgi?

ya que la carta de un fibrado es un difeomorfismo, cada ¥, es una funcién de clase C*°,
ademas,

mo W;l,(p) = 7o ¢l (p)
= m(u)

b,

conu € E,. Asi moW;|, = Idy, por lo tanto U, |, es una secciéon de E sobre U, es decir una
seccién local de E.
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2.2.4. El fibrado universal

Para definir el fibrado universal, primero se introduce la nocién de Grassmaniano infinito G,,
que es la unién de las variedades Grassmanianas G, (R*) formado por todos los planos n-
dimensionales en R que pasan por el origen. Es decir, RP™ es un caso particular de G, (R¥)
cuando n =1y kK = m + 1, para esta seccién se cita a [8: 1 pag. 9 ],[9: pag. 102] y [10: pag.
31-33] como referencias.

Se define el espacio vectorial
R*> = {(z1,x2, ..., Tp, ...); ; # 0, para un numero finito de indices}

donde el punto (z1,...,z,) € R" es visto como (z1,...,2,,0,...) € R>®, asi R" C R*>. El
grassmaniano infinito se define como sigue:

G, = G,(R*) = {B; B es un subespacio n-dimensional de R*}

Luego, se define

E,(R¥) = {(B,v) € G,(R*) x R*;v € B}

se mira que las inclusiones R* C R¥*! C ... inducen las inclusiones G,(R*) C G, (RF*1) C ...
y estas a su vez inducen las inclusiones E,(R¥) C E,(R¥") C ... Asi, se puede definir

G, = G,(R*) =, G,(R") y E, = E,(R*) = |, E,(R¥), que se llama fibrado universal.

NOTA: Con la ayuda de las contenencias, se puede definir una topologia sobre G,, tomando
la inclusién i : R¥ — R*> que induce una aplicacién I : G(R*) — G,,, asf un conjunto A € G,,
es abierto si y sélo sf A N G(RF) es abierto en G(R¥), para todo k; andlogamente de define
una topologia para E,,.

Observacién 2.2.4.1 Existe otra manera de definir el grassmaniano infinito utilizando una
relacion de equivalencia que identifica las n—tuplas de vectores linealmente independientes
de R* para ello se define el espacio:

(R*)™ = {(u1, ..., up); u; € R* son linealmente independientes}.

Sobre éste conjunto se define una relacién de equivalencia como sigue, (uy, ..., ) ~ (v, ..., Up)
si y s6lo si existe una matriz no singular (a;;),x, tal que,

(W1 eey Un) = (@ij)xn (V15 -, Un),

al ocurrir esto, (uy,...,u,) es combinacién lineal de los vectores (vy,...,v,), generando el
mismo espacio, asi los planos generados son los mismos. Si se toma el cociente R*)"/ ~ se
identifica a un plano como una clase de equivalencia en el espacio cociente, por lo tanto,

Gn = (R®)"/ ~.
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De esta manera, se evidencia que las variedades Grassmanianas son una generalizacion de el
espacio proyectivo real y por lo tanto la prueba de que es variedad diferenciable es similar a
la de RP™ desarrollada en el ejemplo 2.1.1, asi pues, el Grassmaniano infinito es una gene-
ralizacién de RP°, el cual es la union de todos los espacios proyectivos reales de dimensién
finita.

Proposicién 2.2.1 E,(R¥) es un fibrado vectorial sobre G,,(R¥) con proyeccion w(B,v) = B
para cada k < 00.

Demostracién. Se tiene que G, (R¥) es una variedad diferenciable, ademas, E,(R*) es va-
riedad diferenciable ya que el espacio esta dado localmente como el producto

Gn(RF) x R*,

donde R* también es una variedad diferenciable.

La aplicacién 7 : E,(R*) — G,(R*) es sobreyectiva ya que w(B,v) = Pri(B,v) la proyec-
cién canodnica. Adicionalmente, cada fibra es un espacio vectorial real de dimensién finita,
es decir, identificable con R¥, en el caso para el cual k = 0o, R® es un espacio vectorial por
como se construye, en consecuencia, Pry : G, (R¥) x R¥ — R* hace que la aplicacién (7, Prs)
sea naturalmente un difeomorfismo, con lo cual (E,, (R¥), 7, G,,(R")) es un fibrado vectorial. B

El fibrado (E,(R*), 7, G, (R*)) nota por 47 y el fibrado universal (E,, 7, G,) por y".

2.3. Propiedades Homotdépicas

En esta seccién se pretende hacer un estudio de la aplicacion de las funciones homotépicas
en los fibrados vectoriales, mas especificamente se pretende aplicar el pullback de funciones
homotdpicas entre espacios base de fibrados vectoriales con el fin de obtener resultados que
permitan la demostracion del teorema de equivalencia homotdpica que se presenta al final de
este capitulo, el cual permite identificar fibrados vectoriales sobre una variedad N a partir de
los fibrados vectoriales de una variedad M y funciones homotépicas de clase C*> de N en M,
para esto, se toma a [7: pag. 14-15], [10: pag. 38-41],[12: pag. 75-80] y [13: pag. 18-19] como
referencias. Para comenzar, es necesario presentar un resultado que indica que el pullback
de un fibrado vectorial £ sobre M de una funciéon h : N — M de clase C*° es un fibrado
vectorial isomorfo a E sobre N a lo largo de h.

Proposicion 2.3.1 Sean M y N variedades diferenciables y sea h : N — M una funcion de
clase C*. S§i E es un fibrado vectorial sobre M, entonces h*E es un fibrado vectorial sobre
N el cual es isomorfo a E a lo largo de h. Ademds, h*E es unico salvo isomorfismos, es
decir, un fibrado vectorial Fy sobre N es isomorfo a h*E si y solo si este es isomorfo a E a
lo largo de h.



2.3 Propiedades Homotépicas 37

Demostracién Sea p € N; la fibra en h*E en p es {p} x Ej ), esto es canénicamente un
espacio vectorial isomorfo a Ej,, por Pry.

Si (7, ¢) es una carta del fibrado vectorial en E sobre U C M entonces (Pry, ¢ o Pry) es una
carta del fibrado vectorial en h*E sobre h=1(U). La proyeccién Pry es un isomorfismo a lo
largo de h ya que, si £ = (h(p),v) € Epp), con v € V, (p,&) € h*Ep, entonces,

(m o Pry)(p,§) = n(§) = h(p),

ademas,

(hO Prl)(pa f) = h(p)7
asi,
7TOPT'2 = hOP?“l

y como ya se dijo, Pry es un isomorfismo en cada fibra, por lo tanto, h*FE es un fibrado
vectorial sobre N el cual es isomorfo a E a lo largo de h. Se prueba ahora la unicidad.

Sea E; un fibrado vectorial sobre N tal que f : E — h*E es un isomorfismo, sea (my,)
una carta del fibrado vectorial en E; sobre Uy C N, luego my = Prio f y ademds para todo
r € N, f envia Ey, isomorficamente a {x} X Ey) ¥y

7roP7’2:hoP7“1,
entonces,
hom =hoPriof=(hoPr)of=moPryof,

es decir,
hom =moPryo f.

Ademads como Pry envia a {x} x E}(») isomorficamente en L)), entonces Proo f envia Ey,
en Ej(,) isomorficamente, por lo tanto Pry o f es un isomorfismo a lo largo de h.

A la inversa, si F; es isomorfo a E a lo largo de h, rog = hom donde g : £y — E es un
isomorfismo, y como h*FE es isomorfo a F a lo largo de h, asi

mo Pry=ho Pry,
luego,
m=hoPrioPry*

reemplazando,
hoPrioPrytog=hom,

en consecuencia,
—1
PriyoPry og=m.
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Adicionalmente, es claro que Pry Lo g envia E;, isomorficamente en {x} X Eh(a), para todo
r € N, ya que tanto g como Pry son isomorfismos. Entonces, Pry ' o g es un isomorfismo de
E, a h*E, con lo cual se concluye la demostracion. [

Corolario 2.3.1 Sean M, N, Z variedades diferenciables, y sean f : M — N, h: N — Z
funciones de clase C*®. Si E es un fibrado vectorial sobre Z entonces (ho f)*E y f*(h*E)
son fibrados vectoriales isomorfos sobre M.

Demostracién. (ho f)*E y f*(h*E) son isomorfos a E por la definicién de pullback, so-
lo se debe probar que f*(h*E) es isomorfo a lo largo de h o f, lo cual se deduce también

de la definicién de pullback, por lo tanto, aplicando la proposiciéon 2.3.1 se deduce que
(ho f)*E = f*(h*E). |

Ahora se hace un estudio del pullback a lo largo de funciones homotépicas, es decir, si se
tiene una homotopia F': N x[0,1] — M y F un fibrado vectorial sobre M se pueden deducir
algunas propiedades importantes respecto a los cambios continuamente diferenciables de
funciones homotdépicas, es necesario hacer enfasis en que no basta la continuidad, para poder
conservar propiedades topoldgicas, algebraicas y la estructura diferenciable, es necesario que
los cambios continuos sean también diferenciables, y este hecho se tiene como hipdtesis en
la teoria que sigue.

Proposicién 2.3.2 Sea E un fibrado vectorial sobre una variedad diferenciable M y
F: N x[0,1] = M de clase C*°, Entonces F*E|yyu = FfE x {t}

Demostraciéon. Sea F un fibrado vectorial sobre M y sea N una variedad diferenciable, sea
t € R fijo, luego N x {t}, es también una variedad diferenciable ya que es difeomorfa a N,
ahora se toma la restriccion de F' a N x {t}, asi

F|N><{t} N x {t} — M,
tal que para todo (p,t) € N x {t}, F|nx(p,t) = F(p,t) = Fi(p) donde F, : N — M.

Luego por la proposicién 2.3.1, F\jVX{t}E = [*E|nxuy = E alo largo de F|yyqy. Ademas
FYE = FE a lo largo de Fi, ya que FYE es un fibrado vectorial sobre N, se tiene que
F}E x {t} es un fibrado vectorial sobre N x {t} isomorfo a F;F a lo largo de Pry, la fibra
{p} X E|pp) x {t} en el punto (p,t) € N x {t} es canénicamente un espacio vectorial isomorfo
a la fibra {p} x E|p,p sobre el punto p € N por la proyeccion Proy; definida como sigue:

Proy, : F{E x {t} — F}E,
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tal que Proyi({p} X E|g@p) x {t}) = {p} X E|rp) y Priom = Pryo Proy.

FEx{ty-2% _pp_ " .p

Pr1l LPrl WL
T Fy

N x {t} N M

Puesto que F(p,t) = F,(p), sobre N x {t}, F' se puede ver como F; o m y por lo tanto,
F}E x {t} es isomorfo a E a lo largo de F|yyy, en efecto, el isomorfismo en cada fibra se
tiene puesto que Proy; y Prs son isomorfismos de espacio vectorial en cada fibra, ademas,

F|nxgy o Pry = F,om o Pry = F,o Pryo Proy,
asociando y aplicando que F'E = E a lo largo de [},
F|nxqy 0 Pry = (Fy 0 Pry) o Proy; = (w0 Pry) o Proy,

por lo tanto,
Flnxgy o Pry=mo (Pryo Proy).

En conclusién, como F;'E x {t} y F*E|yx son isomorfos a E a lo largo de F|y 4, por la
proposicién 2.3.1, F*E|nyy = FFE x {t}. |

Ya con el resultado establecido en la proposiciéon que se acaba de demostrar, se procede a
presentar un teorema de gran importancia el cual da paso a una caracterizaciéon para los
fibrados vectoriales que se desarrolla en el siguiente capitulo. El teorema es conocido con
el nombre de Teorema de equivalencia homotdpica, en este caso, particularizado para
fibrados vectoriales sobre variedades diferenciables.

El teorema establece que si se tiene un fibrado E sobre una variedad diferenciable M, y
ademas dos funciones de una variedad N en M de clase C™° homotodpicas, los fibrados vec-
toriales sobre N dados por el pullback a lo largo de cada una de las funciones son isomorfos.

Teorema 2.3.1 (Equivalencia Homotépica) Sea N una variedad diferenciable y (E,m, M)
un fibrado vectorial. Si f,g : N — M son funciones de clase C'*° y homotopicas entonces,
f*E =~ g*E.

Demostracién. Sea F' : N x [0,1] — M de clase C* tal que F(p,0) = F,(p) = f(p) y
F(p,1) = Fi(p) = g(p), para todo p € N. Sea E un fibrado vectorial sobre M, luego, como

f,g son de clase C'*™°, por la proposicién 2.3.1 f*E y g*F son fibrados vectoriales sobre N
isomorfos a F a lo largo de f y de g respectivamente.

Ya que f = Fy, f*E = F{E y por lo hecho en la demostracién de la proposicién 2.3.2, se
tiene que FyE = FfE x {0} de igual manera, para g = Iy, g*E = FYE = FYE x {1}.
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Luego, nuevamente de la proposicion 2.3.2, se llega a que,

FJE X {0} = F*E‘Nx{o}a

Fl*E X {1} = F*E‘Nx{l},

por lo tanto, se define la funcién h : F*E|yxq0y = F*E|nxf) como h = Pritoiom o Pry.

F*E|nx oy

F*E|nxny
Prq le

N x {0} 2 N—5 N x {1}

Sea {(p,0)} X Ep(y0) una fibra en F*E|yy 0y sobre N x {0}, luego,

h({(p,0)} x Epe) = Pri'oiom o Pri({(p,0)} x Erppp)
= Pri'oiom(p,0)
= Pr{toi(p)
= Pri'(p,1)
={(p, D} % Epg,),

es decir, h envia isomorficamente una fibra en F*E|y. (o} en una fibra en F*E|y, ) ya que
por la proposicién 2.3.1 F*E|nxoy ¥ F*E|nxq1} son isomorfos a E a lo largo de Fnxo} ¥
F|nx {1y respectivamente, ademas,

h:PrfloiomoPrl,

por lo tanto,
Prioh=1i0om o Pry,

esto implica que, F*E|nxoy = F*E|yx {1}, entonces, FfE = FY'E, y por la caracterizacién
de F' como una homotopia entre f, g se concluye que f*E = g*FE. |

El teorema de equivalencia homotdpica permite dar una caracterizaciéon para los fibrados
vectoriales sobre variedades homotdpicamente equivalentes lo cual se muestra en el siguiente
capitulo, ademas, permite deducir que la transicién en los fibrados vectoriales sobre una va-
riedad a lo largo de funciones homotodpas es una transicién isomorfa, es decir, dados el fibrado
vectorial (E, 7, M), la variedad diferenciable N y las funciones f,g : N — M de clase C*
sobre N homotodpicas, asi como el fibrado inducido f*E es isomorfo al fibrado inducido g*F
también Fy' E' = F; E para todo ty,ty € [0, 1] y la homotopia [ entre f y g.
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En este capitulo se hace la construccién de los fibrados verticales para introducir una ope-
racién entre fibrados vectoriales (Suma Whitney), posterior a esto se describe el conjunto
de clases de isomorfismos de fibrados vectoriales sobre una variedad diferenciable M notado
por V(M) todo ello con el fin de realizar la demostracién de una serie de proposiciones y
teoremas que dan como resultado la particularizacion de la clasificacion de los fibrados vecto-
riales propuesta por Allen Hactcher en [13: 1, pag. 18-30] y descrita por Rubén Burga en [10:
3-4, pag. 49-62] a una clasificacién de los fibrados vectoriales sobre variedades diferenciables,
dicha clasificacién induce una construccién de fibrados vectoriales de cualquier dimension
sobre una variedad diferenciable a partir de las clases de funciones homotépicas de clase C'*°
de la variedad M en el el espacio base del fibrado universal.

Aunque para esta construccién por el momento no se encuentran grandes aplicaciones practi-
cas ya que en ocasiones es complejo describir las clases de homotopia para asi describir todos
los fibrados vectoriales posibles, las aplicaciones tedricas son extremadamente importantes,
se mencionan algunas al final de este capitulo y en las conclusiones.

3.1. Fibrado Vertical

Las definiciones y proposiciones en las secciénes 3.1 y 3.2 fueron reconstruidas o basadas en
las dadas en la seccién de El Fibrado Vertical en [7: 1, pag. 17-20] y son utilizadas con el
propésito de completar una buena construccién de los fibrados vectoriales, ya que la cons-
truccién de fibrados verticales no es mas que la construccion de un fibrado vectorial sobre
un fibrado (F,m, M) cualquiera, ademds, la suma Whitney de dos fibrados vectoriales es
nuevamente un fibrado vectorial, por lo tanto define nuevos fibrados vectoriales sobre un
mismo espacio base.

Sea (E,m, M) un fibrado, si p € M, entonces E, es la fibra 77!(p) C E, mientras que si
§ € E, entonces E¢ es el espacio tangente en &, es decir,

Ee = T:E
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Proposicién 3.1.1 Sea (E,m, M) un fibrado con fibra estandar F; fijando p € M. El con-
jgunto N == FE,, y seai: N — E la inclusion. Para todo £ € N,

ix(Ne) = Ker[mie) : Eiey = My = 7, i) (0p) C Eige),

donde 0, € M, es el vector cero sobre p en M,.

Sip: N — F es un difeomorfismo y si x es una carta en un abierto U en F', entonces para
todo £ € oY (U), dx o p.|¢ envia N¢ isomorficamente a R™, m := dimF.

Demostracién. Para toda curva A : [—t,t] — E, de clase C* en N, para todo r € [—t,1],
existe e, = (p,v,) € E, tal que

moioAr)=moi(e) =m(e) = p,

entonces ™o o A\ es constante.

Asi que tomando la funcién tangente de la composicién anterior,
Tei A(0) = 0,,

por lo tanto,
ix(Ne) C .l (0p),

pero, por el teorema de la dimension,
dim(w*[é)(op)) = dimE — dimM = dimF = dimNg,

asi que i, (Ng) = 7T*|Z(§1) (0p), ya que i.|¢ es no singular.
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Ahora si x es una carta sobre un abierto U en F, x = (z',...,2™) : U — R™, se construye

entonces el fibrado tangente T'U sobre U donde la carta estd inducida por la funcién tangente
de z, es decir, x, definida de la siguiente manera,

r, = (zom dr): TU = z(U) x R™ C R*™ = TR™,

donde 7 es la proyeccién de TU sobre U C F y z.(u) = (z o w(u), dz*(u), ..., dz™(u)) para
todo u € TU, entonces de la definicién de z, se tiene que dz = Pry o x, que es la parte
principal de la carta del fibrado tangente, es decir, envia cada fibra T, U isomorficamente a
R™.

Sea & € o 1(U), se define también
pele : TeN = T U,

como @.le(v) = (¢ o Pri(v),de(v)), para todo v € TeN, como ¢ es un difeomorfismo en
cada fibra, se tiene que ¢.|¢ envia TeN = N, isomorficamente en T,U y por lo tanto
dz o @.|¢ : Ne = R™ es un isomorfismo. [ |

De ahora en adelante se va a suprimir la inclusion ¢ y simplemente se va a escribir
-1
(Ep)e = 7T*|§ (0,) C E.

A partir de la proposicion anterior se da la definicién de fibrado vertical, el cual es una clase
de fibrado vectorial de importancia por sus propiedades y relacién con la suma Whitney.

Definicién 3.1.1 Sea (E, 7, M) un fibrado con dimF = m. FEl fibrado vertical en E es el
fibrado vectorial real con espacio total

VE :=7.10) = | Ker[m|e : Ee = M) CTE
(eE

Observacién 3.1.1
KGT[’]T*|§ . Ef — Mﬂ(g):p] C Eg C Tng,

luego,
U Ker[m,|¢] C TE.

(el

Se denota la proyeccion por
vy :VE — E.

El atlas del fibrado en VE consiste de las cartas del fibrado vectorial de la forma
(v, dz o p,) : my (m H(U) N ' (W) = (' (U) N (W) x R™,

donde (7, ) es una carta del fibrado en E sobre U en M y z es una carta sobre W en F.
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Ejemplo 3.1.1 (Fibrado vertical de la banda de Md&bius) En el ejemplo 2.1.2 se rea-
liza la construccion de un fibrado formado por la 1—esfera como espacio base y la banda de
Mobius como espacio total, dicho fibrado no es vectorial ya que su grupo de estructura no
coincide con un grupo de Lie, sin embargo al construir el fibrado vertical sobre la banda de
Mobius este si resulta siendo vectorial, en efecto, la proyeccion

7:E— S
estd dada por 7[z,t] = [z], la funcién tangente
7T*|[z,t] : E[x,t} — 5[133}7

donde 7| ([, t],v) = ([z],v") para algtin vector v sobre el punto [z,], tangente a la curva
dada por la relacién de equivalencia para la circunferencia en cada t fijo, donde v" es la
proyeccién del vector v sobre el punto [z]

?T'|[J‘,‘J]

Luego, Ker{m|z4} = 7| (0jz]) = Oz, t] = ([, t],0), donde 0 es el vector cero sobre [z, t],
asi

VE = | Ker{m|uy}=E x {0},

[z tleE

que es un fibrado vectorial trivial sobre F ya que {0} es subespacio vectorial en R™.

Proposicién 3.1.2 Si f*E es el pullback de un fibrado E sobre M a lo largo de una funcion
C>® f: N — M, entonces el fibrado vectorial V f*E y PryVE son isomorfos.
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Demostracion. Basta con probar que V f*E es isomorfo a VE a lo largo de la aplicacién
Pry: f*E — F,
Tf*E = {(u.v) € TN x TE; f.(u) = m.(v)},

va que, f*E = {(p,§) € N x E; f(p) =7({)}.

Por lo tanto si (u,v) € Tf*E, Pri.(u,v) = u es cero si y solo si v € VE. La aplicacién
(u,v) — v es un isomorfismo de Vf*E a VE a lo largo de Prs. |

Respecto del fibrado vertical hay toda una teoria y se pueden presentar resultados interesan-
tes, sin embargo no es el objetivo que se precisa ahora, puede resultar de interés para realizar
un trabajo respecto a las propiedades del mismo para ello se pueden apreciar algunas de sus
propiedades en [7: 1, pag. 18],

3.2. Suma Whitney

La suma Whitney es una operacién cerrada entre fibrados vectoriales sobre el mismo espacio
base, es decir la suma de dos fibrados vectoriales es nuevamente un fibrado vectorial, para
poder definirla se utiliza la funcién de encaje diagonal

A:M— Mx M,

dada por A(p) = (p,p), para todo p € M.

Definicién 3.2.1 Sean E, y E5 fibrados vectoriales sobre M. La suma Whitney es el fibrado
pullback o fibrado inducido Ey ® Ey := A*(Ey x Ey) — M que estd definido por

A*(Ey x Ey) :={(p,e1,e2) € M X (Ey X Ey); m(e1) = ma(e2)}
del fibrado producto (Ey X Ey,m X 7o, M x M
Asi, la suma Whitney se puede ver como el fibrado vectorial definido por:
Ey @ Ey :={(e1,e2) € By X Ey; mi(e1) = maea)},
donde 7 y w9 son las proyecciones de los fibrados E; y Es respectivamente, con proyeccion
mw B D By — M,

dada por my (e, e2) = mi(e1) = ma(es), ademads, la fibra sobre p € M esta dada por la suma
directa entre espacios vectoriales, es decir,
(Bx® Ba)p = (p) x 75 ' (p)

= {(e1, €2); m(e1) = ma(e2) = p}
= FE1, ® Ey,.
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El cual se nota por (E; @ Es,mw, M), al decir que la suma Whitney también se puede
ver como este fibrado, es sencillamente porque evidentemente son isomorfos, basta tomar la
proyeccion Pry : (Ey @ Eo, mw, M) — A*(E; X E5) la cual es un isomorfismo. Sin embargo
este apunte Unicamente ofrece otra visién u otra forma de construir la suma Whitney ya que
en algunas ocasiones es necesario conservar la estructura de pullback de la cual se extraen
muy buenas propiedades.

Ejemplo 3.2.1 (Suma de Fibrados Triviales) Una de las consecuencias de la suma Whit-
ney es, si €, y €, son fibrados vectoriales triviales, entonces ¢, @ €,, es un fibrado vectorial
trivial, puesto que existe el isomorfismo:

O €n D €y — €k,

dado por ¢((z,v), (x,w)) = (x,v + w), donde v + w € V¥ con k = n + m.

Proposicién 3.2.1 Si (E, 7, M) es un fibrado vectorial, el fibrado vectorial compuesto m*E
sobre M es un fibrado vectorial isomorfo a la suma Whitney E & E

Demostraciéon. Por la definicién de fibrado, la proyeccién 7 es de clase C'™ sobre E, luego
se define el pullback a lo largo de 7 sobre E' como

mE={(¢.¢§) € EXE; m(¢) =m(&)},

ademas,

E®E=A(Ex B) = {(p.C.) € M x (E x E); w(¢) = ()}

Tomando la funcién proyeccion

NI:E®FE — n*,

dada por I(p, (, &) = (¢, €), luego, para p € M cualquiera, si 7(¢) = 7(§) = p,

(p, ¢, &) € {p} X B, x By = {p} X (B X E)a@p)=@pp) = {P} X 7T_1<p) X 7T_1<p),
lo envia en
(€. &) € {¢} X Er¢)=p=r(e)

y como II es una funcién biyectiva, II envia isomorficamente cada fibra sobre F & F en una
fibra sobre 7*E, también,

]dMOPTI(p’C7§) =P

mo Pryoll(p,¢,§) =m Pri(¢,§) = m(¢) = p
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Con lo cual E @ E y n*E visto como fibrado vectorial sobre M son isomorfos. [

Ejemplo 3.2.2 (Suma de fibrado normal y tangente) Para presentar este ejemplo pri-
mero se define el fibrado normal sobre una variedad diferenciable M encajada en R™. se define
el conjunto

E ={(z,v) € M x R"; tal que v es perpendicular a T, M},

por otro lado se define la aplicaciéon 7 : E — M por, w(x,v) = x, de esta definicién se sigue
que
7 (z) = {(x,v) € M x R"; donde v es perpendicular a T, M}.

Hay que notar que se esta asumiendo que cada fibra sobre x € M esta naturalmente incrus-
tada en R™. Sean e¢; = (z,v1), €3 = (x,v;) € E, se define una operacién en 7! de la siguiente
manera,

ter +eq = (93,15111 + Uz),

de esta manera el espacio E, = 7 !(x) es un espacio vectorial, la condicién de trivialidad
local esta dada por h, : 7= 1(U,) — U, x R se puede obtener por la proyeccién ortogonal de
las fibras m~!(y) sobre 7~!(x) para y € U,.

Ahora sea f: M — R™ un encaje y sea E el fibrado normal sobre M del encaje f, asi

TM®E ={(p,¢,§) € M x (TM x E); mr(¢) =np(§) = p},

es decir, ( = (p,u) € M x T,M y £ = (p,v) € M x R", donde v es perpendicular a T,M,
por lo tanto
TM & E ={(p,u,v) € M x T,M x E,},

va que T,M y E, son espacios vectoriales de dimensién n los dos, TM & E = M x R*" =
f*T(R™), como T(R™) es canénicamente isomorfo a R™ x R™ gracias a la definicién del fibrado
tangente, asi T'(R") es trivial, y el pullback de un fibrado trivial es trivial (ver ejemplo 3.2.3),
entonces T'M & E es un fibrado trivial sobre M.
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Proposicién 3.2.2 Sean E; y E, fibrados vectoriales sobre N y
f:M — N,

una aplicacion de clase C*°, entonces f*(Ey @ Ey) = f*(Ey) & f*(E»)

Demostraciéon. Se define la suma Whitney de pullbacks por:

FE® [ E = {((p,e1): (p,€2)) € [T EL X [Es)}

para todo p € M, se prueba ahora que f*E; @ f*Ey y E1 & Fy son isomorfos. Tomando una
fibra en f*E; & f*FE5 sobre p € M, esta esta dada por

{p} x Evp) © {p} X By = {p} x w0 (f(2) x {p} > 73 ' (£(p))

el cual es un espacio vectorial isomorfo a Ey () @ Esy(y), isomorfismo dado por la funcién
Pry x Pry, ademas,

(mw) o (Pry x Pra)((p,e1), (p,e2)) = (mw)(e1, e2) = f(p)
= fo Priw((p,e1), (p, €2)).

Asi se muestra que f*FE; @ f*F5 es isomorfo a E; @ Es a lo largo de f y por la proposicién
3.3.1 se tiene que f*(Ey @& E) = f*(Ey) & f*(E») [

Ejemplo 3.2.3 Retomando el ejemplo 3.2.1, sean €, y €, fibrados vectoriales triviales sobre
la variedad diferenciable M y sea f : N — M una funcién de clase C*°,

fren = {(pa e) € N X €; f(p) = W(e)}7

asf, e = (f(p),v) con v € V", cada fibra en f*¢, estd dada por {p} x €, , como ¢, es trivial,

{p} < €n,,, = 0} x {f(P)} x V") = {p} x V",

por lo tanto, f*e, es un fibrado vectorial trivial sobre N de dimensién n, notado por €,
analogamente, f*¢,, describe un fibrado vectorial trivial de dimensién m sobre N notado por
er,. La notacién para los fibrados vectoriales triviales sobre N se hace de esa manera para
hacer énfasis en que provienen del pullback de una funcién

Por el ejemplo 3.2.1, € @ €, es un fibrado vectorial trivial de dimensiéon k& = n +m y
€n D €, = €, por lo hecho para f*e,, se tiene que f*e; es un fibrado vectorial trivial de
dimensién k por lo tanto,

J(€n @ em) = [ (en) ® [ (em)-
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3.3. El Semigrupo V(M)

En la seccion 2.2 del capitulo 2 se introduce el concepto de fibrado vectorial y de isomorfismo
entre fibrados vectoriales, ahora, utilizando estas definiciones, se presenta la definicién de
una estructura sobre los fibrados vectoriales, la cual agrupa a todos los fibrados vectoriales
E sobre una variedad diferenciable M en clases de equivalencia definidas por la relacién =
(ser isomorfo a) como sigue

[E] := {F fibrado vectorial sobre M; F = E},

la ralacion = es una relacién de equivalencia debido a la proposicion 2.3.1, la clase de los
fibrados vectoriales triviales €, = M x V se denota por [¢,] donde n es la dimensién del
espacio vectorial V.

Definicién 3.3.1 Sea M una variedad diferenciable y sea E un fibrado vectorial sobre M
cualquiera, se define el conjunto de todas las clases de isomorfismos [E| de fibrados vectoriales
sobre M, como:

V(M) :={[E]; E fibrado vectorial sobre M}.

Generalmente el conjunto V(M) es muy complicado de calcular, atin cuando el espacio base
sea de una dimension pequena, por lo que se hace necesaria la ayuda de otros resultados
como el teorema de equivalencia homotopica presentado al final del capitulo anterior, es més,
para dicho teorema es hasta en esta seccion donde se presentan ejemplos en los cuales es
usado. Ahora se muestra un ejemplo donde se calcula el conjunto V(M).

Ejemplo 3.3.1 Sea {p} un conjunto determinado solo por un punto, {p} no es necesaria-
mente una variedad diferenciable, sin embargo en este trabajo {p} es la tinica excepcin que
se hace respecto al espacio base posible para un fibrado, es decir, se construyen fibrados vec-
toriales sobre {p} a pesar de que los fibrados aqui desarrollados tienen como particularidad
que el espacio base es una variedad diferenciable.

por la condicién de trivialidad que debe tener un fibrado, se tiene que sobre {p} los tini-
cos fibrados vectoriales posibles son los triviales, asi, {p} X V es un fibrado sobre {p} con
proyeccion

m:A{p} xV = {p},
dada por 7(p,v) = p, para todo v € V, la carta del fibrado en : {p} x V se completa con la
proyeccion

Pry :{p} xV =YV,
dada por Pry(p,v) = v, para todo v € V. Ahora,

V({{p}) = {[E]; E fibrado vectorial sobre M} = {{p} x V"; n € N},

por lo tanto, V({p}) es un conjunto que coincide con los naturales.
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Proposicién 3.3.1 Sean M una variedad diferenciable y V(M) el el conjunto de las clases
de isomorfismos de fibrados vectoriales sobre M. Entonces, dotando a V(M) de la ope-
racion suma Whitney este conjunto se conuvierte en un semigrupo con identidad la clase
0-dimensional [€).

Demostracién. Sean [E], [F] € V(M), entonces se define la operacién suma por:
[E] +[F] = [E© F]

La suma de clases de equivalencia estd bien definida, en efecto, sean E' y F' fibrados vecto-
riales sobre M tales que E' = E y F' = F entonces

EaoF ~FEaF,

vaque B @ F CE x F aligual que E®@ F C E x F.

Se verifica ahora que V(M) es un semigrupo, para ello se prueba:

(1) Asociatividad: Sean E,F y J fibrados vectoriales sobre el mismo espacio base M
tomando la funcién

Vi (EeF) e Ee[Fal),

dada por ¥(p, (e, f),j) = (p,e,(f,j)) para todo e € E, f € F,j € Jypé€E M,
evidentemente es un isomorfismo, ademaés las fibras son isomorfas ya que son isomorfas
a espacios vectoriales de la misma dimensién, por lo tanto (E® F)®J X E® (F @ J)
y en consecuencia ([E] + [F]) + [J] = [E] + ([F] + [J])

(2) Neutro: Sea (E, 7, M) un fibrado vectorial, sea (ey, Pri, M), luego
[E] + [eo] = [E @ €0,
va que ¢y = M x {0},
E®e ={(e=(pu),(p0)) € E Xey; mle)=Pri} =FE X ¢,

asi, tomando la proyeccién candnica se tiene que cada fibra en E @ ¢y es isomorfa a
su fibra correspondiente en E por la proyeccion, por lo tanto, F @ ¢y = FE, entonces

[E] + [eo] = [E].
|

Ejemplo 3.3.2 En el ejemplo 3.3.1, el conjunto V({p}) coincide con los naturales, es decir,
es equipotente con ellos, basta con definir la biyeccién

fV({p}) =N,

dada por f([{p} x V"]) = n, en consecuencia, V({p}) = N y por lo tanto es un semigrupo.
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Se define a partir de la definicién del semigrupo V(M) un conjunto sobre el cual se realiza
todo el trabajo ya que es muy complicado caracterizar los fibrados vectoriales de todas las
dimensiones, es decir, encontrar todos los elementos de V(M) entonces se debe hacer un
estudio para cada dimensién posible y para ello se trabaja con V*(M) que esta formado
por todas las clases de isomorfismos de fibrados vectoriales n—dimensionales, por lo tanto
V(M) C V(M) y ain maés,

U v ) = ().

neN
Ya con la definicién de V*(M) se puede enunciar un resultado puede tomarse como una
implicacién del teorema de equivalencia homotépica presentado en el capitulo anterior.

Corolario 3.3.1 (Equivalencia Homotépica) Sean N y M variedades diferenciables. Si
N es homotopicamente equivalente a M, respecto a una equivalencia homotopica de clase
C>, entonces existe una biyeccion entre los conjuntos V*(N) y V*(M).

Demostracion. Para una equivalencia homotdpica

f:M — N,
se define la funcién

f*:VYN) = V"(M),
para todo fibrado vectotial F' sobre M, dada por f*([E]) = [f*E], se prueba la que f*
estd bien definida tomando E’ otro representante de [E], ya que f*E = E alo largo de f,
f*E' = E alolargo de f y E' = E, por la Proposicién 3.3.1, f*E" = f*E, por lo tanto,
f*E" € [f*E], asi, la definicién de f* no depende del representante de [E], asi mismo si
f*([E]) = f*([E']) entonces,
[["E] = [["E],

por lo tanto,

f'E=f'E,
lo que implica que E = E' gracias a la definicién del pullback, ya que la fibra en f*E en
p € N estd dada por {p} x Ef,) v la fibraen f*E’ es {p} x E}(p), es decir, Eypy y E}(p) son
isomorfos, entonces, [E] = [E'], de lo que se concluye la inyectividad de f*.

Ahora, como f es una equivalencia homotdpica, existe una inversa homotopica
h: N — M,
de clase C'*°, la cual permite definir la funcién

W V(M) — V(N
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dada por h*([F]) = [h*F] para todo fibrado vectotial F' sobre M, al igual que f*, h* estd
bien definida y es inyectiva (la prueba es la misma).

[T o ([E]) = [f*h"E]
= [(ho [)"E].
Como foh ~ Idy; entonces, por el teorema de equivalencia homotépica, (ho f)*E = Id}, E =

E asi, [(ho f)*E] = [E], del mismo modo, h* o f*([F]) = [F] ya que ho f ~ Idy, por lo
tanto f* y h* son inversas una de la otra, es decir f* es la biyeccién buscada. [

Ejemplo 3.3.3 Si dos variedades son difeomorfas, entonces el conjunto de todos los fibrados
vectoriales estan en relacién uno a uno ya que el difeomorfismo induce una equivalencia
homotépica entre las dos variedades, sea f : N — M un difeomorfismo, es decir f es
diferenciable y f=' : M — N es diferenciable también, entonces fo f' =1Idy y flof =
Idy asi, f~' vy f hacen que N y M sean homotépicamente equivalentes, por ejemplo, dadas
la variedades diferenciables S' x S y T? y el difeomorfismo entre ellas

f:Stx St =17

dado por f(e",e?) = (14 3cos(y), b, 3sen(y)).

A

fle¥, %) = (1 + 1/2c0s(p), 8,1/ 28en(p))

Se tiene que para un fibrado vectorial cualquiera E sobre T? se define el fibrado vectorial
sobre S! x S! por el pullback f*E que estd dado por:

FFE={(p.& € (5" x5) x By f(p)=n(&)},
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donde p = (€', ¢) ademds, f(e',e®) = (1 + 3cos(p), 0, 5sen(p)) = 7(€), luego sobre cada
punto p en S x S! se fija un espacio vectorial dado por el espacio vectorial sobre la imagen
de p a través de f y ya que f es un difeomorfismo, todo fibrado sobre S x S! va a estar

dado por el pullback de un fibrado sobre T2

Otros ejemplos importantes se presentan a continuacion y revelan la utilidad del teorema
de equivalencia homotépica expresada por el corolario 3.3.1, los ejemplos son lo méas sencillo
posible para que sea de facil comprension.

Ejemplo 3.3.4 En R? considere los subespacios A = {(z,0) € R?; z € R}, el eje z y el
mapa B = {(x,e”); x € R} de la funcién f(z) = e*. La biyeccién

g:A— B,

dada por g(x,0) = (x,e”) es una biyeccién, en efecto, sean z,y € R tal que g(z,0) = g(y, 0),
con lo que
(:L‘7 ez) = (y’ ey),

asi, t =y y e* = e¥ de donde se deduce que x = y y por lo tanto (z,0) = (y,0) es decir, g
es inyectiva. Para probar la sobreyectividad basta con ver que para (x,e”), existe x € R tal
que f(z) = e”, esto se tiene por la sobreyectividad de la funcién exponencial, y como existe
x, existe (x,0) € A, g(z,0) = (x,€").

glz,0) = (z,¢e")
xT

{(#,0) €R% = € R}

también la funcion ¢ define un difeomorfismo gracias a la diferenciabilidad de la funcién
exponencial. luego, los fibrados vectoriales sobre A estan en relaciéon uno a uno con los
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fibrados vectoriales sobre B, A es un subespacio vectorial de R? ya que para z,v, o, 3 € R,
a(z,0) + B(y,0) = (ax,0) + (By, 0) = (e + By, 0) € A,

por lo tanto A es homotdpicamente equivalente a un punto, y por el ejemplo 4.3.1 y el
corolario 4.3.1, si F es un fibrado vectorial sobre A, entonces E es trivial y del mismo modo,
todo fibrado vectorial sobre B es trivial, y ademas,

Ejemplo 3.3.5 Sean M una variedad diferenciable y un fibrado no trivial £ sobre M, para
una funcién de clase C*°, f : N — M, donde N es una variedad diferenciable, jes posible
que f*E sea trivial?

La respuesta es si. Sea N = (0,27) x (—5,%) y M = S?, sea

f:(0,27m) x (—g, g) — 52

dada por f(u,v) = (rcos(u)cos(v), rsen(u)cos(v), rsen(v)).

Sea £ = TS? el fibrado tangente sobre S, el fibrado tangente sobre S? no es trivial, pero
el pullback f*(7T'S?) es un fibrado vectorial sobre N, como N es un abierto de R? convexo,
por lo tanto, es contractil y en consecuencia es homotépicamente equivalente a un punto,
entonces f*(T'S?) es trivial.
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El teorema de equivalencia homotépica exhibe la forma para encontrar fibrados vectoriales
salvo isomorfismos sobre una variedad diferenciable, conociendo los fibrados sobre otra varie-
dad que sea homotdépicamente equivalente a N, sin embargo no es sencillo encontrar siempre
esa relacion entre dos variedades, es por ello que se realiza la costruccién de una teoria que
permite definir una variedad para la cual siempre se obtienen funciones homotopicas, aunque
ese resultado no se obtiene de manera inmediata y para eso se establece la seccion 4.4, sola-
mente como requisito para poder obtener el resultado principal de este trabajo, el teorema
de clasificacion de los fibrados principales.

3.4. Funcidon de Gauss

En las secciones 3.4 y 3.5 se lleva a cabo el objetivo general de este trabajo, haciendo la par-
ticularizacion de la tedria para la clasificacion de fibrados vectoriales, la cual estd propuesta
para fibrados vectoriales sobre espacios topologicos, lo que se hace es tomar los fibrados sobre
variedades diferenciables, para hacer posible esto hay que reconstruir las demostraciones de
las proposiciones y los teoremas asi como adicionar algunas hipétesis, las definiciones y cons-
trucciones para las mismas también son modificadas, cabe resaltar que las recostrucciones
de los resultados no son extremadamente significativas, sin embargo, enriquecen bastante el
conocimiento que se puede tener acerca de los fibrados vectoriales y la teoria que se pue-
de desarrollar sobre ellos, es decir, este trabajo esta pensado para ser una plataforma en
la incursién a estudios posteriores y para que pueda servir como base para otros trabajos
relacionados con el tema.

Se reitera que se toman como referencias a [10] y [13], aunque parezca repetitivo, estos dos
textos tienen la elaboracién de este estudio, se da comienzo a la parte final del trabajo con
la introducciéon del concepto de funcion de Gauss, en parte generalizado de la definicién de
aplicacion de Gauss para 2-superficies regulares, ademés se hace uso de algunas propiedades
topoldgicas de las variedades diferenciables y resultados fuertes de la topologia con el fin de
extender la definicién de funcién de Gauss, para ello se cita a [2: 4, pag. 217-257],[13: 1, pag.
29] y [15: 5, pag. 299-303].

Sean (E,m, M) un fibrado vectorial n—dimensional y una funcién g, : £ — R* de clase

C* un monomorfismo lineal en cada fibra, gy envia entonces cada fibra en un subespacio
vectorial n—dimensional de R* y en consecuencia, g permite definir una aplicacién

fi: M — G, (RY),

donde fi.(p) = gr(m~1(p)) para todo p € M, esto es, la imagen en R* de la fibra sobre p.
También se puede inducir un morfismo de fibrados vectoriales de la siguiente manera:
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E— ey
WL LPrl
M e Go(RY)

La funcién Fy, : E — v} estd dada por

para todo e = (p,u) € 7 1(p) C E, donde X es un subespacio n— dimensional en R* y
por supuesto, v € X por lo tanto (X,v) € 77, asi Fj estd bien definida, ademds Fj es un
isomorfismo en cada fibra a lo largo de f, en efecto, sean (p,v), (p,v1) € 7 *(p), tal que

Fy.(p,u) = Fr(p,u1), luego,
((fk © 7T)(p, U),gk(p, u)) = ((fk © 7T)(p, Ul),Qk(p, ul))a
(fk(p)vgk(pv u)) = (fk(p)agk(pa ul))v

ast gr(p,u) = gr(p,u1) y como g es un monomorfismo, es decir, un homomorfismo inyectivo,
(p,u) = (p,u1), por lo tanto Fj, es inyectiva. La sobreyectividad se deduce del hecho que
cada fibra en un fibrado vectorial es un espacio vectorial, y ya que F}, se construye a partir
de la funcién gy, se tiene cada espacio vectorial n—dimensional X en R* se puede ver como
la imagen de la fibra en E sobre p para algin p € M.

Ademas fyom(p,u) = fr(p) y

Pry o Fy(p,u) = Pri(fi o m(p, u), g(p, v))
= Pri(fi(p); ge(p, u))
= fi(p).
Entonces, Pryo Fj, = frpom, asi ' = v alo largo de f; y ya que fiy; = 74 a lo largo de

fx, por la proposicién 3.3.1 fiv; = E, por lo tanto la funcién fj; y en particular la funcién
gr caracterizan totalmente al fibrado F sobre M.

Definicién 3.4.1 Una funcion de Gauss de un fibrado vectorial (E, 7, M) n—dimensional

es una funcion de clase C*
gr: E— RF

donde 0 < k < 00, la cual es un monomirfismo de espacios vectoriales en cada fibra.



3.4 Funcién de Gauss o7

Ejemplo 3.4.1 Sea S! la 1-esfera parametrizada por
Y (0,27) CR — S,
dada por 9 (t) = (cos(t), sen(t)), y el cilindro C' formado por la parametrizacién
¢:(0,2r) x R C R* — C,

dada por ¢(u,v) = (cos(u), sen(u),v), C es un fibrado sobre S* con proyeccién 7 : C' — S*
donde 7(x,y, z) = (x,y), la carta del fibrado en C' se completa con la funcién 6 : C' — R, tal
que 0(z,y,z) = z, asi, cada fibra sobre el punto (x,y) € S* esta dada por

N z,y) ={(z,y,2); z€R},

que es una recta paralela al eje z y por tanto es isomorfa a R, por lo tanto C' es un fibrado
vectorial.

; 4
ol v) = (cos(u), sen(u),v)

N\
O (cos(t), sen(t))

Se define ahora la funcién g : o~ (U C C') — R?® dada por

L

Pu N Py
N(u,v) = ——(u,v
0= om0
donde,
pu = (—sen(u), cos(u), 0)
y

Pv = (O, 07 1)7
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| ©u N\ 9y = (—sen(u), cos(u),0) A (0,0,1) = (cos(u), —sen(u), 0)

lou A @o| = |(cos(u), —sen(u),0)| = v/cos?(u) + sen?(u) = 1

entonces una funcién de Gauss g : C' — R3 estd dada por

g(z,y,2) = N oy ' (z,y,2) = (cos(u), —sen(u),0),

donde (z,y, z) = (cos(u), sen(u),v).

El ejemplo anterior muestra como la funcién de Gauss presentada se puede entender como
una generalizacion para la aplicacién de Gauss que se estudia en el curso de geometria de
superficies, la cual calcula el vector normal a una 2-superficie regular en un punto sobre
ella, si no se tiene conocimiento sobre este tema, se cita a [1: 3, pag. 135-151] y [14: 6, pag.
153-165] como principales referencias.

Proposicién 3.4.1 Sea (Fy, fr) un homomorfismo de clase C™ entre (E,m, M) y v}, tal
que Fy, es un isomorfismo en cada fibra. Entonces, mo 0 Fy, : E — R¥ es una funcién de
Gauss con m : G,(R¥) x R¥ — R*. De igual modo, si g, : E — R* es una funcién de Gauss,
entonces existe un homomorfismo (Fy, fi) del fibrado (E,m, M) al fibrado ~ sobre G, (R*),
tal que Fy es un isomorfismo en cada fibra.

Demostracién. Ya que Fj, es un isomorfismo en cada fibra y 7y es una proyeccion, es decir,
es también candnicamente un isomorfismo en cada fibra, Fj y 7 son monomorfismos de
espacios vectoriales en cada fibra, ademas, F} y m son de clase C*°, por lo tanto, ms o F} es
un monomorfismo lineal en cada fibra de clase C*°, es decir, una aplicacion de Gauss.

Para demostrar la otra parte de la proposicién basta con definir g, : £ — R¥ una funcién de
Gauss, fi = gu(m (1)) y Fele) = (from)(e), () parap € M y e € 7 (p) C B, de igual
manera como se presenta en la introduccién de esta seccién, asi, (F, fx) es un homomorfismo
del fibrado (E, 7, M) al fibrado v} sobre G,,(R*) donde F}, es un isomorfismo en cada fibra. B

De esta proposicion y de lo expuesto en la introduccion de la seccién se deduce de forma
inmediata el corolario que se enuncia a continuacion en el cual se muestra la necesidad de
contar con una funcién de Gauss para caracterizar un fibrado vectorial £ sobre una variedad
diferenciable M, y consecuentemente, tener un fibrado vectorial £ sobre M equivale a tener
una funcion de Gauss sobre F.

Corolario 3.4.1 Sea (E,m, M) un fibrado vectorial. Entonces E es isomorfo a fivyy para
alguna funcién fy : M — G,(R*) de clase C> si y solo si existe una funcién de Gauss

gr - E — RF
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Demostracién. Si E es isomorfo a f*+}', entonces por la proposicién 2.3.1 E es isomorfo a
i alo largo de fi y por tanto, existe una biyecciéon Fj : E' — ~;, por la proposicién 4.4.1,
my 0 I}, es una funcién de Gauss.

A la inversa, si existe una funcién de Gauss g, esta induce una funcién
-1, k
fe=grom  : M — G,(R")

y a su vez f; induce el isomorfismo (Fy, fi) entre E y 7. [

Por la trivialidad local de los fibrados, se tiene que para un fibrado vectorial (£, 7, M) y un
cubrimiento (U;);e; de la variedad M dado por la estructura diferenciable de la variedad,
donde el conjunto de indices I es enumérable (ya que M es Haussdorff con base enumérable),
E|y, es trivial.

Ya que toda variedad diferenciable es paracompacto y Haussdorft, M admite una particion de
la unidad localmente finita subordinada al recubrimiento (U;);cr (Ver [15: 5, pag.300-302]),
es decir, sea (V;);e; un refinamiento abierto localmente finito, luego existe un cubrimiento
cerrado de M, (W;);er tal que W; C V;, para cada i € I, ya que M es paracompacto y
Haussdorff, M es normal y por el lema de Urysohn, existen funciones continuas \; : M —
0, 1] tales que

1 sipeW,;

Ai(p) = .
() {0 sipeU;, —V,.

Como (V;);er es localmente finito, la suma

Ap) = X(p).

i€l

define en M una funcién continua, que no se anula nunca, y se sigue que ¢; = \;/\ es
una particién de la unidad localmente finita subordinada a (U;);c;. Dicha particién permite
extender la construccion local de las funciones Gauss que a su vez caracterizan los fibrados
sobre M dada por la proposicién 3.4.1 y el corolario 3.4.1

Se define ahora una familia de funciones

| Ai(m(e)).gr,(e) sim(e) €U
hile) = { 0 si(e) e M —Uj,

donde gi, : E|y, — R¥ son funciones Gauss. Las funciones h; extienden la teorfa para
construir fibrados vectoriales sobre una variedad M y a partir de ellas se muestra que cual-
quier fibrado se puede ver como el pullback del fibrado universal a lo largo de funciones

foo : M — G,
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Proposicién 3.4.2 Si (E, 7, M) es un fibrado vectorial, existe una funcion de Gauss

Joo : B — R™

Demostracién. Se define una funcién g, : £ — R*> como

Joo(€) = (h1(e), ha(e), ..., hn(e), ...),

para todo e = (p,u) € F, donde las funciones h; son las definidas anteriormente. Se muestra
que g es una funcién de Gauss, en efecto, si p € U; para algun ¢ € I, suponiendo que p € U;
para algin j € I por el razonamiento que se hace para definir A\;, p € W; 6 p € W, donde
(W3)ier es la familia definida a partir del refinamiento (V;);c;, sin perdida de generalidad se
supone que p € W;, luego,

goo(€) = (
= (Mi(m(e)).gr, (e), Aa(m(e))-grs(€), -o; Ai(m(€))-gr, (€), ..)
= (M(p)-gr(€), A2(p)-grs (€), s Ai(D)- gk (€); ---)
=(0,0,...,0,gx(e),0,...) € R™,

hi(e), ha(e), ..., hi(e), ...)

ya que g, : By, — R¥ es una funcién de Gauss para todo i € I, por el mismo argumento
Joo €s un homomorfismo de clase C*° de espacios vectoriales. Por ultimo se mira que ¢, es
inyectiva, sean e = (p,u),e; = (p,u1) € £, C E tal que goo(€) = goo(€1) asi,

(h1(€), hae), s hi(€), ...) = (ha(er), haler), s hi(er), ...),

(0,0,...,0, g, (€),0,..) = (0,0, ..., 0, gr.(€1), 0, ...),
por lo tanto, gx,(e) = gk, (e1), entonces e = e; ya que g, es inyectiva. En consecuencia, g

es una funcion de Gauss. [ |

Al igual que para las funciones Gauss g, : £ — R*, g : £ — R* induce un morfismo
(Fo, fo) de E a ~™ (el fibrado universal) el cual restringido a cada fibra es un isomorfismo,
a continuacion se enuncia este resultado.

Proposicién 3.4.3 Todo fibrado vectorial sobre una variedad diferenciable M es isomorfo
al pullback fi~" para alguna funcion de clase C*°, foo : M — G,,.

Demostracion. Sea E un fibrado vectorial sobre M cualquiera, entonces por la proposicion
3.4.2 existe una funcion de Gauss g, : £ — R, a su vez, g, define una funcién

foo : M — G,
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dada por,

foo(D) = goo(m ()
= (ha(x~'(p)), ha(m " (p)), -, ha(m ™ (), --

= (M7 (x (D)) gra (7~ ()) Ao(m(n ™ (p

Al(ﬁ)gkl(ﬂ Hp))s Aa(p)-gry (77 (D)), - aAz(p) ( H(p), )

s 0,98, (771 (), 0, ...)

sees 0, fi (9), 0, 00),

Y

/‘\/\/\/‘\/—\

0,0,.
0,0,..

donde fi; : M — G, (R¥) es la funcién definida por la funcién de Gauss gi,, ya que fy, es
de clase C*°, f., es de clase C*°.

Ademas, f., induce la funcién F, : E — ~" dada por F(e) = (foom(€), goo(€)) € G, x R,
para todo e € E),, la prueba de que ' = " a lo largo de f se deduce de inmediato de la
construccion hecha en la introduccién de esta seccién ya que Ely, = 7 a lo largo de cada
fr,- Asi, por la proposicién 2.3.1 fX E = ~". [

3.4.1. Homotdpia de las funciones de Gauss

Ahora se estudia la homotdpia de las funciones de Gauss, con el fin de presentar la prueba
del segundo teorema que motiva la elaboraciéon de este trabajo, el cual consiste en una
caracterizacion para la construccion de fibrados vectoriales.

Proposicién 3.4.1.1 Las funciones Gauss y los isomorfismos de fibrado sobre una variedad
diferenciable al fibrado universal, estdn en relacion uno a uno.

Demostracion. Sea F un fibrado vectorial sobre la variedad diferenciable M. La demos-
tracion es analoga a la demostracion de la proposicién 4.4.1 ya que go, : E — R*™ esta
definida a partir de funciones de Gauss gx, : U; — R* las cuales inducen un isomorfis-
mo entre (E|y,,7,U;) y v de manera unica dado por (Fy,, fi,) donde fr, = gri(7~'(p)) v
Fy, = ((fr; om)(e), gri(e)) parap € My e € m(p) C E, luego go induce el isomorfismo
(Fso, foo) dado por la proposicién 4.4.3.

U; Vi, ©"

WL jPrl
Tk,

G,(R*) c G,
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-2

Prqi

T
M fOO
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Ahora, myo Fy : E — R™ (ya que Fy, : E = 7" = G,, x R®) define una funcién de Gauss
g.., entonces, si g es la funcién de Gauss que define el isomorfismo (Fl, fs) entonces
g;o = 0w, en efecto, sea e € E cualquiera, luego,

Gool€) =m0 Fi(e)
= Ta(foo 0 7(€), goo(€))
= m2(foo(p), 9(e))

= gwo(€),

Asi, la funcion de Gauss obtenida del isomorfismo de fibrados es la misma que le dio origen,
por lo tanto, las funciones Gauss y los isomorfismos de fibrados sobre una variedad diferen-
ciable al fibrado universal estan en ralacién uno a uno. [

Se enuncia y se demuestra ahora la proposicion que da inicio al resultado principal de este
trabajo, la cual le da sentido al la eleccién de las funciones Gauss para armar los isomorfismos

de fibrados vectoriales al fibrado universal.

Proposicién 3.4.1.2 Dos aplicaciones Gauss g Y lo definidas en un fibrado vectorial F,
son homotopicas.

Demostracién. Sean g, : £ — R>® y [ : F — R* funciones de Gauss, entonces,

Jso(€) = (hy(e), ha(e), ..., hi(e), ...),

/ Xi(m(€)).lg, (e) sim(e) € U
hile) { 0 sim(e) e M — U,

siendo Iy, : E|y, — R¥ una funcién de Gauss definida similarmente como gy, .
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Sean g : B — R® y I : E — R*® también funciones de Gauss dadas por:

gloo(e) = (hi(e),0, ha(e),0,...,0, hi(e), 0, ...),
I._(e) = (0,h(e),0, hy(e),0,...,0, hi(e),0,...),

Jo ¥ g;o son homotoépicas al igual que I y l;o, basta tomar las aplicaciones G, L : Ex|0,1] —
R> dadas por:

Gle,t) = (1 = 1).goc(e) + L.go(e),

Lie,t) = (1 —t).1o(e) + t.I_(e),

G,L € C* ya que go, € C® y I, € C™ ademas,

G(e,0) = (1= 0).goo(e) + 0.9, (€) = goo(e),

Gle,1) = (1= 1).g50(e) + Lgao(e) = gic(e),
de igual manera, L(e,0) = lo.(e) y L(e, 1) = I__(e).

Seguido de esto se prueba que g, y [, son homotdpicas, la aplicacién @ : E x [0,1] — R®
dada por

Qle, ) = (1 —1).g95(e) + Lo (e),
define la homotopia buscada, Q € C*°, adems Q(e,0) = g.(e) y Q(e, 1) = I__(e). Luego,

oo = Goos

loo >~ l;o,

Goo = 1o

Entonces, como la relacién de homotopia es una relacion de equivalencia, se tiene que
Joo = loo. |

Ahora se procede a realizar la demostracién del teorema de clasificacion de los fibrados
vectoriales, el cual se sustenta en la existencia de una funcién de Gauss y la relaciéon uno a
uno de estas con los isomorfismos del fibrado vectorial (sobre el cual se define la funcién) al
fibrado universal.
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3.5. Teorema de Clasificacion de los Fibrados Vectoriales
Proposicién 3.5.1 Sean fooo, fico : M — Gy, funciones de clase C* tales que

Sz = frean"™
Entonces foso Y fioo SO homotopicas.

Demostracién. Por la definiciéon de fo5 4" v fi5.7" se tienen los siguientes isomorfismos,

Pro
Joso ——

Prll lPrl

M foco Gn

n

" P
fitg——"—17"
P7‘1L LPrl
floo
M Gy,

Sea E un fibrado vectorial sobre M, tal que fyi = E (esto se puede asumir gracias a la
proposicion 3.4.3) luego también fi* = E. por la proposicién 2.3.1 E es isomorfo a 7" a lo
largo de fooo y también a lo largo de fi, es decir, se tienen dos isomorfismos (Fp, foso) ¥

(Flafloo)

E it y*
Pr1l lPTl
ML= . G,

BE—"— g
Pnl LPrl
M—l= .G,

los cuales, por la proposiciéon 3.4.1.1 inducen dos funciones de Gauss
90oos Gloo - E — R>
que son homotépas (proposicién 3.4.1.2), por lo tanto existe una funcién de clase C'*

G:Ex|[0,1] - R>,
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tal que G|ex{0} = Gooo ¥ G|Ex{1} = G100, 1a funcién G define funciones de Gauss G|px {1} = gt
para cada t € [0, 1] fijo, y a su vez, induce dos funciones,

f:Mx[0,1] = G,
dada por,

F,t) = fluxqy = f:(p)
=G(r ' (p), 1)
= Glexp (' (D))
= gioo(17(p)),

para todo p € M y la funcion
F:Ex[0,1] —~"

dada por,

F(e, t) = F|E><{t} = Ft(e)
= (fiom(e),Gle,1))
= (groo(7 (D)), Grec(e))-

Entonces, G restringida a los espacios E' x {0} y F x {1} induce isomorfismos de fibrados
vectoriales (F|gx{o}, flex{o}) ¥ (Flex{1}, flex{1}), ademds, de la proposicion 3.4.1.1, la fun-
cién de Gauss obtenida del isomorfismo de fibrados es la misma que le dio origen, y cada
funcion de Gauss g, da origen a una sola funciéon f;o, : M — G,,, ya que gooo genera a fj
entonces, f|pxfoy = fo = fos de la misma manera, f|gx1y = fi = fioo, por lo tanto, f es
una homotopia entre fooo v fioo- [ |

La proposicion aterior muestra que el contrarreciproco del Teorema de equivalencia ho-
motdpica se tiene siempre que las funciones estén definidas de una variedad diferenciable a
la variedad Grassmaniana y sean definidas por una funciéon de Gauss. Este hecho da paso al
Teorema de Clasificacion de los Fibrados Vectoriales que se presenta a continuacion
y en el cual se puede ver que las funciones f,, : M — G, y los fibrados vectoriales sobre M
estan relacionados uno a uno salvo invarianza homotépica o isomorfismos de fibrados.

Tomando el conjunto de clases de homotopia de las funciones f., dado por,
M, G,] = {[fo); [fool = {f;O : M — G,; son homotépicas a f}},

y V(M) definido en la seccién 3.3, se obtiene el principal resultado de este trabajo ya que
a pesar de tener el nombre de clasificacion, el teorema permite dar una construccién de
fibrados vectoriales ya que las funciones homotépicas y en general las clases de homotopia
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dan informacion sobre sus caracteristicas y en consecuencia se puede saber no solo cuantos
fibrados vectoriales sobre una variedad diferenciable se pueden tener sino también como son
esos fibrados.

Teorema 3.5.1 (Clasificacién de los Fibrados Vectoriales) Sea M una variedad dife-
renciable. Eriste una biyeccion entre los conjuntos V(M) y [M,G,).

Demostracion. Para demostrar este teorema es necesario definir dos funciones inyectivas
una de V*(M) a [M,G,] y la otra de [M,G,] a V*(M) y posteriormente probar que las
funciénes son una inversa de la otra.

Primero se define la funcién

O V(M) — [M,G,].

Sea [E] un elemento de V*(M), y sea E un representante de la clase [F], luego, por la
proposiciéon 3.4.3, existe una funcién fo, : M — G, tal que fZ~y" = E, asi @ esta definida
como sigue:

O([E]) = [f].

La definicién de ® no depende del representante de la clase [E], en efecto, sea E € [E],
nuevamente por la proposicién 3.4.3, existe f._ : M — G, tal que f'9" = E', ya que F y
E' pertenecen a la misma clase de equivalencia, £ = E y por lo tanto

faom e o

De la proposicién 3.5.1 se deduce que foo ~ f._, por lo tanto, f. € [fs], esto muestra que
® esta bien definida.

Ahora, Sean [E], [E;] € V*(M) tales que ®([E]) = ®([F1]), entonces,

[fool = [f100];

de esta manera, f, ™~ fioo, por el teorema de equivalencia homotépica, fZ~" = fi7", por
construccién de ¢, fXA" = Ey ffoy" = Ej, por lo tanto E = E, es decir, E € [Ey] y
E, € [E], asi,

[E] = [EA],

lo que prueba que, ® es inyectiva.

Ahora se define la funcién
Q: MG, — V' (M).

Sean [f,] una clase de homotépia y fo un representante de la clase, €2 esta dada por

Q[foe]) = [f57"]:
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Al igual que para la funcién @, se prueba que la definicién de €2 no depende del representante
de la clase [fs]. Sea f., € [fso], ast fi, = fs, por el teorema de equivalencia homotépica se
tiene que f* 7" 2 f* A" entonces, f 17" € [f%4"] y por lo tanto Q estd bien definida. La
prueba de la inyectividad es similar a la prueba de la buena definicion de .

Por 1ltimo es necesario demostrar que una funcién es la inversa de la otra. Sea [E] una clase
en V*(M) con ®([E]) = [fs] entonces, por la construccién de ®, f*~" = E. Por otro lado,

Q[f]) = [£37"], asi,

Qo O([E]) = Q([fx])
= [f27"]
= [E]

Si [f] es una clase en [M, G,] tal que Q([fx]) = [f57"], luego se supone que

([f7"]) = /o]

[

para alguna funcién f._: M — G,, donde f*y™ = f*~" por la proposicién 3.5.1 f._ = f
por lo tanto,

® 0 Q[fx]) = O([f27"])
ol

Con esto se prueba el teorema. [ |

Una de las implicaciones de toda la teoria propuesta es que todo fibrado vectorial es isomorfo
al fibrado universal a lo largo de una funciéon homotépica de clase C*, es decir, el fibrado
universal caracteriza a todos los fibrados vectoriales, y gracias a la definion y la construccion
del fibrado universal, se puede identificar cada fibrado vectorial con el fibrado E,(R*) para
algun par de elementos n, k € N definido el la seccién 2.2.4.

Ejemplo 3.5.1 Se quiere mostrar que para todo fibrado vectorial existe otro fibrado vecto-
rial tal que la suma de los dos es un fibrado vectorial trivial, para ello se presenta la definicién
de complemento ortogonal del fibrado de lineas universales sobre el espacio proyectivo RP™.
El espacio

Et ={(,v) e RP" x R"™; v L1},

la proyeccién 7 : B+ — RP", definida por w(l,v) = [, (E+, m,RP") es un fibrado vectorial
con fibras los subespacios ortogonales [*. Este fibrado se puede extender a las variedades
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Grassmanianas.

Para el fibrado vectorial E,(IR*) existe el fibrado vectorial
E,(R¥)* = {(B,v) € G,(R*) x R¥; v 1 B},

la constricciéon es andloga a la que se hace en el ejemplo 3.2.2, y de la misma manera,
E,(R*) @ E,(R*)* =~ G, (R*) x R¥ gracias al isomorfismo

g :E,(R") 9 E,(RF): — G, (R*) x RF

dado por g(B,v,w) = (B,v + w). Asi, para el fibrado vectorial inducido por el pullback de
% sobre M, existe un fibrado inducido por E, (R¥)* sobre M tal que por la proposicién 3.2.2
su suma es trivial.

Ejemplo 3.5.2 (fibrados de linea sobre S') Se puede ver el espacio proyectivo RP! co-
mo el espacio cociente obtenido de S* identificando cada punto z € S! con su punto antipoda
—x, es decir,

RP! =S/ ~,

donde ~ esta definida en S! por x ~ y si y sélo si y = —x. Luego basado en la caracterizacién
de St dada en el ejemplo 2.1.2 se puede definir un difeomorfismo

f:S"— RP,

por f([z]~) = [z]~ ¥ a su vez esta define un difeomorfismo ya que para un representante y de
la clase [z|~, y =z + 27k y f(y) = —y = —x — 2knk, luego, por el corolario de equivalencia
homotdpica, Vi(S?) y Vi(RP!) estédn en relacién uno a uno, ademés, existe una biyeccién
entre Vi(RP') y [RP!,Gy], G es el conjunto de todos los espacios unidimensionales sobre
R> v tomando la proyeccién de R® a R?, se tiene que G; coincide con RP?, por lo tanto
la descripcién de [RP', G4] se reduce a encontrar el grupo fundamental sobre RP!, pero
71 (RPY, 20) es el grupo trivial para todo xy € RP!, por lo tanto el tinico fibrado vectorial
unidimensional sobre S* es el trivial.

Haciendo un razonamiento anslogo para S2, se obtiene que existen dos fibrados vectoriales
unidimensionales sobre S? ya que 71 (RP?, x¢) es isomorfo a Zy para todo xo € RP?.
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Una de las conclusiones més importante si no la mas importante es que se puede dar una
caracterizacién para los fibrados vectoriales y esta a su vez induce una implicaciéon de gran
relevancia en las aplicaciones que pueda tener este hecho, los fibrados vectoriales estan iden-
tificados por el fibrado universal, es decir, todo fibrado vectorial (E,x, M) es isomorfo al
pullback del fibrado universal 4™ a lo largo de una funciéon f., inducida por la funciéon de
Gauss, definida del espacio base M al espacio base del fibrado universal G,,, lo cual permite
estudiar alguna propiedades importantes de los fibrados vectoriales como por ejemplo la ex-
puesta en el ejemplo 3.5.1.

Anterior a la conclusion principal de este trabajo expuesta anteriormente, se pueden men-
cionar otras que se deducen del desarrollo de los objetivos especificos dados, una de ellas es
que los fibrados vectoriales son una generalizacion del fibrado tangente que se estudia en los
cursos de geometria de superficies y geometria diferencial.

A la teoria expuesta por Allen Hatcher para la clsificacién de los fibrados vectoriales y al
teorema de equivalencia homotdpica se les debe dotar de hipotesis mas fuertes con el fin de
poderlos particularizar sobre los fibrados vectoriales construidos sobre variedades diferencia-
bles, una de ellas y tal vez la mas importante es que las funciones de homotopia entre los
espacios base deben ser de clase C* con el fin de que se preserve la estructura y no vaya en
contra de las hipotesis para poder aplicar el pullback.

Por ultimo se hace imprescindible mencionar que aunque el teorema de clasificacién de los
fibrados vectoriales no es muy practico ya que en ocasiones calcular el conjunto de clases de
homotopia [M, G,] es muy complicado e incluso se puede volver un trabajo demasiado arduo
por no decir imposible, es decir, una caracterizacién que facilite el proceso para encontrar
y describir los fibrados vectoriales sobre una variedad diferenciable y ain mas, sobre un
espacio topologico, es ain un problema abierto, por el momento se destaca que los resultados
presentados a través de los dos teoremas centrales de este trabajo, presenta un punto de apoyo
muy bueno para trabajar en aplicaciones tedricas de la caracterizaciéon, de las cuales hay
muchas, para mencionar alguna, los fibrados vectoriales son espacios con producto interno,
dicho resultado no se probo debido a que el estudio se hacia muy extenso y se salia de
los propésitos del trabajo, sin embargo no se podia dejar de mencionar ya que ese hecho
proporciona otro camino para definir una métrica sobre los fibrados vectoriales.
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