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0.1. Introduccidén

El teorema de Pitdgoras afirma que: "‘el cuadrado de la hipstees igual a la suma del cua-
drado de los lados™, en general se han realizados estudiosi@dio de métodos matematicos
para su estudio y demostracion, el proposito de la sigureategafia es reconstruir los argumen-
tos matematicos necesarios para comprender el teoremaag@asn-Dimensional propuesto
por el articulo :

Shwu Yeng , T. Lin You-Feng Lin (1990) The n-dimensional pytlgorean theorem, Linear
and Multilinear,Department of Mathematics , University of South Florida , Tampa, 02 Abril
2008 haciendo uso de los simplejos y asi de esta manera faeilitactor el tema abordado.



Capitulo 1

Preliminares

El clasico teorema de Pitagoras establece que :
En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusgues a la suma de los cuadrados de
los catetos.
en esta nota se generaliza el teorema de pitagoras paraienanension finitax > 2.
SeaR la recta real y sea
R™ = {(Xl,XQ, ey Xy \ X1, Xo,..., X, € R)}
el espacio euclidiano n-dimensional, tambien consideras®R™ como un espacio vectorial real
y las letras mayusculas en negrita, con o sin subindicesiyptop o vectores eR".

1.0.1. Puntos en posicion general

Definicion. Un conjunto de punto§X;, X, ..., X,,} enR" es llamado en posicion general si el
conjunto de vectoresSX; — Xo, Xy — X, ..., X — X} es linealmente independiente.
Por lo tanto, los puntoX, X, ..., X estan en posicién general siy sélo si,

K X =0y Y a; = 0implicac; = 0 paratodoi = 0,1,2, .., k. [1]
De esto tenemos que si un conjuntaZ R™ esta en posicion general, entonces:

1. el conjuntoA contiene a lo mas + 1 puntos.
2. cada subconjunto dé esta tambien en posicion general.

Los tres puntos estan en posicién general si y sélo si soréltie®s de un triangulo.

Cuatro puntos que estan en posicién normal son los vértees detraedro, que tambien sera
denominado como uB — simplex, un2 — simplex €s un triangulo y ui — simplex €s un
segmento de linea.



1.0.2. K-simplex

Definicion. Para un conjunto de puntdsiy, Ay, ..., Ax} C R™ en posicion general, el conjunto
A (Ao,Al, ,Ak) = {X \ X = Zf:o OliAq;, Z?:l a; = 1 Y o 2 0 Vi= 0, 1, ceey k}

es llamado ek — simplex: expandido por el conjuntfAg, A1, ..., Ag }. Los puntofg, Aq, ..., Ay
son los vértices ¥ es la dimension del simplex. Para cualquier dbsy A;, el 1 — simplex
A (A, Aj) es un borde del simplek (Ag, Ay, ..., Ag). [1]

Por simplicidad, nosotros debemos escribjrA ;, para el borde\ (A;, A ;).
Observe que el bordé;, A; es un intervalo de recta cerrado uniendo los vérticeg A ;. Por
tanto, a travez de cada vertice dekun simplex tenemos exactamenke— bordes, y tenemos
en total@ cadak — simplex.

1.0.3. k-simplex recto

Definicion. A (OAg, Ay, ..., A,,) es un simplejo recta-dimensional siOA; y OA; son orto-
gonalesi # j.Tiene una hipotenusa (AO, Ay, Ay ...,An) donde la barra significa que ese
vértice no esta en el lado.[1]

Por ejemplo, un tridngulo derecho es2m simplex derecho. En la figura 1, 81— simplex,
A (A,B,C) € R?, dondeO = (0,0,0),A = (A,0,0),B = (0,B,0) y C = (0,0,C) es un3 —
simplex con vértice derech@. En este ejemplo, llamaremoskl simplex A (A, B, C) (opuesto por el vrtice
la hipotenusa y los otras— simplex

A(7A?E)’ A(,B,C)7 y A(’A7C)
los lados deB — simplex A (, A, B, C).

En el caso de uB — simplejo derecho, el contenido de la hipotenusa y los lados son medi-
dos por sus areas.

Teorema 1. En un simplej8 — dimensional, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma
del cuadrado de sus lados.

Las palabras y lados, significan respectivamente area digdtehusa y area de los lados.



Capitulo 2

Ejemplos Particulares

2.0.1. Teorema de Pitdgoras en dimensiones 2-3y 4

Sea ek — simplejo definido por los puntofd, 1) y (0, z2) entonces,

(0, .232)

Sabemos que el teorema de Pitagoras afirma que el cuadragmtenhsa de un triagulo recta-
gulo es igual a la suma del cuadrado de sus otros dos ladost&naso sabemos que los lados
del triAngulo estan formados por los siguientes vectores:

(21,0) (0,22) con hipotenusa
(0,23) = (21,0) = (=21 — x2)



en donde estos se encuentran en posicién general y con este @lmplejo. Diremos en
otras palabras que el cuadrado del contenido dé lessimplejos es igual al contenido de la

hipotenusa al cuadrado.

Ejemplo 1. Para el caso particular en dos dimensiones, sean los vextdré), (0, 1) los cuales
se encuentran en posicion general.



X1

(0,1)

(1,0)
Xo
_ g
X1 = det 1 0 ‘
= (071)
=1
_ U
X2 = det 1 0 ‘
=(0,1)
=1
Xy = (0,1) - (0,1)
= (7170)



Xg = (_17 1) ' (_17 1)
(1,1)
— 7;2 +]2

Para hablar del teorema de Pitagoras eéh-elsimplejo definido por los vectores

(zlvoao) = Xl
(O,(EQ,O) = X2
(0,0,%3) = Xd
z
7
r 71, 0,0)
/
/

cada cara dej — simplejo estara definido por & — simplejo de la forma



(0,0,0)

Cy

0,22,0
(5517070) Xl—XQ ( 2 )

(0,0,0)

X, X3
Cs

0,0,z
(:L'l,0,0) X1 — X3 ( 3)

(0,0,0)

X, X3
Cs

0,0,z
(0,1’2,0) X3 —X2 ( 3)

y llamaremos "hipotenusa" a la cara oblicua.



(0,0,563)
H,y
H
(07x270)
g
Hy
. 1)070)
Hl = ('rlﬂoﬂo) - (0)07x3) - (1’1,0, 71’3)
H2 = (xlaoao)_(oaanO) - (331,—1'1,0)
1 J k
H =det| x1 0 —x3
X1 —X2 O
— 0 —x3 | T, —x3 ok T 0
X9 O I O T —T9

—X3x2 — $1fE3j — 1’1$2k

= Xox3l + x123) + T2k

Ahora sabemos que para obtener el area de la supeificensideramos la mitad del paralelo-
gramo formado por los vectorés, y H,



Por tanto esta area al cuadrado resultara como la mitad diarimde esta e igual al anterior
usamos el producto punto

H> = (1H> = (H)
2 2
H2 = (iL’Q.’Egi)2 + ($1$3j)2 + (.’Eliﬂgk)z

siendo esta la cara oblicua 6 "hipotenusa”, miremos ahaealps2 — simplejos restantes,

C; = X1—Xo
(1’1,0,0) — (0,1’2)

= (I1;_$27O)



(.’L’17 07 0)

Ch

X2 (0,33270)

i j ok
Clzdet I 0 0
0 X9 0
o Jo o |z 0 z1 0
_2x20+]00‘+k0x2
= 0i+0j + zi22k
2 ! 1
i = 3 (0,0,z1732) - ) (0,0, z122)
1
= £ (0.0,za)°
1
- 1(1'19;2)214
Cy, = X7-—-X3

= (0,0,z3) — (21,0,0)
= (_xl’o,zS’O)




(07 07 1'3)

Cy

Xl (.271,070)

) 7k

Cy=det| 0 0 a3

X1 0 0
. 0 I3 0 xIs 0 0
- 0 0| e o|tF r1 0

= 0i+ x1235 + 0k

1
C22 = (0,2123,0) - 5 (0,z123,0)
(0, (1’1%2)2 ,0)

(z123)% ]

WS = s = N

O3 = X3—-Xo
- (0; 07$3) - (0,$2,0)

(Oa —Z2, :C3)



(0, 07 1‘3)

X3
C1
X1 (07x270)
i § ok
C3=det| 0 0 a3
0 i) 0
. 0 I3 . xIs 0 0
= a0 _3‘0 0 +k‘0 72
) 1 1
C3 = 5(1’2%370,0)'5(1'2%370,0)
1
= Z ((!EQZL’g)Q,O,O)
1
= Z(xgxg)zi

y con esto que
H?*=C}+C3+C3

Ejemplo 2. Para caso particular. Sea el simplejo definido por los puntbd),0); (0,1,0) y
(0,0,1).



(0,0,1)

(0,1,0)

;0,0)

Interpretemos que para el caso del simplejo el teorema de Pitagoras muestra que el conte-
nido al cuadrado de la hipotenusa sera igual a la suma del cadal del contenido de cada uno
de sus otro® — simplejo asi:



(0,0,0)

i
(0,1,0)
0)
(1,0,
(0,0,1)
i
(1,0,0)

(0,0,0)



(0,0,1)

Ch
(0,1,0) (0,0,0)
(0,0, 1)
H
10.0) (0,1,0)
H, = (1,0,0)—(0,0,1) = (1,0, 1)

Hy, = (17070) - (07 170) = (17 _110)



0 —1| |1 -1 1
-1 0 ‘_9‘1 0 ’+k‘1
xox3i + 05 + 0k

—i—j—k
i+ji+k

Cl = (17070) - (071’0)
— (1,-1,0)

i k
Clzdet 1 0
0 0

— O .

110 10
1 0‘_3‘0 0‘+k’0 1‘
= 0i—0j+1k

1 1
2 = = 1)-= 1
Cy 2(070, ) 2(070, )
1
- 1 ((1‘2.’1,'3)2 ) 0) O)
1
= -1%k
4
_ 1
T4
Cy = (0,0,1) —(1,0,0)
(—-1,0,1)
ik
Co=det| 0 0 1
1 0 O



1

01| |01 0 0
00‘_‘1 0‘““’1 0‘

0i + 1j + Ok
1 1
2 = —(0,1,0)- = (0,1
CQ 2(07 70) 2(07 70)
1
= —(0,1
1(0.1,0)
_ L
Cs = (0,0,1)—(0,1,0)
= (0,-1,1)
i 7k
C3=d€t 0 0 1
01 0
40 1

7

10 1 00
1 0‘_9‘0 0“%’0 1‘
—i +0j + Ok



Capitulo 3

Determinante de Caley-Menger

La generalizacion del teorema de Pitdgoras correspondetexaente a los siguientes pasos
en el caso deb — simplex rectangular de vértice§), 0,0), (z, 0, 0), (0, y, 0), (0,0, 2).

(0,0,z)

H,

(0,y,0)

H,

Para el area del tridngulo sombreado, procedemos a deteaartaren términos de las longitu-

22



des de los lados, lo que conduce al determinante de CaylegdfieEn el plano el area del
triangulo con vértices ef0, 0), (a, b), (¢, d) esta dada por:

1 a b

§d€t |: c d :|
en el caso del area del triangulo determinado por los végige,, z2), (y1, y2), (21, 22), €sté
dada por:

1 _ _
Zdet |: X1 zZ1 X2 Z9 :|
2 Y1 — 21 Y2 — 22

Este determinante es exactamente igual al determinante

1 r1 X2 1
—det | 1 y2 1
2

Z1 V) 1

Ya que por propiedades del determinante al multiplicar lzeea fila por —1 y sumarla a la
primera fila y luego a la segunda fila resulta

r1 — 21 T2 — 22 0
—det | y1—2z1 y2—20 0
2

Al zZ9 1

que verifica la igualdad, por lo tanto:
[] El &rea del triangulo determinado por los vérticés, x2), (y1,v2), (21, 22), esta dada
por

1 r1 X2 1
—det | y1 y2 1
2

Z1 zZ9 1

Se consiguen dos determinantes que conducen a la mismaeiiei@adgulo determinado por
los vértices considerados, esto con el objetivo de relaiarcon la longitud de los lados; estos
dos determinantes son (nétese que son determinantes deasair4):

0 0 O 1

—ldet 1 Tr1 To9 X1T1 + ToT2

2 Loy y2 siyn + 9202

1 Z1 z9 2121 + 2929
1 0 0 0
ldet T1T1 + To2xo 721’1 72132 1
8 Yiy1 Y292 —2y1 —2y2 1
2121 + 2929  —2z7 —2z9 1



Se produce la siguiente multiplicacion

0 0 0 1 1 0 o o]

1 =1 2o z171 + ToX9 ) T1X1 + Toxe —2x7 —219 1 _

Ly y2 i + 9212 Yiyi +yeye  —2y1 —2y2 1 |

1 Z1 V) Z121 + Z922 aval + Z922 —221 —22:2 1
0 1 1 1

det | 1 0 (1 —y1)? 4+ (T2 —y2)® (21— 21)° + (22 — 22)°

1 (y1—x1)* + (y2 — 22)° 0 (y1 — 21)* + (y2 — 22)°
1 (z1—21)? + (2 —22)* (21— 11)° + (22 — 12)? 0

resultado que se escribira,

0 1 1 1
1 0 dX,)Y) d(X,Z2)
1 dY,X) 0 (Y, 2)
1 d(z,X) dZ,Y) 0

Aplicando esta formula del area de la denominada hipoteriedd — simplex rectangular
de Vérticei(), 07 0)3 (‘T7 07 0)7 (05 Y, 0)7 (Oa 07 Z) se tiene’

0 1 1 1
1 0 224+ y? 2?4 22
1 9?2+ 0 y? + 22
1 22422 22492 0
Determinante que puede calcularse asi, Multiplicando langra columna por-z2 y suman-

dola a la segunda columna, la primera columna pay? y sumandola a la tercera columna, la
primera columna por-z2 y suméandola a la cuarta columna,

0 1 1 1

1 —z2 22 x2
1y =y
1 22 22 —22

Ahora factor comUr:? en la segunda filay? en la tercera fila yz2 en la cuarta fila,

0o 1 1 1
1
1 1 1
2.2 2 x2
Ty z L1 -1
L 1 1 -1

Primera fila por—1y sumandola a la segunda, tercera y cuarta,

Ty z

NM‘ »—A@N‘ »—AHM‘ ]
o
\
[N



Expandiendo por la primera columna,

—16A42% = —4y%2?% — 42222 — 42%y?

A? = A2 + A3+ A3
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