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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Reconocer de manera adecuada las trayectorias de aprendizaje da paso a realizar intervenciones
mads asertivas de parte de los docentes, generando asi un mejor auto-reconocimiento del proceso
de aprendizaje de estudiantes; sin embargo, las tecnologias actuales utilizadas en la educacion de
la matematica tienen pocos recursos para hacer el seguimiento automético del proceso para la
solucion de problemas estructurados en grandes volimenes de datos. Entonces, el desarrollo de
tecnologias basadas en un andlisis de datos, contribuy6 a refinar propuestas pedagdgicas y
didacticas de la educacion, planteadas por autores como Simon y Tzur (2004) y de manera
especifica en educacion matemadtica desarrollada por Freudenthal (1993) , especificamente en lo
que tiene que ver con la matematizacion y el concepto de practica deliberada como medio de
aprendizaje (Anderson y Schunn, 2000) (Mayer, 2014). Sin embargo, se resalta que el alcance de
este documento no es la teorizacion de la trayectorias de aprendizaje sino la exploracion de la

integracion de herramientas como la analitica de datos en contextos educativos.

1.2. Contexto del problema

Las condiciones actuales de la educaciéon matematica sugieren altos niveles de mediacién con

dispositivos tecnoldgicos y bajos niveles de interaccion fisica entre estudiantes y docentes. Este

11



1.3. OBJETIVOS 12

distanciamiento afecta las condiciones de los ambientes de aprendizaje para que los profesores
reconozcan mejor el proceso de aprendizaje de los estudiantes. Este desconocimiento afecta

aspectos como:

= Las condiciones de intervencion del profesor. En condiciones regulares, un profesor debe
atender el proceso de mas de treinta sujetos de manera concurrente. En dichas condiciones
es complejo que los docentes identifiquen todos los patrones de aprendizaje de todos los

sujetos y en lugar de esto, los docentes identifican fragmentos de patrones.

= Un mayor y detallado conocimiento del proceso de aprendizaje. La deficiencia causadas por
las condiciones de atencion del docente a varios estudiantes de manera paralela contribuye
en la omision de detalles en el desarrollo de las trayectorias de aprendizaje. Entonces, el
detalle requerido para las intervenciones asertivas como son propuestas en las

construcciones tedricas no emergen en contextos reales de educaciéon matematica.

= ¢ El planteamiento de estrategias que mejoren el proceso de aprendizaje. Sin un diagndstico
del nivel de conocimiento detallado en el que se encuentran los aprendices, se estan

generando intervenciones con falencias y debilidades conceptuales.

Es decir, hoy en dia hay dificultades en la toma de decisiones educativas por parte de los docentes
en tanto no tienen oportunidades continuas para el reconocimiento de los procesos de aprendizaje
de sus alumnos, lo que da paso a preguntarse: ;Cuales son las caracteristicas de modelo de
diagndstico en la comprension de trayectorias hipotéticas de aprendizaje para el juego

estructurado llamado Cuatro Caballos?

1.3. Objetivos

= Objetivo General: Consolidar un modelo de diagndstico de habilidades para la solucién de
problemas, mediante el andlisis de indices en la comprensidn de trayectorias hipotéticas del

aprendizaje para el juego matemdtico llamado: Cuatro Caballos.
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= Objetivos Especificos

* Implementar un modelo computacional del espacio del juego Cuatro Caballos.

* Diseiar los indices Buclicidad y Ramificacién utilizando teoria de grafos, 16gica
difusa y algoritmo Dijkstra para complementar la comprension de las trayectorias de

aprendizaje.

* Integrar las trayectorias de 11 sujetos durante la solucion del juego en el espacio del

problema modelado computacionalmente.

* Explorar el comportamiento de los indices Buclicidad y Ramificacion en base a las

trayectorias realizadas por los sujetos.

1.4. Justificacion

Las trayectorias de aprendizaje son utiles en la educacién matemdtica al ayudar al planteamiento
de intervenciones asertivas a los estudiantes. Dada la masificacion de medios tecnoldgicos y sus
ventajas, esta brinda la posibilidad de realizar reconocimientos de las trayectorias de aprendizaje
mediante la analitica de datos. Para ello, en el documento se propone la realizacion de indices que
miden caracteristicas relevantes de las partidas realizadas por 11 sujetos en la solucion del juego
Cuatro Caballos. Se abordan cuatro etapas en el desarrollo del proyecto: realizacién de modelo
matematico del juego Cuatro Caballos usando Matlab, representacion de partidas realizadas por
los sujetos desde pagina web del juego al modelo realizado, desarrollo y uso de indices de
analitica de datos a las partidas realizadas por los 11 sujetos y andlisis de informacién en base a la
literatura existente sobre el tema. El trabajo contribuye en las lineas de investigacion de los
grupos GIIPLyM en educacion matematica y DIDACTEC en educacién con tecnologia. La
propuesta estd soportada en los avances de la Universidad Distrital, entre ellos el de los autores

O. Ledn, Palom4, Jiménez, Guilombo, y Gonzalez (2018) quienes propenden por la generacion y

uso de juegos que se basen en estructuras l6gico matematicas, proponen la simulacion del juego
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Circuito Cerrado el cual permite: la participacion generalizada de estudiantes, una interaccion
espacio temporal mediante el disefio de una OVA y el uso de las TIC como herramienta en el
disefio didactico, sugieren una trayectoria hipotética de aprendizaje que les permite evidenciar el
desarrollo de habilidades de subitizacion. En el caso de la investigacion de Martinez Cardenas y
cols. (2019), propone la articulacion de trayectorias hipotéticas de aprendizaje como medio de
investigacion, para lo cual hace uso de tres juegos que dinamizan la experiencia: Circuito
Cerrado, la Escalera y Mancalahoria. La investigacion evidencia que el reconocimiento del
aprendizaje no debe ser homogéneo sino atender a la pluralidad de maneras de abordar una
situacion. La investigacion de los autores Jiménez Diaz y cols. (2015) consiste en la propuesta de
una trayectoria de aprendizaje, la cual se basa en el seguimiento del planteamiento de trayectorias
hipotéticas de aprendizaje hasta llegar a la formulacion y descripcion de las caracteristicas de una
trayectoria real de aprendizaje, en la cual se propende por potenciar en los nifios de primera
infancia habilidades de subitizacion. De los autores O. L. Le6n, Saiz, Rojas, y Marquez (2014), se
hace referencia a la utilidad que tiene en la educacion matematica el uso de las Tecnologias de las
Informacién y Comunicaciones TIC, al cambiar la perspectiva centrada en el docente a la del
estudiante haciendo que las clases tengan un ambiente interactivo y de clase magistral. Las TIC
son de utilidad en cuanto que generan aprendizajes significativos y por tanto proponen el reto de
su insercion en la educacién matemadtica. En la investigacion de la autora Paloma Barrera y cols.
(2018), identifica haciendo uso del juego de La Escalera una trayectoria de aprendizaje real en la
que fomenta el aprendizaje en poblaciones diversas; para ello hace uso de las expresiones
gestuales en personas sordas y ciegas. La investigacion permite identificar tres categorias,
principiante, intermedio y experto, que caracterizan la experticia de un jugador. De la autora
Rodriguez Molina y cols. (2016), se propone la realizacion de la fundamentacion tedrica de la
ensefnanza de las operaciones bésicas de suma resta al integrarla en un contexto inclusivo. Para
ello utiliza como medio de medicién el juego de La Escalera o Salto de la Rana; en el que
propone un disefio de construccidn que incorpore elementos como luces y sonidos. El juego

genera habilidades de matematizacion al generarse modelos mentales en los estudiantes.



1.4. JUSTIFICACION 15

La presente investigacion surge a raiz del creciente uso de las tecnologias como herramienta en la
educacién matemdtica, asi como mediadoras entre docente y estudiantes. Las caracteristicas que
tienen las tecnologias actuales permiten analizar cantidades importantes de informacion haciendo
uso de la analitica de datos y por tanto ser ttil en la propuesta de métodos que ayuden a los
docentes a un mejor entendimiento del proceso de aprendizaje de los estudiantes. La tecnologia y
su aplicacion en diversos campos del conocimiento, paulatinamente se incorpora en la educacion,
dado a como se refiere el autor Gomez (1997) la tecnologia ofrece la capacidad del manejo
dindmico de objetos matemadticos y abre la posibilidad de vivir experiencias que no se logran con
medios tradicionales como el lapiz y el papel.

La analitica de datos y su extendido uso en diferentes campos como la industria y la automacion
donde generalmente son usados son tutiles en la educacion, dada la propiedad de interpretar y
hacer visibles patrones que son necesarios para el entendimiento y toma de decisiones de manera
instantdnea y sistematica.

Es por ello, que este proyecto usa las cualidades de la analitica de datos en lograr inferir mediante
el uso de indices la habilidad y generacion de estrategias en la solucién de un juego estructurado.
Los indices propuestos en el proyecto consisten en algoritmos que cuantifican lo acertado que son
las decisiones tomadas por un jugador, lo cual permite observar el gradual entendimiento del
juego, desarrollo de estrategias y solucioén del mismo.

Finalmente, el campo del desarrollo de software y la generacion de codigos es una de las
caracteristicas relevantes en la actual industria 4.0, es asi como el sector de la educacion debe
apropiarse de sus ventajas y lograr mejorar la comprension de los procesos de entendimiento al
plantearle problemas a los estudiantes. Es por ello, que la motivacién del proyecto se centra en
incentivar el desarrollo de nuevos algoritmos que sirvan de apoyo en el andlisis de las trayectorias
de aprendizaje, como asi también la adaptacion y uso de los propuestos en este proyecto en otros

juegos
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Capitulo 2

Antecedentes

Introduccion

La tecnologia y su dinamismo han logrado transformar nuestro entorno a la vez que muestra
nuevas posibilidades en campos del conocimiento atn por explorar, en particular en el campo de
la analitica de datos y su uso en la educacién. Ademads de ello, el disefio de modelos de
diagndstico de habilidades de solucidn en juegos estructurados como un recurso en el apoyo del
aprendizaje en los centros educativos representan una oportunidad para la ensefianza en nuestro
pais. Asi, se ha hecho evidente que el empleo de la analitica de datos que apoye el entendimiento
de las trayectorias de aprendizaje no estd presente en la formacion académica de nuestro sistema
educativo, lo cual representa una falencia a la hora de aprovechar las oportunidades de usar las
nuevas tecnologias en beneficio de los educadores que deseen entender el proceso de aprendizaje
de los estudiantes y por tanto diagnosticar y establecer estrategias asertivas que propendan por un
mejor aprendizaje. Con la finalidad de mitigar el problema antes expuesto, se plantea la
realizacion de dos indices denominados Buclicidad y Ramificacion, para caracterizar el proceso
de aprendizaje al intentar resolver el problema de los Cuatro Caballos. Como respuesta a esta
propuesta, se pretende entender las trayectorias de aprendizaje apoyando el disefio de

herramientas y estrategias atendiendo a la diversidad de la poblacion de los estudiantes.

17
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2.1. Trayectorias de Aprendizaje

Las trayectorias de aprendizaje, hacen referencia a la progresion del aprendizaje guiado a través
de objetivos. Algunos de los conceptos relevantes asociados a las trayectorias de aprendizaje son;
pensamiento estructurado, aprendizaje adaptativo y metacognicion. A continuacion, se amplian
tales conceptos.

El pensamiento estructurado es el proceso de lograr dividir y relacionar diferentes aspectos de un
problema a resolver (Bustamante, 2018), en el articulo describen una herramienta educativa
basada en el uso de robots como medio para incentivar el pensamiento estructurado. En lo que
respecta al aprendizaje adaptativo, este se relaciona con la personalizacién del conocimiento
dependiendo de las particularidades de los estudiantes (Yang, Hwang, y Yang, 2013), en el
articulo se expone un sistema teniendo en cuenta diversas caracteristicas cognitivas de los
estudiantes mediante el desarrollo de un sistema. Por dltimo, cuando se habla de Metacognicién
hace referencia a la capacidad que como personas tenemos de autorregulacion del proceso de
aprendizaje (Rozo, 2011) , asi, se hace evidente que, realiza un andlisis sobre los videojuegos de
computadora y su relaciéon con la Metacognicion y lo relaciona con la creatividad y el trabajo
auténomo, es un elemento poco explorado, y que puede ser la base de nuevas relaciones en el
proceso de ensefianza-aprendizaje.

Asi, el aprendizaje adaptativo, que segun la revision el método de investigacion con el cual
usualmente se estudia es enfoque cuantitativo y el otro concepto asociado es el de Metacognicion
el cual usual se usa el método de investigacion es enfoque cuantitativo. De los conceptos
anteriores se va a realizar una caracterizacion de los métodos de investigacion a partir de
diferentes articulos. El aprendizaje adaptativo es un método que busca personalizar el aprendizaje
segun las necesidades del sujeto (Daniel, Cano, y Cervera, 2015), del concepto hace referencia los
autores Fernandez, Vazquez, y Cornejo (2018), en donde mediante el uso de un software
denominado Kavelearning se busca determinar si promueve el aprendizaje adaptativo con un

enfoque cuantitativo un alcance descriptivo y disefio cuasiexperimental. Otros autores son
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Gonzélez, Benchoff, Huapaya, y Remon (2017), quienes realizaron un estudio de la promocién
del aprendizaje adaptativo con la personalizacion de las autoevaluaciones segtn los estilos de
aprendizaje predominantes con un enfoque cuantitativo y un alcance descriptivo. Finalmente, los
autores Leris, Sein-Echaluce, Herndndez, y Fidalgo-Blanco (2016), realizaron una consulta entre
los participantes de cursos virtuales y masivos corroborando si realmente se propendia por el
aprendizaje adaptativo, siendo una investigacion con un enfoque cualitativo un alcance
correlacional y un disefio cuasiexperimental. En conclusion, lo adecuado para investigar sobre el
aprendizaje adaptativo es un enfoque cualitativo, con un alcance descriptivo y un disefio
cuasiexperimental.

La metacognicion hace referencia a la capacidad que como personas tenemos de autorregular
nuestro proceso de aprendizaje (Rozo, 2011). En el concepto tratado se encuentran autores como
Trisca (2012), quien estudia como la presentacion de materiales y la tutoria pueden afectar el
aprendizaje metacognitivo para ello usa un enfoque cuantitativo con un alcance explicativo y un
disefio experimental. Para el caso de los autores Mato-Vazquez, Espifieira, y Lopez-Chao (2017),
tratan sobre como afecta el aprendizaje metacognitivo a estudiantes de sexto grado en el drea de
matematicas en el documento se plantea un disefio cuasiexperimental con enfoque cuantitativo y
alcance correlacional. Para los autores Di Muro y Sandoval (2017), plantea un enfoque
cuantitativo donde la muestra fueron 532 estudiantes universitarios inscritos en primer semestre
de diferentes carreras de la Universidad Nacional Experimental del Tachira los cuales se les
caracterizo el perfil metacognitivo mediante un método de investigacion estadistico.
Suérez-Fernandez-Miranda, Aguayo-Gonzalez, y Lama-Ruiz (2019), se tom6 como poblacion los
estudiantes de Ingenieria Mecanica universidad de Sevilla el autor en el documento se estudia el
uso de Machine Learning y Educational Data Mining con la finalidad de mejorar el proceso de
ensefanza y aprendizaje el método de investigacion fue estadistico con enfoque cuantitativo. En
conclusion, lo adecuado para investigar proyectos en los cuales se involucra la metacognicién con
un enfoque cuantitativo con un disefio experimental y alcance correlacional.

Los conceptos anteriormente expuestos son relevantes en el proyecto de grado; en el caso del
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aprendizaje estructurado, este hace referencia al conocimiento que se debe desarrollar para
resolver problemas. Para el aprendizaje adaptativo importa generar de manera temporal
estrategias de solucion a partir del problema y de la observacion, finalmente el concepto de
metacognicion es relevante ya que busca estimular el trabajo independiente apoyandolo con un
software como herramienta.

En conclusion, las trayectorias de aprendizaje, tiene su trasfondo en cuanto a ser una herramienta
de autorregulacion del aprendizaje, lo que estd en concordancia con los conceptos asociados
anteriormente y con el hecho de que el aprendizaje es un proceso en donde se trazan objetivos y

se alcanzan con estrategias de solucion.

2.2. Modelos Computacionales

Los algoritmos, son una secuencia de acciones ordenadas de manera sistematica con la
intencionalidad de realizar una tarea en concreto (Muggleton, 2014). Algunos de los conceptos
relevantes asociados a los algoritmos son: algoritmos computacionales, algoritmo Dijkstra y
l6gica difusa. A continuacion, se ampliardn tales conceptos. Los algoritmos computacionales son
secuencias de instrucciones bien estructuradas que permiten lograr llevar a cabo alguna actividad
de manera practica (Muggleton, 2014), en el articulo se aborda las motivaciones por las cuales
Alan Turing centré su trabajo en el desarrollo de la inteligencia artificial, que es un tipo especial
de algoritmo ademas del desarrollo de la 16gica computacional que es base los algoritmos. Del
concepto hace referencia los autores Mora-Torres, Laureano-Cruces, y Velasco-Santos (2011) en
este proyecto se pretende realizar una interfaz entre estudiante y un agente pedagogico, la
metodologia es investigativa en donde se demuestra que es posible mejorar las interacciones
cognitiva y la afectiva mediante una interfaz. Para el caso de los autores, Lopez Reguera,
Hernéndez Rivas, y Farran Leiva (2011) la poblacion son los estudiantes de ingenieria de la
Universidad de Concepcion en donde realizaron una plataforma que logra apoyar el proceso de

ensefianza/aprendizaje de cursos de programacion usando una metodologia de la investigacion
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con enfoque cuantitativo, el proyecto mostré una mejoria en el trabajo auténomo de los
estudiantes. En el caso de los autores, Jerez Naranjo y Gar6falo Herndndez (2012) la poblacion
son los estudiantes de la carrera de ingenieria en Telecomunicaciones y Electronica de la
universidad CUJAE, en donde los investigadores usaron un método de investigacién con enfoque
cuantitativo con el propésito de que los estudiantes mejoraren el aprendizaje basado en

actividades logrando una mejora en habilidades practicas.

En este orden de ideas Guerrero, Guaman, y Caiza (2015) la poblacion son los estudiantes de
Ingenieria Eléctrica y Electronica de la Escuela Politécnica de Ecuador, en donde lograron
mejorar el aprendizaje mediante un sistema de calificacion automatica que logra adaptarse a las
necesidades particulares de los estudiantes, los investigadores usaron un método mixto. El
algoritmo Dijkstra es un algoritmo computacional que logra hallar la trayectoria entre dos nodos
predeterminados con el menos costo posible entre los posibles caminos que los une (Wang, Yu, y
Yuan, 2011). Este algoritmo, se presenta como un método que logra hallar la distancia 6ptima
entre dos nodos determinados de un grafo Martinez, Colina, Ramirez, y cols. (2013). Del
concepto hacen referencia los autores Luna, Sdnchez, y Pinzén (2012), donde en el articulo se
trata sobre el uso de trayectorias halladas mediante el algoritmo Dijkstra y usadas con un
algoritmo genético que optimiza las trayectorias realizadas por un robot, usando un método de
investigacion con enfoque cuantitativo. Para los autores, Mandow, Villalba, y Coego (2010) en el
articulo hacen uso del algoritmo Dijkstra como método heuristico y como variante del algoritmo
Backtrack para lograr ensefiar sobre temas de inteligencia artificial usando un método de
investigacion con enfoque cuantitativo. Finalmente, para los autores, Girdldez-Cru, Mesejo,
Segura, Ferndndez-Olivares, y Gonzdlez (2021), se hace uso de la gamificacion como medio para
la ensenanza de técnicas de inteligencia artificial usando como método de investigacion el
enfoque cuantitativo. El algoritmo Dijkstra, es util para el proyecto ya que es este el algoritmo
que permite calcular distancias en un grafo necesario y determinar caminos 6ptimos, finalmente la
16gica difusa es util para lograr estimar a partir del andlisis de las jugadas de los participantes la

calidad de la solucion. En conclusion, los algoritmos son utiles para analizar y estimar el
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aprendizaje de un jugador, dado que logra de manera sistematica hallar valores representativos de
las decisiones tomadas por el participante brindando una herramienta para el diagnostico de una

cantidad elevada de sujetos.

2.3. Simulacion y Juegos

La préctica deliberada, es la realizacién de actividades planeadas con objetivos presisos para
mejorar alguna habilidad cognitivo (Mayer, 2014). Algunos de los conceptos relevantes asociados
a las précticas deliberadas son: simulacion y juegos didacticos. A continuacion, se ampliarén tales

conceptos.

= Simulacion. Una simulacion, es el uso de algoritmos para imitacion un sistema a través del
tiempo con la finalidad de lograr predecir el sistema a futuro (A. M. M. Herrera y Mancilla,
1999), en el articulo se hace una resefia sobre la evolucion del concepto de simulacién
desde su desarrollo por parte de John Von Neumann y su importancia. Juego didactico es el
uso de la lidica como herramienta 1til para la enseflanza de manera entretenida y divertida
(Campillo, 2013) en el articulo se plantea el uso de aparatos tecnoldgicos y la
implementacion de juegos, los cuales de manera interactiva y dindmica se logre aprender.
El modelamiento, es una abstraccién matemaética con la cual se pretende entender a partir
de las variables mas relevantes un sistema (Uzcategui, Davila, y Tucci, 2011), en el articulo
se plantea el uso de modelos para sistemas econémicos, de inteligencia artificial, sistemas
multiagentes y de biologia. En general, una simulacidn es la imitacién de parte de un
sistema, en el cual mediante el uso de un modelo es posible representar parte de la realidad,
logrando que un usuario sea capaz de interactuar con el sistema (Osorio Villa,
Angel Franco, Franco Jaramillo, y cols., 2012). Del concepto hace referencia los autores
Moreno, Garcia, y Fuentes (2016), donde hacen una propuesta de un material didactico para
la ensenanza de RNA, con un enfoque cuantitativo y alcance exploratorio, la poblacién es

los estudiantes de area relacionadas con la tecnologia. Otros autores son Diaz y Chautemps
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(2016), los cuales proponen la implementacién de cursos abiertos masivos en linea,
mediante el uso de un simulador de energia nuclear, tales autores usaron un enfoque
cuantitativo, con un alcance correlacional y un disefio preexperimental, la poblacion fueron
los tecnélogos de la universidad de Cérdoba. Para el caso de los autores Andrade y Sotélo
(2012), se propone una aplicacion llamada Bio-Router v.1.0 para la simulacion de redes de
sensores; el cual es usado en la ensefianza de ese tipo de tecnologias, los autores usaron un
enfoque cuantitativo, con un alcance exploratorio, la poblacion fueron los estudiantes y
profesores interesados en saber sobre redes de sensores. Finalmente los autores Pantoja,
Placencia, Castro, Mora, y Valenzuela (2018), realizaron un articulo con una propuesta que
se basa en una aplicacién web usada por nutricionistas clinicos para estudiantes poco
familiarizados con la tecnologia como herramienta didéctica incentivando el aprendizaje
activo, el enfoque fue cuantitativo, con un alcance correlacional y un disefio
preexperimental, la poblacion fueron los estudiantes de la carrera de Nutricion y Dietética
de la Universidad Catolica de la Santisima Concepcién en Chile. En conclusién, lo
adecuado para investigar sobre temas de simulacién en la educacién, es con un enfoque

cualitativo, con un alcance exploratorio y un disefio preexperimental.

= Juegos Didacticos. Son una técnica de ensefianza que tiene el propdsito de incrementar la
participacion de los estudiantes en su propio proceso de aprendizaje mientras se divierten
(B. M. Herrera, 2017). En el concepto tratado se encuentran autores como Aceituno,
Marmolejos, Marte, Bolivar, y Aceituno (2014), en el articulo se propone el uso de un video
juego llamado “’la mansion de la fisica’para suplir la falta de practicas de laboratorio, con
un enfoque cuantitativo un alcance descriptivo y la poblacion son los estudiantes que
ingresan al Instituto Técnico Colombiano (INTEC) y asisten a la clase de Fisica General.
Para el caso de los autores Roncancio-Ortiz, Ortiz-Carrera, Llano-Ruiz, Malpica-Lépez, y
Bocanegra-Garcia (2017), el autor realiza una revision de las ventajas y desventajas del uso
de videojuegos a partir de otros documentos, con un enfoque cuantitativo, un alcance

exploratorio. Para el autor Pitarch (2018), se propone el estudio de la pertinencia del uso de
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los Smartphone en el aprendizaje de idiomas y como estos aumentan la motivacién por
aprender, con un enfoque cuantitativo, un alcance exploratorio y la poblacién estudiantes
interesados en aprender idiomas. Finalmente, para los autores Gil-Sdnchez, Masot, y
Alcaiiiz (2014), los autores proponen el uso y fabricacién de juguetes electrénicos para el
aprendizaje de la realizacion de aparatos electrénicos, con un enfoque cuantitativo, un
alcance correlacional, un disefio cuasiexperimental, en donde la poblacion son los

estudiantes de ingenieria aeroespacial de la Universidad Politécnica de Valencia (UPV).



Capitulo 3

Estado del Arte y Marco Teérico

Introduccion

La ensefianza de algtin tema conlleva la necesidad de plantear la planeacion de un orden particular
para la presentacion de los temas que culminen en su comprension; de lo anterior se hace uso de
informacién como el conocimiento previo del profesor y estudiantes, actividades lidicas, entre
otras. Por consiguiente, el profesor debe formularse hipotesis y generar estrategias. En el proyecto
se formulan indices de diagndstico de aprendizaje al de resolver un problema estructurado, el cual
es util para plantear hipétesis que conduzcan a la generacion de estrategias que mejoren el
proceso educativo. Por lo tanto, en el capitulo se van a abordar dos conceptos: las trayectorias

hipotéticas de aprendizaje y los juegos en la educacion.

3.1. Trayectorias hipotéticas de aprendizaje

La dindmica que surge entre profesor y alumno se puede entender como un ciclo en el cual el
profesor se replantea la manera de ensefar en base a las actividades propuestas. El conocimiento
del proceso de aprendizaje de los estudiantes es necesario en la propuesta de actividades y estas a

su vez en el conocimiento de los estudiantes. Es precisamente la formulacion de estrategias y su

25
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constante refinamiento lo que genera un ciclo o como expresa el autor Simon (1995) trayectorias
hipotéticas de aprendizaje; en el cual el autor realiza una propuesta de reconstruccion de la
pedagogia matematica en base a la perspectiva del constructivismo. Las trayectorias hipotéticas
de aprendizaje, son instrumentos conceptuales que incluyen el planteamiento de objetivos para el
aprendizaje, actividades que promueven el aprendizaje y la formulacion de hipétesis del proceso
de aprendizaje. A continuacion, se muestra un diagrama que ilustra el ciclo de ensefianza y la

incorporacion de las trayectorias hipotéticas de aprendizaje. La experiencia de los profesores

Conocimiento Trayectoria hipotética
del profesor de aprendizaje
A Objetivo de aprendizaje

del profesor

Plan del profesor para
actividades de aprendizaje

:

Hipotesis del profesor sobre
el proceso de aprendizaje

Constitucion interactiva
de las actividades de aula

Evaluacion del conocimiento

de los estudiantes

Figura 3.1: Ciclo de ensefhanza trayectorias hipotéticas de aprendizaje (Gémez y Lupiafiez, 2007)

formada en continuos replanteamientos de las actividades propuestas y la reaccion de estas por
parte de los estudiantes, conlleva un constante proceso de reflexion y por tanto de generacion de
hipétesis. Para los autores Simon y Tzur (2012) y como complemento del trabajo realizado por
Simon (1995), propone un marco en el cual las hipdtesis y las actividades propuestas se
complementan, en el documento se encuentran los siguientes: la realizacion de una trayectoria
hipotética de aprendizaje tiene como base el conocimiento que sobre la tematica matematica

tienen los estudiantes, la planificacion de las estrategias de aprendizaje deben ser guiados
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mediante la hipétesis formulada, las actividades son utiles en la realizacion de herramientas en
cuanto promueven el aprendizaje y las hip6tesis deben ser reformuladas como un proceso ciclico
de perfeccionamiento. Simon (1995) hace referencia al papel del modelo constructivista como un
marco util en el entendimiento del aprendizaje de los estudiantes. Aun asi, el constructivismo no
incluye el como ensefiar en las aulas; por tanto, es un desafio el proponer estrategias y métodos
para lograrlo.

El concepto de trayectorias de aprendizaje, es un término que se introdujo por Martin Simén el
cual propendia formular una ensefianza basada en una perspectiva constructivista (O. Leon y
cols., 2018). Actualmente las trayectorias de aprendizaje se relacionan con la educacién, siendo
una herramienta para el aprendizaje adaptativo y también el aprendizaje auténomo. A
continuacion, se va a ampliar el concepto de trayectorias de aprendizaje a partir de los conceptos
de; pensamiento estructural, aprendizaje adaptativo y metacognicion. Las trayectorias hipotéticas
de aprendizaje requieren de la formulacion de acciones que sean verificadas en cuanto a la mejora
de la ensefianza de algtin tema. Un problema estructurado al requerirse de estrategias sistematicas
en su solucién, permite representar algoritmicamente tales estrategias y hacer visible el proceso
de aprendizaje y poder evaluarlo. Es por tanto que el uso de juegos en la educacion no tiene
solamente la ventaja de presentar los problemas de manera atractiva a los estudiantes, sino que
también como problemas estructurados logran retar al jugador a plantearse soluciones
sistemadticas que son sensibles a rastrear el proceso de razonamiento del jugador y por tanto ser
apoyo en la formulacién de hipétesis del proceso de aprendizaje.

El pensamiento estructurado, es la manera de lograr de forma estratégica la solucion de
problemas a partir del entendimiento sistemético, razonado y ordenado de las caracteristicas del
problema, la relacidn con la tecnologia se basa en por ejemplo el uso de la robética que propende
por el pensamiento sistematico y organizado al hacerse uso de algoritmos (Bustamante, 2018). El
aprendizaje adaptativo, tiene su inicio con el auge de la inteligencia artificial; el cual es la
principal herramienta para lograr ese tipo de aprendizaje, tal herramienta debe lograr interactuar

con el usuario y adaptarse al método con el cual aprenda mejor. En la actualidad el aprendizaje
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adaptativo ha tomado otra dimensién debido al uso masificado del Internet y de diferentes
aparatos tecnoldgicos como celular y tabletas (Yang y cols., 2013). La prediccién de los mejores
métodos de aprendizaje, se han visto potenciados por las Tecnologias de la Informacion y las
Telecomunicaciones (TIC) y el uso de estadisticas (Truong, 2016).

La metacognicion, tiene su inicio en la psicologia junto con la cognicion con el trabajo de J.
Flavell, el cual uso el concepto en 1976 definiéndolo como procesos cognitivos sobre la cognicion
o lo que es lo mismo la capacidad de una persona en regular sus propios procesos cognitivos: la
importancia reside en que un estudiante logra planear, realizar seguimiento y autoevaluar el
aprendizaje de un tema (Gaviria, 2019). La metacognicién actualmente tiene como herramienta la
tecnologia, ya que esta no solo tiene la posibilidad encontrarse presente de manera presencial,

sino que también en el trabajo independiente (Azevedo y Aleven, 2013).

3.2. Juegos en Educacion

Las simulaciones, tienen su inicio con la aparicion de la informética, ya que la complejidad de
una simulacion depende de la capacidad de computo del sistema informatico, se considera que las
simulaciones computacionales se masificaron en la segunda guerra mundial, con matematicos
como; Alan Turing o Von Neumann (A. M. M. Herrera y Mancilla, 1999). Las simulaciones
computacionales, logran imitar un sistema a partir de las variables mds relevantes como datos de
entrada, mostrando resultados que ayudan a predecir el comportamiento de tal sistema; las
simulaciones pueden ser usadas en educacién ya logran hacer entendible un sistema (Lorenzo,
Sicilia, y Sanchez, 2012). El modelamiento, tiene su inicio con el uso de los algoritmos
matematicos implementados en la naciente informética, los modelos matematicos fueron
implementados con la finalidad de entender diferentes sistemas y hoy dia representan una
herramienta ttil para la abstraccion de sistemas que requieren ser investigados (Uzcategui y cols.,
2011) La modelacién computacional es una herramienta que, al ser integrada junto a los juegos,

representa una estrategia de aprendizaje util, ya que incluye tanto al pensamiento computacional
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como a también al modelado cientifico (Clark y Sengupta, 2020).

Los juegos, tienen su inicio con varios pensadores que usaban la lidica como método para
facilitar la ensefianza, entre ellos se puede mencionar a Juan Comenio o Pestalozzi, actualmente
los juegos se han popularizado por el uso de diferentes aparatos computacionales que haciendo
uso de la interaccién humano méquina genera un interés por el aprendizaje (Campillo, 2013). Los
juegos computacionales han mostrado ser utiles como herramientas que incentivan el aprendizaje,
aun asi, se ha evidenciado que, sin estrategias de aprendizaje o modelos de apoyo, el aprendizaje
no impacta de la manera esperada, por lo tanto, es necesaria la formulacion de juegos educativos

que impacten al estudiante de manera significativa y le sea interesante (Hwang y Wu, 2012).

3.3. Practica Deliberada

La préctica deliberada es una teoria que se basa en la realizacion reiterada de actividades que
desarrollan la pericia buscando llegar a un grado de experticia. Tal teoria ha sido estudiada y
desarrollada por autores como Ericsson (Ericsson y cols., 2006). La adaptacion del hombre a su
entorno ha supuesto la busqueda del entendimiento y manipulacion de este. La constante
acumulacion de conocimientos y aprendizajes a través del tiempo, supone la habilidad de lograr
entender y extraer de lo que nos rodea aquellas caracteristicas relevantes de los objetos que son de
interés, se ha utilizado las matematicas como medio para describir nuestro entorno, como un
lenguaje util para representar mediante simbolos aquellas caracteristicas que son susceptibles a
ser mesuradas; tal capacidad de abstraccion y generacién de modelos se considera matematizar.
De hecho, las matematicas por si misma se han convertido en objeto de matematizacion; dado que
algunas civilizaciones antiguas no solo llegaron a usarlas de manera préctica, sino a generar una
estructura robusta al formularse leyes y teoremas que tienen su sustento en demostraciones
formales y basadas en la 16gica. Dada la relevancia de las matematicas, su evolucion a través del
tiempo y la utilidad tanto prictica como de formalizacion se hace necesario saber como ensefiarlas

(Freudenthal, 1968). El proceso de matematizacion consiste en la abstraccion de elementos
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relevantes de un fendmeno o situacion a analizar, generar un modelo mental y conseguir
relacionar las diferentes variables que lo componen para finalmente inferir una regla general.
Ahora, lograr la matematizacion de algin fendmeno o situacién implica un proceso anterior de
aprendizaje, por tanto, es necesario utilizar estrategias y métodos que lleven a los estudiantes a
alcanzar a generar modelos mentales que describan situaciones de interés. La practica deliberada
es entendida como el entrenamiento riguroso de manera monitoreada y continua para llevar a
alguien a dominar alguna habilidad (Anderson y Schunn, 2000), el uso de la prictica deliberada
es necesaria para que los estudiantes logren; identificar, asociar y valorar, aquellas caracteristicas
necesarias para generar un modelo. Segun el autor Ericsson y cols. (2006) la practica no se debe
limitar a realizar la misma tarea, sino que estas deben ir incrementando su dificultad; ademads de
ser propuestas y disefiadas adrede para lograr un aumento en la habilidad de respuesta. De lo
anterior es posible evidenciar que se presupone una intencionalidad en las propuestas de las
actividades, las cuales se deben ir perfeccionando y mejorando a medida que los sujetos
practican; es por ello que la practica deliberada requiere de la formulacion de trayectorias
hipotéticas de aprendizaje. Finalmente, el uso de la practica como medio util de aprendizaje tiene
su base en la acumulacion de respuestas acertadas; segtn la ley del efecto la prictica brinda la
oportunidad de conseguir ejemplos acertados y no acertados generando una respuesta de

recompensa y castigo (Mayer, 2014).

3.3.1. Proceso de generalizacion

La existencia de patrones en la naturaleza es la base del entendimiento del entorno y de su
manipulacion. Las ciencias usan la capacidad de inferencia y encontrar relaciones entre diferentes
fendmenos que nos caracterizan como seres racionales. Tanto la matematica como las ciencias
fisicas usan la observacion en la busqueda de desvelar leyes generales, aun asi, la matematica
exige el uso de la demostracion rigurosa (Polya, Zugazagoitia, y cols., 1965). El lograr abstraer se
considera una cualidad intelectual en la cual se extrae caracteristicas fundamentales de algin

concepto, por tanto, es un reto. La generalizacion se basa en abstraer de varios conceptos lo
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fundamental y comun para formar un concepto general que las abarque a todas, es por tanto
necesario entender el proceso de generalizacion para desvelar la manera en la cual formamos
conceptos cada vez mds complejos de lo que nos rodea. El uso del juego de los Cuatro Caballos al
ser estructurado reta al jugador a lograr abstraer las caracteristicas y patrones al realizar sucesivos
movimientos, para finalmente desarrollar un concepto general del juego que lleve a su solucién.
La generalizacion, siendo entendida como el proceso en el cual se infieren reglas y principios
matematicos, para los investigadores en este tema se trata también de la deduccion de patrones y
propiedades que son susceptibles a ser analizadas. Por tanto, la generalizacién es un proceso de
matematizacion que el estudiante genera a partir de las habilidades de inferencia y de relacion de
variables (Freudenthal, 1993). El estudio del proceso de generalizacion en los estudiantes es un
desafio, el capturar las particularidades de como los estudiantes estan logrando el proceso es
complejo. Para la autora (Ellis, 2007) el hecho que los investigadores no logren captar todas
aquellas instancias, puede resultar en pasar aquellas relevantes de manera desapercibida y que son
claves en poder entender como los estudiantes relacionan variables dentro de la solucién de un
problema. Es posible evidenciar el proceso de generalizacion en la solucién de un problema,
cuando; se constata la ampliacion del conocimiento, existe relacion entre las expresiones de los
estudiantes con las decisiones tomadas y es posible encontrar particularidades entre diferentes
estudiantes.

La propuesta realizada por (Ellis, 2007), se basa en el andlisis realizado desde el punto de vista
del alumno, buscando de tal manera evidenciar el proceso de generalizacion desde el actor. Por
tanto, el proceso de abstraccion y de matematizacion encuentra su anélisis desde el punto de vista
de los estudiantes, evidenciando lo que interpretan y paulatinamente construyen como general. La

autora propone las siguientes categorizaciones, fruto del anélisis de un experimento de ensefianza:

= Relacion: los estudiante abstraen particularidades, ideas y situaciones que tengan
conexiones entre ellas. El estudiante no necesariamente debe saber la causa de la relacion,
pero si considerar su potencial uso. Es una etapa de exploracion de las caracteristicas del

juego, ademas, del entendimiento de las mas importantes en funcion de sus conexiones.
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= Busqueda: después de abstraer caracteristicas importantes y haber encontrado relaciones,
los estudiantes plantean estrategias las cuales serdan sometidas a verificacion. Por tanto, se
realiza la misma accién de manera reiterada en la busqueda de elementos de similitud. La
biisqueda es un continuo proceso de prueba de estrategias caracterizado por sucesivos

intentos similares.

= Extension: El proceso de abstraccion genera un entendimiento del problema que lleva a
relacionar caracteristicas relevantes en la solucion. La generacion de estrategias por parte
de los estudiantes y su posterior verificacion conducirdn a la inferencia de una estructura
mds general, el planteamiento de un modelo y por tanto la matematizacion de la situacion a
resolver. El proceso de extension es valioso en las ciencias dado que este genera la

descripcion de un fendmeno general.

3.4. Grafos y Algoritmos

3.4.1. Grafos

La teoria de grafos es una rama de las matematicas y de la ciencia de la computacion que
esquematiza una red; entendida como la asociacién entre una coleccidn finita de elementos
denominada nodos o vértices mediante conexiones denominadas aristas. La aplicacion de la teoria
de grafos es variada, dado que existen diversos fendmenos que pueden ser representados como
una red, ejemplo: la relacion entre usuarios de una plataforma, la conexidn entre vias de
diferentes ciudades o las citaciones entre articulos. La teoria de grafos inicio debido a un
problema planteado al matemaético Leonhard Euler; consistia en encontrar la manera de cruzar
siete puentes sin repetirlos regresando al mismo punto de partida, en lo que se denominé en el
“problema de los puentes de Konigsberg”. Desde su creacion la teoria de grafos tiene diferentes
aplicaciones como lo son las telecomunicaciones, la ingenieria o los sistemas informéticos

(Foulds, 2012). La aplicacion de la teoria de grafos en el proyecto planteado consiste en la
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representacion del juego los cuatro caballos en una red; donde los vértices hacen referencia a un
estado del tablero, que es una posicion en particular de los cuatros caballos en el tablero de tres
por tres y las aristas que unen dos nodos que representan el movimiento en “L” de un caballo, en
el grafo es posible representar los movimientos realizados por un jugador y del mismo lograr
extraer informacion sobre las partidas jugadas y los indices planteados en el proyecto.

En esta seccion se dard a conocer las definiciones bésicas relacionadas con la teoria de grafos. Las

definiciones se basan en las propuestas en el libro “Modern graph theory”. (Foulds, 2012)

Definicion 3.4.1 (Grafo). Un grafo G se define como un par de conjuntos ordenados G = (V,E),
en donde V es un conjunto de elementos denominados vértices o nodos, ademds para el
documento se considera que la cantidad de vértices es finita. El conjunto E lo conforman
conjuntos con cardinal dos {x ,y} donde tanto x como y son nodos del conjunto V, los elementos

del conjunto E son denominados aristas o arcos. Como ejemplo podemos encontrar el siguiente

grafo:

)

1

En el caso del grafo anterior, se puede determinar que el conjunto de nodos consiste de cuatro

elementos V = {1, 2, 3, 4} y el conjunto de vértices es E = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {2, 3}}.

Definicion 3.4.2 (Subgrafo). Se define que G' = (V' E") es un subgrafo de G = (V,E) si se
cumple que V! CV y E' CE, en tal caso se escribe que G' C G. Como ejemplo se tiene el

siguiente subgrafo generado a partir del grafo del ejemplo anterior:

2

/

1

El grafo anterior G’ es un subgrafo de G, dado que G’ ={1, 2, 3} C Gy
V= {{1, 2}, {2, 3}} CV por tanto G’ C G.
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Definicion 3.4.3 (Grafo dirigido). Un grafo dirigido o también denominado digrafo G, al igual
que un grafo es un conjunto de dos elementos G = (V,E) donde V es el conjunto de vértices o

nodos y el conjunto E es el conjunto de pares ordenados de elementos del conjunto V, esto es:

E C{(a,b) €V xV|a#b}

Por tanto, un grafo difiere de un digrafo en cuanto a que en el digrafo las aristas o arcos tienen una
direccion en particular de un nodo a otro en los grafos la no, un ejemplo sobre digrafos es como

sigue:

N SN

2 — 4

El digrafo anterior consta de 4 nodos V = {1, 2, 3, 4} y el conjunto

E={(1,2), (1,4),(2,4),(2,3)} consta de elementos con conjuntos ordenados.

Definicion 3.4.4 (Grafo y subgrafo ponderado). Un grafo o subgrafo ponderado cumple la
caracteristica de que cada arista o arco tiene asociado un niimero real positivo, el cual cuantifica
el coste de moverse entre nodos contiguos. Esto es, una funcion w con dominio en el conjunto E
hacia los reales positivos: w: E — R

En la aplicacion de la teoria de grafos como ejemplo, se puede considerar los nodos como
ciudades, las aristas como las vias que los unen y la ponderacion como la distancia entre
ciudades. En el caso del modelo propuesto se considera un digrafo, en donde cada arista tiene

asociado el niimero 1 dado que el pasar un nodo a otro contiguo se considera un paso.

Definicion 3.4.5 (Grado de un vertice). El grado de un nodo es definido como la cantidad de
aristas que estdn conectadas al nodo evaluado. En el caso de un grafo dirigido el grado hace
referencia a dos cantidades; uno es el grado de salida el cual es la cantidad de nodos desde el
cual es posible llegar desde el nodo evaluado y el grado de entrada el cual es la cantidad de

nodos desde los cuales es posible llegar al nodo evaluado. En el caso del ejemplo de la definicion
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de grafo dirigido o digrafo, tenemos que el grado del nodo 2 es 3 dado que estd relacionado con
los nodos 1, 2y 3. En contraste en el ejemplo de la definicion de digrafo, se tiene que el grado de
salida del nodo 2 es 2 dado que posible llegar desde el nodo evaluado a los nodos 3 y 4, para el
caso del grado de llegada el grado es de 1 dado que puede llegar al nodo evaluado solo desde el

nodo 1.

Definicion 3.4.6 (Camino o trayectoria). Un camino o trayectoria hace referencia a un subgrafo
en el cual las aristas generan un camino continuo de un nodo a otro. En el caso del digrafo que
modela el juego de los cuatro caballos; un camino hace referencia al paso entre estados del
tablero caracterizados por representar el movimiento en “L” de manera alternada, empezando

con una ficha blanca.

Definicion 3.4.7 (Grafo o digrafo, conexo y disconexo). Un grafo se define como conexo, si
cualesquiera dos nodos del grafo tiene un camino o trayectoria que los una. En el caso de existir

dos nodos que no se conecten mediante algiin camino se dice que es un grafo disconexo.

Definicion 3.4.8 (Matriz de adyacencia). La matriz de adyacencia es una representacion

mediante una matriz cuadrada de n filas y columnas, donde:

n es la cantidad de nodos del grafo o digrafo.

= Una componente de la matriz es igual a la ponderacion de la arista que une un nodo a otro

de un grafo, en caso de no existir tal arista la componente se considera nula.

» En un digrafo una componente de la matriz de adyacencia es la ponderacion de la arista
que una el nodo de una fila con el nodo una columna. Por tanto, si una arista no une un

nodo a otro la componente es nula.

» La matriz de adyacencia de un grafo es una matriz simétrica.

» La matriz de adyacencia de un grafo dirigido es una matriz no simétrica con diagonal nula.
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Dada la capacidad de representacion de problemas usando teoria de grafos, en particular en
ponderar las distancias entre nodos; se hace necesario el lograr encontrar un trayecto 6ptimo que
comuniquen dos nodos en un grafo. El algoritmo ideado por el cientifico de la computacion
Edsger Wybe Dijkstra que lleva el nombre de algoritmo de camino mds corto o algoritmo
Dijkstra, lograr a partir de dos nodos dados encontrar el trayecto que los una con el menor coste

posible (Makariye, 2017).

3.4.2. Algoritmo de Dijkstra

De otra parte, el algoritmo Dijkstra también conocido como el algoritmo de caminos minimos,
fue deducido por el cientifico en computacién Edsger W. Dijkstra, fue originalmente publicado en
1959 en la revista Numerische Mathematik y constituye un robusto algoritmo que es usado en
diferentes campos del conocimiento como un método heuristico para reconocer la distancia
minima entre un conjunto de nodos (Frana y Misa, 2010) actualmente el algoritmo es rediseiiado
para mejorar su velocidad de calculo del més corto, como también para el caso de 16gica difusa.
El algoritmo de Dijkstra aplicado del nodo a al z, se basa en ir construyendo el camino més corto
empezando con los nodos contiguos al nodo inicial y buscando el mas cercano, luego de manera
reiterativa se va construyendo el camino con el nodo mds cercano hallado previamente hasta
encontrar el nodo final. De manera detallada se tendran etiquetas permanentes en los nodos cuyo
proceso del algoritmo detecte como minimo y etiquetas provisionales las cuales son candidatas a
ser minimas; la etiqueta del nodo v se le asigna el valor de L(v) y los nodos con etiquetas
temporales se encuentran en el conjunto 7' cuyos elementos son suprimidos a medida se encuentra
una etiqueta permanente. La primera etiqueta permanente es la del nodo de inicio L(a) = 0, el
algoritmo encuentra la ruta mas corta entre el nodo de inicio y el nodo con una etiqueta
permanente. Por tanto, el algoritmo finaliza cuando se le asigna una etiqueta permanente al nodo z

(Johnsonbaugh, 2005).



3.5. LOGICA DIFUSA 37

Algorithm 1: Matriz adyacencia grafo dirigido Cuatro Caballos

(Johnsonbaugh, 2005).
Entrada: ponderaciones de aristas w, nodo de inicio a, nodo final z.

Salida: longitud hasta el nodo final L(z), etiquetas permanentes que construyen el
trayecto entre nodos desde el inicial hasta el final. dijkstra(w,a,z,L.){
L(a)=0

Para todo nodo x diferente de a

T > Es el conjunto de nodos cuyas etiquetas no son permanentes

while z € T do
v=min{L(v)|v € T}

T=T-{v}

Para todo nodo x € T contiguo a v.

L(v) =min{L(v), L(v) +w(v,x)}

end

}

3.5. Loégica Difusa

La l6gica difusa es un concepto desarrollado por el profesor Lofti A. Zaded de la universidad
Berkeley en California, quien generalizé el concepto de 16gica cldsica donde se tiene la
posibilidad de 0 o 1 a valores intermedios. Se considera en una manera elegante y practica de
inferir resultados a partir de informacion vaga e imprecisa (Eduardo, De Vito, y cols., 2006).
Actualmente es usada en varios campos del conocimiento como ejemplo la automatizacién ya que
logra optimizar la toma de decisiones en las realizaciones de acciones en una maquina. La manera
en la que una persona describe su entorno basado en su percepcion no se realiza mediante
cantidades numéricas, sino a través de palabras y de frases que ponderan caracteristicas sensibles

a ser medibles. Tales caracteristicas pueden ser por ejemplo la temperatura de un objeto que
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puede ser calificada como alta, media o baja, ademas tales calificativos pueden variar entre
personas siendo por tanto expresiones subjetivas basadas en por ejemplo la experiencia
(Diaz Cordova, Coba Molina, y Navarrete, 2017). La l6gica difusa por tanto pondera
caracteristicas teniendo en cuenta los matices que estas pueden tener, en contraste la lIdgica

clasica o tradicional pondera con dos valores las caracteristicas como se muestra en la figura 3.2.

Légica tradicional Légica difusa
u u
[ E— Cumple Cumple
cuIr\In(f)le cum%le
0 X 0 X

Figura 3.2: Interpretacion grafica de 16gica tradicional y difusa (Diaz Cérdova et al., 2017).



Capitulo 4

Implementacion Tecnologica

En la seccion se expondran términos relacionados con la teoria de grafos y el modelo
computacional que simula los posibles estados de posiciones de los caballos en el tablero y el

movimiento en “L” de las fichas teniendo en cuenta la alternancia del color de las fichas.

Grafo dirigido juego Cuatro Caballos

El modelo computacional realizado para el modelamiento del juego Cuatro Caballos genera un
grafo donde los nodos representan las diferentes posiciones de los 4 caballos en el tablero y las
aristas representan el movimiento de uno de los caballos en “L”. A continuacion, se pretende
realizar un esbozo de la realizacion del cédigo computacional el cual, al ingresar los diferentes
movimientos de los caballos en diferentes partidas realizadas por un jugador, se logra como
resultado de su funcionamiento calcular los indices de Buclicidad, Ramificacion, cantidad de
jugadas realizadas, cantidad de bucles, pasos dados entre los bucles y pasos que faltaron para
llegar a resolver el juego.

Dado que el juego consiste en el movimiento de cuatro caballos, dos negros y dos blancos en un
tablero de tres por tres, es posible determinar la cantidad de diferentes posiciones de los caballos
en el tablero mediante el uso de la técnica de conteo permutacion, esto es: 8P4 = 1680, se utilizan

8 posibles posiciones en el tablero de tres por tres dado que el cuadro en el centro no se utiliza

39
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debido a los movimientos en “L” de los caballos. La construccién del c6digo comienza con la
creacion de una matriz denominada “Estados” de 1680 filas y 9 columnas, en donde cada fila es
una posicion en particular de las fichas en el tablero. El siguiente paso consiste en comparar cada
fila de 1a matriz con las demds buscando aquellas en la que se identifiquen el movimiento de solo
una ficha, luego se verifica que el movimiento de la ficha identificada sea un movimiento en “L”*;
usando las coordenadas del cambio de posicion de la ficha como catetos, se verifica usando el
teorema de Pitdgoras que la hipotenusa al cuadrado sea igual a 5, como se muestra a continuacioén

en el codigo:

Algorithm 2: Matriz adyacencia grafo Cuatro Caballos

if (Posi(1,1)— Posi(2,1))*+ (Posi(1,2) — Posi(2,2))*> =5 then
Rela(i,j)=1;

else

if mod (FiJu,2) = 0 then

Color (i, j) = Filu,

else

Color (i, j) = FiJu;

end

end

Del c6digo anterior cuando se identifica el movimiento de un caballo representado por una arista

se generan dos matrices, como sigue:

= Una es la matriz de adyacencia denominada \Rela”, en la cual se ubica el nimero 1

referenciando la posibilidad de realizar una jugada del nodo i al nodo j y viceversa.

= La matriz denominada \Color” es la matriz \Rela”, con la diferencia de no ubicarse un
nimero 1 sino el nimero a asociado a la ficha movida (1 y 3 para los caballo de color

blanco y los nimeros 2 y 4 para caballos de color negro).

La figura 4.1 muestra el grafo generado al graficar la matriz de adyacencia “Rela”, la cantidad de



41

Figura 4.1: Grafo generado matriz de adyacencia juego Cuatro Caballos.

nodos es de 1680 y la cantidad de aristas es de 3840. El grafo es disconexo con 6 subgrafos
conexos cada uno de 280 nodos.

Dado que el juego hereda la regla de turnar entre caballo de color blanco y caballo de color negro
empezando con un caballo de color blanco, se debe cumplir tal regla en el grafo de la figura 4.1.
Para lo cual, se hace necesario construir un grafo dirigido que se centre solo en uno de los
subgrafo conexos y que contenga los nodos que representan el inicio y final del juego que se

muestra en la tabla 4.1.

1 0 3 4 0 2

0 0 0 0 0 0

2 0 4 3 0 1
Inicio Final

Tabla 4.1: Inicio y final del juego

Se genera un vector denominado “TurnoBN” de una columna con 1680 filas, en el cual en la fila i
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se anota la distancia entre el nodo de inicio (nodo 129) y el nodo i. Por tanto, en la fila 129 se le
asigna el numero 0, dado que la distancia del nodo de inicio a el mismo es nulo. El cddigo del

algoritmo 3 muestra el c6digo usado para construir el vector \ TurnoBN™.

Algorithm 3: Vector distancia desde nodo inical hacia el resto de nodos

fork=1:19do
for i =1 :tamano do
if TurnoBN(i,1) = (k—1) then

for j =1 :tamano do
if (TurnoBN(j,1) = —1)&(Color(i,j) =

0)&(mod(Color(i, j),2) = ((1+(—1)K)/2)) then
| TurnoBN(j,1) =k;

end

end

end

end

end

El algoritmo busca los nodos relacionados con los ya anotados en la vector usando la matriz
\Color” y les anota un paso de mds teniendo en cuenta el turno de color de las fichas. Tal turno lo
identifica usando la funciéon modulo del nimero asignado al caballo a evaluar, verificando e

intercalando el valor de 0 y 1 como sigue:

1 si kes par
(1+(=1)9/2=

0 si kesimpar

A partir de la matriz “TurnoBN” es posible identificar los nodos de inicio y final de la tabla 4.1
dentro del grafo de la figura 4.1 asociado a la matriz “Rela”. Por tanto, es posible extraer el
subgrafo conexo y construir un grafo dirigido que modele el intercambio de color de los caballos.

El codigo realizado se muestra en el algoritmo 5 y se basa en el hecho de tenerse que una cantidad
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par de movimientos implica la jugada de una ficha blanca y una cantidad impar implica la jugada

de una ficha negra.

Algorithm 4: Matriz adyacencia grafo dirigido Cuatro Caballos

fori=1:1680do
if TurnoBN(i,1) # —1 then

for j =1:1680do
if

RelaDigra(i, j) # 0)&(mod(Color(i, j),2) # mod(TurnoBN(i,1),2)

then
| RelaDigra(i, j) = 0;

end

end

end

end

Finalmente, el resultado obtenido al lograr modelar la relacién entre los nodos o posiciones de las
fichas en el tablero y su relacion de movimiento en “L” de un caballo de manera alternada se

puede observar en la siguiente figura :

4.0.1. Uso de Logica difusa para el diseno de las ecuaciones

La l6gica difusa es util en el proyecto dado que ayuda a ponderar la afectacion al resolver el juego
de los Cuatro Caballos al repetir dos estados en una partida. A continuacion, se pretende realizar
una exposicion sobre los conceptos asociados a la l6gica difusa en base a la teoria presentada en

el libro “Fuzzy Logic” (Ross, 2017).

Definicion 4.0.1 (Variables lingiiisticas). Las variables lingiiisticas describen el estado de un
fenomeno a estudiar mediante palabras o frases. Tales variables hacen una descripcion que
caracteriza en base a la experiencia, estudio estadistico o algiin otro argumento el objeto de

estudio; logrando asociar tales variables a valores numéricos y de esta manera usar la
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Figura 4.2: Grafo dirigido juego Cuatro Caballos.

matemdtica como medio para inferir nueva informacion. Como ejemplo se puede mencionar la

calidad en el servicio de atencion en un restaurante como buena, regular o mala.

Definicion 4.0.2 (Definicién conjunto difuso y de membresia). Un conjunto difuso es una
extension del conjunto cldsico, donde en el cldsico un elemento pertenece o no pertenece al
conjunto. En el caso de un conjunto difuso se incluye pertenencia al conjunto con valores
intermedios. Por tanto, para una variable lingiiistica H se le asocia una funcion de pertenecia
denotada Uy ) que cumple con la condicion 0 < U ) < 1, donde el valor numérico 0 significa
que no cumple con la condicion H y en el caso de 1 significa que si cumple con la condicion H.
Un ejemplo se muestra en la figura 4.3 en donde solo para el valor de x = 2 se tiene que la

variable lingiiistica cumple plenamente con la variable lingiiistica H.

Definicion 4.0.3 (Operaciones sobre conjuntos difusos). Las operaciones definidas sobre los
conjuntos difusos se realizan a las funciones de pertenencia representando nueva informacion, en

base a la realizacion de operaciones logicas a las variables lingiiisticas. Las operaciones son las
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Figura 4.3: Funcién de pertenencia (Ross, 2017).

siguientes:
Union paup(x) = pa(x) V Up(x)
Interseccion Hanp(x) = pa(x) A up(x)

Complemento pz(x) =1 — pa(x)

Figura 4.5: intercepcion difusa (Ross, 2017).

Definicion 4.0.4 (Controlador Mamdani). La inferencia a partir de variables lingiiisticas que han
sido representadas mediante funciones de pertenencia, se realiza mediante reglas que relacionan
tales funciones con operadores logicos. Las reglas usan operadores “0” e “y” para las funciones
de pertenencia de entrada y estas deben implicar otra funcion de transferencia. En el proyecto de
grado se utiliza el operador “y”, bajo afirmaciones del tipo Si-Entonces. Por tanto, se utiliza el

implicador de Mamdani el cual es una generalizacion de Modus Ponens de la logica cldsica el

cual se ajusta al tipo de reglas propuestas en el proyecto. El controlador de Mamdani y su
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ma
0
Figura 4.6: Complemento (Ross, 2017).

inferencia se puede describir como se muestra en la ecuacion 4.1, donde se tiene n reglas y dos

(( ”»

valores de entrada yj:

g () = pa,, () Atia,, () A s, (y) con p.gyre{l,..., n} (4.1)

r

El fusificador utilizado después de usar la inferencia de Mamdani a cada una de las reglas es el

siguiente:

Hp () = My () VoV g () (4.2)

La figura 4.7 muestra grdficamente el uso de los operadores logicos.

Dado que el resultado es una funcion de pertenencia, es necesario calcular un dato que sea
representativo y que por tanto sea resultado de evaluar los dos valores de entrada iy j. El
procedimiento de hallar tal valor se denomina defusificador y este se basa en el campo de fisica,

al hallarse el centro de gravedad. La ecuacion 4.3 es iitil para hallar tal valor.

Iy JY Hp\y)ay (v)dy

g 0)dy (*3)

ya(i, j) =

El resultado es una superficie que depende de los valores de entrada iy j, a continuacion, un

diagrama que muestra el procedimiento descrito figura 4.8.
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Rule 1

Input(i) X

Rule 2
u

Ag)

Input(i) X

Figura 4.7: Operador Mamdani (Ross, 2017).

4.0.2. Uso del Algoritmo Dijkstra para el diseno de las ecuaciones

El algoritmo Dijkstra es ttil para lograr calcular en el juego de los Cuatro Caballos la mejor
solucion de llegar del nodo inicial al nodo final que aparece en la Tabla 4.1. Para tal fin se hace
uso del grafo de la Figura 4.2 y mediante el algoritmo Dijkstra es posible hallar la mejor solucién
la cual se muestra en la Figura 4.9; en la grafica es posible encontrar dos caminos que involucran
17 nodos por tanto 16 aristas que representan los movimientos minimos para poder resolver el
problema. De la gréfica es posible encontrar dos caminos los cuales representan la estrategia de
solucion del juego, el cual consiste en mover las fichas en sentido horario o en sentido antihorario.
El algoritmo Dijkstra también serd usado para lograr extraer informacién del grafo como la
distancia que le falta a un jugador para lograr llegar a resolver el problema de manera 6ptima o

medir la calidad de los movimientos del jugador.
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Funciones de
Pertenencia

L L

Entradas| Evaluacién | Salidas

Borrosas|  de las Borrosas| Defusificacion
—_— -

Reglas de de las Salidas

Control

Base de
Reglas

Figura 4.8: Diagrama uso de control difuso. https://cayetanoguerra.github.io/ia/ (Apuntes logica
difusa).

Difusificacion
- de las
Entradas
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4.0.3. Diseno de la funcion de Ramificacion

El indice de ramificacion es un valor numérico que cuantifica los aciertos realizados al escoger
una trayectoria en particular. Un jugador generalmente se plantea una estrategia de solucion
encontrando caracteristicas en el juego que se puedan aprovechar, para luego poner en préactica
realizando una partida y evaluar su conveniencia. Si un jugador estima que su estrategia no tiene
los resultados deseados, en el recorrido realizado entre las diferentes posiciones de las fichas se
podra detectar las fallas de la escogencia. El grafo que modela el juego de los cuatro caballos
evidencia que cualquier estado del tablero tiene cierta posibilidad de escogencia de movimientos,
como se muestra en la figura 4.10 excepto para ocho nodos los cuales no tienen posibilidad de
movimiento (juego cerrado). El indice plantado evaliia en cada movimiento si se realiz6 el
acertado otorgdndole una ponderacion de uno y si no es acertado de cero, luego se promedia los
valores numéricos obteniéndose como ponderacién de 0 a 1 los movimientos acertados del total
de movimientos. El indice de Ramificacién (Rami) compara la distancia minima (dm) entre el
nodo que se desea evaluar y el siguiente estado hasta lograr llegar al nodo solucién (Target)

“

siguiendo la trayectoria de la partida con “p” movimientos. Si la distancia minima del nodo

evaluado menos un movimiento coincide con la distancia minima del siguiente nodo se califica



49

Figura 4.9: Grafo dirigido juego Cuatro Caballos.

con uno, sino con un cero, esto se puede evidenciar en la ecuacion 4.4.

1 si m(nj,Target) —1 = dm(n;y,Target)
ci = dondeic{l,...p—1}=1 (4.4

0 si dm(n;,Target)—1 < dm(njy,Target)

El valor numérico de Ramificacion es el promedio de la ponderacion de cada nodo:

Rami = promedio{c;};;
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100 Nodos con igual cantidad de opciones de movimientos

Cantidad de nodos

0 1 2 3 4
Cantidad de opciones de movimientos

Figura 4.10: Cantidad de nodos con igual posibles movimientos.

El promedio se puede calcular haciendo uso el algoritmo 4.10.

Algorithm 5: Algoritmo ramificacion.

fori=1:RecoF —1do
numera=tamafo(dijkstra(grafo,RecoNodos(1,i),Target)); numera=numera- 1

denomi=tamano(dijkstra(grafo,RecoNodos(1,i+1),Target))

if numera = denomi then
| Califi=1

end

Califi=0
end

Rami=Rami/(RecoF-1);

El algoritmo 4.10 usa el valor numérico de RecoF para cuantificar la cantidad de nodos del
recorrido por tanto RecoF — 1 hace referencia de que se debe evaluar todos los nodos excepto el

ultimo (ya que no representa la decision de mover una ficha). El algoritmo Dijkstra calcula en el
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grafo la distancia desde el nodo i hasta el final Target y le resta la unidad para hallar la cantidad
de pasos para llegar al final. Luego calcula la distancia entre el nodo siguiente de la trayectoria
i+ 1 hasta el final Target, en este caso no de resta la unidad ya que se evalia un paso después del
nodo evaluado. Los datos se contratan en el condicional y se calcula finalmente el promedio en la
variable Rami. Lograndose de esta manera calcular de 0 a 1 el indice de acierto de los

movimientos realizados por el jugador, siendo el valor de 1 el que todos estén bien ejecutados.

4.0.4. Diseno de la funcion de Buclicidad

El indice de buclicidad calcula la incidencia que tiene sobre un jugador al resolver el juego de los
cuatro caballos el repetir estados del tablero dentro de una trayectoria de una partida dada. La
manera de lograr calcular el indice, se basa en calcular la cantidad de movimientos en el cual se
inicia y finaliza en el mismo estado con respecto a la cantidad total de movimientos. Ademas de la
cantidad de movimientos que faltaron para resolver el juego de manera ptima, con respecto a la
cantidad minima de movimientos para resolver el juego que es de 16. Dados los dos datos
anteriormente descritos, cada uno se puede interpretar como estimaciones de la proporcion de
incidencia en el jugador para lograr resolver el juego y ser estos interpretados mediante las
calificaciones de alto, medio y bajo. El indice finalmente se calcula usando un algoritmo basado
en la 16gica difusa y logra ser util para interpretar el proceso de razonamiento del jugador. A
continuacion, se pretender exponer con detalle el cdlculo del indice de buclicidad en funcién de la

trayectoria generada por una partida de un jugador.

Algoritmo de valores de entrada para el calculo de indice de buclicidad

La trayectoria de una partida incluye un bucle cuando el recorrido de los estados después de cierta
cantidad de movimientos se repite, esto es: un nodo se repite después de recorrer cierta cantidad

de aristas. De lo anterior es deseable calcular aquellos nodos en los que se presenta buclicidad y la
cantidad de movimientos o aristas entre los bucles. Para ello se utiliza el algoritmo 6, en el que se

revisa nodo a nodo si sus posteriores siguiendo las aristas en algiin momento se repite y de
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hacerlo se sigue la revisiéon un nodo después del final de un bucle.

Algorithm 6: Deteccion de bucles en trayectorias de partidas en el

juegohttps://es.overleaf.com/project/608619a211aca68dff92f3b4 Cuatro

Caballos
f > Cantidad de nodos en la trayectoria.
recorrido > Vector de nodos del recorrido.
cantibucle = 0; > Cantidad de bucles.
Totalbucles = 0; > Total aristas entre todos los nodos.
i=1;

while i <= f—1do
for j=i+1:fdo

if recorrido(1,i) = recorrido(1, j) then
cantibucle = cantibucle + 1;

longitud = j—1i > Cantidad de aristas dentro de un bucle.
i=J; > Necesario revisar nodos luego de un bucle hallado.

Totalbucles = Totalbucles + longitud,

break
end
end
i=i+1;
end

Del algoritmo 6, se calcula la cantidad total de movimientos entre todos los bucles Totalbucles y

el movimiento total de la trayectoria f — 1. Por tanto, la proporcién entre los dos datos, seria:

Totalbucl
g(Totalbucles) = coonee (4.5)

f—1

Para el caso de la proporcion de la cantidad de movimientos que restaron para lograr resolver el

juego de manera 6ptima f/I, con respecto a la cantidad 6ptima de 16 movimientos, se tiene que la
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proporcién entre los dos datos, seria:

M s fli<16
h(fll) = (4.6)
1 si fll>16

Funciones de pertenencia 0 membresia

Los valores numéricos de las ecuaciones 4.5 y 4.6, son analizados mediante el uso de l6gica
difusa; dado que el indice de Buclicidad se calcula en funcion de la cantidad de movimientos
dados para que se repita la misma posicion de los caballos y como esta afecta la solucion del
juego. A continuacidn, se explica la caracterizacion de las dos cantidades como variables
lingiiisticas.

En el caso de los bucles realizados en una trayectoria, se utilizan cuatro variables lingiiisticas que
califican la cantidad de movimientos realizados entre los bucles en funcién de la cantidad total de
movimientos ecuacion 4.5. Las variables lingiiisticas son: bajo, medio bajo, medio alto y alto.
Dado que la ecuacion 4.5 es un valor que se encuentra entre O y 1, se debe ponderar a que valores
numéricos en el rango de la funcién g se asignan a las variables lingiiisticas. Para ello se hace uso
del hecho que la ecuacién 4.5 tiene un comportamiento lineal por tanto, las cuatro variables
lingiiisticas fraccionan el rango de la funcién g con la misma importancia. De la figura 4.11 se
puede inferir dada la linealidad de la relacion entre las variables, las siguientes asignaciones a las

variables lingiiisticas:

Bajo entre 0 y 0,25.

Bajo medio entre 0,25y 0,5.

Bajo alto entre 0,5 y 0,75.

Alto entre 0,75y 1.
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Proporcion de bucles

Cantidad de movimientos

Figura 4.11: Funcién g proporcién de bucles (4.5).

Membership function plots

Bajo Medio Alto

input variable "bucles”

Figura 4.12: Funcién g (4.5).

En el caso de la ecuacion (4.6), el argumento es andlogo al caso de la ecuacion (4.5), dado que la
ecuacion también tiene un comportamiento lineal como se muestra en la figura 4.13.

Por tanto, dada la linealidad de la grafica de la figura 4.13, se puede realizar la asignacién andloga
a la realizada en la funcién g y generar la asignacion de variables lingiiisticas como se muestra en
la figura 4.14.

Como respuesta al analisis de las dos variables de entrada descritas anteriormente, se desea
obtener un valor numérico entre 0 y 1 el cual logre mesurar la afectacion de repetir estados en el
juego en la solucién del mismo. Para ello se utilizan las variables lingiiisticas de afectacion baja,
afectacion baja promedio, afectacion alta promedio y afectacion alta. Lo cual fracciona el rango

de la funcién de buclicidad (salida entre 0 y 1) en 4 unidades como sigue:

= Afectacion baja entre 0 y 0,25.
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Proporcion de movimientos por resolver el juego

0
1 - o - il
Cantidad de movimientos por resolver el juego

Figura 4.13: Funcién h proporciéon movimientos por resolver el juego (4.6).

Membership function plots

Bajo Medio Alto

input variable "por_llegar”

Figura 4.14: Funcién A (4.6).

= afectacion baja promedio entre 0,25 y 0,5.

= afectacion alta promedio entre 0,5 y 0,75.

= afectacion alta 0,75y 1.

La asociacion entre variables lingiiisticas y el rango de la funcion de buclicidad, se representa
graficamente mediante funciones de pertenencia trapezoidales como se muestra en la figura 4.15:
Reglas difusas y funcion de buclicidad

A partir de las funciones de pertenencia es posible establecer las reglas con las cuales se estima la

afectacion que tiene los bucles en una partida en la solucion del juego. Para ello hay que tener en
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Membership function plots

AfectaBaja Promedio Afectadlta

output variable "AfectacionBuclicidad™

Figura 4.15: Funcién de Buclicidad salida.

cuenta las tres variables lingiiisticas de las figuras 4.12 y 4.14, por tanto se puede establecer nueve
reglas las cuales se asignan de acuerdo a los resultados esperados como se muestra en la Tabla

4.2. Dado que se utiliza el controlador de Mamdani, para el caso de las funciones de pertenecia de

Por llegar (h)

Bucle (g) Bajo (Bh) Medio (Mh) | Alto (Ah)
Afectacion Afectacion Afectacion
Alto (Ag) media (Am) | alta (Aa) alta (Aa)

. Afectacion Afectacion Afectacion
Medio (Mg) baja (Ab) | media (Am) | alta (Aa)
Bajo (Bg) Afectacion Afectacion Afectacidon

JoIbE baja (Ab) | baja(Ab) | media (Am)

Tabla 4.2: Reglas difusas

entrada se utiliza el operador 16gico de interseccion esto es uang = min{ s, up}. La implicacién

se calcula con el operador de Mamdani como se muestra en la figura 4.16, donde se muestran
nueve reglas donde la funcion g y h denominadas “Bucles” y “Por llegar” respectivamente se
califican mediante las variables lingiiisticas Bajo, Medio y Alto. Las funciones de pertenencia de
la salida “Afectacion Buclicidad” con las variables Afectacion Baja, Promedio y Afectacion Alta.
En el ejemplo para la funcién g el 0.427 de los movimientos totales se realizaron dentro de un
bucle y falt6 el 0.595 de movimientos por resolver el juego de los 16 movimientos minimos,

ponderando con 0.515 el ingresar a un bucle la incidencia de no llegar a resolver el juego. El
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Bucles=0.427 Por_llegar=0.595 minimo AfeCtHCié(I)l ?&Chddad
‘ 3 — = - -~

P

Figura 4.16: Grafica de las funciones de pertenencia.

operador Mamdani luego de calcular el minimo en cada una de las reglas, corta la funcién de

pertenencia respectiva, la operacion en la regla 7, es:

(Mprg(x) A pan(y)) A Maa(z)

Luego de calcular cada una de las funciones de membrecia usando la ecuacién anterior, se aplica
la unién paup = max{ua, Up}. La funcion resultante se le aplica el método de defusificacién de
centroide. El resultado es una funcién que pondera de 0 a 1 la incidencia sobre un jugador el
poder resolver el juego de los cuatro caballos al repetir posiciones, la grafica de tal funcién se

muestra en la figura 4.17.
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AfectacionBudicidad

bucles

Figura 4.17: Superficie funcién de buclicidad.

Conclusion

El juego Cuatro Caballos al basarse en la ubicacion de 4 fichas en un tablero de 9 casillas y
algunas reglas plantadas, permite cuantificar y representar el juego mediante un grafo dirigido.
Ademads, es posible representar la trayectoria de las partidas realizadas por un jugador a través de
pasos entre nodos; cumpliendo las reglas representadas por las aristas direccionadas. Dado que se
establece una métrica de la menor distancia entre dos nodos en base al algoritmo Dijkstra, es
posible extraer informacion de las trayectorias de las partidas y lograr plantearse indices que

pretenden caracterizar e inferir informacion de las estrategias de solucion de un jugador.



Capitulo 5

Validacion

El trabajo de investigacion propuesto tiene las siguientes caracteristicas:

Enfoque mixto, dado que en el proyecto se propone la recoleccion de datos de las partidas
realizadas por algunos sujetos, los cuales serdn analizados cuantitativamente al utilizarse los
indices de Buclicidad y Ramificacion, ademas, de utilizarse representaciones graficas de las
partidas en el grafo dirigido asociado al juego. También se realiza un andlisis cualitativo de las
expresiones verbales y no verbales, usando como insumo videos realizados a los sujetos
resolviendo el juego. Finalmente, se analiza los resultados de los indices y las expresiones
verbales buscando relaciones entre ellos.

Alcance exploratorio, dado que en el proyecto se presenta la propuesta de dos indices
denominados Ramificacién y Buclicidad, con los que se pretende evaluar el aprendizaje de
solucion de un juego estructurado; se tiene el interés de examinar las caracteristicas y utilidades
de estos indices en cuantificar los aciertos realizados al transcurrir una partida y la incidencia que
tiene en un jugador la realizacion bucles en la solucién del juego. Este capitulo describe el
proceso de validacién de las dos ecuaciones propuestas: Ramificacion y Buclicidad, para ello se
utiliza un enfoque mixto con disefio concurrente; el cual tiene la capacidad de contrastar los
andlisis cualitativos y cuantitativos infiriendo resultados de los dos enfoques. Ademds de un

alcance exploratorio, debido a que los indices fueron propuestos y se pretende desvelar la utilidad

59
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y caracteristicas de los mismos.

5.1. Descripcion diseiio metodologico

Seleccion Sujetos

|

Explicacion del
Juego

l

Desarrollo de Juego
Jugadores

Datos Cualitativos Datos Cuantitativos

l l j Analisis Ramificacion

Transqripcidn e Andlisis Grafos
Videos

¢ _|—> Analisis Buclicidad

Andlisis de
Protocolos Verbales

> Analisis de

Resultados

!

Hallazgos

Figura 5.1: Esquema del disefio de la investigacion

= Recoleccion Datos Cualitativos. Es posible medirla cualitativamente mediante la
descripcion de expresiones verbales y no verbales generadas por los sujetos al intentar

resolver el juego.

= Recoleccion Datos Cuantitativos. es posible medir cuantitativamente las categorias de la
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variable mediante el andlisis de los resultados de los indices propuestos. El planteamiento y
generacion de indices de apoyo en el diagnéstico del aprendizaje de la solucion de juegos
estructurados, entendido como el medio para extraer informacién a partir de la
representacion de las partidas realizadas. Se constituye por elementos como la formulacién

matematica de los indices de Buclicidad y Ramificacion.

¢ Analisis Funcion de Ramificacion

¢ Analisis Funcion de Buclicidad

Analisis de Resultados.

* Datos cualitativos:
Procedimiento: aplicacion del juego a 11 sujetos.

Producto: archivo con 11 videos y consolidado de los movimientos realizados.

* Transcripcion de videos:
Procedimiento: extraer de los videos instancias de las expresiones verbales y no
verbales de los sujetos.

Producto: consolidado de expresiones de los sujetos para su andlisis.

* Analisis de protocolos verbales:
Procedimiento: se clasifica la informacién mediante las categorias de clasificacién de
(Ellis, 2007).
Producto: consolidado de expresiones verbales y no verbales de acuerdo a las

categorias de generalizacion.

* Datos cuantitativos:
Procedimiento: aplicacion del juego a 11 sujetos.

Producto: archivo de los movimientos de cada partida de los sujetos.

* Analisis Ramificacion y Buclicidad:
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Procedimiento: se clasifica la informacién mediante las categorias de clasificacion de
Ellis (2007).

Producto: promedio de los indices de cada categoria por sujeto.

* Analisis de resultados:
Procedimiento: contrastar el andlisis cuantitativo y cualitativo.
Producto: anélisis mediante categoria Ellis (2007), practica deliberada (Anderson y

Schunn, 2000) (Mayer, 2014) y matematizacion (Freudenthal, 1968).

* Hallazgos:
Procedimiento: evidenciar la utilidad de los indices de Buclicidad y Ramificacion.

Producto: conclusién del proyecto.

La validacion de los indices propuesto, entendido como la capacidad de diagnosticar el
aprendizaje en la solucion del juego Cuatro Caballos por parte de un jugador. Se constituye por
elementos de conocimiento: habilidad de generar estrategias y mejoramiento paulatino en la

solucion de juegos estructurados.

5.2. Participantes

Dado que los juegos estructurados se caracterizan por tener una finalidad siguiendo normas, se
hace necesaria la formulacion de estrategias para lograr resolverlos generando hipétesis y de esta
manera lograr una proyeccion a futuro. Es por tanto necesario que los participantes estén en la
capacidad de utilizar el razonamiento deductivo y lograr generar ideas abstractas, es asi que se
seleccionaron 11 sujetos en edades entre los 8 y 13 afios. Las participaciones de la investigacion
se realizaron bajo la previa autorizacion de los acudientes mediante un consentimiento informado,
ademads se contd con la ayuda de estudiantes del programa de licenciatura de matematicas de la
Universidad Distrital ”Francisco José de Caldas”quienes grabaron y realizaron andlisis de

expresiones verbales.
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5.3. Materiales

El material utilizado consiste en el uso de un tablero de ajedrez de 3x3, en el cual se ubican 2
caballos blancos y 2 caballos negros en sus esquinas de forma tal que los caballos del mismo
color se encuentren en la misma fila. El juego finaliza cuando los caballos de color negro se
ubican en la posicidn de los blancos y viceversa, usando la menor cantidad de movimiento en “L”
usual de los caballos de ajedrez. Fue posible la recoleccién automética de movimientos mediante
una simulacion del juego que se encuentra de manera libra en la siguiente pigina

http://ritaportal.udistrital.edu.co:10198/horses.

CHE CHC
H B EH B
CHC CHC

INICIO FIN

Figura 5.2: Tablero Juego Cuatro Caballos http://ritaportal.udistrital.edu.co:
10198/horses

5.4. Condiciones y Procedimiento

El procedimiento comienza con el consentimiento informado por parte de los acudientes de los
sujetos a evaluar. Luego se les da a conocer las reglas del juego y se realiza una grabacion a las
partidas; tales partidas y sus movimientos representan diferentes posiciones de las fichas en el
tablero y por tanto el rastro de las estrategias formuladas por el usuario. De las grabaciones se
puede transcribir la ubicacion de las fichas movimiento a movimiento, las cuales serdn
representadas en el grafo dirigido que modela el juego. Las partidas en el grafo dirigido pueden
ser evaluadas usando los indices de Buclicidad y de Ramificacién formuladas en el proyecto,

ademads de poderse extraer datos generales de las partidas como lo son: la cantidad de


http://ritaportal.udistrital.edu.co:10198/horses
http://ritaportal.udistrital.edu.co:10198/horses
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movimientos, la cantidad de bucles con la cantidad de movimientos realizados dentro del mismo
y la cantidad de movimientos minimos restantes para resolver el juego. Tal informacién es usada
para realizar el andlisis cuantitativo de las partidas. De manera andloga se realiza una
transcripcion de la expresiones verbales y no verbales de los sujetos para cada partida generando
los llamados protocolos verbales. Tal informacion es usada para realizar el anélisis cualitativo de
las partidas. Finalmente se realiza el andlisis correlacional de los andlisis cuantitativos y
cualitativos. Las cartas de consentimiento de uso de imagenes y video, la tablas de observador y
videos de las partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1xkFXasug4-S_9f c8bdFWFrS_ uDso8Kd?usp=sharing

5.5. Meétricas y Analisis

5.5.1. Rendimiento de la Tarea

Los indices de Buclicidad y Ramificacién se pueden contrastar con la informacién proporcionada
en los datos generales; debido a que los indices estdn en funcion de tales datos. A continuacion, se
pretende mostrar un andlisis de cada una de partidas realizadas por los sujetos, basado en los
valores de los indices y los datos generales. Una grafica con todas las partidas en la cual el color
rojo representa la primera partida y la de color amarillo la tltima, los matices de color rojo hasta
el amarillo representan las partidas intermedias. Las graficas de cada partida por separado,

ademads de una foto del participante.


https://drive.google.com/drive/folders/1xkFXasug4-S_9f_c8bdFWFrS_uDso8Kd?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1xkFXasug4-S_9f_c8bdFWFrS_uDso8Kd?usp=sharing
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Sujeto 1

Figura 5.3: Sujeto 1 consolidado de partidas.

El sujeto 1 es de género masculino, tiene 12 afios de edad, realiza la actividad en un computador
en la casa que habita tardando 3 minutos y medio. Usa una pagina web que le permite generar los
movimientos deseados e iniciar nuevamente de manera automatica. El sujeto realizo seis partidas,
donde las primeras de color rojo y las intermedias de color naranja muestran que realizd pocos
movimientos en comparacion con la dltima de color amarillo resolviendo el problema Figura 5.3;
por tanto, el sujeto realiza un proceso de matematizacion, visible dado que los primeros
movimientos fueron necesarios para conseguir abstraer del juego las caracteristicas necesarias

para entenderlo y llegar a resolverlo (Freudenthal, 1968).
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Figura 5.4: Sujeto 1 partidas.
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Las partidas realizadas por el sujeto 1 representadas en el grafo dirigido asociado al juego,

muestra en la partida 1 el aprendizaje de las reglas del juego al ser pocos movimientos, en la

partida 2 se infiere que el sujeto realiza un proceso de abstraccion al explorar las particularidades

del juego sin llegar a resolverlo, en las partidas 4, 5 y 6 evidencia que el sujeto intenta una

estrategia al notarse que los caminos son similares, finalmente en la partida 6 soluciona el juego

usando mds de los 16 movimientos minimos necesarios; por tanto la partida también requirié de

un proceso de exploracion. Se puede notar un proceso de préctica deliberada al identificarse en las

sucesivas partidas el aprendizaje de las particularidades del juego y mejoramiento continuo

(Anderson y Schunn, 2000).
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Figura 5.5: Sujeto
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1 datos generales.

En la Figura 5.5 se evidencia informacion titil al transcurrir las partidas sobre la evolucion de las

decisiones tomas por el sujeto. A continuacion, se realizard un andlisis de cada partida

contrastando los datos generales con los indices de Buclicidad y Ramificacion, una descripcion de

las expresiones verbales y no verbales del sujeto, ademads se clasificardn de acuerdo a las

categorias propuestas por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion:

= Partida 1: el indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingres6 a un bucle. Los 3

movimientos realizados alejaron al jugador de resolver el problema; dado que se necesitaria

minimo de 17 movimientos para resolverlo de los 16 minimos necesarios, por tanto, afectd

el indice de Ramificacién ponderdndolo por debajo de la mejor calificacion de 1.

Expresiones verbales: el sujeto después de realizar 3 movimientos dice “no” al terminar la

partida.

Expresiones no verbales: el sujeto se mantiene concentrado y sonrie al terminar la partida.

Promedio de los indices de las partidas de relacion:

Promedio de indice de Ramificacién: 0.666

Promedio de indice de Buclicidad: O
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El sujeto en la categoria de relacion muestra un indice de ramificacion inferior al de las siguientes
categorias, mostrando que se encuentra familiarizdndose con el juego, ademds de ser corroborado
con la expresion no verbal de decir “no” al percatarse que hay ocasiones en la que no es posible

realizar mas movimientos.

Categoria de basqueda:

= Partida 2: aunque de los 15 movimientos realizados, menos de la mitad han estado dentro
de un bucle de 4 movimientos, el indice de Buclicidad da un valor menor a 0.5; dado que
faltd6 mas de la mitad de los movimientos para resolver el problema en comparacion de los
16 minimos. El indice de Ramificacién es inferior a 1, dado que el ingresar a un bucle es
producto de la realizacion de movimientos erréneos.
Expresiones verbales: no realiza.
Expresiones no verbales: el sujeto se mantiene tranquilo, cuando llega a una posicion de los
caballos del mismo color en los lados del tablero respira profundo, al final de la partida se
reclina hacia atrds y se toca la boca con la mano cuando selecciona una ficha que no tiene

posibles movimientos y decide reanimar el juego.

= Partida 3 y 4: muestra los mismos valores numéricos de las dos partidas mostrando que su
estrategia fue similar.
Expresiones verbales: no realiza.
Expresiones no verbales partida 2: realiza 3 movimientos llevdandose la mano a la cabeza,
reclindndose a la izquierda levemente y sonriendo al tomar la decision de reiniciar el juego.

Expresiones no verbales partida 3: no realiza.

= Partida 5: el indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingresé a un bucle. El sujeto
realiz6 2 movimientos el primero nunca es erroneo, fue erroneo el segundo dado que el
indice de ramificaciéon muestra que la mitad de los movimientos lo son.

Expresiones verbales: no realiza.



5.5. METRICAS Y ANALISIS 69

Expresiones no verbales: busca ubicar los caballos en los centros de los laterales del tablero,

decide reiniciar al tratar de mover una ficha blanca que no tiene posibles movimientos.

Promedio de los indices de las partidas de busqueda:

Promedio de indice de Ramificacién: 0.675

Promedio de indice de Buclicidad: 0.076

El indice de ramificacién aumenta en comparacién al de la categoria de relacién, mostrando que
realiza mds movimientos acertados, el sujeto se encuentra validando una posicion en particular de
los caballos corroborado al tratar de ubicarlos en los centros de los lados del tablero, corroborado

por las expresiones que realiza al encontrar tal posicion.

Categoria de extension:

= Partida 6: el indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingresé a un bucle. Dado que
la cantidad minima es 16 pero se resolvié en 20, se infiere que se realizé algin movimiento
erréneo produciendo un indice es menor de 1. Aun asi, se resolvié el problema.
Expresiones verbales: al terminar la partida dice “listo”.
Expresiones no verbales: el sujeto arruga la boca al percatarse que solo le falta mover una
ficha blanca, pero por la alternancia de color no lo puede realizar. Finalmente puede

resolver el problema y mira hacia la cdmara.

Promedio de los indices de las partidas de extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.95

Promedio de indice de Buclicidad: O

El indice de ramificacién es el mds alto, mostrando una notaria mejoria en los movimientos
realizados. Aunque el indice no llega a su valor mas alto dado que realizé mas de los 16 minimos
necesarios. Finalmente logra resolver el juego al usar la estrategia de ubicacion de los caballos

como lo pretendia hacer en las dos categorias anteriores.
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Analisis del sujeto 1:

El primer sujeto realiz6 6 partidas resolviendo el juego con 4 movimientos de mds e ingreso a un
bucle de 4 movimientos en la partida 2. Es posible evidenciar de la categorizacion propuesta por
Ellis (2007) que el sujeto realiza un proceso de generalizacion, evidenciado por la creciente
ponderacion del indice de ramificacion, ademads de las expresiones verbales que muestran la
bisqueda de patrones en el juego al poner las fichas en varias partidas en una posicién en
concreto. La practica deliberada se evidencia al realizar diferentes partidas que mejoran tanto en
lo acertado de los movimientos (aumento en el indice de Ramificacion) y en la evolucién de las
expresiones al frustrarse o alegrase dependiendo de lo bien o mal de las acciones tomadas
(Anderson y Schunn, 2000). El sujeto logra abstraer particularidades en la posicion de las fichas,
alistando una ubicacién en concreto, evidenciando un proceso de matematizacion lo
suficientemente util para resolver el juego (Freudenthal, 1968). La carta de consentimiento de uso
de iméagenes y video, la tabla de observador y video de las partidas realizadas, se puede encontrar
en el siguiente enlace: https://drive.google.com/drive/folders/

1KxhyO0GfKA6e_72V42QVed1dzU6laNnbJ?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1Kxhy0GfKA6e_72V42QVe4ldZU6laNnbJ?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1Kxhy0GfKA6e_72V42QVe4ldZU6laNnbJ?usp=sharing
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Sujeto 2

Figura 5.6: Sujeto 2 consolidado de partidas.

El sujeto 2 es de género masculino, tiene 13 afios de edad, la actividad planteada la realiza en 20
minutos utilizando un computador y una pagina web que le permite gestionar los movimientos y
las partidas. El sujeto realiz6 18 intentos, siendo el que mds cantidad de partidas usé en
comparacion con los demds sujetos. De la Figura 5.6, las partidas realizadas inicialmente de color
rojo se encuentran a la izquierda del inicio en sentido horario, mostrando que explor6 el juego
realizando pocos movimientos similares, las partidas intermedias de color naranja se encuentran a
la derecha del inicio en sentido antihorario evidenciando que opté por cambiar los movimientos
realizados al inicio pero sin realizar los 16 minimos necesarios, las dltimas partidas de color
amarillo muestran que siguié movimientos similares a las partidas intermedias pero con mas
movimientos resolviendo finalmente el juego. El proceso de matematizacién del sujeto presenta
un creciente uso de movimientos a medida que realiza las apartidas, ademéds de un cambio en las
decisiones de los movimientos; los procesos de abstraccion realizados por el sujeto lo llevaron a

lograr resolver el juego (Freudenthal, 1993).
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Partida 1 Partida 2 Partida 10
x :/" i
Partida 11 . Partida 17 o Partida 18

Figura 5.7: Sujeto 2 partidas 1 a 12.

Las partidas representadas en la Figura 5.7 son algunas de las realizadas por el sujeto. La practica
deliberada realizada partida a partida muestra un proceso de reconocimiento como se evidencia en
las partidas 1 y 2; caracterizadas por pocos movimientos y la aparicion de bucles. Las partidas 10

y 11 evidencia un cambio en la decision de los movimientos y nuevamente la aparicion de bucles,
pero como se muestra en la partida 17 y 18 tal cambio tiene efecto al lograr resolver el problema.

La mejora continua a medida que transcurre el juego es evidencia de que la practica deliberada

genera aprendizaje (Mayer, 2014).
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Figura 5.8: Sujeto 2 datos generales.

En la Figura 5.5 se representa la evolucion de las partidas realizadas por el sujeto, de la

informacion es posible inferir tanto los errores como los aciertos de las decisiones tomadas. a

continuacion, se analiza las partidas contrastando los datos generales con los indices de

Buclicidad, Ramificacion y expresiones tanto verbales como no verbales siguiendo las categorias

propuestas por la autora Ellis (2007).

Categoria de relacion:

= Partida 1: El indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingres6 a un bucle, realiz6 6

movimientos faltando 10, dado que la suma es 16 significa que no cometio errores por tanto
el indice de Ramificacién es 1.
Expresiones verbales: Dice al final de la partida “qué pasé” al darse cuenta que en la pagina

web se pueden comer las fichas.

Expresiones no verbales: sonrie y estira la boca cuando se detiene a pensar un movimiento.

Partida 2: La mitad de los 14 movimientos realizados més 1 se realizaron dentro de un
bucle, ademds falta mds de la mitad de movimientos por resolver el problema; por tanto, el

indice es mayor a 0.5. Al ingresar a un bucle y faltarle 10 pasos por llegar después de haber
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dado 14, supera los 16 minimo; el indice de Ramificacién no llega al mejor valor de 1.
Expresiones verbales: no realiza.

Expresiones no verbales: no realiza.

Partida 3: El sujeto ingreso6 a un bucle donde méas de la mitad se encuentran dentro de un
bucle y la cantidad de pasos por llegar es superior a los 16 minimos; por tanto, el indice de
buclicidad es el mas alto en comparacion a las demas partidas. El indice de ramificacion
también es alto dado que ingresé a un bucle y se alejé bastante de la solucion.

Expresiones verbales: continuamente repite las palabras “este acd”, “este lo ponemos aca”,

“volvimos a empezar”, al final de la partida dice “no, otra vez”.

Expresiones no verbales: Se mantiene concentrado en la pantalla.

Partida 4: No ingreso a un bucle, solo realizé 4 movimientos, el indice de ramificacion es
menor a 1 mostrando que realizé movimientos erroneos.

Expresiones verbales: busca mover una ficha negra y dice “y ya no se pueden hacer més
movimientos”.

Expresiones no verbales: se lleva las manos a la boca y se reclina a la izquierda.

Partida 5: No ingreso a un bucle, solo realizé 5 movimientos, el indice de ramificacion es

menor a 1 mostrando que realiz6 movimientos erroneos. No aparece dato de movimientos
minimos para resolver el problema dado que llegd a una posicion del tablero donde no se

puede hacer movimientos.

Expresiones verbales: genera un sonido sin abrir la boca similar a “jujurujuju’ al tratar de
mover una ficha negra, dice “y ahora como lo muevo” al percatarse que se cerrd el juego.

Expresiones no verbales: Se lleva la mano a la boca cuando se percata que se cerro el juego.

Partida 6: El sujeto ingresé a un bucle donde mas de la mitad se encuentran dentro de un
bucle y la cantidad de pasos por llegar es de 18, siendo superior a los 16 minimo; por tanto,
el indice de buclicidad es el mds alto en comparacion a las demds partidas. El indice de

ramificacion también es alto dado que ingres6 a un bucle y se alej6 bastante de la solucion.
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Expresiones verbales: Al empezar el juego dice reiteradamente “comencemos” y luego
“esta”, cuando se come una de las fichas dice “Nooo”.

Expresiones no verbales: cuando se come una de las fichas se lleva la mano a la boca.

Promedio de los indices de las partidas de relacion:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.762

Promedio de indice de Buclicidad: 0.369

En la categoria de relacion el sujeto se encuentra en proceso de entender el juego, por tanto,
realiza pocos movimientos. El sujeto logra identificar particularidades como que es posible
realizar bucles, evidenciado en la partida 3 cuando dice “volvimos a empezar” y en la partida 5
cuando se percata que el juego se puede cerrar, evidenciado por la frase que dice “y ahora como lo

muevo”’

Categoria de busqueda:

= Partida 7: No ingreso a un bucle, realizé y le faltaron por realizar 10 movimientos que al
sumarse son 20 siendo superiores a los 16 minimos; por tanto, algin movimiento no fue
acertado y el indice de Ramificacién es menor a 1.
Expresiones verbales: el sujeto ubica las fichas en la mitad de los lados del tablero y dice
“listo”.
Expresiones no verbales: se propone ubicar las fichas en las esquinas del tablero y al darse
cuenta que no es posible dice “No” de manera prolongada y luego dice “no se puede hacer

ninglin movimiento”.

= Partida 8 y 9: No ingreso a un bucle. Solo realizé 3 movimientos con algunos erréneos.
Expresiones verbales: dice “algo asi”.
Expresiones no verbales: se reclina hacia atrds cuando no consigue ubicar las fichas en la

posicion deseada.

= Partida 10: Ingresé a un bucle donde la mitad de los movimientos se realizaron dentro de un
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bucle y faltaron 12 movimientos por resolver el juego por tal motivo el indice de buclicidad
es alto. Realiz6 8 movimientos y le faltaron 12 que al sumarse son 20, siendo superiores a
los 16 minimos; por tanto, algin movimiento no fue acertado y el indice de Ramificacion es
menor a 1.

Expresiones verbales: dice “Listo” al ubicar las fichas en los centros de los lados del
tablero, reiteradamente dice “este se puede aca”, la apersona que lo acompaiia le pregunta
“qué estds haciendo” él responde “no sé, lo mismo” al ingresar a un bucle

Expresiones no verbales: se reclina constantemente hacia atras.

Partida 11: Mas de la mitad de los pasos se realizaron dentro de un bucle faltandole 12
pasos por resolver el problema, por tanto, el indice de Buclicidad es alto. De 12
movimientos realizados le faltaron igualmente 12, por tanto, se realizaron movimientos
erréneos dado que la suma de los movimientos es 24.

Expresiones verbales: dice “ahi quedamos™ al ubicar las fichas en los centros de los lados
del tablero y luego dice “entonces ahi llevamos cuatro”, cuando realiza un bucle dice “otra
vez”.

Expresiones no verbales: al realizar un bucle toca repetidamente y rapidamente la mesa

donde esta ubicado el computador.

Partida 12 y 13: El indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingres6 a un bucle.
solo realizé 3 movimientos, el indice de ramificacién es menor a 1 mostrando que realizé
movimientos erréneos.

Expresiones verbales: el sujeto dice “y otra vez me quede” al terminar la partida 13.

Expresiones no verbales: el sujeto finaliza la partida 13 reclindndose a la hacia la izquierda.

Partida 14: Mas de la mitad de los pasos se realizaron dentro de un bucle faltandole 12
pasos por resolver el problema por tanto el indice de Buclicidad es alto. De 12 movimientos
realizados le faltaron igualmente 12, por tanto, se realizaron movimientos erréneos dado

que la suma de los movimientos es 24.
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Expresiones verbales: dice “Listo” al ubicar las fichas en los centros de los lados del
tablero, dice “otra vez” al realizar un bucle.

Expresiones no verbales: se encuentra concentrado en el juego.

= Partida 15: El indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingresé a un bucle. De los
15 movimientos realizados se alejo de la solucion al faltarle 9, por tanto, el indice de
Ramificacioén es inferior a 1.
Expresiones verbales: dice repetidamente “no” rdpidamente al finalizar la partida.
Expresiones no verbales: se inclina hacia delante en direccion al monitor cuando termina la

partida.

Promedio de los indices de las partidas de bisqueda:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.774

Promedio de indice de Buclicidad: 0.265

En la categoria de busqueda se puede encontrar que el sujeto opta por la estrategia de ubicar las
fichas en la mitad de los lados del tablero, lo cual hace de manera reiterada buscando la manera de
ubicar las fichas en otra posicién conveniente. El sujeto logra identificar el momento en el cual
realiza un bucle, aun asi es posible identificar que el indice de buclicidad es inferior y el de

ramificacidon es mayor, mostrando asi que el sujeto estd mejorando.

Categoria de extension:

= Partida 16: Menos de la mitad de los movimientos totales se realizaron dentro de un bucle
haciendo que falten 10 movimientos minimos por resolver el juego, por tanto, el indice de
buclicidad es cercano a 0.5. Es la partida con mayor cantidad de movimientos superando
los 16 minimos para resolver el juego, por tanto, se debieron realizar movimientos erroneos
generando 10 movimientos de mas por resolver el juego.
Expresiones verbales: el sujeto cuenta los movimientos realizados, ademds de estar

repetidamente diciendo “este acad”, al finalizar la partida dice “estd muy confuso”.
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Expresiones no verbales: el sujeto se lleva la mano a la boca al finalizar la partida.

= Partida 17: Realizé 14 movimientos sin generar un bucle, aun asi, le faltaron 6 movimientos
por resolver el juego lo que generd un valor numérico menor a 1 en el indice de
Ramificacion.
Expresiones verbales: el sujeto cuenta los movimientos realizados, ademas de estar
repetidamente diciendo “este aca”, al finalizar dice “movi una mal”.

Expresiones no verbales: se mantiene concentra viendo la pantalla.

= Partida 18: Logro resolver el juego en la cantidad de movimientos minimo.
Expresiones verbales: el sujeto cuenta los movimientos realizados, ademas de estar
repetidamente diciendo “este acd”, al resolver el juego se inclina hacia atrds sonriendo.

Expresiones no verbales: continuamente aprieta los labios hacia atrés.

Promedio de los indices de las partidas de extension:

Promedio de indice de Ramificacién: 0,920

Promedio de indice de Buclicidad: 0.187

En la categoria de extension se evidencia como el sujeto logré encontrar diferentes posiciones de
las fichas en el tablero, los cuales le fueron de utilidad para lograr trazar un trayecto que culminé
en la solucion del juego. El sujeto consigue lograr valores altos de ramificacion en comparacion
con las anteriores categorias, ademds de disminuir el indice de buclicidad mostrado mejoria en la

toma de decisiones.

Analisis del sujeto 2:

El segundo sujeto realiz6 18 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de mas e ingreso
a 7 bucles en las partidas 2, 3, 6, 10, 11, 14 y 16. De las categorias propuestas por la autora Ellis
(2007), se puede identificar que el sujeto paulatinamente mejoro en el proceso de resolver el juego
al evidenciarse un aumento de los valores del indice de Ramificacidn, ademas, el sujeto consigue

disminuir el valor del indice de buclicidad lo que produce que tenga movimientos cada vez mas
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acertados. La préctica deliberada es visible al momento de buscar organizar las fichas en un
patrén en el tablero que le sea mas beneficioso, lo cual lo consigue a medida que van pasando las
partidas (Mayer, 2014). El sujeto logra percatarse de la repeticion de la ubicacion de las fichas en
el tablero, por tanto, es capaz de generar un modelo mental del juego al abstraer particularidades
que le sean de beneficio (Freudenthal, 1993).

La carta de consentimiento de uso de imdgenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1GfyHfdB1AF38X n2igBe3f-9eud430roa?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1GfyHfdB1AF38X_n2igBe3f-9eu430roa?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1GfyHfdB1AF38X_n2igBe3f-9eu430roa?usp=sharing
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Sujeto 3

Figura 5.9: Sujeto 3 consolidado de partidas.

El sujeto 3 es de género masculino, tiene 11 afios de edad, utiliza un tablero realizado en una hoja
de papel y fichas de un juego de ajedrez, la actividad la realiza en la casa que habita y dura 5
minutos con 40 segundos. El sujeto realiz6 tres partidas, en la Figura 5.9se evidencia un camino
amarillo que representa la solucién del juego, la partida inicial de color rojo y la intermedia de
color naranja no aparecen en la figura debido a que el sujeto realiz6 los mismo movimientos
iniciales. El sujeto opt6 por la estrategia de ir construyendo la respuesta a medida que transcurren
las partidas, matematiza el juego evidenciando que es posible intentar reiteradamente los mismos

movimientos (Freudenthal, 1968).
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Partida 1 Partida 2 Partida 3
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Figura 5.10: Sujeto 3 partidas.

Las partidas realizadas por el sujeto 3 Figura 5.4, muestran que el sujeto realizd un
reconocimiento del juego en las dos primeras partidas, en las que realiz6 una cantidad de
movimientos inferior a los 16 necesarios. El hecho de haber usado los primeros movimientos
iniciales de manera similar es sefia de iniciar el juego con una estrategia meditada antes de
realizar los movimientos. La partida final muestra que realiz6 los movimientos siguiendo la
trayectoria indicada, por tanto, le fue de utilidad los movimientos planteados en las primeras
partidas. El proceso de practica deliberada se genera mediante la reflexion de los movimientos a

realizar y no tanto en la prueba y error de los mismos (Mayer, 2014).
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Figura 5.11: Sujeto 3 datos generales.

En Figura 5.5 se evidencia informacion de la evolucion de las partidas y lo acertado de las
decisiones tomadas por el sujeto. Se pretende realizar un andlisis en base a las categorias
plateadas por la autora Ellis (2007) contrastando los datos generales con los indices de Buclicidad

y Ramificacion, ademas de la descripcion de las expresiones verbales y no verbales de los sujetos:

Categoria de relacion:

= Partida 1: Solo se realizoé un movimiento, del cual no es suficiente para entrar en un bucle o
generarse un mal movimiento, debido a que el primer movimiento siempre es acertado.
Expresiones verbales: no realiza.

Expresiones no verbales: el sujeto se muestra sereno y concentrado en el tablero y los

movimientos propuestos.

La partida se puede interpretar como un proceso necesario para entender el juego, meditar sobre
el mismo se considera un proceso de interiorizacion y generacion de un modelo mental del juego.
Promedio de los indices de las partidas de relacion:

Promedio de indice de Ramificacion: 1

Promedio de indice de Buclicidad: O
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Categoria de basqueda:

= Partida 2: Se realizan 7 movimientos acertados sin ingresar a un bucle, por tanto, el indice
de buclicidad es cero y al ser la suma de los 7 movimientos con los 9 restantes para resolver
el juego igual a 16, muestra que no se realizaron movimientos erroneos.
Expresiones verbales: no realiza.
Expresiones no verbales: el sujeto gira levemente la boca hacia el lado izquierdo del rostro
y en ocasiones con la mano respaldada sobre la mesa toca con el dedo rapidamente y de

manera repetida el tablero.

Promedio de los indices de las partidas de relacion:

Promedio de indice de Ramificacion: 1

Promedio de indice de Buclicidad: 0

El sujeto en esta categoria en repetidas ocasiones reflexiona sobre los movimientos a realizar y lo
expresa de manera no verbal al realizar una accidon de meditacion. El tratar de interiorizar y
meditar representa una busqueda de generar modelos mentales que matematizan el juego y
permiten generar prondsticos sobre las mejores jugadas. El sujeto logra una ponderacién de 1 en
el indice de Ramificacion y cero en Buclicidad sin llegar a resolver el juego, por tanto, la

estrategia de meditar los movimientos le resulta util.

Categoria de extension:

= Partida 3: Resuelve el juego en la cantidad de movimientos minimo.
Expresiones verbales: al finalizar el juego dice “terminé”.
Expresiones no verbales: el sujeto toca las fichas de manera prolongada y frecuentemente

lleva las manos a la cara.

Promedio de los indices de las partidas de relacion:
Promedio de indice de Ramificacién: 1

Promedio de indice de Buclicidad: O
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En la dltima categoria el sujeto como en las anteriores realiza los movimientos con valores de 1
en ramificacion y de 0 en buclicidad, que se consideran valores perfectos. En esta ocasion el
sujeto se arriesga a realizar mds movimientos en comparacion a las anteriores partidas. La

decision del sujeto de ser reflexivo y pronosticar los mejores movimientos le resulta util.

Analisis del sujeto 3:

El tercer sujeto realiz6 3 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de mas. En ninguna
de las partidas ingreso a un bucle. El sujeto muestra que la estrategia plateada le permite no
repetir estados dentro del tablero, ademés de evidenciarse una mejora creciente al cada vez usarse
mas movimientos convergiendo en la solucidn correcta del juego. A partir de las categorias
propuestas por la autora Ellis (2007), se puede resaltar que el proceso de generalizacion se
produce gracias a la reflexion realizada por el sujeto en algunos movimientos; esto se evidencia en
las expresiones no verbales del sujeto en las cuales predecir los movimientos es prioritario. La
matematizacion del juego es el proceso de abstraccion que realiza el sujeto y por tanto un
resultado de la préctica deliberada que no solo se presenta cuando el sujeto realiza los
movimientos, sino cuando este genera un modelo mental que le permite tomar decisiones
acertadas como lo corrobora el indice de Ramificacion (Freudenthal, 1968)(Mayer, 2014).

La carta de consentimiento de uso de imégenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

11S1IFyBWTt1LiEXXPEwiFMgcurBUj_fom?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/11S1FyBWTt1LiEXXPEwiFMgcurBUj_f5m?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/11S1FyBWTt1LiEXXPEwiFMgcurBUj_f5m?usp=sharing
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Sujeto 4

Figura 5.12: Sujeto 4 consolidado de partidas.

El sujeto 4 es de género masculino, tiene 9 afios de edad, realiza la actividad en la casa que habita
utilizando un tablero de ajedrez al que se le ha dejado visible un tablero de 3x3, ademaés se
utilizan los caballos los cuales han sido numerados. El sujeto realiz6 2 partidas como se puede ver
en la Figura 5.12; la primera de color rojo se considera una partida de préctica o de conocimiento
del juego, generalmente el sujeto medita por tiempo prolongado construyendo un modelo mental
que sea util para generar una estrategia, la siguiente partida de color amarillo y también la final
muestra que el sujeto genera un proceso de matematizacion del juego. El proceso de abstraccion
que realiza el jugador es suficiente para hacerse una idea de las caracteristicas relevantes del juego

y por tanto generar un modelo del mismo (Freudenthal, 1968).
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Figura 5.13: Sujeto 4 partidas.

La préctica deliberada en el sujeto genera el conocimiento suficiente para resolver el juego. La
primera partida muestra 2 movimientos, el primero siempre es acertado y en el segundo el sujeto
se aleja de la solucion al evidenciarse una forma de “V”. La segunda partida muestra que el sujeto
resuelve el problema en la cantidad minima de movimientos al generarse una trayectoria de color
amarillo en direccidn contraria a las manecillas del reloj. La practica genera en el sujeto la
necesidad de reflexionar y de pensar en posibles movimientos evaluados de manera mental, los

cuales son ttiles al predecir cuéles serdn los mejores movimientos (Anderson y Schunn, 2000).
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Figura 5.14: Sujeto 4 datos generales.
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La informacién de la Figura 5.14 es util en la inferencia de aspectos claves en el proceso de
razonamiento del sujeto. Ademads de la relacién con instancias particulares en el analisis del video
que plasma los sucesivos movimientos realizados. A continuacion, se realizara un andlisis de cada
partida contrastando los datos generales con los indices de Buclicidad y Ramificacion, una
descripcion de las expresiones verbales y no verbales del sujeto, ademds se clasificardn de

acuerdo a las categorias propuestas por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion:

= Partida 1: El indice de buclicidad es cero dado que el sujeto no ingres6 a un bucle. El indice
de ramificacién es de 0.5 mostrando que realiz6 un movimiento acertado y otro no.
Expresiones verbales: al percatarse de que realizé un mal movimiento dice “puedo volver a
empezar’’.
Expresiones no verbales: El sujeto toca de manera prolongada las fichas y medita las

jugadas.

Promedio de los indices de las partidas de relacion:

Promedio de indice de Ramificacién: 0.5

Promedio de indice de Buclicidad: O

La categoria de relacion es visible en cuanto el sujeto realiza proyecciones mentales de las
mejores jugadas a futuro. Lo anterior es visible al mostrarse reflexivo y dispuesto a entender el

juego.

Categoria de busqueda y extension:

= Partida 2: Logro resolver el juego en la cantidad de movimientos minimo.
Expresiones verbales: no realiza.

Expresiones no verbales: El sujeto se muestra confiado al realizar los movimientos.

Promedio de los indices de las partidas de busqueda y extension:
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Promedio de indice de Ramificacién: 1

Promedio de indice de Buclicidad: 0

En esta partida el jugador logra resolver el juego, mostrando que el sujeto fue lo suficientemente
habil para abstraer del juego aquellas caracteristicas relevantes. Las categorias de bisqueda y

extension se evidencian en la reflexion y modelos mentales del juego.

Analisis del sujeto 4:

El cuarto sujeto realizo 2 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de mds. En ninguna
de las partidas ingreso a un bucle. De las categorias propuestas por la autora Ellis (2007), es
posible encontrar que el proceso de generalizacion se basa en un proceso de reflexion y de un
modelo mental del juego, esto es evidenciado cuando el sujeto toca una ficha de manera
prolongada mirando fijamente el tablero. La practica deliberada se evidencia en el aumento del
valor del indice de ramificacion (Anderson y Schunn, 2000). El proceso de matematizacion que el
sujeto logra desarrollar del juego consiste la abstraccion de particularidades del juego en base a la
meditacién de los movimientos (Freudenthal, 1993).

La carta de consentimiento de uso de imdgenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1LCNVYft 6b_rNJKNuDpicgt0rSAyKMe2 j?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1LCNVYft6b_rNJKNuDpicqt0r9AyKMe2j?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1LCNVYft6b_rNJKNuDpicqt0r9AyKMe2j?usp=sharing
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Sujeto 5

Figura 5.15: Sujeto 5 consolidado de partidas.

El sujeto 5 es de género femenino, tiene 12 afios de edad, utiliza un tablero impreso en una hoja
de papel y fichas de un juego de ajedrez, la actividad la realiza en la casa que habita y dura 4
minutos con 23 segundos. El sujeto realizé una partida, en la Figura 5.15 se evidencia que el
sujeto generd un trayecto con los primeros 8 movimientos de manera adecuada y replanteé las
decisiones tomadas al mover las fichas. El hecho de que halla resuelto el problema, significa que a
mitad del juego en la parte que muestra la figura como enredada; el sujeto tom6 un momento de
reflexion al encontrar alguna situacién que no le permite resolver el problema. El proceso de
matematizacion del juego realizado por el sujeto y el haberlo resuelto en una partida, es muestra

de que le fue posible generar un modelo mental adecuado del juego (Freudenthal, 1968).
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Figura 5.16: Sujeto 5 partidas.

La préctica deliberada planteada por el autor Mayer (2014) se evidencia en el sujeto al generarse
dos bucles y aun asi lograr resolver el juego. El proceso de aprendizaje a través de la practica
toma lugar a medida que el juego se desarrolla. De la imagen 5.16 se puede interpretar que los
primeros movimientos son acertados, pero a mitad del mismo surge alguna situacién que fue

remediada. La Figura 5.17 se encuentra informacion en general de los movimientos realizados
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Figura 5.17: Sujeto 5 datos generales.

durante la unica partida. Se pretende realizar un andlisis en base a las categorias plateadas por la
autora Ellis (2007) contrastando los datos generales con los indices de Buclicidad y Ramificacion,

ademads de la descripcion de las expresiones verbales y no verbales de los sujetos:
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Categoria de relacion, busqueda y extension:

= Partida 1: El sujeto ingres a 2 bucles con 8 movimientos, los cuales representan menos de
la mitad de los movimientos y dado que logro resolver el ejercicio el indice de Buclicidad
es de 0.2 menos de la mitad. Por tanto, el haber repetido estados en el tablero incidié poco
en la solucion del juego. El hecho de haber ingresado a dos bucles significa que realiz6
movimientos erroneos los cuales se ven reflejados en el indice de ramificacién levemente
menor a 1.
Expresiones verbales: el sujeto realiza expresiones verbales a lo largo de la solucién de la
partida, para recordar la alternancia en el color de las fichas continuamente menciona la
frase “sigue el blanco” o “sigue el negro”, es de resaltar que el sujeto dice “voy a tratar de
realizarlo asi a ver si de pronto”, también identifica que realiz6 un bucle al decir “me toco
volver a cuadrarlo todo”, al finalizar el juego dice “a ya”.
Expresiones no verbales: usa de manera continua el dedo indice para proyectar la siguiente
jugada, es de resaltar que hace visible la estrategia de girar las fichas en sentido antihorario,

ademads de decir esta continuamente “esta aqui y esta aqui’.

Promedio de los indices de las partidas de relacion, bisqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.916

Promedio de indice de Buclicidad: 0.208

El sujeto realiza los procesos de categorizacion en una partida, los movimientos iniciales los
realiza con tranquilidad, para luego encontrarse con una situacion adversa que le obliga a meditar
el juego y por tanto culminar un proceso de relacion y extension. Después de percatarse que
ingresa a un bucle, el sujeto genera una estrategia al realizar con la mano un movimiento en
circulo y dar a entender que va a girar las fichas en sentido antihorario. Los indices corroboran el
hecho de haber ingresado al bucle y la afectacion que este tiene en el indice de Ramificacion al

ser inferior a 1.
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Analisis del sujeto 5:

El quinto sujeto realizé 1 partida logrando resolver el juego usando 8 movimientos mas,
adicionalmente ingreso a 2 bucles. A partir del proceso de categorizacién propuesto por la autora
Ellis (2007), el sujeto consigue resolver el juego mostrando que realiza el proceso de
generalizacion en base a proyectar mentalmente las jugadas siguientes y proponer la estrategia de
solucidn; lo anterior se sustenta en el hecho que las expresiones tanto verbales como no verbales
lo evidencian. La practica deliberada y el proceso de matematizacion el sujeto la obtiene a medida
que se desarrolla la partida, el sujeto logra abstraer caracteristicas del juego que le permiten
aprender del mismo y generar un modelo mental (Freudenthal, 1993) (Anderson y Schunn, 2000).
La carta de consentimiento de uso de imagenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1zVOghrk8y2eHNeOIzb0e50KK51p9I1Pg?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1zVOghrk8y2eHNeOIzbOe50KK5lp9IlPg?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1zVOghrk8y2eHNeOIzbOe50KK5lp9IlPg?usp=sharing
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Sujeto 6

Figura 5.18: Sujeto 6 consolidado de partidas.

El sujeto 6 es de género femenino, tiene 13 afios de edad, realiza la actividad en un computador
en la casa que habita tardando 4 minutos y medio. Usa una pagina web que le permite generar los
movimientos deseados e iniciar nuevamente de manera automatica. El sujeto realizo dos partidas
como se puede apreciar en la Figura 5.18, ademas es posible encontrar un solo recorrido debido a
que los dos realizados son iguales; lo que muestra que el sujeto resolvié una vez el juego y
constato el haber entendido el problema resolviéndolo nuevamente. L.a matematizacion del
problema se construye a medida se realizan los movimientos, el haber resuelto el problema dos

veces muestra la efectividad del modelo mental construido (Freudenthal, 1968).
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Figura 5.19: Sujeto 6 partidas.

La préctica deliberada es construida a partir de los movimientos, no de las partidas ya que el
problema es resuelto en la primera partida. La practica deliberada realizada por el sujeto se basa
en la meditacion de los posibles movimientos a realizar, por tanto, el plantearse modelos mentales
es una fuente de préctica y generadora de aprendizaje. La partida 2 representa el éxito que tiene la
estrategia planteada por el sujeto y la prueba de su posible replica; ya que es dificil que el sujeto

halla memorizado los movimientos de una partida otra de manera consecutiva (Mayer, 2014). La

1 16 DATOS GENERALESg s INQICES BUCLICIDAD Y RAMIFICACION 1
T T T
I Jugadas realizadas I sucies
al [ Jugadas dentro de un bucle |_| 05 - | Ramifica 7
[cantidad de bucles
I Minima jugadas por llsgar 08 7
12- b
0rr A
w0 13
a Qs 1
: :
E 8 1 Gosk b
Z a
ol | § 04 B!
03 b
As il
02r A
2r o1k i
5 o, 0 0 0, o0 ] o 0 | 0 L
1 2 1 2
PARTIDAS JUGADAS PARTIDAS JUGADAS

Figura 5.20: Sujeto 6 datos generales.

informacion de la Figura ?? es necesaria en la inferencia de aspectos claves en el proceso de

razonamiento del sujeto. Ademads de la relacion con aspectos particulares en el andlisis del video.
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A continuacion, se realizard un andlisis de las dos partidas contrastando los datos generales con
los indices de Buclicidad y Ramificacion, una descripcion de las expresiones verbales y no
verbales del sujeto, ademas se clasificaran de acuerdo a las categorias propuestas por la autora

Ellis (2007):

Categoria de relacion, busqueda y extension:

= Partida 1 y 2: El sujeto no ingreso a algtn bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo.
Todos los movimientos se realizaron de manera adecuada por tanto el indice de
Ramificacion es de 1.
Expresiones verbales partida 1: el sujeto constantemente dice “lo pongo aca”, sonrie y mira
la persona quien lo graba, al finalizar la partida dice “Ay si”.
Expresiones no verbales partida 1: Realiza constantemente gestos con la boca.

Z99

Expresiones verbales partida 2: el sujeto constantemente dice “lo pongo aca”, cuando
recuerda lo que realiz6 en la primera partida dice “ahi ya estaba antes”, también hace
descripciones de las posiciones de las fichas diciendo “ya recuerdo, queda, asi como en cruz

y ya los puedo acomodar”.

Expresiones no verbales partida 2: Realiza constantemente gestos con la boca.

Promedio de los indices de las partidas de relacion, bisqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 1

Promedio de indice de Buclicidad: 0

Las dos partidas realizadas se muestran exactamente igual, las categorias se evidencian al
realizarse los movimientos. En el caso de las expresiones realizadas por el sujeto es posible
dilucidar las decisiones tomadas, ya que algunas las narra; el sujeto busca posiciones particulares

y ventajosas que le permitan proyectarse a futuro.
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Analisis del sujeto 6:

El sexto sujeto realiz6 2 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de mas. El sujeto no
ingresé a algun bucle. Es posible evidenciar de la categorizacién propuesta por Ellis (2007) que el
reconocimiento se realiza superficialmente, no le es dificil identificar las variables relevantes en el
juego. En el caso de las categorias de busqueda y extension es posible evidenciarlas en la
ubicacion de los caballos al medio de los bordes del tablero, lo cual le funciona y resuelve dos
veces el problema. El proceso de matematizacion y de practica deliberada realizado por el sujeto
se evidencia al percatarse de la ventaja que se tiene al ubicar las fichas en una posicién
conveniente (Anderson y Schunn, 2000)(Mayer, 2014).

La carta de consentimiento de uso de imagenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1tV1JT_yaeZhBGCRrMaXtk9ILlypvzyub?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1tVlJT_yaeZhBGCRrMaXtk9ILlypvzyu6?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1tVlJT_yaeZhBGCRrMaXtk9ILlypvzyu6?usp=sharing
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Sujeto 7

Figura 5.21: Sujeto 7 consolidado de partidas.

El sujeto 4 es de género masculino, tiene 13 afios de edad, realiza la actividad en 11 minutos y
medio en la casa que habita utilizando un tablero de ajedrez al que se le ha dejado visible un
tablero de 3x3, ademas se utilizan los caballos los cuales han sido numerados. El sujeto realiz6 2
partidas como se puede ver en la Figura 5.21; La primera partida de color rojo muestra un
enrevesado trazado que se interpreta como una partida de reconocimiento y de planteamiento de
estrategias, la segunda partida de color amarillo muestra que el sujeto logré aprender de la
primera partida y generar una estrategia de solucion del juego efectiva. El proceso de abstraccion
que realiza el sujeto es suficiente para inferir el mejor camino de solucién del juego (Freudenthal,

1968).
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Figura 5.22: Sujeto 7 partidas.

Las partidas realizadas por el sujeto 7 representadas en los grafos dirigidos Figura 5.22, evidencia
la préctica realizada por el sujeto la cual es ttil para lograr entender las particularidades del juego,
ademads de lograr inferir situaciones que sean ventajosas en el planteamiento de estrategias de
solucion. En la segunda partida se evidencia que el aprendizaje obtenido de la practica realizada
en la primera partida es suficiente para resolver el juego usando la menor cantidad de
movimientos necesarios. La prictica deliberada que ofrece el juego y la pericia del jugador,

evidencia el proceso de aprendizaje en el sujeto (Anderson y Schunn, 2000). En la Figura 5.23 se
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Figura 5.23: Sujeto 7 datos generales.

evidencia informacion util al transcurrir las partidas sobre la evolucion de las decisiones tomas
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por el sujeto. A continuacion, se realizara un anélisis de cada partida contrastando los datos
generales con los indices de Buclicidad y Ramificacién, una descripcion de las expresiones
verbales y no verbales del sujeto, ademas se clasificaran de acuerdo a las categorias propuestas

por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion, busqueda:

= Partida 1: Se realizaron 38 movimientos donde la mayoria se encuentran dentro de uno de
dos bucles, ademas el sujeto no realizé mas movimientos dado que el juego no lo permitia.
Por tanto, el indice de buclicidad es cercano a 1 evidenciando que el ingreso a los bucles
tuvo una alta incidencia en la solucién del juego. El ingreso a bucles es muestra que se
realizaron movimientos erroneos, esto se evidencia en el indice de ramificacion el cual es
menor a 1.
Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “aca”, “este aca”, “el blanco acd”, “el
negro acd” o el “caballito aqui”, el sujeto solicita retroceder una jugada, el sujeto dice “se
me hace como conocido este movimiento™.

Expresiones no verbales: el sujeto mantiene llevandose las manos al cabello y a la boca,

ademas se frota las manos.

Promedio de los indices de las partidas de relacion y bisqueda:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.763

Promedio de indice de Buclicidad: 0.805

Es de mencionar en esta partida que el sujeto logra identificar el momento en el cual ingresa a un
bucle, las categorias de relacion y de busqueda se evidencia cuando el sujeto pronuncia frases

alusivas al juego en cuanto a sus errores y posicion de las fichas en el tablero.

Categoria de extension:

= Partida 2: El sujeto logro resolver el juego con la cantidad minima de movimientos.



5.5. METRICAS Y ANALISIS 100

299 ¢ £9% ¢ £9% ¢

Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “aca”, “este acd”, “el blanco acd”, “el
negro acd” o el “caballito aqui”, el sujeto dice “la otra vez me meti por acd y no me fue muy
bien, me voy a ir por otra ruta”, el sujeto dice “creo que lo consegui” al final de la partida.
Expresiones no verbales: el sujeto mantiene llevandose las manos al cabello y a la boca,

ademds se frota las manos, al final de la partida se frota las manos.

Promedio de los indices de las partidas de extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 1

Promedio de indice de Buclicidad: 0

Es de resaltar de la partida que el jugador identifica posiciones dentro del tablero y logra predecir
lo que va a suceder. Los indices de buclicidad son los 6ptimos, evidenciando el aprendizaje a

través de los movimientos realizados.

Analisis del sujeto 7:

El séptimo sujeto realiz6 2 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de mas. El sujeto
ingresé a dos bucles de 28 movimientos. Es posible evidenciar de la categorizacion propuesta por
Ellis (2007) que el sujeto utiliza una partida de 38 movimientos; siendo una cantidad considerable
en comparacion de las 16 minimas necesarias, las categorias de relacion y busqueda se realiza en
la primera partida donde el sujeto conoce el juego y en este caso particular se hace visible el
aprendizaje de las posiciones del mismo. En la segunda partida el sujeto se encuentra en la
categoria de extension, el jugador hace referencia constantemente del aprendizaje de la primera
partida. El sujeto realiza un proceso de matematizacion y de practica deliberada, evidenciada por
la primera partida y encuentra su resultado en la segunda, lo anterior es resultado del proceso de
abstraccion realizado por el sujeto y el aprendizaje generado (Freudenthal, 1968) (Anderson y
Schunn, 2000). La carta de consentimiento de uso de imdgenes y video, la tabla de observador y
video de las partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1HWw62k0gjCsRe0517kFsrFkZRpEm38KLe?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1Hw62kOqjCsRe0517kFsrFkZRpEm38KLe?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1Hw62kOqjCsRe0517kFsrFkZRpEm38KLe?usp=sharing
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Sujeto 8

Figura 5.24: Sujeto 8 consolidado de partidas.

El sujeto 8 es de género femenino, tiene 12 afios de edad, utiliza un tablero y fichas de ajedrez, la
actividad la realiza en la casa que habita y dura 1 minuto con 40 segundos. El sujeto realiz6 una
partida, en la Figura 5.24se evidencia un camino con una respuesta realizada con la cantidad
minima de movimientos, el proceso de abstraccion es reflexiva, sin acudir tanto a los movimientos
y més a la introspeccion. El sujeto opté por la estrategia de ir construyendo la respuesta a medida
que transcurren los movimientos, matematiza el juego evidenciando que es posible el aprendizaje

via reflexion (Freudenthal, 1968).
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Figura 5.25: Sujeto 8 partidas.

La préctica deliberada es construida a partir de los movimientos realizados por el sujeto, no de las
partidas dado su limitado ndmero. La practica deliberada desarrollada por el sujeto se basa en la
reflexion de los posibles movimientos a realizar, por tanto, el plantearse modelos mentales es una

fuente de practica y generadora de aprendizaje (Anderson y Schunn, 2000). En la Figura 5.25 se
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Figura 5.26: Sujeto 8 datos generales.

evidencia informacion qtil al transcurrir las partidas sobre la evolucion de las decisiones tomas

por el sujeto. A continuacion, se realizard un anélisis de cada partida contrastando los datos
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generales con los indices de Buclicidad y Ramificacién, una descripcion de las expresiones
verbales y no verbales del sujeto, ademas se clasificardn de acuerdo a las categorias propuestas

por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion, busqueda y extension:

= Partida 1: El sujeto no ingreso a algun bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo. Todos
los movimientos se realizaron de manera adecuada por tanto el indice de Ramificacién es
de 1. Expresiones verbales: el sujeto realiza una descripcion narrando los movimientos, no
menciona nada sobre las estrategias que utiliza.

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo y seguro de cada movimiento.

Promedio de los indices de las partidas de extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 1

Promedio de indice de Buclicidad: 0

Los indices muestran que la partida fue correctamente realizada, lo cual se evidencia en las

expresiones verbales donde los movimientos se muestran tranquilos y seguros.

Analisis del sujeto 8:

El octavo sujeto realiz6 1 partida resolviendo el juego sin movimientos de mads, el sujeto no
ingres6 a ningun bucle. Es posible evidenciar de la categorizacion propuesta por Ellis (2007) que
el sujeto realiza un proceso de generalizacion, resuelve el juego de manera 6ptima. El proceso de
matematizacion del juego y de practica deliberada se logra al resolver el juego en una partida con
los mejores indices de Ramificacion y de Buclicidad, lo anterior se evidencia en las expresiones
tanto verbales como no verbales del sujeto (Freudenthal, 1968) (Anderson y Schunn, 2000).

La carta de consentimiento de uso de imédgenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1TwwPwdlIbw75LMbEZ0oGr2XGC2iCT5-BP?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1TwwPwd1Ibw75LMbEZoGr2XGC2iCT5-BP?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1TwwPwd1Ibw75LMbEZoGr2XGC2iCT5-BP?usp=sharing
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Sujeto 9

Figura 5.27: Sujeto 9 consolidado de partidas.

El sujeto 9 es de género masculino, tiene 9 afios de edad, realiza la actividad en un tablero
impreso en una hoja, no logra resolver el juego el cual lo intenta por 19 minutos. El sujeto realiz6
seis partidas, en la Figura 5.27 se puede evidenciar que el sujeto recorri6 el tablero ampliamente
en donde las primeras partidas de color rojo debido a ensayo y error estuvo cerca de resolver el
problema, en las partidas intermedias de color naranja el sujeto realiza la mayor cantidad de
movimientos en comparacion con las demads partidas y en las de color amarillo o finales el sujeto
es mas asertivo con los movimientos pero no logra resolver el juego, por tanto, el sujeto realiza un
proceso de matematizacion, pero prevalece la aleatoriedad de los movimientos y por tanto

movimientos faltos de una estrategia concreta (Freudenthal, 1968).
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Figura 5.28: Sujeto 9 partidas.

Las partidas realizadas por el sujeto 9 representadas en el grafo dirigido Figura 5.28, muestra en
la partida 1 y 2 el aprendizaje de las reglas del juego al ser pocos movimientos y una exploracion
del tablero, en las partidas 3 y 4 se encuentra que el sujeto explora las particularidades del juego
sin llegar a resolverlo, en las partidas 5 y 6 evidencia movimientos mas asertivos, pero no llega a
la solucién. Se encuentra un proceso de practica deliberada al identificarse en las sucesivas
partidas el aprendizaje de las particularidades del juego y mejoramiento continuo, pero no lo

suficiente para resolverlo (Anderson y Schunn, 2000).
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Figura 5.29: Sujeto 6 datos generales.

En la Figura 5.29 se evidencia informacidn util sobre las decisiones tomadas por el sujeto. A
continuacion, se realizard un andlisis de cada partida contrastando los datos generales con los
indices de Buclicidad y Ramificacion, una descripcion de las expresiones verbales y no verbales

del sujeto, ademas se clasificaran de acuerdo a las categorias propuestas por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion:

= Partida 1: El sujeto ingresé a un bucle de 4 movimientos que representa menos de la mitad
de los movimientos totales. Aun asi, para la cantidad de movimientos totales el sujeto se
alejo de la respuesta dada la cantidad de movimientos de 12 para resolver el juego. Por
tanto, el indice muestra una ponderacién mayor al 0.5 dado que le bucle alej6 al sujeto se la
respuesta. El hecho de haber ingresado a un bucle implica que se realizé un movimiento
erroneo lo que afecta al indice de Ramificacién que es inferior a 1.
Expresiones verbales: al finalizar la partida dice “acé se me cierra la jugada porque, acd no
puedo correr, aca no puedo correr y acd no puedo correr”.
Expresiones no verbales: se muestra tranquilo realizando las jugadas, ademads las realiza de

manera pausada.

= Partida 2: El sujeto no ingreso a alguin bucle, por tanto, el indice de buclicidad es nulo. El

sujeto realizo 3 movimientos alejandose de la respuesta; ya que el juego se resuelve con 16



5.5. METRICAS Y ANALISIS 107

movimientos y aumento a 17, por tanto, se realizaron movimientos erréneos afectando al
indice de Ramificacion siendo menor a 1.

Expresiones verbales: no realiza.

Expresiones no verbales: antes de mover las fichas las toca repetida y rdpidamente sobre el

tablero.

Promedio de los indices de las partidas de extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.749

Promedio de indice de Buclicidad: 0.323

En la categoria de relacion, el sujeto se encuentra en proceso de reconocer las reglas y
caracteristicas del juego, el sujeto realiza una cantidad alta de movimientos ingresando a varios

bucles.

Categoria de basqueda:

= Partida 3: El sujeto ingres6 a un bucle de 4 movimientos que representa menos de un cuarto
de los movimientos totales 19, dejando a 9 movimientos minimos de resolver el juego. Por
tanto, el bucle pondera la Buclicidad con un valor bajo. La ramificacion es inferior a 1,
dado que, al ingresar a un bucle, se realizaron movimientos erroneos.
Expresiones verbales: no realiza.
Expresiones no verbales: el sujeto realiza varios movimientos de manera pausada y

calmada.

= Partida 4: El sujeto ingres6 a un bucle en el cual casi la mitad de los movimientos se
realizaron dentro del mismo, dejando al sujeto a 8 movimientos de resolver el juego. Por
tanto, el indice de Buclicidad es cercano a 0.5. El ingreso a un bucle implica el haber
realizado un movimiento erréneo, por tanto, el indice de Ramificacién es inferior a 1.
Expresiones verbales: no realiza.

Expresiones no verbales: el sujeto realiza varios movimientos de manera pausada y
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calmada.

Promedio de los indices de las partidas de extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.846

Promedio de indice de Buclicidad: 0.332

El sujeto utiliza la estrategia de ubicar los caballos en los centros de los lados del tablero y luego
en las esquinas del tablero, cuando no lo consigue se pierde y realiza movimientos errdticos con la

finalidad de corregir el error.

Categoria de extension:

= Partida 5: El sujeto no ingreso a alguin bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo. El
sujeto estaba resolviendo el juego de manera correcta lo cual se evidencia en el indice de
Ramificacién igual a 1, pero lo realiz6 hasta la mitad del juego por tanto le falté resolver la
otra mitad.
Expresiones verbales: no realiza.
Expresiones no verbales: el sujeto realiza varios movimientos de manera pausada y

calmada.

= Partida 6: De los movimientos realizados un tercio fueron dentro de un bucle, dejando al
sujeto a 8 movimientos de resolver el juego, dado que la cantidad de movimientos dentro de
un bucle no es alta el indice de Buclicidad es inferior al 0.5.
Expresiones verbales: no realiza.
Expresiones no verbales: el sujeto realiza varios movimientos de manera pausada y

calmada.

Promedio de los indices de las partidas de extension:
Promedio de indice de Ramificacion: 0.958

Promedio de indice de Buclicidad: 0.176
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El sujeto en la categoria de extension mejora la calificacion de Ramificacion evidenciando que los
movimientos son cada vez mas acertados. Aun asi, el sujeto no resuelve el problema evidenciando

que no consigue crear un modelo mental adecuado para resolverlo.

Analisis del sujeto 9:

El noveno sujeto realizé 6 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de més. El sujeto
ingresé en 4 ocasiones a un bucle en las partidas 1, 3, 4 y 6. Es posible evidenciar de la
categorizacion propuesta por Ellis (2007) que el sujeto realiza un proceso de generalizacion. El
explorar el tablero realizando una cantidad considerable de movimientos en comparacién con los
16 minimos para resolver el juego produce el ingreso a varios bucles, ademas, se evidencia el uso
de una estrategia al ubicar las fichas de manera simétrica en el tablero, mostrando que el sujeto
alcanza exactamente las primeras dos categorias. El proceso de préctica deliberada y de
matematizacion del juego no se logra debido a la falta de pericia de usar una estrategia que si
funciona (Freudenthal, 1968) (Anderson y Schunn, 2000).

La carta de consentimiento de uso de imagenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1B4cMaYY6EpcegEhzOfeYFTZfXLf4dgmzm?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1B4cMaYY6EpcegEhzOfeYFTZfXLf4gmzm?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1B4cMaYY6EpcegEhzOfeYFTZfXLf4gmzm?usp=sharing
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Sujeto 10

Figura 5.30: Sujeto 10 consolidado de partidas.

El sujeto 10 es de género femenino, tiene 12 anos de edad, realiza la actividad en la casa que
habita utilizando un tablero de ajedrez al que se le ha dejado visible un tablero de 3x3. El sujeto
realizé 2 partidas como se puede ver en la Figura 5.30; la primera de color rojo se considera una
partida de préctica o de conocimiento del juego, se puede apreciar que realiza un bucle, la
siguiente partida de color amarillo y también la final la realiza de manera perfecta con los mejores
indices posibles ya que resolvié en 16 movimientos. El proceso de matematizacion del sujeto lo
realiza en pocas partidas, lo cual es sefia de haber escogido una buena estrategia o de haber
realizado un proceso de modelamiento al reflexionar de manera prolongada las jugadas

(Freudenthal, 1968).
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Figura 5.31: Sujeto 10 partidas.

La préctica deliberada proporcionada por el juego se realiza en pocas partidas 5.31, en la primera
se muestra 4 movimientos en forma de bucle representando un proceso de exploraciéon y de
conocimiento del juego. La segunda partida muestra que el sujeto resuelve el problema con la
cantidad minima de movimientos posibles, lo que evidencia que el modelo mental y la proyeccion
de las jugadas fue el adecuado. La practica en el sujeto se basa en la abstraccion de
particularidades generadas en los movimientos y no tanto en las partidas (Anderson y Schunn,

2000).
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Figura 5.32: Sujeto 10 datos generales.
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La informacién de la Figura 5.32 pretende cuantificar la capacidad de solucién del juego en dos
aspectos, la calidad de las decisiones tomadas a lo largo de las partidas y la afectacion de la
solucion del juego al repetir estados del tablero. A continuacion, se realiza un andlisis de cada
partida contrastando los datos generales con los indices de Buclicidad y Ramificacion, una
descripcion de las expresiones verbales y no verbales del sujeto, ademds se clasificardn de

acuerdo a las categorias propuestas por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion:

= Partida 1: El sujeto ingres6 a un bucle en el cual la totalidad de movimientos se realizaron
en el mismo, afectando al sujeto dado que debe realizar nuevamente los 16 movimientos
minimos para resolver el juego. El indice de Buclicidad muestra que de los 4 movimientos
3 fueron acertados. Por tanto, el movimiento erréneo genero el bucle.
Expresiones verbales: el sujeto al ingresar a un bucle dice “me equivoque”.

Expresiones no verbales: durante la partida el sujeto permanece con la mano en la boca.

Promedio de los indices de las partidas de bisqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.750

Promedio de indice de Buclicidad: 0.836

En esta categoria se hace visible la etapa de reconocimiento del juego al percatarse del error de

haber realizado un bucle, lo cual se evidencia con la expresion verbal que realiza.

Categoria de busqueda y extension:

= Partida 2: El sujeto resolvi6 el juego en la cantidad minima de movimientos.
Expresiones verbales: al realizar los movimientos dice “luego sigue esta” y “luego sigue
este a este”, cuando ubica las fichas en la mitad de los lados del tablero dice “entonces
quedan todos iguales”.
Expresiones no verbales: el sujeto realiza los movimientos de manera tranquila, al resolver

el juego se mantiene concentrado en el tablero.
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Promedio de los indices de las partidas de bisqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 1

Promedio de indice de Buclicidad: 0

La categoria de biisqueda y extension se encuentra en la estrategia que utiliza de ubicar las fichas
de manera simétrica en el tablero, lo cual es evidenciado con los indices que muestra que todos

los movimientos fueron acertados y el no ingreso a bucles.

Analisis del sujeto 10:

El décimo sujeto realiza 2 partidas logrando resolver el juego sin movimientos de mas. El sujeto
ingreso a un bucle en la primera partida. De las categorias propuestas por la autora Ellis (2007), es
posible encontrar que el sujeto realiz6 un proceso de relacién evidenciado por el indice de
buclicidad y la expresion verbal que corrobora estar consciente de haber ingresado a un bucle.
Ademas, el hecho de haber usado en la segunda partida una estrategia basada en ubicar las fichas
de manera simétrica alrededor del tablero, evidencia que el sujeto infiere una regla del juego. El
proceso de matematizacion del sujeto consiste en ubicar las fichas en posiciones que le sean de
utilidad, ya que al realizar pr6ximos movimientos se pueden interceptar las fichas y aumentar por
tanto la cantidad de movimientos (Mayer, 2014).

La carta de consentimiento de uso de imadgenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1TkeuBQCNtIG]l jntPzCkWEPkKRFGTQIFx0?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1TkeuBQCNtIGljntPzCkWEPkRFGTQIFx0?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1TkeuBQCNtIGljntPzCkWEPkRFGTQIFx0?usp=sharing
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Sujeto 11

Figura 5.33: Sujeto 11 consolidado de partidas.

El sujeto 11 es de género masculino, tiene 11 afios de edad, la actividad planteada la realiza en 17
minutos utilizando un tablero impreso y los caballos de un jugo de ajedrez. El sujeto realizé 8
intentos como se muestra en la Figura 5.33, las partidas iniciales de color rojo muestran que el
sujeto explord el tablero realizando movimientos similares al notarse lineas en el grafo dirigido en
direccion horario, las partidas intermedias en color naranja muestran un cambio en la realizacion
de los movimientos en comparacion a las partidas iniciales evidenciado por los trayectos en
direccién antihorario, la tltima partida es erratica en los primeros movimientos no obstante
resuelve el juego. El sujeto demuestra realizar cambios en las estrategias de solucién a medida que
transcurren las partidas, la cantidad total de movimientos es elevada evidenciando que el sujeto

genera un modelo mental del juego en funcidn de la exploracion del juego (Freudenthal, 1993).
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Figura 5.34: Sujeto 11 partidas.

El proceso de préctica deliberada es notable en la evolucién que se evidencia de las partidas de la
Figura 5.34, la practica realizada muestra que se acerca a la solucion en la primera partida, en la 2
y 3 intenta realizar la misma estrategias con movimientos iniciales similares en la partida 4. Por
tanto, las primeras 4 partidas realiza un reconocimiento del tablero y verifica una posible
estrategia al ser tan similares. En la partida 5 se aprecia una cantidad considerable de
movimientos que exploran el tablero alrededor del inicio, se pude considerar que las decisiones
fueron azarosas. Las partidas 6 y 7 muestran una situacion similar a la 5 pero con menos
movimientos. Finalmente, la partida 8 evidencia dificultades al inicio, pero logra encaminar las
partidas a un mejor resultado; mostrando que la practica deliberada proporcionada por el juego

fue adecuada (Ericsson y cols., 2006)
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Figura 5.35: Sujeto 11 datos generales.

En la Figura 5.35 se puede realizar una lectura sobre las decisiones realizadas por el sujeto al
resolver el juego tratado. A continuacion, se realizard un andlisis de cada partida contrastando los
datos generales con los indices de Buclicidad y Ramificacion, una descripcion de las expresiones
verbales y no verbales del sujeto, ademas se clasificaran de acuerdo a las categorias propuestas

por la autora Ellis (2007):

Categoria de relacion:

= Partida 1: El sujeto no ingreso a algtin bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo.
Realiz6 mas de los 16 movimientos minimos sin resolver el problema, por tanto, alguno de
estos fue erroneos produciendo que el indice de Ramificacion sea inferior a 1. Ademas, el
sujeto lleg6 a un estado del tablero que no le permite realizar mas movimientos.
Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “este acd”

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo hasta el final de la partida.

» Partida 2 y 3: El sujeto no ingresé a algtn bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo.
En ambas partidas el sujeto llegé a un estado del tablero en el cual no se puede realizar mas
movimientos, ademas, el sujeto realizé varios movimientos erréneos como se puede
evidenciar en el indice de Ramificacion.

Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “este acd”, al final de la partida dice
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“otra vez”.

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo hasta el final de la partida.

= Partida 4: El sujeto no ingreso a algun bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo. El
sujeto realizé 6 movimientos acertados como se muestra en el indice de Ramificacién igual
a 1, pero decidi6 realizar un nuevo intento por tanto la cantidad de movimientos faltantes
son 10.
Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “este acd”.

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo hasta el final de la partida.

Promedio de los indices de las partidas de bisqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.829

Promedio de indice de Buclicidad: 0

El sujeto realiza un proceso de aprendizaje de las caracteristicas del juego, se aprecia un intento
temprano por verificar la estrategia de ubicar las fichas en la mitad de los lados del tablero. El
sujeto no ingreso a bucles y segun el indice de ramificacion realizo movimientos erréneos que

seran verificados en las demds categorias.

Categoria de busqueda:

= Partida 5: El sujeto ingreso a un bucle que tiene poco mas de la mitad de movimientos del
total realizados, al sujeto le resto 10 movimientos por resolver el juego lo que representa
poco mas de la mitad minima para resolver el juego, por tanto, el indice es superior al 0.5.
Al realizar 66 movimientos de los 16 suficientes para resolver el juego se incurre en
movimientos erroneos, ademds de haber ingresado a un bucle. Por tanto, el indice de
Ramificacién muestra un valor inferior a 1.
Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “este aca”.
Expresiones no verbales: se muestra tranquilo durante la partida, pero al final suspira y

reinicia la partida.



5.5. METRICAS Y ANALISIS 118

= Partida 6: El sujeto no ingreso a algun bucle por tanto el indice de buclicidad es nulo. El
sujeto realizé 6 movimientos acertados por tanto le falta 10 por terminar, lo anterior se
evidencia al tener un indice de Buclicidad igual a 1.
Expresiones verbales: el sujeto continuamente dice “este acd”, al final de la partida dice
“no, no puedo mas”.

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo durante la partida.

= Partida 7: El sujeto ingreso a un bucle de menos de la mitad de los movimientos realizados,
pero le faltan més de la mitad de movimientos por resolver el problema, dado que el indice
es ponderado en 0.517, por tanto, muestra que el bucle afecta al alejar al jugador de la
respuesta. El indice de Ramificacion es inferior a 1, dado que se ingres6 a un bucle, ademas
de realizarse mas de los 16 movimientos suficientes para resolver el juego.
Expresiones verbales: el sujeto realiza un sonido parecido a “uju” durante la partida y en los
movimientos finales dice “aca”, al final dice “otra vez”.

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo durante la partida.

Promedio de los indices de las partidas de bisqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacion: 0.857

Promedio de indice de Buclicidad: 0.370

El indice de ramificacién aumenta levemente, mostrando el aumento de realizacion de
movimientos acertados; aun asi, el indice de Ramificacion no se ve afectado por el de Buclicidad
ya que en la anterior categoria no se realizaron bucles. El sujeto logra identificar posiciones del

tablero que ya habia realizado evidenciado por las expresiones verbales y el indice de Buclicidad.

Categoria de extension:

= Partida 8: El sujeto logra resolver el juego con 20 movimientos de més, parte de los
movimientos son de un bucle de 4 movimientos lo que genera un indice de Buclicidad

pequeno.
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Expresiones verbales: solo al final dice “listo” de manera efusiva.

Expresiones no verbales: se muestra tranquilo durante la partida.

Promedio de los indices de las partidas de busqueda y extension:

Promedio de indice de Ramificacién: 0.861

Promedio de indice de Buclicidad: 0.170

El sujeto evidencia una mejora significativa en los dos indices, el sujeto disminuye el uso
constante de palabras como “acd”. Se hace evidente que la estrategia inicial de usar la simetria de

los movimientos le es de ayuda.

Analisis del sujeto 11:

El undécimo sujeto realiz6 8 partidas logrando resolver el juego usando 20 movimientos de mas.
El sujeto ingres6 a 3 bucles en la quinta, séptima y octava partida. Es posible evidenciar de la
categorizacion propuesta por Ellis (2007) que el sujeto realiza un proceso de generalizacion,
evidenciado por la creciente ponderacion del indice de ramificaciéon. Ademas del indice de
Buclicidad se evidencia que el sujeto ingresa a algtn bucle por la alta cantidad de movimientos
realizados. La estrategia usada por el sujeto de organizar las fichas de manera simétrica le fue de
ayuda para proyectar los siguientes movimientos. El sujeto realiza una alta cantidad de
movimientos, por tanto el modelo mental del sujeto se basa en verificar lo util de algunas
posiciones de las fichas en el tablero generando asi un proceso de matematizacién (Ericsson y
cols., 2006) (Freudenthal, 1968).

La carta de consentimiento de uso de imagenes y video, la tabla de observador y video de las
partidas realizadas, se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1glzQ6CQAiXrwINiP4tFbVI10grsyIMed?usp=sharing


https://drive.google.com/drive/folders/1q1zQ6CQAiXrw9NiP4tFbVIl0qrsyIMed?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1q1zQ6CQAiXrw9NiP4tFbVIl0qrsyIMed?usp=sharing
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5.5.2. Analisis comportamiento indice de Ramificacion

El indice de Ramificacién propuesto en el proyecto pretende cuantificar la cantidad de
movimientos acertados que realiza un jugador en un intervalo de 0 a 1, desde la mas baja
calificacion a la mejor respectivamente; una particularidad del juego es que el primer movimiento
nunca es errado, por tanto, el indice nunca llega a ser nulo, ademés la ponderacién maxima de 1
no garantiza que se haya resuelto el juego. A continuacion, se expone el consolidado del analisis
realizado anteriormente a los 11 sujetos identificando caracteristicas comunes que permitan
dilucidar la utilidad del indice.

Analisis cualitativo: la realizacion de movimientos acertados esté relacionado con la habilidad
que tiene el jugador de anticipar la ubicacién de las fichas a medida se desarrolla el juego, esto es,
la formulacion de estrategias en base a un reconocimiento previo. La estrategia que se destaca en
los sujetos evaluados es la ubicacion de las fichas en el centro de los lados del tablero, para luego
ubicar las fichas en las esquinas. Lo anterior es evidenciado con expresiones como: llevarse una
mano al rostro en el sujeto 1, decir “listo” en el sujeto 2 partida 7, “ya recuerdo, queda, asi como
en cruz y ya los puedo acomodar” por parte del sujeto 6 o los sujetos 9 y 11 evidenciado en los
videos. Los ejemplos de las expresiones verbales anteriores se generan a partir de la préactica
deliberada proporcionada por el juego, ya que el sujeto genera un modelo mental del juego fruto
de la abstraccion de caracteristica aprendidas a medida se desarrolla el juego (Ericsson y cols.,
2006) (Mayer, 2014). La matematizacion del juego se evidencia en instancias del desarrollo de
solucidn, al percatarse el jugador de hechos claves que son fundamentales, como: darse cuenta
que el juego se puede cerrar (no se pueden realizar mas movimientos) al decir “y ahora como lo
muevo” por el sujeto 2, “voy a tratar de realizarlo asi, a ver si de pronto” identificando que las
fichas pueden girar al borde del tablero por el sujeto 5, “la otra vez me meti por acd y no me fue
muy bien, me voy a ir por otra ruta” al recordar un mal movimiento de una partida anterior.
Andlisis cuantitativo: las categorias propuestas por la autora Ellis (2007), caracterizan a los
sujetos de acuerdo a la evolucién del conocimiento del juego. En la tabla 5.1 se consolida los

promedios de las partidas asociadas a cada categoria; en el caso de los sujetos que realizaron
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menos de tres partidas, se le asigna a una mds de una categoria como se evidencia en los analisis
de comportamiento por sujeto. La categoria de relacion de los sujetos evaluados es mayor de 0.5,
representando que en promedio cada sujeto realizé més de la mitad de los movimientos acertados;
el proceso de reconocimiento del juego produce un aumento en la ponderacién de Ramificacién
debido al aprendizaje en cada movimiento. En la categoria de busqueda se evidencia que los
valores aumentan en comparacion con los de relacidn, el conocimiento alcanzado en las primeras
partidas y la identificacidn de caracteristicas del juego son suficientes para encontrar relaciones y
verificar estrategias. Finalmente, la categoria de extension donde el jugador concreta una
estrategia que le permite solucionar el juego definitivamente; dada la identificacién de variables
en el juego, las relaciones y la inferencia de una solucién es evidenciado en el creciente acierto de

los movimientos. Las expresiones verbales y no verbales revelan que los sujetos encuentran

Promedios de Ramificacién por categorias de generalizacion
Sujeto  Relacion Busqueda Extension Total intentos

1 0.666 0.675 0.950 6
2 0.762 0.774 0.920 18
3 1 1 1 3
4 0.500 1 1 2
5 0.916 0.916 0.916 1
6 1 1 1 1
7 0.763 0.763 1 2
8 1 1 1 1
9 0.749 0.846 0.958 6
10 0.750 0.750 1 2
11 0.829 0.857 0.861 8
Promedio  0.812 0.871 0.946 4.54

Tabla 5.1: Promedios de Ramificacion por categorias de generalizacion

favorable ubicar los caballos en los centros de los lados del tablero, para luego ubicarlos en las
esquinas del mismo. La formulacion de la estrategia es seguida por la confirmacién de su utilidad,
lo cual se ve reflejado por la creciente ponderacion del indice de Ramificacion en la tabla. Es asi
como el indice tiene el potencial de evidenciar que los movimientos son intencionados, esto es,

existe el proposito de resolverlo (no hay aleatoriedad), ademds que se genera mejora continua.
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5.5.3. Analisis comportamiento del indice Buclicidad

El indice de Buclicidad propuesto en el proyecto pretende cuantificar con un valor numérico entre
0y 1, la incidencia que tiene en el jugador la realizacion de movimientos al repetir estados en el
tablero (bucles) en la solucion del juego; siendo 0 la mds baja y 1 la mas alta incidencia. El indice
se basa en un algoritmo difuso que pondera la incidencia antes mencionada en funcién de la
cantidad de movimientos al interior de un bucle y la cantidad de movimientos por llegar a la
solucién. A continuacidn, se expone el consolidado del anélisis realizado anteriormente a los 11
sujetos identificando caracteristicas comunes que permitan dilucidar la utilidad del indice.
Analisis cualitativo: en el desarrollo de las partidas se evidencia al ver los videos que los sujetos
repetian estados del tablero, algunos logran darse cuenta del evento y darlo a conocer mediante
expresiones, algunos ejemplos son los siguientes: en la tercera partida del sujeto 2 dice “volvimos
a empezar’, en la partida 10 del mismo sujeto pronuncia “no s€, lo mismo”, el sujeto 5 dice “me
toco volver a cuadrarlo todo”, sujeto 7 dice “se me hace como conocido este movimiento” o
sujeto 10 quien dice “se me hace como conocido este movimiento”. Las expresiones anteriores
coinciden con el final de un bucle, los cuales afectan la solucién del juego; ya que el jugador se
puede sentir desmotivado al percatarse que ha realizado movimientos més, evidenciar que alguna
estrategia evaluada no consigue los resultados esperados, ademads, el ingreso a algtin bucle se
produce al realizar un movimiento que aleja al jugador de la respuesta afectando al indice de
Ramificacion. La practica deliberada proporcionada por el juego produce una conciencia cada vez
mads elaborada de las posiciones de las fichas en el tablero, por tanto, el sujeto recuerda cada vez
con mas facilidad aquellos estados por los cuales ya habia pasado (Ericsson y cols., 2006)
(Mayer, 2014).

Andlisis cuantitativo: las categorias propuestas por la autora Ellis (2007), determinan el grado de
generalizacion de un sujeto al resolver un juego estructurado. En la tabla 5.2 se consolida los
promedios de las partidas asociadas a cada categoria; en el caso de los sujetos que realizaron
menos de tres partidas se les asigna mds de una. En la categoria de extension, 5 sujetos realizaron

bucles; en esta etapa los sujetos se encuentran reconociendo la dindmica del juego realizando



5.5. METRICAS Y ANALISIS 123

pocos movimientos disminuyendo la posibilidad de un eventual bucle y su ponderacién. En la
categoria de Buisqueda, al incrementarse la cantidad de movimientos producto de la
comprobacion de alguna estrategia aumenta la cantidad de bucles, aun asi, el valor del indice de
Buclicidad disminuye. En la categoria de extension, el indice y la cantidad de bucles disminuye;

la habilidad del jugador mejora produciendo movimientos acertados.

Promedios de Buclicidad por categorias de generalizacion
Sujeto  Relacion Busqueda Extension Total intentos
1 - 0.076 - 6

2 0.369 0.265 0.187 18
3 - - - 3
4 - - - 2
5 0.208 0.208 0.208 1
6 - - - 1
7 0.805 0.805 - 2
8 - - - 1
9 0.323 0.332 0.176 6
10 0.836 - - 2
11 - 0.370 0.170 8
Promedio  0.508 0.342 0.185 4.54

Tabla 5.2: Promedios de Buclicidad por categorias de generalizacion

Los sujetos son conscientes de la realizacion de bucles en la medida que identifican estados
iguales del tablero después de realizar varios movimientos, lo cual se ve reflejado cuando un
sujeto realiza expresiones verbales y no verbales que lo confirman. La afectacion de la realizacion
de bucles en la solucién del juego disminuye a medida que el juego se desarrolla, lo cual es
confirmado con disminucion paulatina del indice de Buclicidad. El indice esta relacionado con el

de Ramificacidn, ya que cuando aparece un bucle este es provocado por un mal movimiento.
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Capitulo 6

Conclusiones

Conclusion del objetivo 1. El modelo computacional del juego denominado Cuatro Caballos es
posible realizarlo usando grafos dirigidos permitiendo modelar mediante nodos las posiciones de
las fichas en el tablero y con aristas el movimiento en “L” de los caballos. Ademads, es necesario
que este sea dirigido debido a la alternancia de color de las fichas de un movimiento a otro. Se
determina que son necesarios 272 nodos y 624 aristas, formando un grafo dirigido conexo. La
herramienta computacional utilizada fue Matlab, dado que es un sistema de computo numérico
que incluye comandos ttiles en el modelamiento basado en la teoria de grafos. En el grafo
dirigido, es posible resaltar tanto la posicion de inicio de las fichas como el final, ademaés de trazar
trayectos de la solucidn en base al algoritmo Dijkstra del camino mas corto, el cual es de 16
movimientos minimos para resolver el juego.

Conclusion del objetivo 2.Se construyeron dos algoritmos denominados indice de Ramificacion
y Buclicidad, de los cuales se cuantifica la capacidad de solucionar un juego estructurado. El
indice de Ramificacion permite calcular el promedio de los movimientos acertados en una
partida; su c6digo se basa en comparar la cantidad minima de estos de un estado con los del
siguiente, determinando su validez ponderando con O un error y 1 un movimiento acertado, el
proceso se realiza con cada uno de los movimientos de una partida excepto el dltimo para al final

promediar los resultados. El indice de Buclicidad permite calcular la incidencia que tiene en un
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jugador los movimientos realizados al repetir un estado del tablero; su c6digo se basa en calcular
la proporcidn de estos realizados en el total de bucles y los totales de una partida, ademads, de la
proporcion de movimientos faltantes para resolver el problema con los 16 minimos necesarios.
Ambas proporciones son los valores de entrada de un algoritmo difuso que ponderade 0 a 1 la
afectacion del ingreso a un bucle en la solucion del juego. Los indices propuestos son titiles en la
compresion de trayectorias de aprendizaje al caracterizar a los estudiantes y por tanto servir de
herramienta en la evaluacion del conocimiento de ellos (Simon y Tzur, 2004).

Conclusion del objetivo 3.Se analizaron 11 sujetos, de los cuales se calcularon los indices de
Ramificacién y Buclicidad de cada partida, ademas de generarse las graficas de cada uno de los
trayectos realizados y el consolidado de los mismos. Fue posible contrastar la informacién
anterior con las expresiones verbales y no verbales encontrando coincidencias entre ambos, esto
es: para el caso del indice de Ramificacion fue posible evidenciar el uso de estrategias y su
validacion, en el indice de Buclicidad los sujetos lograban recordar las posiciones de las fichas y
ser conscientes de haber repetido alguna en concreto. Lo anterior es descrito haciendo uso de las
categorias de generalizacion de la autora Ellis (2007), donde la primera denominada Relacién los
sujetos realizan pocos movimientos y exploran el tablero determinando caracteristicas favorables
de los mismos, en el caso de la categoria Buisqueda los sujetos encuentran relaciones de las
caracteristicas identificadas y generan estrategias de solucidn; se caracteriza por realizar varias
partidas con los movimientos iniciales semejantes, finalmente en la categoria Extension los
sujetos constatan que alguna estrategia es el método definitivo de solucién del juego. La préctica
deliberada que ofrece el juego les permite a los sujetos mejorar paulatinamente, esto es
evidenciado por el incremento de los valores numéricos del indice de Ramificacién y la
disminucién en el indice de Buclicidad (Anderson y Schunn, 2000). El hecho de que los sujetos
alcancen niveles de conocimiento del juego que les permite resolverlo, implica un proceso de
matematizacion producto de la reflexion continua de las particularidades del mismo y la
inferencia de patrones utiles (Freudenthal, 1968).

Conclusion General. La capacidad de abstraer informacion del entorno, ofrece la ventaja de
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proyectar acciones utiles para un fin determinado. El proceso de llegar a concluir reglas que
expliquen el comportamiento de varias variables se considera generalizar; partir de observaciones
e identificacion de variables, el como se relacionan para llegar a generar un modelo mental. La
manera de producir un modelo general es el propdsito del aprendizaje y para ello se recurre a la
formulacion de actividades planeadas que lleven al estudiante a consolidar un conocimiento
solido de aquello que se pretende entender, esto es, la practica deliberada. Se concluye que las
trayectorias de aprendizaje de los sujetos pueden ser diagnosticadas mediante el uso de los indices
planteados, ya que en la validacion de los mismos se producen relaciones entre las expresiones
verbales y no verbales y las estadisticas dadas para cada sujeto. Es por tanto que el proceso de

matematizacion es mesurable y susceptible a ser analizado.

6.1. Trabajos Futuros

Se debe considerar el uso de los indices planteados en otros juegos estructurados, en el cual se
logre comparar su uso. Ademas, se sugiere el uso de una cantidad elevada de sujetos los cuales al
calcular los indices sea posible hallar caracteristicas en el tipo de jugador y destrezas que lo
caractericen, ya que al estar sistematizado el juego se pueda dar uso de la facilidad y prontitud de

generacion de estadisticas.
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Capitulo 7

Anexos

Anexo 1

En el anexo se encuentra informacion cargada en el portal Github, esta se halla en el siguiente
enlace:

https://github.com/WAGC8/IndicesCuatroCaballos

= El archivo GrafoDirigidoJuegoCC.m genera el grafo dirigido mediante una matriz de

adyacencia y lo muestra graficamente.

= El archivo IndicesBuclicidadYRamifica.m calcula los indices de Buclicidad y de
Ramificacion de las diferentes partidas realizadas por un sujeto al intentar resolver el juego,
informacién general de las partidas realizadas y las graficas de cada una de las partidas
sobre el grafo dirigido. Dado que el indice de Buclicidad usa un Toolbox de 16gica difusa es
necesario que se cuente con este para poder compilar adecuadamente el codigo

https://www.mathworks.com/products/fuzzy-logic.html.

= [os archivos .txt contienen los movimientos de cada una de las partidas realizadas para un
sujeto, los 9 ndmeros en las filas son los cuadros donde se ubican las fichas, donde los

numeros 2 y 4 son los caballos blancos, 1 y 3 son los caballos negros y 0 la ausencia de
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ficha. El juego se puede encontrar en la pagina web
http://ritaportal.udistrital.edu.co:10198/horses . El.txtde cada
sujeto es analizado con el cddigo en el archivo IndicesBuclicidadYRamifica.m en la

primera fila del cédigo se direcciona cada archivo.

= En la carpeta "Partidas realizadas sujetos”’se almacenan las partidas, las gréficas y los
indices de las partidas realizadas por cada sujeto evaluado. Nota: es necesario que todos los
archivos se encuentren en la misma carpeta, ya que el codigo que se encuentra en archivo

IndicesBuclicidadYRamifica.m tiene direccionado varios de ellos.

Anexo 2

En el anexo se encuentran documentos de cada uno de los 11 sujetos evaluados, estos son:
consentimiento informado de uso de video e imagenes, tabla del observador donde se consolida
los movimientos realizados junto con las expresiones verbales y no verbales y video de las
partidas realizadas. La informacidn se halla en el siguiente enlace:
https://drive.google.com/drive/folders/

1xkFXasug4-S_9f c8bdFWFrS_ uDso8Kd?usp=sharing


http://ritaportal.udistrital.edu.co:10198/horses
https://drive.google.com/drive/folders/1xkFXasug4-S_9f_c8bdFWFrS_uDso8Kd?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1xkFXasug4-S_9f_c8bdFWFrS_uDso8Kd?usp=sharing
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