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Resumen

En este documento se propone un algoritmo de optimización multiobjetivo basado en
las propiedades emergentes de los enjambres.

El corazón cognitivo de la investigación reposa en el algoritmo PSO (Particle Swarm
Optimization) con compartimiento turbulento, su desempeño es probado rigurosamente,
diseñando experimentos con funciones artificiales que suelen resultar de alta dificultad de
resolución tomadas de la literatura de la comunidad cient́ıficamente especializada en el
tema de optimización multiobjetivo basada en el comportamiento de colectivos vivos.

La sencillez final del algoritmo habla de su robustez mostrada en todo el espacio de la
evaluación y la nutrición cognitiva del algoritmo da cuenta de su poder e impacto en las
investigaciones que se devienen con prontitud.

Palabras clave: Enjambre de part́ıculas, optimización, turbulencia.

Abstract

In this document is proposes an multiobjetive optimization algorithm based on the emer-
ging proprieties of the swarms.

The cognitive heart of the investigation lies in the PSO (Particle Swarm Optimiza-
tion) algorithm, that contains a turbulence behavior, its behavior is proven in a rigorous
way, designing experiments with artificial functions that happen to arise from the high
resolution difficulty taken out of the community literature scientifically specialized in the
subject of multi-objective optimization based on the behavior of living collective groups.

The final simplicity of the algorithm talks about its robustness which is shown in the
entirety of the evaluation, and the cognitive nutrition of the algorithm accounts for its
power and impact in the investigations which very quickly convert themselves.

Keywords: Optimization, particles swarm, turbulence.
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10.2.1. Pruebas estad́ısticas de hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

10.3. Análisis de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

10.4. Métricas de desempeño en optimización multiobjetivo . . . . . . . . . . . . 73

10.4.1. Métricas de convergencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

10.4.2. Métricas de diversidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

10.4.3. Otras métricas de desempeño . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

10.5. Configuración de los algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

10.6. Resultados para distancia generacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



CONTENIDO xi

10.7. Resultados para hipervolumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

11.Conclusiones, aportes originales y trabajos futuros 88

11.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

11.2. Aportes originales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

11.3. Trabajos futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

11.3.1. Recomendaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

A. Resultados experimentales 91

Referencias bibliográficas 96
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y estimado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



LISTA DE FIGURAS xiv

10.1. Metodoloǵıa para establecer la prueba de hipótesis a realizar. . . . . . . . . 72
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Introducción

Han pasado ya varias décadas de gran trabajo en torno a la OPTIMIZACIÓN basada en
PROGRAMACIÓN BIOINSPIRADA. El presente documento pretende mostrar un avance
en ese dominio proponiendo en su primera parte el contexto más sustancial del DISEÑO de
la investigación con un protocolo simple y sintético sobre la justificación, formulación del
problema y su expresión cuestionante, con la conjetura llevada a HIPÓTESIS, culminando
con su pertenencia y pertinencia a un grupo y ĺınea de investigación. Se exponen de manera
clara tanto los objetivos general y espećıficos, como los antecedentes.

En su segunda parte se ha dispuesto el marco teórico espećıfico, esto es, en lo concer-
niente a OPTIMIZACIÓN MULTIOBJETIVO con la singularidad de observar la técnica
PSO (Particle Swarm Optimization) y finalmente se revisan los conceptos asociados a la
formalización de la turbulencia, en enjambres de part́ıculas como propiedad emergente.

La tercera parte está destinada al desarrollo del proyecto y al cierre del mismo. Prime-
ramente se propone el algoritmo de optimización y se define plenamente, a continuación,
éste se somete a prueba en diferentes casos clásicos de la literatura especializada.

El cierre se realiza analizando el desempeño el algoritmo visto desde los resultados
obtenidos a partir del diseño riguroso de experimentos avalado por la comunidad cient́ıfi-
camente especializada, luego de lo anterior se realizan se realizan la discusión y conclusión
para terminar con el interés de continuidad de la investigación con sugerencias y propues-
tas.
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Caṕıtulo 1

Formulación del proyecto

1.1. Formulación del problema

Los algoritmos de optimización multiobjetivo evolutivos han mostrado ser una buena
herramienta para la solución de problemas con diferentes funciones objetivo [14]. Sin em-
bargo por su caracteŕıstica evolutiva tienden a requerir una elevada cantidad de iteraciones
para obtener un resultado satisfactorio. Por su parte, los algoritmos multiobjetivo basados
en enjambres de part́ıculas presentan una alta tasa de convergencia, sin embargo su prin-
cipal desventaja es lograr un adecuado manejo de la diversidad [14], [49]. La pérdida de
la diversidad de enfoques basados en enjambres de part́ıculas se compensa normalmente
con operadores de turbulencia sin embargo por el momento no se ha tenido un desarrollo
definitivo al respecto [14].

Con esta propuesta se busca compensar la pérdida de diversidad de los enfoques basados
en enjambres de part́ıculas, mediante el comportamiento emergente de un enjambre; lo cual
permite plantear la siguiente pregunta de investigación:

¿Cuáles son los elementos básicos cognitivos para el diseño de un algoritmo de opti-
mización multiobjetivo basado en caracteŕısticas emergentes de enjambres que permitan
manejar la diversidad del enjambre?

1.2. Justificación

Actividades de diseño, distribución, asignación, secuenciación, producción y procesos
industriales en general, suelen requerir herramientas de optimización [1]. Lo anterior se
presenta porque los métodos de optimización son una excelente herramienta para lograr
que los procesos de diseño en ingenieŕıa tengan una mayor precisión y exactitud [2]. Debido
a lo anterior, es necesario tener las herramientas adecuadas para poder atender los diversos

3
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requerimientos en el proceso de optimización. El espectro de las diferentes alternativas va
desde programación lineal, optimización no lineal, programación dinámica, hasta llegar a
técnicas modernas computacionales bio-inspiradas. Considerando lo anterior, es importan-
te la investigación sobre nuevos métodos de optimización, que puedan ayudar a solucionar
problemas en las diferentes áreas de la ingenieŕıa y la ciencia.

Por otra parte, la naturaleza es fuente de inspiración para el desarrollo de algoritmos
que permitan solucionar problemas en diferentes áreas, en buena proporción los algoritmos
desarrollados bajo esta perspectiva se han enfocado a problemas de optimización siendo
de los más representativos los algoritmos genéticos, la optimización basada en colonia de
hormigas, enjambres de part́ıculas y quimiotaxis bacteriana [3], [4], [5]. Por otro lado,
en el área de la bioloǵıa son de interés los modelos que describan comportamientos de
seres vivos como aves, peces, hormigas y bacterias entre otros. En particular cuando se
trata de comportamientos colectivos es de importancia modelar las interacciones presentes
entre individuos con el fin de reproducir las conductas que describe una congregación
de individuos [6]. Enfoques de estos modelos consideran el efecto del liderazgo de un
individuo [7], mecanismos de predicción [8] y formas de organización [9]. En particular
son de atención los denominados comportamientos emergentes de los cuales se distingue el
movimiento de enjambres de individuos con la formación de remolinos (turbulencia) [10],
[11].

Una de las grandes limitaciones del proceso de optimización cuando se tienen ecuaciones
no lineales, es la dificultad de garantizar la optimalidad global, ya que esto sólo es posible
cuando se tienen funciones objetivo convexas definidas sobre regiones factibles también
convexas [12].

Ahora bien, los desaf́ıos en optimización, se presentan con problemas sin una estructura
especial tales como: funciones discontinuas, ecuaciones donde no hay información de las
derivadas, restricciones definidas de forma impĺıcita a través de relaciones de tipo caja
negra (entrada-salida) o problemas altamente no convexos. Para este tipo de problemas se
han desarrollado métodos de búsqueda heuŕısticos que aunque no garantizan un óptimo
global, tienden a aproximarse a éste si el número de iteraciones es suficientemente alto [13].
De los algoritmos heuŕısticos más empleados para la solución de problemas se encuentran
los basados en el comportamiento de seres vivos denominados algoritmos bio-inspirados.

1.3. Hipótesis

Considerando lo anterior, se plantea la siguiente hipótesis:

“La turbulencia como comportamiento emergente de enjambres de part́ıculas ofrece un
escenario cognitivo pertinente para lograr el manejo de la diversidad en el desarrollo de
un algoritmo de optimización multiobjetivo”.
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1.4. Grupo y ĺınea de investigación

La presente propuesta se encuentra soportada por el Grupo de Investigación en Inter-
operabilidad de Redes Académicas (GIIRA), con la ĺınea de investigación en Optimización
Bio-inspirada.



Caṕıtulo 2

Objetivo general y objetivos

espećıficos

2.1. Objetivo general

Desarrollar un algoritmo de optimización multiobjetivo basado en enjambres de part́ıcu-
las con comportamientos emergentes que permita manejar la diversidad del enjambre.

2.2. Objetivos Espećıficos

Proponer el algoritmo de optimización basado en enjambres de part́ıculas con com-
portamiento emergente que permita el manejo de la diversidad.

Establecer casos de aplicación estándar considerando lo reportado en la literatura.

Validar el algoritmo propuesto en los casos de aplicación estándar encontrados en la
literatura.

Analizar los resultados obtenidos.
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Caṕıtulo 3

Antecedentes

3.1. Optimización bio-inspirada

La naturaleza es una fuente de inspiración para el planteamiento de soluciones en
ingenieŕıa especialmente en optimización. Un ejemplo de optimización presente en la na-
turaleza, ocurre cuando animales o seres vivos con mejores técnicas para la búsqueda
de alimento tienen mayor posibilidad de sobrevivir [15]. En este campo son de resaltar
los aportes realizados por Hans J. Bremermann sobre la optimización bio-inspirada y en
particular en la optimización basada en quimiotaxis bacteriana [3].

Una técnica de optimización bio-inspirada se encuentra basada en el comportamiento de
las hormigas [16], [17], [18] y [19], donde se desarrollan diferentes algoritmos y aplicaciones.
Por otro lado, se están realizando estudios observando el comportamiento de colonias de
abejas, esto con la finalidad de proponer procesos de búsqueda y optimización. Una idea
general de optimización empleando colonias de abejas se presenta en [20]. Adicionalmente,
una aplicación que combina lógica difusa y el comportamiento de las abejas se tiene en
[21], esta aplicación se encuentra enfocada en la solución de problemas multiobjetivo.

La optimización basada en quimiotaxis bacteriana promete ser una buena herramienta
para la solución de problemas en ingenieŕıa. Una aplicación práctica se puede apreciar
en [22] y [23], donde se propone un algoritmo de optimización basado en quimiotaxis
bacteriana para la solución de problemas multiobjetivo, el cual se encuentra enfocado al
diseño de un eje mecánico.

Sobre el desarrollo de aplicaciones que involucran enjambres de individuos, original-
mente su implementación en procesos de optimización fue propuesta por James Kennedy
y Russell Eberhart (Particle Swarm Optimization PSO) [24]. Acerca del tema, una aplica-
ción en problemas de optimización multiobjetivo no lineal con restricciones se presenta en
[25], en este trabajo se acondiciona el algoritmo al problema multiobjetivo. El comporta-
miento de enjambres ha sido empleado en problemas de optimización con éxito, logrando

7
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convergencia en problemas multiobjetivo de alta complejidad tal como se aprecia en [26],
[27], [28] y [29].

3.2. Comportamientos de enjambres

En la naturaleza se pueden apreciar diferentes comportamientos los cuales han sido
estudiados y modelados. En particular son de atención los comportamientos de enjam-
bres siendo uno de los trabajos a resaltar el presentado en [30] donde se desarrolla un
modelo básico para representar un enjambre de individuos. Por otro lado, en [10] revisan
las propiedades de la auto-regulación y principios del comportamiento de enjambre tales
como: integridad, variabilidad, realimentación positiva, realimentación negativa, umbrales
de respuesta, dirección, inhibición, redundancia, sincronización y egóısmo. Adicionalmente
en [7] se analiza el efecto que tiene el liderazgo de un individuo, en [9] se consideran las
diferentes formas de organización que presentan las aves [9] y en [8] se observa el efecto
que tiene incorporar mecanismos de predicción en un modelo de enjambre.

3.3. Modelos de part́ıculas con comportamiento tur-

bulento

El movimiento circular de part́ıculas formando un vórtice es un comportamiento aso-
ciado por lo general a fluidos cuando se tiene flujo turbulento, sin embargo este tipo de
comportamiento se presenta en enjambres de individuos como peces, aves y bacterias, en-
tre otros. Sobre modelos empleados para representar este comportamiento se tiene el de
part́ıcula autopropulsada [31] y el de part́ıcula activa Browniana [32].

3.4. Aplicaciones de algoritmos de part́ıculas con com-

portamiento de vorticidad

Es importante señalar que sobre aplicaciones que emplean modelos de enjambres con
caracteŕısticas de vorticidad, uno de los trabajos más representativos es el desarrollado en
[33] donde se propone un método para la planeación de trayectorias de robots móviles que
permite evadir mı́nimos locales. Este algoritmo es denominado Local Minimal Avoidance
(LMA), o también Local Minimal Escape (LME). Propuestas similares para la planeación
de trayectorias de robots movilices se pueden apreciar en [34] y [35] donde se emplea un
modelo de part́ıcula activa para el desarrollo del algoritmo de planeación de trayectorias
VSPP (Vortex Swarm Path Planning Algorithm).
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En particular sobre algoritmos de optimización que emplean el concepto de vorticidad
se tiene el presentado en [36] donde se desarrolla un algoritmo que considera una analoǵıa
con el comportamiento de un fluido en un sumidero (drenaje). Este algoritmo se deno-
mina Particle Swirl Algorithm (PSA). Una propuesta donde se plantea un algoritmo de
optimización basado en comportamiento de enjambres con caracteŕısticas de vorticidad se
aprecia en [37], [38] y [39].

3.5. Propuestas desarrolladas de algoritmos PSO mul-

tiobjetivo

A continuación se presentan diferentes enfoques para extender el algoritmo PSO a
problemas multiobjetivo [40].

3.5.1. Algoritmos con exploración separada de funciones objeti-

vo

En esta categoŕıa se encuentran los enfoques que combinan todas las funciones objetivo
en una sola o consideran cada función objetivo por turnos para la evaluación del enjam-
bre. La ventaja de estos enfoques es su sencilla actualización del enjambre y las mejores
posiciones. En este algoritmo se emplea un registro externo para el almacenamiento de
soluciones no dominadas. Su inconveniente es la falta de una información a priori con
respecto a una mejor manipulación de las distintas funciones objetivo [40].

Enfoque de función objetivo agregada

En estos enfoques se agregan mediante una combinación ponderada todas las funciones
objetivo en una sola. Si los pesos permanecen fijos durante la ejecución del algoritmo se
tiene el caso de la agregación ponderada convencional (CWA) la cual es incapaz de detectar
soluciones en las regiones cóncavas de la frontera de Pareto, para evitar esto los pesos son
ajustados dinámicamente durante la optimización. Tales enfoques son la agregación Bang-
Bang ponderada (BWA) y la agregación dinámica ponderada (DWA) [40]. El uso de BWA
resulta en cambios bruscos de los pesos que fuerzan el algoritmo a seguir moviéndose hacia
el frente de Pareto. El mismo efecto se logra con DWA, aunque el cambio en los pesos
es más suave, los enfoques DWA tienen mejor desempeño que los BWA en fronteras de
Pareto convexas. En [41] se propone la primera aproximación de PSO multiobjetivo de
agregación ponderada usando los enfoques de CWA, BWA y DWA, que proporcionaron
fronteras de Pareto con esparcimiento satisfactorio.

En [42] se considera un enfoque similar, donde el enjambre se divide en sub-enjambres
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y cada uno utiliza un ajuste de peso espećıfico. La mejor part́ıcula de cada uno sirve como
un ĺıder sólo para śı mismo. Se usa una decisión preliminar de Pareto con el fin de buscar
más a fondo los puntos que son soluciones candidatas de Pareto óptimas.

Adicionalmente en [43] se propone un enfoque de pesos modificados dinámicamente,
incorporando un operador de mutación para evitar el estancamiento del enjambre, aśı co-
mo un término de aceleración que incrementa la convergencia en etapas posteriores del
algoritmo. Las dos posiciones nueva y antigua son evaluadas e introducidas en una lista a
la cual se aplica la técnica de clasificación no dominada [44] encargada de seleccionar las
part́ıculas no dominadas que sufren un proceso de mutación en un intento de mejorarlas.
El conjunto de part́ıculas resultante constituye el enjambre en la siguiente iteración del
algoritmo.

Enfoque con ordenamiento de las funciones objetivo

Estos enfoques requieren establecer una clasificación de las funciones objetivo, la mi-
nimización se realiza para cada función de forma independiente, partiendo por las más
importantes.

Originalmente en [45] se propone un esquema que implementa el ordenamiento de
funciones. Este algoritmo fija la función objetivo más simple y minimiza el resto de las
funciones objetivo, utilizando una variante de PSO con vecindarios dinámicos. No usa
ningún registro externo y las soluciones no dominadas son almacenadas como mejores
posiciones de las part́ıculas.

Adicionalmente en [46] se propone una extensión del enfoque anterior donde se incor-
pora un registro externo para almacenar las soluciones no dominadas y reducir el costo
computacional.

Enfoques de vector evaluado no basados en Pareto

Inicialmente en [41] se propuso el esquema Vector Evaluado PSO (VEPSO) basado
en la idea del Algoritmo Genético Vector Evaluado (VEGA), en este enfoque hay un
enjambre dedicado para cada función objetivo y es evaluado solamente para esta función.
Las mejores posiciones de un enjambre se utilizan para la actualización de la velocidad de
otro enjambre.

Adicionalmente en [47], se desarrolla una nueva versión de VEPSO donde cada enjam-
bre es asignado a un procesador y el número de enjambres no es necesariamente igual al
número de funciones objetivo. La comunicación entre los enjambres se realiza a través de
un esquema similar a la topoloǵıa de vecindario tipo anillo.

Un enfoque similar a VEPSO, fue propuesto en [48] llamado PSO Multi-Species que
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utiliza sub-enjambres que forman especies, una para cada función objetivo. Cada sub-
enjambre se evalúa solamente con su propia función objetivo y la información de las mejores
part́ıculas se comunica a sub-enjambres vecinos con la forma de un término adicional en
la ecuación de actualización de velocidad de las part́ıculas.

Algoritmos basados en dominancia de Pareto

Estos enfoques usan el concepto de dominancia de Pareto para determinar las mejores
posiciones (ĺıderes) que guiarán el enjambre durante la búsqueda. En [49] se propuso el PSO
multiobjetivo (MOPSO), uno de los primeros enfoques PSO basados en Pareto en el que
las soluciones no dominadas detectadas por las part́ıculas se almacenan en un repositorio.
El espacio de búsqueda se divide en hipercubos. A cada hipercubo se le asigna un valor
de aptitud que es inversamente proporcional al número de part́ıculas que contiene. Utiliza
una ruleta clásica para seleccionar un hipercubo y un ĺıder de él. La mejor posición se
actualiza en cada iteración, basado en la relación de dominación entre la mejor posición
existente de la part́ıcula y su nueva posición. El registro tiene un tamaño limitado y las
nuevas posiciones se insertan basándose en el criterio de retención que da prioridad a las
soluciones situadas en las zonas menos pobladas del espacio objetivo.

Otro adelanto se puede observar en [50] donde se propone un esquema PSO multiob-
jetivo que se ocupa de las ineficiencias causadas por el truncamiento del registro limitado
de soluciones no dominadas, utilizando una estructura árbol sin restricciones para el man-
tenimiento de registro llamada árbol dominado. Funciona de manera similar a MOPSO,
excepto el repositorio, que se mantiene a través de las estructuras antes mencionadas. Usa
un operador de mutación (locura) sobre la velocidad de las part́ıculas para preservar la
diversidad.

En [51] se presenta un método que emplea el estimador de densidad del vecino más
cercano en combinación con un esquema de ruleta para la selección de ĺıderes. Los ĺıderes
seleccionados son utilizados para actualizar la posición del resto de part́ıculas. Los ĺıderes
con radio de apiñamiento superior tienen una mayor probabilidad de selección ya que
promueven la propagación uniforme de soluciones en la frontera de Pareto.

Por otra parte, en [52] se puede observar la propuesta de DOPS, un método basado
en un esquema elitista de registro que utiliza dos funciones: una para realizar selección y
otra para eliminar un valor de aptitud de cada part́ıcula. La selección del valor de aptitud
es una medida de la influencia de la part́ıcula a la propagación de la frontera de Pareto y
aumenta con la distancia de sus vecinos más cercanos.

Un desarrollo de algoritmos de optimización multiobjetivo de enjambre de part́ıculas
inspirados en Algoritmos Evolutivos (PS-EA) se presenta en [53] donde la actualización
de las part́ıculas es completamente diferente a cualquier algoritmo de PSO. Las ecuaciones
de actualización de las part́ıculas son sustituidas por un árbol de herencia de probabilidad
y las part́ıculas en vez de moverse en el espacio de búsqueda con una velocidad adaptable,
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heredan los parámetros de su nueva posición mediante una asignación dinámica de la
probabilidad de herencia (DIPA) que controla las probabilidades teniendo en cuenta la
retroalimentación del estado convergente del algoritmo y la aptitud de la mejor part́ıcula
en general.

Una propuesta de varios algoritmos basados en MOPSO se aprecia en [54], en los
cuales se incorporan esquemas especiales para la selección de los miembros del registro
que participan en la actualización de la velocidad de las part́ıculas. Se proponen un enfo-
que MOPSO en combinación con el método sigma que asigna un valor numérico a cada
part́ıcula y miembro del registro, una part́ıcula utiliza como ĺıder el miembro del registro
con el valor sigma más cercano al suyo y utiliza un factor de turbulencia (mutación) para
la actualización de la posición de la part́ıcula.

Una propuesta llamada MaximinPSO se presenta en [55] con este enfoque se utiliza la
función de aptitud maximin donde solo los vectores decisión con un valor de la función
maximin menor que cero pueden ser soluciones no dominadas con respecto a la población
actual. La función maximin promueve la diversidad del enjambre, ya que penaliza a las
part́ıculas que se juntan en grupos, favorece las soluciones en medio de fronteras convexas
y en los extremos en fronteras cóncavas; las soluciones no dominadas se almacenan en un
registro para servir como ĺıderes.

Un MOPSOmodificado denominado AMOPSO se propone en [56] donde sub-enjambres
son utilizados para explorar las diferentes regiones del espacio de búsqueda. Cada sub-
enjambre tiene su propio grupo de ĺıderes que son seleccionados al azar y sirven como
gúıas hacia la frontera de Pareto. Este enfoque no utiliza registro externo y alivia proble-
mas relacionados con espacios de búsqueda discontinuos.

Otro algoritmo denominado OMOPSO, es presentado en [57] el cual emplea una esti-
mación del vecino más cercano y dos registros externos: en el primero se almacenan las
mejores posiciones seleccionadas para la iteración actual de PSO y en el otro se guar-
dan las soluciones no dominadas. También hace uso de turbulencia. Además incorpora un
mecanismo para retirar los ĺıderes, cuando su número supera un umbral.

En [58] se propone un algoritmo donde se utilizan varios registros externos, uno para
las soluciones globales y uno para cada part́ıcula, donde almacena las soluciones de Pareto
óptimas recientemente descubiertas. Hace uso de una ruleta para seleccionar e introduce
en los registros el envejecimiento de los ĺıderes.

Por otra parte en [59] se desarrolla el MOPSO-CD que incorpora un mecanismo de
distancia de hacinamiento para la selección de la mejor part́ıcula global y la eliminación
de las soluciones no dominadas del registro externo. Emplea mutación para mantener la
diversidad de las soluciones no dominadas. La distancia de hacinamiento se calcula por
separado para cada solución no dominada. Una porción de soluciones no dominadas con
las distancias de hacinamiento más altas son seleccionadas al azar para servir como ĺıderes
del enjambre.
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Un trabajo adicional se puede apreciar en [60] donde se proponen las técnicas Rounds,
Random y Prob basadas en el concepto de dominancia de Pareto para seleccionar a los
ĺıderes del registro externo. Rounds utiliza como gúıa global de una part́ıcula la solución no
dominada que domina la menor cantidad de part́ıculas del enjambre. Random utiliza como
gúıa global de una part́ıcula una solución no dominada probabiĺısticamente seleccionada,
donde cada solución no dominada tiene la misma probabilidad de selección. Prob constituye
una extensión de Random que favorece a los miembros del registro que dominan el menor
número de puntos. También se emplea mutación en este algoritmo.

La presentación del algoritmo MOPSO-fs se realiza en [61], la cual es una variante
MOPSO con el intercambio expĺıcito de aptitud donde a cada part́ıcula en el repositorio
de soluciones no dominadas se le asigna una aptitud. Este esquema de aptitud compartida
asigna valores de aptitud más altos a soluciones con un número pequeño de otras soluciones
que la rodean. Los ĺıderes del enjambre son seleccionados a través de una ruleta que utiliza
los valores de aptitud asignados.

Un esquema donde cada part́ıcula conserva todas las soluciones no dominadas que se
ha encontrado se presenta en [62]. En este enfoque se proponen diferentes técnicas, que
van desde la selección aleatoria pura hasta el uso de pesos y técnicas de preservación de
la diversidad.

La presentación de SMOPSO se realiza en [63] el cual incorpora una estrategia para
la selección de ĺıderes en la cual se evalúa cada part́ıcula de acuerdo con cada función
objetivo por separado asumiendo como media de las mejores part́ıculas por función, la
mejor posición global, para la actualización de enjambre.

Finalmente en [64] se realiza una revisión sobre optimización tanto de uno como de
varios objetivos, analizando de manera experimental los efectos de la inercia, el coeficiente
de aceleración y método de selección de probabilidad del algoritmo MOPSO.
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Marco teórico
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Caṕıtulo 4

Optimización multiobjetivo

4.1. Introducción

En el presente caṕıtulo se revisan los aspectos teóricos que fundamentan la optimización
multiobjetivo. También se realiza un recuento de las diferentes técnicas que se tienen para
la solución del problema asociado con la optimización multiobjetivo, siendo de importancia
el concepto de frente Pareto.

4.2. Definiciones previas

En esta sección se presentan las definiciones formales asociadas a concavidad, conve-
xidad y su extrapolación al concepto de región convexa.

4.2.1. Convexidad

Una función φ(~x) es llamada convexa sobre el dominio deR si para 2 vectores arbitrarios
~x1 y ~x2 ∈ R,

φ(θ~x1 + (1− θ)~x2) ≤ θφ(~x1) + (1− θ)φ(~x2) (4.1)

donde θ es un escalar en el rango 0 ≤ θ ≤ 1.

La función φ(~x) es estrictamente convexa si para la ecuación 4.1 se puede cambiar ≤
por <.

Una función convexa no puede tener ningún valor mayor que los valores de la función
obtenidos mediante interpolación lineal entre φ(~x1) y φ(~x2).
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Si la desigualdad de la ecuación 4.1 es ≥, la función es cóncava. Una función φ(~x) es
cóncava (o estrictamente cóncava) si −φ(~x) es convexa (o estrictamente convexa). En el
caso de las funciones lineales estas son convexas y cóncavas [14].

Un ejemplo de función convexa se puede apreciar en la figura 4.1, mientras que en la
figura 4.2 se puede observar una función cóncava.

x
x1 x′ x2

φ(x)

Figura 4.1: Función convexa.

x
x1 x′ x2

φ(x)

Figura 4.2: Función cóncava.

4.2.2. Región convexa

Una región se define como un conjunto convexo en un espacio n-dimensional si, para
todos los pares de puntos ~x1 y ~x2 en el conjunto, el segmento rectiĺıneo que los une
está también enteramente dentro del conjunto. De tal forma, todo punto ~x, donde

~x = θ~x1 + (1− θ)~x2, 0 ≤ θ ≤ 1 (4.2)

está también en el conjunto [14].

Un ejemplo de conjunto convexo se puede apreciar en la figura 4.3, mientras que en la
figura 4.4 se puede observar un conjunto no convexo.
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p1

p2

x1

x2

Figura 4.3: Conjunto convexo.

p1

p2

x1

x2

Figura 4.4: Conjunto no convexo.

4.3. Definición del problema de optimización multi-

objetivo

Según [14] el Problema de Optimización Multiobjetivo (POM) se puede definir como:

Encontrar un vector de variables de decisión que satisfaga unas restricciones y optimice
una función vector cuyos elementos representan las funciones objetivo.

Desde un punto de vista formal esto se puede expresar como: determinar un vector de
variables ~x∗ = [x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n]

T que satisfaga las m restricciones de desigualdad:

gi(~x) ≤ 0 para i = 1, 2, ..., m (4.3)
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las p restricciones de igualdad

hi(~x) = 0 para i = 1, 2, ..., p (4.4)

y que optimice la función vectorial

~f(~x) = [~f1(~x), ~f2(~x), ..., ~fk(~x)]
T (4.5)

Para efectos prácticos todas las funciones objetivo se minimizan o maximizan lo cual
se puede lograr mediante la siguiente identidad:

mı́n fi(~x) = máx(−fi(~x)) (4.6)

El conjunto de restricciones dadas por las ecuaciones anteriores, determina la región
factible Ω y cualquier vector ~x∗ ∈ Ω define una solución factible. El vector de funciones
~f(~x) es una función que mapea el conjunto Ω al conjunto Λ y que contiene todos los valores
posibles de las funciones objetivo [14]. Lo anterior se puede apreciar en la figura 4.5.

x1

x2

f1

f2

f3

Espacio de variables Espacio de funciones objetivo

Ω

Λ

Ω = {x ∈ R
2} Λ = {y ∈ R

3}

Figura 4.5: Dominio de las variables y las funciones objetivo.

4.4. Conjuntos aproximados y dominancia

Considerando un problema de optimización de n funciones objetivo f1, f2, ..., fn las
cuales se buscan minimizar. Cada función objetivo fi : X → R asigna a cada posible
solución x en el espacio de búsqueda a un valor real zi = fi(~x). En este sentido cada
~x ∈ X es mapeado en un correspondiente vector ~z = (z1, z2, ..., zn) ∈ Z de valores objetivo
~z = F(f1, f2, ..., fn) ∈ R

n.
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Considerando lo anterior dado un conjunto de vectores objetivo A ⊆ Z. A es deno-
minado conjunto aproximado si algún elemento de A no es débilmente dominado que otro
vector solución en A [87].

Para representar el concepto de dominancia se tiene la figura 4.6 donde se puede
apreciar que a ≻ b, a ≻ c, a ≻ d, b ≻ d, c ≻ d, a ≻≻ d, a � a, a � b, a � c, a � d, b ≻ b,
b � d, c � c, c � d, d � d y b||c [87].

b

b

b

b

f1

f2

a

b

c

d

Figura 4.6: Concepto de dominancia.

Una solución ~x1 domina a otra solución ~x2, F(~x1) ≻ F(~x2) si para todos los j objetivos
fj(~x1) ≤ fj(~x2) y adicionalmente existe un objetivo i para el cual fi(~x1) < fi(~x2) [83].

4.5. Optimalidad de Pareto

En optimización multiobjetivo dado que se busca tener el mejor valor de las funciones
objetivo, no es posible tener un aumento en su utilidad total, sin que eso implique la
disminución en la utilidad de las otras funciones objetivo.

La dominancia de Pareto indica que si una solución domina a otra, ésta debe ser
estrictamente mejor en al menos un objetivo y no peor en ninguno de los otros [14].

Para observar el concepto de frente de Pareto, en la figura 4.7 se observa que la solución
A domina a la solución B ya que es mejor tanto en f1 como en f2, sin embargo, no domina
a C ya que no es mejor.
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f2

f1

b

b

b
b

b

b

b

b

A

C

B

Frente de Pareto

Figura 4.7: Ejemplo del frente de óptimo de Pareto.

En general, no es posible tener una expresión anaĺıtica de la ĺınea o superficie que
contenga a los puntos que conforman el frente de Pareto. Por tanto, el procedimiento
normal para generar el frente de Pareto, es obtener el conjunto de puntos factibles Ω y
los valores correspondientes de ~f(~x) para toda ~x∗ ∈ Ω. Cuando hay un número suficiente
de ellos, entonces es posible determinar los puntos no dominados y producir el frente de
Pareto [14].

El grupo de los vectores ~x∗ correspondientes a las soluciones incluidas en el conjunto de
óptimos de Pareto son llamados no dominados. La gráfica de las funciones objetivo cuyos
vectores no dominados se encuentran en el conjunto de óptimos de Pareto se denominan
frente de Pareto [14].

4.5.1. Definición de optimalidad de Pareto

Un vector de variables independientes ~x∗ ∈ Ω es un óptimo de Pareto si no existe otro
~x ∈ Ω tal que fi(~x) ≤ fi(~x

∗) para todo i = 1, ..., k y fi(~x) < fj(~x
∗) para al menos un j.

No dominancia débil

Un punto ~x∗ ∈ Ω es una solución débilmente no dominada si no hay ~x ∈ Ω donde se
tiene que fi(~x) < fi(~x

∗), para cada i = 1, ..., k.

No dominancia fuerte

Un punto ~x∗ ∈ Ω es una solución fuertemente no dominada si no hay ~x ∈ Ω donde se
tiene que fi(~x) ≤ fi(~x

∗), para cada i = 1, ..., k y para al menos un valor i, fi(~x) < fi(~x
∗).
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En problemas multiobjetivo se tienen tres metas en general [57]:

1. Maximizar el conjunto de elementos del conjunto óptimo de Pareto.

2. Minimizar la distancia entre los elementos del conjunto de Pareto.

3. Maximizar la dispersión de soluciones encontradas con el fin de tener un vector
uniforme.

4.6. Clasificación de técnicas

En el campo de la optimización se han realizado diferentes propuestas para clasificar
las técnicas que existen para resolver problemas multiobjetivo. Como un primer aspecto
a considerar, resulta importante distinguir las dos etapas en las cuales se puede dividir la
solución de un problema multiobjetivo. La primer instancia consiste en la optimización de
las diversas funciones objetivo involucradas y el segundo proceso corresponde a la selección
de los compromisos más convenientes. Según [14], una clasificación es:

1. Técnicas generadoras (articulación a posteriori de preferencias).

2. Técnicas que se basan en una articulación preliminar de preferencias (métodos no
interactivos).

3. Técnicas que se basan en una articulación progresiva de preferencias (interacción
con el tomador de decisiones).

En forma general una clasificación de las técnicas evolutivas aplicadas en optimización
multiobjetivo es la siguiente [14]:

No basadas en Pareto:

• Ordenamiento lexicográfico.

• Suma lineal de pesos.

• VEGA.

• Método ε-constraint.

• Satisfacción de metas.

Basadas en Pareto:

• Jerarquización de Pareto pura.

• MOGA.
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• NSGA y NSGA II.

• NPGA y NPGA 2.

• Enfoques no generacionales.

4.7. Métodos no basados en Pareto

En este caso las técnicas no incorporan de manera directa el concepto de óptimo de
Pareto. Aunque estas técnicas son muy eficientes suelen ser adecuadas sólo para manejar
pocas funciones objetivo (menor a tres).

4.7.1. Ordenamiento Lexicográfico

En este método las funciones objetivo se jerarquizan en orden de importancia. El
problema se redefine como:

mı́n f1(~x) (4.7)

sujeto a
gj(~x) ≤ 0; j = 1, 2, ..., m (4.8)

obteniendo ~x∗1 y f ∗
1 = f1(~x

∗
1).

Luego se plantea un segundo problema como:

mı́n f2(~x) (4.9)

sujeto a

gj(~x) ≤ 0; j = 1, 2, ..., m (4.10)

f1(~x) = f ∗
1

obteniendo ~x∗2 y f ∗
2 = f2(~x

∗
2).

Este procedimiento se repite hasta haber considerado todos los objetivos.

Para esta técnica cuando se utiliza con algoritmos evolutivos se suele elegir aleatoria-
mente un objetivo en cada generación. Una variante consiste en aplicar el operador de
selección empleando el objetivo más importante, en caso de presentarse un empate en el
proceso de selección se usa la siguiente función objetivo en importancia y aśı sucesivamente
[14].

La principal ventaja de esta técnica es su eficiencia computacional dada por su simpli-
cidad. Por otro lado, la desventaja está sujeta al ordenamiento de las funciones objetivo.
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4.7.2. Combinación lineal de pesos

Esta técnica consiste en convertir el problema multiobjetivo en uno mono-objetivo
mediante una suma ponderada de los objetivos:

mı́n

k
∑

i=1

wifi(~x) (4.11)

con wi ≥ 0 que son los pesos que ponderan la importancia de cada una de las k funciones
objetivo del problema (dichas funciones deben estar escaladas). Suele suponerse que:

k
∑

i=1

wi = 1 (4.12)

Como es de apreciar, la principal ventaja de esta técnica es su simplicidad y su eficien-
cia. Por otro lado, sus principales desventajas son en primer lugar la dificultad de definir
un conjunto de pesos que permita generar una porción significante del frente de Pareto
y adicionalmente se tiene que esta técnica no permite obtener porciones no convexas del
frente de Pareto sin importar la combinación de pesos empleada [14].

4.7.3. VEGA

Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA) este método fue propuesto originalmente
por David Schaffer en 1984, como parte de la tesis doctoral titulada Multiple Objective
Optimization with Vector Evaluated Genetic Algorithms.

Esta técnica incorpora un mecanismo de selección donde para una población de tamaño
M se generan N sub-poblaciones correspondientes a las funciones objetivo.

Su principal ventaja es la eficiencia y su facilidad de implementación ya que sólo se
requiere modificar el mecanismo de selección de un algoritmo genético simple. La principal
desventaja consiste en tener resultados similares a una combinación lineal de pesos si se
emplea un método de selección proporcional al desempeño de las funciones objetivo. De
la misma forma, este método no incorpora expĺıcitamente el concepto de dominancia de
Pareto y tampoco utiliza ningún mecanismo para mantener diversidad.

4.7.4. Método ε-constraint

En este método se optimiza la función objetivo considerada de mayor importancia y
se toman las funciones objetivo adicionales como restricciones acotadas por ciertos valores
permisibles denominados εi. En este esquema, se efectúa una optimización mono-objetivo
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sujeta a restricciones adicionales. En un paso adicional se modifican los valores εi con el
fin de generar un frente completo de Pareto, [14].

La principal ventaja del método es su relativa simplicidad y su desventaja es su costo
computacional dado por el nivel de variabilidad que se requiere para los valores εi [14].

4.7.5. Satisfacción de metas

En esta estrategia se considera un conjunto de metas a satisfacer para cada función
objetivo. Al aplicar el algoritmo evolutivo se busca minimizar la diferencia entre la solución
actual y el vector de metas deseables.

Estas técnicas son también denominadas de métodos agregativos y bajo ciertas con-
diciones pueden generar porciones no convexas del frente de Pareto. La principal ventaja
consiste en su simplicidad y su eficiencia computacional, puesto que no se requiere un
proceso de jerarquización de Pareto.

Por otra parte, su principal desventaja consiste en la dificultad de establecer las metas
deseables. Como también bajo ciertas circunstancias se pueden tener resultados ambiguos.

4.8. Métodos basados en Pareto

El concepto de realizar una asignación de aptitud basada en el concepto de óptimo
de Pareto fue sugerida originalmente por David E. Goldberg (1989) con lo cual se busca
sobrepasar las limitaciones de la estrategia VEGA.

En este método se realiza una selección que emplea una jerarquización de soluciones
basada en no dominancia buscando de esta forma dirigir la población hacia el frente de
Pareto en un problema multiobjetivo.

El concepto en el cual se fundamenta esta técnica consiste en seleccionar los individuos
no dominados con respecto a la población actual y asignarles la jerarqúıa y la aptitud más
elevada. En el paso siguiente se eliminan temporalmente estos individuos de la competen-
cia y se re-jerarquiza la población restante. El proceso se repite hasta jerarquizar toda la
población. Adicionalmente resulta adecuada emplear alguna técnica para mantener diver-
sidad.

4.8.1. Jerarquizacón de Pareto pura

En este método se implementa directamente la idea original de Goldberg (1989) sin
considerar ninguna modificación. La principal dificultad de esta técnica es su escalabilidad
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ya que el algoritmo de jerarquización es de orden O(kM2), donde k son las funciones
objetivo y M el tamaño de la población. La principal ventaja del método consiste en el
uso de una población y la capacidad de lidiar con problemas multiobjetivo de cualquier
tipo.



Caṕıtulo 5

PSO multiobjetivo

5.1. Introducción

En esta sección se presentan los fundamentos del algoritmo de optimización multiobje-
tivo basado en enjambres de part́ıculas. En una primera instancia se revisan los conceptos
asociados con la optimización basada en enjambres de part́ıculas y luego se describen los
diferentes enfoques que se tienen para el caso multiobjetivo.

5.1.1. Algoritmo de optimización basado en enjambres mono-

objetivo

El concepto de la optimización basada en enjambres fue propuesto por James Kennedy
y Russell Eberhart en [24]. En esta propuesta se desarrolló un algoritmo de búsqueda
basado en el comportamiento social de bandadas de aves.

El objetivo principal de estudiar el comportamiento colectivo de los animales es encon-
trar un simple y eficiente algoritmo de optimización.

El algoritmo básico PSO Particle Swarm Optimization (Optimización Basada en Com-
portamiento colectivo) es el siguiente:

1. Inicializar el enjambre en el espacio solución.

2. Evaluar el desempeño de cada individuo (fitness).

3. Encontrar el mejor desempeño individual, colectivo y la velocidad.

4. Realizar el desplazamiento de cada individuo a la nueva posición considerando los
valores del punto anterior.

26
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5. Repetir hasta tener convergencia o bajo algún criterio de finalización.

Un algoritmo básico PSO está regido por las ecuaciones de velocidad y posición. Para
la velocidad de cada individuo se tiene:

~vi(n + 1) = ~vi(n) + β1i(~xpi − ~xi(n)) + β2i(~xg − ~xi(n)) (5.1)

y para la posición:
~xi(n+ 1) = ~xi(n) + ~vi(n+ 1)

Donde:

i: Índice de cada individuo.

n: Índice de tiempo discreto.

~vi: Velocidad del i-ésimo individuo.

~xi: Posición del i-ésimo individuo.

pi: Mejor evaluación encontrada por el i-ésimo individuo.

g: Mejor evaluación encontrada por el enjambre (Mejor global ó mejor individual).

~xpi: Mejor posición encontrada por el i-ésimo individuo.

~xg: Mejor posición encontrada por el enjambre (Mejor global ó mejor individual).

β1, β2: Numeros aleatorios en el intervalo [0, 1] aplicado al i-ésimo individuo.

Un algoritmo PSO más elaborado incorpora un factor de inercia para el cálculo de la
velocidad:

~vi(n+ 1) = φ(n)~vi(k) + α1[β1i(~xpi − ~xi(n))]

+α2[β2i(~xg − ~xi(n))] (5.2)

Con:

φ: Función de inercia.

α1, α2: Constantes de aceleración.
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La descripción de los pasos de un algoritmo PSO se pueden apreciar en algoritmo 1.

Algorimo 1: Algoritmo PSO.

1 Inicializar el enjambre en el espacio solución, (por lo general de forma aleatoria). La
velocidad inicial se considera cero;

2 begin

3 while Hasta tener convergencia o bajo algún criterio de finalización. do
4 Mover cada part́ıcula a la nueva posición: ~xi(n+ 1) = ~xi(n) + ~vi(n + 1);
5 Evaluar el desempeño de cada individuo fitness: Pi = f(~xi(n));
6 Encontrar pi;
7 Encontrar g;
8 Calcular v(k) empleando la ecuación 5.1 ó 5.2.

9 end

10 end

5.2. PSO multiobjetivo

En problemas multiobjetivo, se pueden distinguir dos enfoques fundamentales para
el diseño de algoritmos PSO. El primer enfoque consiste en algoritmos que consideran
cada función objetivo por separado, en estos, cada part́ıcula se evalúa solamente para una
función objetivo a la vez. El segundo enfoque consiste en algoritmos que evalúan todas las
funciones objetivo para cada part́ıcula basándose en el concepto de optimalidad de Pareto,
produciendo las mejores posiciones no dominadas, llamadas ĺıderes, que se utilizan para
guiar las part́ıculas [40].

En los enfoques mencionados, se debe tratar el problema de mantener las soluciones
Pareto óptimas detectadas. Este problema se puede abordar utilizando un conjunto adicio-
nal, denominado registro externo, para el almacenamiento de las soluciones no dominadas
descubiertas durante la búsqueda. Un registro externo tiene también tamaño limitado,
haciendo inevitable la imposición de reglas relativas a la sustitución de las soluciones
existentes por soluciones nuevas.

El problema de la selección de los miembros del registro externo se ha abordado a través
de medidas que evalúan la calidad de cada miembro del registro, basado en estimadores
de densidad. Con estas medidas, los miembros del registro que promueven la diversidad
pueden ser seleccionadas. Los estimadores de densidad más comúnmente utilizados son el
estimador de densidad del vecino más cercano y el estimador de densidad kernel [40].

El problema de la actualización del registro es más complejo. Una nueva solución se
incluye en el registro si es no dominada por todos sus miembros. Si algunos miembros
están dominados por la nueva solución, entonces por lo general se elimina del registro.
La actualización de la mejor posición propia de cada part́ıcula, es más sencilla, en los
enfoques basados en Pareto, la mejor posición de una part́ıcula se sustituye sólo por una
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nueva dominante. El esquema general PSO multiobjetivo se puede describir con el siguiente
pseudocódigo:

Algorimo 2: Algoritmo PSO multiobjetivo.

1 Inicializar enjambre, velocidades y mejores posiciones;
2 Inicializar registro externo (inicialmente vaćıo);
3 begin

4 while Criterio de parada no satisfecho do

5 for Cada part́ıcula do

6 Seleccione un miembro del registro externo (si es necesario);
7 Actualización de velocidad y posición;
8 Evaluar nueva posición;
9 Actualización de mejor posición y el registro externo.

10 end

11 end

12 end

El diagrama de flujo de un algoritmo PSO multiobjetivo se puede apreciar en la figura
5.1.
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Iniciar la población de forma aleatoria

Almacenar en un registro

Calcular la velocidad y la
posición de las part́ıculas

Se cumple el criterio
de parada

Establecer el frente de Pareto final

Si

No

los mejores individuos

Evaluación, clasificación y agrupación
de los individuos según la dominancia

Figura 5.1: Proceso de un algoritmo PSO multiobjetivo

5.2.1. Enfoques PSO multiobjetivo

Sobre los diferentes enfoques para la propuesta de un algoritmo de optimización mul-
tiobjetivo basado en enjambres de part́ıculas según [57] se tiene:

Enfoque de agregación.

Ordenamiento lexicográfico.

Enfoque de sub-población.

Enfoque basado en Pareto.
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Enfoque de agregación

En esta categoŕıa se considera la combinación de todos los objetivos en uno solo, es
decir un problema multiobjetivo pasa a ser un problema con un solo objetivo. Según [40] el
algoritmo tiene tres funciones de agregación que son: una agregación convencional lineal,
una agregación dinámica y por último una agregación por pesos, en todos los casos los
autores manejan una topoloǵıa fully connected donde todos los miembros están conectados
entre śı.

Ordenamiento lexicográfico

En este método los objetivos son ordenados por importancia, la solución óptima es
obtenida por la minimización de las funciones objetivo por separado comenzando por la
más importante continuando con la siguiente en el orden de importancia.

Enfoque de sub-población

Este enfoque involucra el uso de una subpoblación con la optimización de un solo
objetivo, entonces las subpoblaciones de alguna manera intercambian información entre
ellas mismas proporcionando una compensación entre las diferentes soluciones previamente
encontradas por los objetivos separados.

Enfoque basado en Pareto

Este enfoque usa técnicas de selección del ĺıder teniendo en cuenta la dominancia de
Pareto. Las técnicas para la selección del ĺıder vaŕıan según el autor, algunas de estas
técnicas son: dominación, estimador de densidad, dominación y cercańıa, densidad de
las soluciones, selección aleatoria, valor sigma, entre otras, la mayoŕıa de estas técnicas
manejan una topoloǵıa fully connected.

5.3. PSO estrategias de selección

En un algoritmo de optimización PSO multiobjetivo es de gran importancia el método
de selección y permanencia para el mejor resultado grupal e individual, para lo cual se
tienen las alternativas citadas a continuación.
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5.3.1. Estrategias para la selección y permanencia del mejor in-

dividual

Algunas estrategias para la selección y permanencia del mejor resultado individual son:

Para cada individuo se mantiene un solo pbest. Se reemplaza si xi es mejor que pi,
si no existe dominancia de una respecto de la otra, aleatoriamente se selecciona una
de las dos.

Para cada individuo se mantiene un solo pbest. Se reemplaza si xi es mejor que pi, si
no existe dominancia de una respecto de la otra, xi se selecciona la más reciente.

Para cada individuo se mantiene un solo pbest. Se reemplaza solo si xi es mejor que
pi.

Se mantiene un conjunto de individuos pi. A este conjunto pertenecen individuos
mutuamente no dominados encontrados por xi durante su movimiento.

5.3.2. Estrategias para la selección y permanencia del mejor gru-

pal

Los métodos para la selección y permanencia del mejor resultado grupal son:

Aleatorio (Grandom): Del conjunto de no dominadas globales, seleccionar aleatoria-
mente una. No se considera la aglomeración.

Dividido (Gpartitioned): El frente es dividido en grillas. Se hace una selección unifor-
memente distribuida de la grilla y luego una selección uniformemente distribuida de
un individuo de la grilla.

Dirigido (Gbiased): En este caso el frente es dividido en grillas, pero se dirige la
selección hacia la grilla con menos aglomeración.

Directo (Gdirected): El mejor grupal es seleccionado de un registro élite.

Sigma (Gsigma): Aplica el método sigma para seleccionar el G de cada individuo.

Euclidiano (Geuclidian): Se selecciona para cada individuo como G, al mejor de los
vecinos que se encuentre a una determinada distancia euclidiana.



Caṕıtulo 6

Comportamiento turbulento en

enjambres de part́ıculas

6.1. Introducción

En las presentes secciones se muestran trabajos donde se describe el comportamiento
turbulento en enjambres de part́ıculas. Estos trabajos se toman como referentes para
la selección del modelo observando la capacidad del modelo para describir movimientos
circulares.

6.1.1. Modelo propuesto por Colin R. McInnes

En [77] se realiza una descripción formal de la generación de vórtices en enjambres
de part́ıculas. Aqúı se propone que un enjambre con interacción de part́ıculas se define
mediante un potencial de interacción y una función de orientación de la siguiente forma:

d~ri
dt

= ~vi (6.1)

m
~vi
dt

= −∇Ua
i −∇U r

i − Λi (6.2)

Donde Ui =
∑

j Uij , la interacción de los individuos del enjambre esta dado por un
potencial atractivo de largo rango:

Ua
ij = −Cae

−|~rij |/la (6.3)

La colisión de las part́ıculas se evita mediante un potencial repulsivo de corto rango:

Ua
ij = −Cre

−|~rij |/lr (6.4)
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La fuerza de los anteriores potenciales esta definido por Ca y Cr mientras que el rango
de estos esta dado por la y lr tal que la > lr.

La función de orientación esta definida como:

Λi =
∑

j

Co(~vij · r̂ij)e−|~rij |/lo r̂ij (6.5)

Siendo r̂ la representación de un vector unitario, Co la fuerza de orientación y lo el
rango de orientación.

Con la anterior ecuación el movimiento hacia o lejos de los vecinos es débilmente
frenada proporcional a la componente relativa de velocidad a lo largo del vector formado
entre part́ıculas vecinas.

En centro de inercia del enjambre forma un centro relativo el cual se desplaza a velo-
cidad uniforme ya que se presenta una simetŕıa en el movimiento de las part́ıculas [77].

Análisis de enerǵıa

La enerǵıa total del enjambre se puede determinar como:

∑

i

m~vi ·
d~vi
dt

= −
∑

i

~vi · ∇Ua
i −

∑

i

~vi · ∇U r
i −

∑

i

~vi · Λi (6.6)

La enerǵıa cinética del enjambre es:

T =
1

2

∑

i

mv2i (6.7)

La enerǵıa potencial esta definida como:

T =
1

2

∑

i

∑

j

(

Ua
ij + U r

ij

)

(6.8)

De lo anterior se puede apreciar que:

d

dt
(T + L) = −

∑

i

~vi · Λi (6.9)

De lo anterior se puede decir que el enjambre de part́ıculas deja escapar lentamente la
enerǵıa y descansar en un estado mı́nimo de enerǵıa si:

∑

i

~vi · Λi = 0 (6.10)
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La anterior condición se satisface si ~vij · r̂ij = 0 lo cual indica que se tiene un estado de
equilibrio con una distancia fija de separación |~rij | entre part́ıculas y una alineación local
de los vectores de velocidad.

Análisis de momento angular

El momento angular total para el enjambre de part́ıculas es:

∑

i

m~ri ×
d~vi
dt

= −
∑

i

~ri ×∇Ua
i −

∑

i

~ri ×∇U r
i −

∑

i

~ri × Λi (6.11)

El gradiente de las funciones de potencial y la función de orientación están dadas por
la interacción de pares de part́ıculas a lo lardo de ~rij . Dada la simetŕıa de las interacciones
internas la parte derecha de la ecuación tiende a ser nula.

Los torques internos debido a interacciones de dos part́ıculas tienden a anularse apli-
cando la identidad ~ri × ~rj = −~rj × ~ri. Por lo tanto, el momento angular total de una
part́ıcula es:

Li = m~ri × ~vi (6.12)

Por lo tanto:
∑

i

dLi

dt
= 0 (6.13)

Entonces el momento angular total del enjambre es:

H =
∑

i

Li (6.14)

Lo anterior indica que el momento angular se conserva.

6.1.2. Modelo de Ryan J. Lukeman

En [84], [85] se observan los conceptos fundamentales para la formación de vórtices
en enjambres de part́ıculas. Considerando un enjambre de n part́ıculas auto-propulsadas
con posición ~ri y velocidad ~vi. Se asume que la dirección de la part́ıcula es idéntica a la
velocidad de esta i-ésima part́ıcula.

La ecuación de movimiento es:

d~ri
dt

= ~vi (6.15)

d~vi
dt

= ~ai + ~fi − γ~vi
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Siendo ~ai la fuerza autónoma de auto-propulsión producida por el i-ésimo individuo y
dependiente de influencias externas y de la localización de la part́ıcula en el enjambre. fi
es la fuerza de interacción de una part́ıcula con sus vecinos. γ~vi es la fuerza de fricción con
su respectivo coeficiente (γ > 0) la cual permite tener un limite de velocidad.

La fuerza de interacción se puede modelar como:

~fi = g(|~rj − ~ri|)
(~rj − ~ri)

|~rj − ~ri|
(6.16)

Donde ~rj es la posición del vecino proximo y g es una función de distancia.

Comparación con otros modelos

Para realizar la comparación se considera el modelo:

d~r

dt
= ~vi (6.17)

d~vi
dt

= ~faut + ~fint

Donde ~faut es la fuerza generada de forma autónoma por cada individuo y ~fint es la
fuerza de interacción con otros individuos.

D’Orsogna, Chuang y Niwa proponen que: ~faut = (α− β|~vi|2)~vi.

Levine propone: ~faut = α ~vi
|~vi|

− β~vi

En [84], [85] se propone emplear: ~faut = −β~vi

Análisis de la formación de remolinos

En un remolino perfecto de n part́ıculas que giran alrededor de un punto con radio r0
y con velocidad angular constante w0. Las part́ıculas se encuentran igualmente espaciadas
una distancia d [84]. Para el análisis las part́ıculas se encuentran rotuladas secuencialmente
tal como se aprecia en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Formación de part́ıculas en anillo.

El ángulo formado entre dos part́ıculas adyacentes es: θ = 2π/n. Para simplicidad de
análisis en [84], [85] se considera ~ai. Para el anillo de n part́ıculas se tiene el conjunto de
ecuaciones:

d~ri
dt

= ~vi (6.18)

d~vi
dt

= ~fi(~ri+1 − ~ri)− γ~vi (6.19)

Para i = 1, ...., n− 1 y:

d~rn
dt

= ~vn (6.20)

d~vn
dt

= ~fn(~r1 − ~rn)− γ~vn (6.21)

La solución presentada en 6.1 es el estado estable de una distribución de n part́ıculas
en un anillo de radio r0 y velocidad angular constante w0. Solucionando las anteriores
ecuaciones para un estado estable considerando la distancia entre individuos d, radio r0 y
velocidad angular w0. Para esto primero se descompone la fuerza de interacción ~f en una
fuerza tangencial ~ft y una fuerza centŕıpeta ~fc figura 6.2.



CAPÍTULO 6. COMPORTAMIENTO TURBULENTO EN ENJAMBRES DE PARTÍCULAS 38
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Figura 6.2: Fuerza normal y tangencial.

En estado estable no existe aceleración tangencial por lo tanto el balance de fuerzas
tangenciales es:

~ft − γ~v = 0 (6.22)

La fuerza centŕıpeta considerando una masa m = 1 que gira en un circulo de radio r0
y velocidad angular es:

~fc = ~ac = w2
0r0~uc (6.23)

Donde ~uc es un vector unitario radial, dado que |~v|r0w0 se tiene:

~fc =
|~v|2
r0
~uc (6.24)

Considerando los ángulos φ y ψ de la figura 6.3, se tiene θ = 2π/n, φ = θ/2 = π/n y
ψ = π/2− π/n, aplicando relaciones trigonométricas se establece que:

d = 2r0 sin
(π

n

)

(6.25)
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Figura 6.3: Relación de ángulos.

Expresando las magnitud de las fuerzas:

|~ft| = g(d) cos
(π

n

)

(6.26)

|~fc| = g(d) sin
(π

n

)

(6.27)

Despejando las relaciones para la fuerzas tangencial y centŕıpeta se tiene:

g(d) cos
(π

n

)

= γ|~v| (6.28)

g(d) sin
(π

n

)

=
|~v|2
r0

(6.29)

Despejando |~v| y r0 se tiene:

|~v| = g(d)
cos (π/n)

γ
(6.30)

r0 = g(d)
cos2 (π/n)

γ2 sin (π/n)
(6.31)

La velocidad angular es:

w0 =
|~v|
r0

= γ tan (π/n) (6.32)

Despejando g(d) se obtiene la condición de existencia de la solución:

g(d) = sd (6.33)

Donde s = γ2/2 cos2 (π/n)
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Para una g(d), n y γ la formación del remolino en estado estable ocurre si existe un
valor de d que satisface la anterior ecuación. Lo anterior indica que se debe presentar la
intersección de la función g(d) y la recta sd para que se presente el remolino.

6.2. Estabilidad en enjambres de part́ıculas H-estable

con potencial de Morse

La descripción de la estabilidad de enjambres en varios modelos biológicos se realiza
empleando el diagrama de estabilidad H. Empleando herramientas de mecánica estad́ıstica
se logran tener relaciones del diagrama de estabilidad H y comportamientos naturales de
enjambres [86].

En la figura 6.4 se muestra un diagrama de fase de estabilidad H para un potencial de
Morse. Comportamientos catastróficos y estables se predicen en función de los parámetros
(lr/la) y (Cr/Ca), [86].
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Figura 6.4: Diagrama de fase de estabilidad H para un potencial de Morse. Adaptado de
[86].
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Caṕıtulo 7

Modelo empleado

7.1. Introducción

El modelo empleado es seleccionado basado trabajos precedentes donde se busca tener
un modelo lo más compacto posible que permita describir comportamientos de enjambre
como desplazamientos uniformes y movimientos circulares.

7.2. Esquema general de modelo

El modelo seleccionado como referencia se encuentra basado en el comportamiento del
zooplancton Daphnia. Con este enfoque se busca aprovechar la forma de locomoción con la
presencia de turbulencia ya que esta puede ser una buena estrategia para evadir mı́nimos
locales tal como se aprecia en [33].

En términos generales el modelo seleccionado presenta la siguiente forma:

d~ri
dt

= ~vi (7.1)

mi
d~vi
dt

= ~Fact + ~Fint + ~Fesp (7.2)

Donde la primera ecuación corresponde al cálculo de posición ~ri de la part́ıcula co-
nociendo su velocidad ~vi. La segunda ecuación corresponde al cálculo de la velocidad de
la part́ıcula siendo mi la masa de la part́ıcula que para un caso práctico se puede tomar
como mi = 1. La ecuación de velocidad presenta las siguientes componentes:

mi(d~vi/dt): Término de inercia, el cual es una fuerza de caracteŕıstica conservativa.
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~Fact: Fuerza correspondiente al movimiento activo asociado a la autopropulsión, por
lo general presenta una componente disipativa siendo este término de carácter no
conservativo.

~Fint: Término que involucra las fuerzas de interacción entre individuos, por lo general
esta componente es de caracteŕıstica conservativa.

~Fesp: Término de fuerzas dadas por el espacio donde se encuentra la part́ıcula la cual
se puede considerar como una fuerza de caracteŕıstica externa.

7.3. Modelo seleccionado

Considerando lo presentado anteriormente el modelo seleccionado se encuentra descrito
por las siguientes ecuaciones:

d~ri
dt

= ~vi (7.3)

mi
d~vi
dt

= (α− βv2i )~vi −
a

N

N
∑

j=1

(~ri − ~rj)− ~∇Uesp(~ri) (7.4)

7.3.1. Términos seleccionados

Como es de apreciar, para la fuerza dada por el espacio de trabajo y para el término
estocástico solo se presenta una alternativa de implementación, por lo cual, estos se to-
man como fueron descritos anteriormente. Por otro lado, la fuerza de autopropulsión y el
término de interacciones entre individuos son de atención en la presente sección para su
selección.

Buscando un modelo compacto que logre describir el comportamiento turbulento, fue-
ron seleccionados los términos relacionados a continuación. Para la componente de auto-
propulsión (movimiento activo) se toma:

~Fact = (α− βv2i )~vi (7.5)

La anterior expresión también se encuentra en la ecuación de Rayleigh la cual presenta
un comportamiento de ciclo limite. Con esta fuerza de autopropulsión la velocidad de las
part́ıculas en estado estable tiende a ser |~vi| =

√

α/β, [31], [86].

La fuerza de interacción seleccionada se encuentra basada en un potencial atractivo
parabólico el cual permite un acople global al centro de masa del enjambre. La fuerza de
interacción en este caso es:

~Fint =
a

N

N
∑

j=1

(~ri − ~rj) (7.6)
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Finalmente la información del entorno en el cual se desplaza la part́ıcula se encuentra
dada por ~Fesp = −~∇Uesp la cual es la fuerza producida por el medio donde la part́ıcula
realiza su movimiento.

7.4. Simulación del modelo

Con la finalidad de observar las caracteŕısticas del modelo se realiza un conjunto de
simulaciones donde se toman diferentes valores de los parámetros del modelo. Los paráme-
tros a considerar son N , a, α, β.

La simulación se realiza empleando una aproximación de Euler con un paso fijo de
∆t = 0,1. Con el fin de lograr un movimiento de traslación las condiciones iniciales son
las mismas para todas las part́ıculas, para la posición se toma el origen y la velocidad
se considera con componentes de 0,001 en las dos direcciones. En la figura 7.1 se puede
apreciar el movimiento de traslación que presentan las part́ıculas.

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10
Iteration: 67

x

y

Figura 7.1: Simulación con N = 15 individuos y β = 0,2.

Para condiciones iniciales aleatorias de la posición y la velocidad se tienen los resultados
presentados en las figuras 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5. En este caso se aprecia que el enjambre logra
describir una trayectoria circular de forma adecuada.



CAPÍTULO 7. MODELO EMPLEADO 45

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10
Iteration: 250

x

y

Figura 7.2: Simulación con N = 15 individuos y β = 0,4.

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10
Iteration: 250

x

y

Figura 7.3: Simulación con N = 15 individuos y β = 0,8.
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Figura 7.4: Simulación con N = 25 individuos y β = 0,4.



CAPÍTULO 7. MODELO EMPLEADO 46

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10
Iteration: 250

x

y

Figura 7.5: Simulación con N = 25 individuos y β = 0,8.



Caṕıtulo 8

Propuesta del algoritmo

8.1. Introducción

En este caṕıtulo se describe el algoritmo propuesto el cual se encuentra basado en
el modelo seleccionado. Para la implementación del modelo las ecuaciones diferenciales se
convierten a tiempo discreto. La estrategia de búsqueda multiobjetivo se encuentra basada
en la convergencia y dispersión del enjambre empleando movimientos lineales y circulares.
En esta propuesta para guiar la búsqueda y desplazamiento de las part́ıculas se emplea
un potencial de atracción unimodal centrado sobre el punto de rotación (vórtice) sobre el
cual se quiere realizar la búsqueda (empleando la dispersión circular de las part́ıculas).

8.2. Implementación del modelo

Para incorporar en el algoritmo el modelo dinámico del enjambre se discretizan las
ecuaciones diferenciales tomando un intervalo de tiempo ∆t, de tal forma que se tiene:

~ri[n+ 1] = ~ri[n] + ~vi[n]∆t (8.1)

~vi[n+ 1] = ~vi[n] + (8.2)
[

(

α− βv2i [n]
)

~vi[n]−
a

N

N
∑

j=1

(~ri[n]− ~rj [n])− ~∇Uesp(~ri[n])

]

∆t

mi

Para tener un algoritmo más eficiente la fuerza dada por la interacción entre individuos
se puede calcular de la siguiente forma:

a

N

N
∑

j=1

(~ri[n]− ~rj[n]) = a

(

~ri[n]−
1

N

N
∑

j=1

~rj [n]

)

= a
(

~ri[n]− ~R
)

(8.3)
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8.3. Estrategia propuesta para la búsqueda multiob-

jetivo

El algoritmo desarrollado se encuentra basado en primer lugar en el comportamiento
turbulento que presentan las part́ıculas lo cual se emplea en el proceso de dispersión
mientras que los movimientos lineales se utilizan para la convergencia. El diagrama de
flujo del algoritmo se muestra en la figura 8.1.

Inicializar el enjambre y
determinar las soluciones no dominadas

Establecer el punto de convergencia

Realizar convergencia o dispersión
según corresponda

Determinar las soluciones no dominadas

Fin
proceso

convergencia
dispersión

?

Se
cumple el

criterio de
parada

?

Fin

No

Si

No

Si

Figura 8.1: Diagrama de flujo del algoritmo propuesto.

En una primera instancia del algoritmo se realiza la inicialización aleatoria de las
part́ıculas sobre el espacio de búsqueda estableciendo las soluciones no dominadas, poste-
riormente se observa cuál de las soluciones presentan los vecinos más alejados esto con la
finalidad de establecer las regiones del espacio de búsqueda con posibles soluciones pero
con poca exploración. Con el fin de lograr una mejor exploración del espacio de búsqueda
sobre la posición anteriormente determinada se construye un potencial de atracción para
guiar las part́ıculas a este punto. Luego de tener la convergencia del enjambre a este punto
se realiza la dispersión empleando para esto movimientos circulares. Tanto en el proceso
de convergencia como de dispersión se actualiza el frente de pareto con las posiciones de
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las part́ıculas. Por otra parte, en el proceso de dispersión cuando las part́ıculas escapen del
espacio de búsqueda se determina otra nueva posición con vecinos alejados de tal forma
que se realiza una nueva convergencia a este punto. De esta forma se sigue el proceso de
convergencia y dispersión con lo cual se busca establecer mejores valores del frente de Pa-
reto. Para la finalización del algoritmo se establece un valor máximo de separación entre
una part́ıcula y su vecino más proximo.

Como es de apreciar el algoritmo para realizar la búsqueda presenta dos fases:

1. Convergencia : En esta fase el enjambre converge a un punto del espacio de búsque-
da sobre el cual se desea realizar el proceso de dispersión.

2. Dispersión : Después de realizar el proceso de convergencia se efectúa la dispersión
del enjambre teniendo como vórtice el punto de convergencia.

8.4. Algoritmo propuesto

El algoritmo de optimización propuesto es denominado MOBEBS Multi Objective

Based on Emerging Behavior of Swarms , el cual consiste en un algoritmo de Op-
timización Multiobjetivo Basado en Comportamientos Emergentes de Enjambres como lo
es el movimiento circular de part́ıculas con la formación de un vórtice.

Algorimo 3: Algoritmo propuesto MOBEBS.

1 Inicializar el enjambre en el espacio solución. La posición inicial es aleatoria y la
velocidad es cero;

2 Determinar las soluciones no dominadas;
3 begin

4 while Bajo el criterio de finalización. do
5 Establecer el punto de convergencia;
6 while Se realiza el proceso de convergencia-dispersión do

7 Determinar el proceso a realizar: convergencia o dispersión;
8 Realizar convergencia o dispersión;
9 for i = 1 hasta N do

10 Calcular la nueva posición de las part́ıculas con la ecuación 8.1;
11 Calcular la nueva velocidad de las part́ıculas empleando la ecuación

8.2;

12 end

13 Pasar a la siguiente iteración incrementando n.

14 end

15 end

16 Establecer el frente de Pareto.

17 end
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8.5. Estrategia para determinar el punto de conver-

gencia

Como es de apreciar en el algoritmo uno de los aspectos de importancia consiste en
determinar el punto de convergencia del enjambre sobre el cual se realiza la dispersión de
las part́ıculas con lo cual se espera encontrar mejores soluciones.

Para determinar el punto de convergencia se busca establecer la zona en la cual existen
pocas soluciones no dominadas, por lo cual, se propone un criterio basado en la distancia
entre part́ıculas.

El criterio de selección busca determinar la posición de una part́ıcula que presenta la
máxima separación entre sus vecinos más cercanos. Para lo anterior primero se establecen
las posibles distancias entre una part́ıcula i y otra j con i 6= j tomando para la part́ıcula
i el menor de estos valores, es decir, la distancia con el vecino más próximo. Del conjunto
de distancias entre vecinos de las i-part́ıculas se toma el mayor valor, es decir, la mayor
separación con su vecino más cercano. Este valor se puede determinar como:

dM = máx
i=1,2,3...,N

(

mı́n
j=1,2,3...,N

(|~ri − ~rj |)
)

(8.4)

Finalmente el punto de convergencia ~resp se toma como la posición que presenta la
distancia dM .

{~resp = ~ri|dM = |~ri − ~rj|∀i = 1, ..., N j = 1, ..., N} (8.5)

8.6. Componentes del algoritmo

En esta sección se revisan los aspectos relevantes de las componentes del algoritmo
donde se describe la forma de identificar las fases, el potencial de atracción al mejor punto
encontrado y el factor de autopropulsión para las fases de dispersión y convergencia.

8.6.1. Identificación de las fases del algoritmo

Con el fin de establecer cuándo el enjambre converge se observa si la part́ıcula más
alejada de ~resp se localiza dentro de un determinado radio de convergencia Rcon.

Para determinar la posición del punto más alejado se tiene la ecuación 8.6 la cual es
evaluada en cada iteración para cada part́ıcula.

~rale =

{

~ri, si; |~ri − ~resp| ≥ |~rale − ~resp|;
~rale, si; |~ri − ~resp| < |~rale − ~resp|. (8.6)
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Considerando la mejor posición encontrada y la posición de la part́ıcula más alejada
se pueden establecer los estados del algoritmo mediante la siguiente condición:

{

Convergencia, si; |~resp − ~rale| > Rcon;
Dispersión, si; |~resp − ~rale| ≤ Rcon.

(8.7)

8.6.2. Factor de interacción

El factor de interacción aunque se puede considerar el mismo para las fases de conver-
gencia y dispersión, este se toma por separado ya que se deben cumplir con restricciones
dadas por la velocidad máxima y mı́nima de las part́ıculas, de tal forma que se tiene:

a =

{

ac, si; Convergencia;
ad, si; Dispersión.

(8.8)

8.6.3. Factor de autopropulsión en la fase de convergencia

Para lograr un comportamiento similar al descenso de gradiente en la fase de conver-
gencia se propone hacer β = 0 y α = −mi/∆t de tal forma que se tiene:

~ri[n + 1] = ~ri[n] + ~vi[n]∆t (8.9)

~vi[n + 1] = ~vi[n] +

[

−mi

∆t
~vi[n]−

a

N

N
∑

j=1

(~ri[n]− ~rj [n])− ~∇Uesp(~ri[n])

]

∆t

mi
(8.10)

Por lo cual, las ecuaciones del modelo en la fase de convergencia son:

~ri[n + 1] = ~ri[n] + ~vi[n]∆t (8.11)

~vi[n + 1] =

[

− a

N

N
∑

j=1

(~ri[n]− ~rj[n])− ~∇Uesp(~ri[n])

]

∆t

mi

(8.12)

Las anteriores ecuaciones son similares a las presentes en el método de descenso del
gradiente con un término adicional correspondiente a un acople global al punto medio de
las part́ıculas.

8.6.4. Factor de autopropulsión en la fase de dispersión

Como un primer aspecto a considerar se tiene la condición 8.13 para la selección del
parámetro β, donde β0 es un valor constante dado para la etapa de dispersión.

β =

{

0, si; Convergencia;
β0, si; Dispersión.

(8.13)
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La adición de enerǵıa se realiza mediante el factor de propulsión el cual se considera
como:











α = −
mi

∆t
, si; Convergencia;

dα

dt
= g, si; Dispersión.

(8.14)

Es importante señalar que la enerǵıa adicionada se encuentra limitada de la forma:
0 ≥ α ≥ αmáx. El cálculo de α en tiempo discreto se realiza como:







α[n+ 1] = −
mi

∆t
, si; Convergencia;

α[n+ 1] = α[n] + g∆t, si; Dispersión.
(8.15)

Incremento constante

Una alternativa para la función g considera un tiempo Tα para el incremento de enerǵıa
y un tiempo TV para esperar mientras las part́ıculas se dispersan de forma circular sobre
el espacio de búsqueda. El número total de iteraciones que toma este ciclo es Kα +KV ,
donde, Kα = Tα/∆t y KV = TV /∆t. Para lo anterior se emplea la variable KC con la cual
se realiza el conteo de las iteraciones. La expresión para g en este caso es:

g =

{

τc, si; 0 ≤ KC < Kα;
0, si; Kα ≤ KC < Kα +KV .

(8.16)

Con la anterior función se espera que la enerǵıa de propulsión aumente hasta que
las part́ıculas logren evadir el mı́nimo local. El aumento de la enerǵıa está dado por el
parámetro τc el cual corresponde a la tasa de incremento para la enerǵıa de autopropulsión.

8.6.5. Velocidad máxima y mı́nima

Para evitar una situación donde las part́ıculas escapan del espacio de búsqueda por
presentar una velocidad elevada se propone tener una velocidad máxima vmáx para estas.
Por otro lado, al acercarse las part́ıculas al valor mı́nimo de Uesp la fuerza asociada a
este potencial disminuye haciendo que la velocidad de las part́ıculas baje, por lo cual, se
considera un valor mı́nimo de velocidad vmı́n para evitar el colapso del enjambre.

Con el fin de establecer el efecto que tienen los valores máximos y mı́nimos de la
velocidad en el desplazamiento de una part́ıcula se tiene:

|~ri[n + 1]− ~ri[n]|
∆t

= |~vi| (8.17)
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El avance máximo ∆rmáx y mı́nimo ∆rmı́n asociados a una part́ıcula se pueden relacionar
con la respectiva velocidad máxima y mı́nima de la siguiente forma:

∆rmáx = vmáx∆t

∆rmı́n = vmı́n∆t

Por otro lado, se tiene que la magnitud de la velocidad producida por la fuerza ~Fi es:

|~Fi| = mi
|~vi[n+ 1]− ~vi[n]|

∆t
(8.18)

Considerando el caso particular en la fase de convergencia donde |~vi[n + 1] − ~vi[n]| =
|~vi[n+1]|, entonces, la fuerza máxima Fmáx y mı́nima Fmı́n asociada a la velocidad máxima
y mı́nima es:

Fmáx = vmáx

mi

∆t
(8.19)

Fmı́n = vmı́n

mi

∆t
(8.20)

Otro aspecto a considerar en la fase de convergencia consiste en que la fuerza total que
actúa sobre una part́ıcula está dada por la fuerza de interacción y la fuerza asociada al
punto de convergencia. En esta propuesta se considera que la magnitud de cada fuerza se
encuentra limitada por la velocidad máxima y mı́nima que se puede generar. Empleando
la desigualdad triangular para vectores (ecuación 8.21) se puede establecer una cota para
el valor máximo y mı́nimo total que pueden generar estas fuerzas.

|~Fint,i + ~Fmej,i| ≤ |~Fint,i|+ |~Fmej,i| (8.21)

Considerando lo anterior se puede determinar un valor máximo y mı́nimo total para
la velocidad de las part́ıculas en la fase de convergencia de tal forma que se tiene:

vmáxT = 2vmáx

vmı́nT = 2vmı́n

8.6.6. Función potencial asociada al punto de convergencia

Para la función potencial asociada al punto de convergencia se considera su descripción
por separado para las fases de convergencia y dispersión. En el caso de convergencia se
emplea un potencial de tipo parabólico limitado por la velocidad máxima y mı́nima que
este puede producir.

Por otro lado, en la fase de dispersión se tiene un potencial de tipo cónico para centrar
el enjambre en el punto encontrado y realizar el proceso de dispersión sobre este punto.
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Función potencial en la fase de convergencia

El potencial asociado al mejor punto individual se considera de tipo parabólico y aco-
tado por el valor máximo y mı́nimo de la velocidad (vmáx, vmı́n) que esta fuerza puede
producir en una iteración. La consideración para emplear un valor mı́nimo de velocidad
consiste en mantener el enjambre de part́ıculas en movimiento incluso cuando están en la
cercańıa del punto de convergencia.

Empleando las expresiones 8.17 y 8.18 se puede establecer Uesp(~ri) de la siguiente forma:

Uesp(~ri) =







Fmı́n|~resp − ~ri|, si; kmc|~resp − ~ri| ≤ Fmı́n;
kmc

1
2
|~resp − ~ri|2, si; Fmı́n < kmc|~resp − ~ri| ≤ Fmáx;

Fmáx|~resp − ~ri|, si; Fmáx < kmc|~resp − ~ri|.
(8.22)

La fuerza asociada al potencial Uesp es:

~Fesp,i(~ri) =























−Fmı́n

(~resp − ~ri)

|~resp − ~ri|
, si; kmc|~resp − ~ri| ≤ Fmı́n;

−kmc(~resp − ~ri), si; Fmı́n < kmc|~resp − ~ri| ≤ Fmáx;

−Fmáx

(~resp − ~ri)

|~resp − ~ri|
, si; Fmáx < kmc|~resp − ~ri|.

(8.23)

Función potencial en la fase de dispersión

En la fase de dispersión el potencial asociado al mejor punto encontrado se encarga
de mantener centrado el vórtice de las part́ıculas sobre este punto. Para poder estimar de
forma adecuada el radio de giro de las part́ıculas este potencial se considera de tipo cónico
de tal forma que la fuerza producida sea constante. Considerando lo anterior se propone
un potencial de la forma:

Uesp(~ri) = kmd|~resp − ~ri| (8.24)

Donde kmd es un factor de escala de tal forma que la fuerza asociada a este potencial
es:

~Fesp,i(~ri) = −kmd

(~resp − ~ri)

|~resp − ~ri|
(8.25)

8.6.7. Versión estocástica del algoritmo

Con el fin de tener una mejor dispersión de las part́ıculas cuando estas se desplazan se
propone realizar una ponderación de la fuerza asociada al entorno ~Fesp,i(~ri) mediante un
número aleatorio βg ∈ [0, 1] uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1]. Considerando

lo anterior esta componente en la implementación del algoritmo toma la forma βg ~Fesp,i(~ri).



Caṕıtulo 9

Resultados experimentales

9.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan los resultados experimentales obtenidos. En una primera
instancia se observan las diferentes configuraciones de los experimentos realizados consi-
derando las funciones objetivo, tipo de inicialización y configuración de los algoritmos.

Adicionalmente en este caṕıtulo se presenta el comportamiento dinámico del algoritmo
para las funciones multiobjetivo consideradas.

9.2. Funciones de prueba

Idealmente, las funciones de prueba elegidas para evaluar un MOEA (Multi-Objective
Evolutionary Algorithm) debieran contener caracteŕısticas similares al problemas del mun-
do real. Sin embargo, la literatura especializada se ha caracterizado por el uso de funciones
artificiales que suelen resultar dif́ıciles para la mayoŕıa de los algoritmos evolutivos multi-
objetivo actuales, pero que no necesariamente representan las dificultades que caracterizan
a los problemas del mundo real.

Considerando lo descrito en [14] y [87] las funciones de prueba consideradas son:

F1: Binh

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−10, 10].

55
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Funciones objetivo:

f1 = x2 + y2

f2 = (x− 5)2 + (y − 5)2

F2: Fonseca

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−4, 4].

Funciones objetivo:

f1 = 1− exp(−((x− 1)2)− ((y + 1)2))

f2 = 1− exp(−((x+ 1)2)− ((y − 1)2))

F3: Fonseca-2

Número de variables: n = 3.

Limites de las variables: [−4, 4].

Funciones objetivo:

f1 = 1− exp

(

−
3
∑

i=1

(

xi −
1√
3

)2
)

f2 = 1− exp

(

−
3
∑

i=1

(

xi +
1√
3

)2
)

F4: Poloni

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−3, 3].

Funciones objetivo:

f1 = −[1 + (A1 − B1)
2 + (A2 −B2)

2]

f2 = −[(x+ 3)2 + (y + 1)2]

A1 = 0,5 sin(1)− 2 cos(1) + sin(2)− 1,5 cos(2)

A2 = 1,5 sin(1)− cos(1) + 2 sin(2)− 0,5 cos(2)

B1 = 0,5 sin(x)− 2 cos(x) + sin(y)− 1,5 cos(y)

B2 = 1,5 sin(x)− cos(x) + 2 sin(y)− 0,5 cos(y)
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F5: Rendon

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−3, 3].

Funciones objetivo:

f1 =
1

x2 + y2 + 1

f2 = x2 + 3y2 + 1

F6: Viennet

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−2, 2].

Funciones objetivo:

f1 = x2 + (y − 1)2

f2 = x2 + (y + 1)2 + 1

f3 = (x− 1)2 + y2 + 2

F7: Viennet-2

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−4, 4].

Funciones objetivo:

f1 =
(x− 2)2

2
+

(y + 1)2

13
+ 3

f2 =
(x+ y − 3)2

36
+

(−x+ y + 2)2

8
− 17

f3 =
(x+ 2y − 1)2

175
+

(2y − x)2

17
− 13

F8: Viennet-3

Número de variables: n = 2.

Limites de las variables: [−3, 3].
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Funciones objetivo:

f1 = 0,5(x2 + y2) + sin(x2 + y2)

f2 =
(3x− 2y + 4)2

8
+

(x− y + 1)2

27
+ 15

f3 =
1

x2 + y2 + 1
− 1,1 exp(−(x2 + y2))

9.3. Configuración de experimentos

Para el desarrollo de los experimentos se considera la inicialización de las part́ıculas de
forma global y local. La inicialización global consiste en localizar las part́ıculas de forma
aleatoria sobre todo el espacio de búsqueda. Por su parte, la inicialización local consiste en
restringir la posición de las part́ıculas para la primera iteración en un subespacio alejado
del mı́nimo global. Siguiendo las recomendaciones de [88] se propone emplear una forma
de inicialización como la mostrada en la figura 9.1.

Para los experimentos realizados se toma L = 0,8range(Ω)/2 y c = 0,2range(Ω)/2 es
decir una separación del punto medio correspondiente al 80% de RΩ y un subespacio con
un ancho del 40% de RΩ.

Espacio de
Búsqueda

Óptimo
Global

cy

cx

Ly

Lx
x

y

Figura 9.1: Esquema de la inicialización local de las part́ıculas en dos dimensiones.

Con el fin de realizar la configuración de los experimentos se considera en primer lugar
la función multiobjetivo, luego se tiene el tipo de inicialización y por último se considera
las configuraciones respectivas de los algoritmos MOPSO y MOBEBS.

La configuración de los experimentos se presenta a continuación.

Funciones objetivo: 8.
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Condiciones iniciales:

• Globales.

• Locales.

MOBEBS:

• Configuración 1: Determińıstico.

• Configuración 2: Estocástico.

MOPSO:

• Configuración 1: w = 0,6, c1 = 1,7, c2 = 1,7.

• Configuración 2: w = 0,729, c1 = 1,494, c2 = 1,494.

9.4. Resultados experimentales

La configuración de parámetros se encuentra dada principalmente por el espacio de
búsqueda para las diferentes funciones de prueba, teniendo aśı las siguientes posibilidades:

range(Ω) = 20.

range(Ω) = 8.

range(Ω) = 6.

range(Ω) = 4.

Como es de apreciar, se tienen diferentes rangos para el espacio de búsqueda lo cual
influye principalmente en la velocidad con la cual se desplazan las part́ıculas. En primer
lugar los parámetros de libre elección comunes a las funciones de prueba son:

N ∆t mi λmáx λmı́n γmd NV

20 0,1 1 0,1 0,005 1 2

Tabla 9.1: Parámetros del algoritmo.

La estrategia para el incremento de enerǵıa se determina considerando el número de
veces que se desea realizar los incrementos de enerǵıa, por lo cual, resulta ser igual para
todas las funciones de prueba. A continuación se muestran los parámetros empleados
considerando los casos presentados anteriormente.

En primer lugar, para el caso donde range(Ω) = 20 se tienen los parámetros de la tabla
9.2.
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∆rmáx ∆rmı́n vmáx vmı́n Fmáx Fmı́n αmáx

2 0,1 20 1 200 10 10

β0 RD Rcon ad ac kmc kmd

0,025 12 0,2 1,39 1,39 25 16,7

Tabla 9.2: Parámetros del algoritmo con range(Ω) = 20.

Por su parte con range(Ω) = 8 se tienen los parámetros de la tabla 9.3.

∆rmáx ∆rmı́n vmáx vmı́n Fmáx Fmı́n αmáx

0,8 0,04 8 0,4 80 4 10

β0 RD Rcon ad ac kmc kmd

0,156 4,8 0,08 1,39 1,39 25 6,67

Tabla 9.3: Parámetros del algoritmo con range(Ω) = 8.

Para range(Ω) = 6 los respectivos parámetros se pueden apreciar en la tabla 9.4.

∆rmáx ∆rmı́n vmáx vmı́n Fmáx Fmı́n αmáx

0,8 0,04 8 0,4 80 4 10

β0 RD Rcon ad ac kmc kmd

0,156 4,8 0,08 1,39 1,39 25 6,67

Tabla 9.4: Parámetros del algoritmo con range(Ω) = 6.

Finalmente, con range(Ω) = 4 se tienen los parámetros de la tabla 9.5.

∆rmáx ∆rmı́n vmáx vmı́n Fmáx Fmı́n αmáx

0,4 0,02 4 0,2 40 2 10

β0 RD Rcon ad ac kmc kmd

0,625 2,4 0,04 1,39 1,39 25 3,33

Tabla 9.5: Parámetros del algoritmo con range(Ω) = 4.

Al realizar los cálculos para Kα y KV empleando los anteriores valores se tienen las
estrategias para el incremento de enerǵıa mostradas en la figura 9.2.
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Figura 9.2: Estrategia para el incremento de enerǵıa.

9.4.1. Resultados cualitativos

En estos resultados para cada función de prueba se observa de forma cualitativa un caso
representativo del comportamiento del algoritmo teniendo las figuras correspondientes al
frente de pareto encontrado, velocidad de las part́ıculas, enerǵıa suministrada y radio de
giro de las part́ıculas.

Resultados para F1

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F1 son,
figura 9.3 correspondiente al frente de pareto obtenido, y figura 9.4 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.
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Figura 9.3: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.4: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido y
estimado.

En un primer lugar, para la función de prueba F1, en la figura 9.3 se aprecia una buena
aproximación al frente de pareto ideal. Por su parte en la figura 9.4 se observa el incremento
de enerǵıa y la velocidad medida la cual se aproxima a la estimada. Adicionalmente se
puede apreciar que el radio medido se encuentra cerca al estimado.

Resultados para F2

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F2 son,
figura 9.5 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.6 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Calculado
Referencia

f1

f
2

Figura 9.5: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.6: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido y
estimado.

En este caso en la figura 9.5 se observa una adecuada convergencia del algoritmo al
frente de pareto de referencia. También se aprecia que la velocidad medida se aproxima a
la estimada (figura 9.6). Finalmente se observa que el radio medido se encuentra cerca al
radio estimado.

Resultados para F3

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F3 son,
figura 9.7 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.8 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.
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Figura 9.7: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.8: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido y
estimado.

En al figura 9.8 se observa que el algoritmo logra encontrar una buena cantidad de
soluciones del frente de pareto. Por su parte, en la figura 9.8 se aprecia que la velocidad
de las part́ıculas está dada por el incremento de enerǵıa teniendo una mejor aproximación
con la velocidad estimada en las ultimas iteraciones. Finalmente es de apreciar que el radio
medido se aproxima al estimado.

Resultados para F4

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F4 son,
figura 9.9 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.10 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.
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Figura 9.9: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.10: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En primer lugar es de apreciar que las part́ıculas logran encontrar una buena cantidad
de soluciones del frente óptimo de pareto. En este grupo de figuras se puede observar los
procesos de convergencia y dispersion realizados por el enjambre.

Como es de apreciar en la figura 9.10 en la medida que se incrementa la enerǵıa el
radio de giro también aumenta. En estos resultados también se puede apreciar que para las
iteraciones finales se tiene una mejor aproximación entre la velocidad medida y estimada.

Resultados para F5

En este caso las figuras 9.11 y 9.12 presentan los resultados cualitativos para la función
objetivo F5. Estas figuras muestran el frente de pareto encontrado y el comportamiento
dinámico del enjambre.

La figura 9.11 corresponde al frente de pareto obtenido, por su parte en la figura 9.12
se presenta la enerǵıa suministrada, velocidad media de cada part́ıcula y el radio de giro
tanto estimado como medido para el enjambre de part́ıculas.
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Figura 9.11: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.12: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En este grupo de resultados se puede observar que el enjambre encuentra de forma
adecuada una buena cantidad de soluciones del frente de pareto realizando procesos de
dispersión mediante incrementos de enerǵıa. Finalmente también se aprecia que el radio
medido se aproxima al estimado.

Resultados para F6

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F6 son,
figura 9.13 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.14 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.
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Figura 9.13: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.14: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En estas figuras se observa que mediante el proceso de dispersión el enjambre logra
encontrar los valores del frente óptimo de pareto. También se aprecia que la velocidad
medida se aproxima a la estimada en buena parte de las iteraciones. Finalmente es de
notar que el radio medido se aproxima al estimado.

Resultados para F7

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F7 son,
figura 9.15 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.16 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.
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Figura 9.15: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.16: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En estos resultados se puede apreciar que el algoritmo realiza varios incrementos de
enerǵıa lo cual le permite encontrar varios puntos del frente de pareto. También se obser-
va que la velocidad de las part́ıculas depende de los incrementos realizados al factor de
propulsión.

Resultados para F8

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la función objetivo F8 son,
figura 9.17 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.18 donde se presenta la
enerǵıa suministrada, velocidad y radio de giro de las part́ıculas.



CAPÍTULO 9. RESULTADOS EXPERIMENTALES 69

0

20

40

14

16

18
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

Calculado
Referencia

f1f2

f
3

Figura 9.17: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.18: a) Magnitud de las velocidades, b) Enerǵıa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

Para esta función objetivo se observa que el enjambre realiza varios procesos de dis-
persión lo cual permite encontrar varios puntos del frente de pareto. Por otra parte, se
aprecia que la diferencia entre la velocidad medida y estimada tiende a ser menor para
velocidades altas de las part́ıculas. Finalmente es de notar que el radio medido se aproxima
al estimado.



Caṕıtulo 10

Análisis estad́ıstico de resultados

10.1. Introducción

En este caṕıtulo se realiza el análisis estad́ıstico de los resultados obtenidos. La metodo-
loǵıa empleada para el análisis de datos consiste inicialmente en pruebas de normalidad y
homocedasticidad (igualdad de varianza) con las cuales se determina la prueba de hipóte-
sis a realizar para comparar los resultados obtenidos para diferentes configuraciones. La
comparación entre los diferentes grupos de parámetros se realiza considerando el número
de iteraciones requeridas para que el enjambre de part́ıculas logre llegar al objetivo. En la
primera parte del caṕıtulo se realiza una revisión de conceptos sobre la prueba de hipótesis
como las diferentes pruebas a realizar y posteriormente se aplican estas pruebas a los datos
recolectados.

10.2. Metodoloǵıa

Cuando existe variabilidad en los datos recolectados de un experimento se suele emplear
prueba estad́ıstica de hipótesis. Cuando se quiere establecer si los resultados obtenidos para
dos configuraciones de parámetros son iguales, las hipótesis a considerar son:

H0 Hipótesis nula. Los resultados obtenidos para los dos grupos de parámetros pre-
sentan valores medios iguales.

H1 Hipótesis alternativa. Los resultados obtenidos para los dos grupos de parámetros
no presentan valores medios iguales.

Cuando se acepta o rechaza la hipótesis nula existe la posibilidad de cometer un error
el cual se puede clasificar tal como se muestra en la tabla 10.1. En el error tipo I se rechaza

70
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la hipótesis nula cuando esta es verdadera, mientras que para el error tipo II se acepta la
hipótesis nula siendo esta falsa.

Decisión \ Condición real H0 verdadera H0 falsa
Rechazar H0 Error Tipo I Correcto
Aceptar H0 Correcto Error Tipo II

Tabla 10.1: Error tipo I y tipo II.

Luego de realizar los experimentos con la respectiva recolección de datos el procedi-
miento general para la prueba de hipótesis es:

1. Establecer la hipótesis nula y alternativa.

2. Fijar el estad́ıstico de prueba (tipo de prueba a realizar).

3. Establecer la región de rechazo de la hipótesis nula (nivel de significancia).

4. Tomar los datos y calcular el estad́ıstico de prueba.

5. Establecer si se acepta o rechaza la hipótesis nula.

En muchas oportunidades la prueba de hipótesis se realiza considerando un nivel de
significancia α-value el cual corresponde a la probabilidad de cometer un error tipo I. Para
pruebas de una cola si el estad́ıstico de prueba calculado con los datos es mayor que el
calculado para el valor de significancia la hipótesis nula se rechaza. Otro enfoque para la
prueba de hipótesis consiste en el p-value el cual es la probabilidad de obtener un resultado
donde la hipótesis nula es cierta. Bajo este enfoque la hipótesis nula se rechaza si el p-value
del estad́ıstico de prueba es igual o menor que el nivel de significancia establecido.

10.2.1. Pruebas estad́ısticas de hipótesis

Para determinar si se acepta o rechaza la hipótesis nula existen diferentes pruebas
estad́ısticas las cuales principalmente se pueden clasificar como paramétricas y no pa-
ramétricas. Las pruebas paramétricas están basadas en suposiciones sobre los datos sin
embargo son más robustas, por otro lado las pruebas no paramétricas no requieren su-
posiciones para su aplicación. En el caso de emplear pruebas paramétricas es necesario
comprobar previamente las suposiciones mediante pruebas estad́ısticas las cuales suelen
ser de normalidad y homocedasticidad, la primera determina si los datos siguen una dis-
tribución normal y la segunda consiste en establecer si los grupos de datos a comparar
presentan la misma varianza.
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Considerando que las pruebas paramétricas son más confiables pero requieren de una
verificación preliminar de las suposiciones que las soportan, entonces, una posible meto-
doloǵıa para realizar este tipo de pruebas según [89] y [65] se describe a continuación. En
el caso de tener normalidad y homocedasticidad lo recomendado es realizar un análisis de
varianza (ANOVA), cuando se presente la normalidad de los datos pero no la homoce-
dasticidad, se puede emplear la prueba de Welch o de Kruskal Wallis, finalmente si no se
presenta normalidad la prueba recomendada es la de Kruskal Wallis. Esta metodoloǵıa se
puede apreciar en la figura 10.1.

Homocedasticidad

Normalidad

(Kolmogorov-Smirnov)

Welch

(Levene)

Kruskal-WallisANOVA

Cumple No cumple

Cumple No cumple

Figura 10.1: Metodoloǵıa para establecer la prueba de hipótesis a realizar.

Si luego de aplicar la metodoloǵıa indicada anteriormente se rechaza la hipótesis nula
se concluye que existen diferencias significativas entre los grupos de resultados, por lo cual,
el siguiente paso consiste en realizar pruebas de comparaciones multiples para establecer
que grupos presentan diferencias entre si [89].

Si se cumplen los supuestos de normalidad y homocedasticidad, las comparaciones mul-
tiples se pueden realizar empleando los contrastes de: Duncan, Newman-Keuls, Bonferroni,
Scheffé o HSD de Tukey [89], [92].

En el caso de no cumplirse los supuestos de normalidad y homocedasticidad se pue-
den emplear pruebas no paramétricas para comparaciones multiples de: Nemenyi, Holm,
Bonferroni-Dunn [93], [94] o la prueba de Bonferroni como método complementario a la
prueba de Kruskal-Wallis [95].

El test de Friedman es un equivalente no paramétrico al test de medidas-repetidas
ANOVA. La prueba de Bonferroni-Dunn es similar al test de Tukey para ANOVA y es
útil cuando se quiere comparar un algoritmo de control en relación a otros. El de Test de
Holm prueba secuencialmente las hipótesis ordenadas según su significancia. Finalmente
la prueba de Ranking de Signos de Wilcoxon es una alternativa no paramétrica al t-test
por parejas.
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Para determinar que grupos de resultados son significativos entre si se tienen dos
enfoques, el primero consiste de una comparación de todos a todos para lo cual se emplea
el test de Nemenyi, el cual es similar al test de Tukey para ANOVA. El otro enfoque
consiste en realizar la comparación con un algoritmo de control donde se tienen menos
comparaciones, ejemplos de este tipo de pruebas son Bonferroni-Dunn y Step-down.

Un método valido para muestras grandes equivalente al procedimiento de Bonferroni
(Bonferroni tiene un método paramétrico para comparaciones) para comparaciones mul-
tiples puede emplearse en este caso, siempre que el tamaño de las muestras no sea muy
pequeño.

Como resultado de aplicar el método no paramétrico de Bonferroni se tienen interva-
los de confianza los cuales permiten determinar si los grupos a comparar no presentan
diferencias significativas. Una representación aproximada del resultado de esta prueba se
realiza de forma gráfica donde se muestra el ranking promedio de cada grupo y un inter-
valo equivalente. Dos grupos de resultados se consideran con diferencias significativas si
sus intervalos se traslapan [96].

10.3. Análisis de resultados

Considerando que el algoritmo propuesto consiste en un enjambre de part́ıculas, enton-
ces, para establecer el número de corridas que se debe ejecutar el algoritmo con cada grupo
de parámetros se pueden tomar como referencia los trabajos presentados en [29] donde se
emplean algoritmos de optimización basados en enjambres de part́ıculas realizando 50 co-
rridas para cada caso de aplicación. Los datos que se muestran en las siguientes tablas
consisten en la media, la varianza (VAR), la desviación estándar (STD) y en rango medio
(MR) el cual se emplea para las pruebas no paramétricas de Kruskal-Wallis y Bonferroni.

Para las pruebas de normalidad, homocedasticidad y comparación entre grupos de
datos se toma un nivel de significancia de 0,05 lo cual corresponde a un error del 5% de
aceptar la hipótesis nula.

10.4. Métricas de desempeño en optimización multi-

objetivo

Con las métricas de desempeño se busca establecer si un conjunto de soluciones es
mejor que otro, también cuál conjunto de soluciones contiene más información del Frente
Óptimo de Pareto real.

Al respecto se puede decir que la distancia del conjunto óptimo obtenido al Frente Ópti-
mo de Pareto debe ser minimizada. Es deseable una buena distribución (en muchos casos
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uniforme) de las soluciones encontradas. La extensión del frente no dominado obtenido,
debe ser maximizada [98], [99].

Aqúı se tienen dos conceptos importantes:

Convergencia: Calidad de las soluciones encontradas.

Diversidad: Cantidad de soluciones encontradas.

Según [100] en el diseño de métricas de desempeño se tienen tres criterios principales:
capacidad, convergencia y diversidad, lo cuales por lo general se han tomado en consi-
deración. Sobre la base de estos criterios se categorizan las métricas en cuatro grupos
principales:

Métricas Capacidad: En este grupo de métricas coinciden el número o la proporción
de soluciones no dominadas en el conjunto de soluciones óptimas S que satisface los
requisitos dados predefinidos.

Métricas de convergencia: Son las métricas para medir la proximidad del conjunto
de soluciones óptimas a S frente de Pareto FP.

Métricas de diversidad: Estas métricas incluyen dos tipos de información:

1. Las medidas de distribución de forma uniformemente dispersas son las solucio-
nes de S en el espacio objetivo

2. Spread indica lo bien que hacen las soluciones de S cuando llegan a los extremos
de los verdaderos PFs.

Métricas Convergencia-Diversidad: Indican tanto la convergencia y la diversidad de
S en una sola escala.

10.4.1. Métricas de convergencia

A continuación se realiza la respectiva descripción de los principales indices de desem-
peño que permiten establecer la convergencia de un algoritmo de optimización multiobje-
tivo.

Distancia generacional

Esta métrica devuelve un valor que representa la distancia media de las soluciones en
el frente de Pareto construido por un algoritmo multiobjetivo (PFknown) y el frente de
Pareto real PFtrue y se define como:
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GD =
1

n

√

√

√

√

n
∑

i=1

d2i (10.1)

Donde n es el número de soluciones en PFknown y di es la distancia euclidiana (en
el espacio objetivo) entre cada vector en PFknown y el miembro más cercano de PFtrue.
Un resultado de cero indica que ambos frentes son el mismo, cualquier otro valor indica
PFknown se desv́ıa de PFtrue [83].

En la figura 10.2 se puede apreciar la interpretación gráfica de esta métrica.
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Figura 10.2: Interpretación gráfica de la distancia generacional.

Métrica Υ

Se tiene un conjuntoH de 500 soluciones uniformemente distribuidas del Frente Óptimo
de Pareto. Para cada solución se calcula la mı́nima distancia Euclidiana con H . La métrica
Υ es la media de esas distancias [97].

Indicador Epsilon

El indicador de Epsilon corresponde a la distancia del peor caso de las soluciones
encontradas. El indicador de Epsilon es considerado una dura métrica de cumplir. Se basa
en la idea de tener el mejor desempeño en ambos objetivos. Por lo anterior la métrica es
más dif́ıcil de cumplir si se tiene un gran vaćıo en la aproximación encontrada del frente
de pareto. Un ejemplo de esta métrica se puede apreciar en la figura 10.3.
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Figura 10.3: Interpretación gráfica de la métrica Epsilon.

Métrica de proximidad

Esta métrica se encuentra dada por la siguiente relación:

Prox =

(

∑FOP ∗

i=1 dMi

)
1

M

FOP ∗
(10.2)

Donde:

M : número de objetivos.

FOP ∗: frente óptimo encontrado.

di: distancia Euclidiana entre la solución I del conjunto de soluciones óptimas en-
contradas y el miembro más próximo del FOP.

10.4.2. Métricas de diversidad

En esta parte se realiza la respectiva descripción de los principales ı́ndices de desempeño
que permiten establecer la diversidad de las soluciones obtenidas con un algoritmo de
optimización multiobjetivo.
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Métrica de hipervolumen

Esta métrica considera el tamaño del área no dominada en el espacio de funciones
como indicador de la diversidad. El hipervolumen compara un volumen multidimensional
determinada por la aproximación con el volumen determinado por la aproximación más
conocida, con relación a un punto de referencia (ver figura 10.4).
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Figura 10.4: Representación gráfica del hipervolumen.

La métrica hipervolumen captura tanto la convergencia y la diversidad, esto se hace
calculando el volumen multidimensional creado por cada conjunto, con relación a un punto
de referencia. Estos volúmenes están ilustrados en la figura 10.4. Es de apreciar que no se
puede tener una buena cantidad de hipervolumen a menos que tenga casi todos los puntos
a través de la cobertura total de la función multiobjetivo. Un aspecto negativo consiste en
el costo computacional, lo cual se está mejorando con nuevos algoritmos, algunos de los
cuales son compatibles con el marco MOEA.

Siendo R el espacio de decisión y Leb denota la medida de Lebesgue, entonces, el
indicador hipervolumen IHV (A) de un A ⊆ R conjunto de soluciones se puede definir
como el hipervolumen del espacio que está dominado por el conjunto A y está delimitada
por un punto de referencia ~r = (r1, ..., rk) ∈ R

n:

IHV (S) = Leb

(

⋃

x∈S

[f1(x), r1]× [f2(x), r2]...× [fn(x), rn]

)

(10.3)

donde [f1(x), r1]×[f2(x), r2]...×[fn(x), rn] es el hypercubo k dimensional el cual consiste
en todos los puntos que están dominados por el punto x, pero no por el punto de referencia
[101].
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Métrica de espaciamiento

Mide el rango de la varianza en las soluciones vecinas en el Frente Óptimo encontrado
[98], esta métrica se encuentra dada por la siguiente expresión:

s =

√

√

√

√

1

n− 1

n
∑

i=1

(d̄− di)2 (10.4)

Donde:

di = mı́nj(|f1(~xi)− f1(~xj)|+ |f2(~xi)− f2(~xj)|) + ...+ |fM(~xi)− fM(~xj)|.

d̄: es la media de todos los di.

n: es número de soluciones.

Métrica ∆

Mide la distancia Euclidiana entre soluciones y dos soluciones adicionales extremas
[97], [98]. Para el caso, esta métrica se puede calcular como:

∆ =
df + dl +

∑N−1

i=1 |di − d̄|
df + dl + (N − 1)d̄

(10.5)

10.4.3. Otras métricas de desempeño

Cantidad de soluciones óptimas.

Tiempos de ejecución.

Complejidad computacional.

10.5. Configuración de los algoritmos

Para los diferentes experimentos la configuración de los algoritmos son:

MOBEBS-C1: Versión determińıstica.

MOBEBS-C2: Versión estocástica.

MOPSO-C1: Configuración 1: w = 0,6, c1 = 1,7, c2 = 1,7.

MOPSO-C2: Configuración 2: w = 0,729, c1 = 1,494, c2 = 1,494.
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10.6. Resultados para distancia generacional

En esta sección se compara el desempeño del algoritmo MOBEBS con el algoritmo
MOPSO tomado como referente considerando como métrica de desempeño la distancia
generacional. En las tablas A.1 y A.2 del Anexo A se pueden apreciar los resultados
obtenidos de los algoritmo MOBEBS y MOPSO.

Con los datos recolectados se realizan las respectivas pruebas de normalidad homoce-
dasticidad y comparación entre grupos registrando los respectivos p-value. En las tablas
10.2 y 10.3 se presentan los resultados obtenidos para las pruebas de normalidad, por su
parte, en las tablas 10.4 y 10.5, se muestran los resultados para las pruebas de homoce-
dasticidad y comparación entre grupos.

Función MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
F1 0.298 93 0.278 91 0.112 65 0.3672
F2 0.6105 0.603 73 0.474 08 0.462 39
F3 0.016 227 0.034 959 0.265 63 0.230 26
F4 7.6018× 10−7 3.1073× 10−6 0.133 28 0.586 51
F5 0.082 154 0.344 11 0.332 52 0.652 34
F6 0.484 39 0.101 03 0.489 74 0.685
F7 0.021 252 0.079 574 0.277 44 0.418 34
F8 2.1089× 10−6 4.6267× 10−5 0.1124 0.571 89

Tabla 10.2: Análisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.1.

Función MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
F1 0.098 441 0.471 94 0.258 88 0.2338
F2 0.363 96 0.805 75 0.666 56 0.505 57
F3 0.026 055 0.000 905 48 0.002 136 4 0.117 49
F4 2.1779× 10−7 1.5105× 10−5 0.776 11 0.673 97
F5 0.397 41 0.676 23 0.301 57 0.514 88
F6 0.112 04 0.280 98 0.632 74 0.552 57
F7 2.467× 10−5 0.000 541 97 0.069 07 0.009 526 3
F8 7.5418× 10−6 0.000 371 88 0.469 58 0.135 68

Tabla 10.3: Análisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.2.

Con el fin de establecer los casos que presentan diferencias se realiza la prueba de
Bonferroni (no paramétrica) obteniendo los resultados mostrados en las figuras 10.5 y
10.6.
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Función Normalidad Homocedasticidad Kruskal-Wallis ANOVA
F1 No 0 0 0
F2 No 3.8104× 10−8 6.2147× 10−5 5.1885× 10−5

F3 No 0 0 0
F4 No 1.7675× 10−7 0 7.8524× 10−8

F5 No 0 0 0
F6 No 0.047 942 0 0
F7 No 3.2302× 10−6 3.1704× 10−6 3.6621× 10−6

F8 No 3.6668× 10−12 0 1.3391× 10−7

Tabla 10.4: Análisis de datos para los resultados de la tabla A.1.

Función Normalidad Homocedasticidad Kruskal-Wallis ANOVA
F1 No 1.7306× 10−11 0 0
F2 No 3.3307× 10−16 6.6613× 10−16 0
F3 No 5.3468× 10−13 0 7.7716× 10−16

F4 No 0.021 595 0 0
F5 No 2.0691× 10−7 0.009 838 0.040 874
F6 No 3.7296× 10−7 4.1658× 10−5 6.2948× 10−6

F7 No 9.9349× 10−6 0 1.1745× 10−5

F8 No 1.4111× 10−13 0 0

Tabla 10.5: Análisis de datos para los resultados de la tabla A.2.
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Figura 10.5: Resultados de la comparación para distancia generacional y condiciones
iniciales globales.
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Figura 10.6: Resultados de la comparación para distancia generacional y condiciones
iniciales locales.
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En estos resultados es de apreciar el comportamiento del algoritmo desde una pers-
pectiva estad́ıstica. Para condiciones iniciales globales el algoritmo MOBEBS obtuvo un
mejor desempeño en la función multiobjetivo F6. Por su parte para las funciones F2 y F7

no se observa diferencia significativa desde una perspectiva estad́ıstica.

Para condiciones iniciales locales el algoritmo MOBEBS logra mejores resultados en las
funciones F4 y F8. Con las funciones objetivo F5 y F6 no se aprecia diferencia significativa.

Por otra parte, en estos resultados se observa que el algoritmo MOBEBS estocástico
tiende a presenta un mejor desempeño que el algoritmo MOBEBS determińıstico tanto
para condiciones iniciales globales como locales.

10.7. Resultados para hipervolumen

En esta sección se compara el desempeño del algoritmo MOBEBS con el algoritmo
MOPSO tomado como referente considerando como métrica de desempeño la distancia
generacional. En las tablas A.3 y A.4 del Anexo A se pueden apreciar los resultados
obtenidos de los algoritmos MOBEBS y MOPSO.

Con los datos recolectados se realizan las respectivas pruebas de normalidad homoce-
dasticidad y comparación entre grupos registrando los respectivos p-value. En las tablas
10.6 y 10.7 se presentan los resultados obtenidos para las pruebas de normalidad, por su
parte, en las tablas 10.8 y 10.9, se muestran los resultados para las pruebas de homoce-
dasticidad y comparación entre grupos.

Función MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
F1 0.774 04 0.532 81 0.562 23 0.358 87
F2 0.579 68 0.606 37 0.497 07 0.544 27
F3 0.046 435 0.070 116 0.619 05 0.109 79
F4 4.001× 10−6 4.2118× 10−10 2.1637× 10−5 0.010 17
F5 0.088 333 0.000 296 83 0.085 467 0.635 82
F6 0.768 61 0.408 45 0.417 69 0.487 22
F7 0.287 54 0.350 53 0.1395 0.3973
F8 0.080 617 0.158 01 0.298 63 0.5481

Tabla 10.6: Análisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.3.

Con el fin de establecer los casos que presentan diferencias se realiza la prueba de
Bonferroni (no paramétrica) obteniendo los resultados mostrados en las figuras 10.7 y
10.8.
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Función MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
F1 0.470 17 0.537 25 0.093 193 0.588 16
F2 0.596 95 0.1703 0.685 95 0.070 957
F3 0.406 72 0.195 24 0.261 39 0.134 64
F4 0.015 543 0.025 257 0.009 963 7 0.141 56
F5 0.716 36 0.353 48 0.135 55 0.010 467
F6 0.248 25 0.129 82 0.022 0.012 099
F7 0.387 91 0.081 184 0.013 322 0.020 603
F8 0.005 451 3 0.124 94 0.098 811 5.1709× 10−6

Tabla 10.7: Análisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.4.

Función Normalidad Homocedasticidad Kruskal-Wallis ANOVA
F1 No 1.8374× 10−11 0 0
F2 No 4.885× 10−15 0 0
F3 No 7.3175× 10−13 0 0
F4 Si 0.136 26 0.174 49 0.644 41
F5 No 0.001 392 7 0 0
F6 No 0.003 723 5 0 0
F7 No 0.056 06 0.000 135 1 0.000 685 36
F8 No 4.2505× 10−5 1.5321× 10−14 0

Tabla 10.8: Análisis de datos para los resultados de la tabla A.3.

Función Normalidad Homocedasticidad Kruskal-Wallis ANOVA
F1 No 4.4639× 10−8 0 0
F2 No 7.2697× 10−13 0 0
F3 No 0 0 0
F4 No 0 0 2.2204× 10−16

F5 No 1.7764× 10−15 0.012 23 0.194 07
F6 No 3.3307× 10−16 0 0
F7 No 0.003 357 5 0.036 915 0.006 420 4
F8 No 2.3982× 10−12 5.9443× 10−5 1.7334× 10−7

Tabla 10.9: Análisis de datos para los resultados de la tabla A.4.
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Figura 10.7: Resultados de la comparación para hipervolumen y condiciones iniciales
globales.
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Figura 10.8: Resultados de la comparación para hipervolumen y condiciones iniciales
locales.
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En el caso de tener condiciones iniciales globales se tiene un mejor desempeño del algo-
ritmo MOBEBS en las funciones de prueba F1, F2 y F3. Adicionalmente en las funciones
F4, F7 y F8 no se aprecia diferencia significativa.

Al tener condiciones iniciales locales se tiene un mejor desempeño del algoritmo MO-
BEBS para las funciones de prueba F1, F2 y F3. Finalmente no se observa diferencia
significativa con las funciones F5, F7 y F8.



Caṕıtulo 11

Conclusiones, aportes originales y

trabajos futuros

11.1. Conclusiones

La propuesta realizada permite abordar con otro enfoque el problema de convergencia
y exploración en algoritmos de optimización multiobjetivo. Fue posible observar las ca-
racteŕısticas del algoritmo propuesto de forma cualitativa y cuantitativa, mediante figuras
demostrativas y con un adecuado análisis estad́ıstico. De forma puntual las conclusiones
del proyecto son:

En este trabajo se propuso un algoritmo de optimización multiobjetivo basado en el
comportamiento emergente de un enjambre de part́ıculas.

La turbulencia empleada como estrategia de búsqueda permite establecer diferentes
soluciones del espacio solución que se encuentran cerca del frente de Pareto.

El algoritmo permite tener una forma sistemática de búsqueda de las posibles solu-
ciones del frente de Pareto.

El modelo empleado permite tener comportamientos de enjambre como desplaza-
mientos uniformes y movimientos circulares los cuales se aprecian en diferentes gru-
pos de seres vivos.

En los resultados experimentales se apreció que el algoritmo logra encontrar una
buena cantidad de soluciones sobre el frente de Pareto.
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11.2. Aportes originales

El algoritmo permite abordar el proceso de exploración mediante un comportamiento
emergente que presentan los seres vivos, esta propuesta permite tener una alternativa para
el proceso optimización multiobjetivo. Con este algoritmo se tienen los siguientes aportes
originales:

Se propone una estrategia de búsqueda multiobjetivo basada en el comportamiento
de seres vivos que realizan movimientos circulares para la búsqueda de alimento.

La estrategia propuesta emplea proceso de convergencia y dispersión para la explo-
ración del espacio de búsqueda.

Se propone una estrategia para mejorar la exploración del algoritmo donde se tienen
pocas soluciones del frente de pareto.

11.3. Trabajos futuros

Aunque se ha tenido un avance en el desarrollo de algoritmos basados en comporta-
mientos emergentes particularmente, aplicados en optimización multiobjetivo los trabajos
que se pueden desarrollar posteriormente son:

En trabajos futuros se espera evaluar más estrategias para terminar el punto de con-
vergencia con lo cual se busca mejorar las capacidades de exploración del algoritmo.

En un trabajo futuro se espera evaluar el desempeño del algoritmo con más funciones
de prueba.

Extender la aplicación del algoritmo a problemas con restricciones.

11.3.1. Recomendaciones

Con el fin poder mejorar el desempeño del algoritmo para posteriores investigaciones
se recomienda tener presente los siguientes aspectos:

Para mejorar el desempeño del algoritmo se pueden emplear otras funciones de po-
tencial de atracción asociadas al punto de convergencia.

También se pueden proponer otros esquemas para determinar el punto de conver-
gencia.
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En un trabajo adicional se puede considerar otro modelo de part́ıculas que permita
controlar de mejor forma la dispersión del enjambre.



Anexo A

Resultados experimentales

En este anexo se muestran los resultados experimentales obtenidos para el algoritmo
MOBEBS. Los resultados se consignan en tablas donde se tiene:

Máx: valor máximo.

Mı́n: valor mı́nimo.

Media: promedio.

STD: desviación estándar.

También se presentan resultados del algoritmo MOPSO estándar los cuales se toman
como referentes de comparación. Las tablas con los respectivos resultados son:

Tabla A.1: Condiciones iniciales globales y métrica de distancia generacional.

Tabla A.2: Condiciones iniciales locales y métrica de distancia generacional.

Tabla A.3: Condiciones iniciales globales y métrica de hipervolumen.

Tabla A.4: Condiciones iniciales locales y métrica de hipervolumen.

Las configuraciones de los algoritmos son las siguientes:

MOBEBS-C1: Versión determińıstica.

MOBEBS-C2: Versión estocástica.

MOPSO-C1: Configuración 1: w = 0,6, c1 = 1,7, c2 = 1,7.

MOPSO-C2: Configuración 2: w = 0,729, c1 = 1,494, c2 = 1,494.
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F1 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.009 218 7 0.008 399 0.003 189 1 0.003 199
Mı́n 0.003 241 6 0.002 753 5 0.001 648 7 0.001 837 6
Media 0.005 760 2 0.004 548 3 0.002 192 9 0.002 361 1
STD 0.001 495 6 0.001 196 8 0.000 309 18 0.000 326 84

F2 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 1.0476× 10−5 9.6722× 10−6 8.7094× 10−6 9.0051× 10−6

Mı́n 7.3167× 10−6 5.5655× 10−6 7.406× 10−6 7.6949× 10−6

Media 8.7045× 10−6 8.3495× 10−6 8.1593× 10−6 8.2663× 10−6

STD 7.4518× 10−7 7.934× 10−7 3.2257× 10−7 3.4806× 10−7

F3 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.000 368 03 0.000 321 6 1.5245× 10−5 2.4295× 10−5

Mı́n 2.351× 10−5 1.5209× 10−5 4.7394× 10−6 6.5106× 10−6

Media 0.000 123 3 8.3954× 10−5 8.5158× 10−6 1.1975× 10−5

STD 8.1234× 10−5 5.9462× 10−5 2.1778× 10−6 4.0651× 10−6

F4 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 3.7437 6.5236 0.053 452 0.047 534
Mı́n 0.088 532 0.050 546 0.010 271 0.023 092
Media 0.342 23 0.708 22 0.037 316 0.039 848
STD 0.538 81 1.1207 0.007 624 4 0.004 313 5

F5 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.000 534 64 0.000 744 19 0.000 165 61 0.000 193 87
Mı́n 7.9181× 10−5 6.6816× 10−5 3.8674× 10−5 6.1745× 10−5

Media 0.000 291 05 0.000 372 21 7.9362× 10−5 0.000 129 24
STD 0.000 136 25 0.000 16 2.7067× 10−5 2.6699× 10−5

F6 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.002 127 6 0.002 356 8 0.003 138 3 0.003 349
Mı́n 0.001 152 5 0.001 045 7 0.001 903 4 0.001 883 4
Media 0.001 562 3 0.001 567 9 0.002 467 3 0.002 733 2
STD 0.000 232 94 0.000 313 93 0.000 319 44 0.000 339

F7 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.000 129 61 0.000 128 62 5.0358× 10−5 4.4224× 10−5

Mı́n 1.0719× 10−5 7.823× 10−6 6.9464× 10−6 1.1026× 10−5

Media 4.0932× 10−5 3.7197× 10−5 2.2848× 10−5 2.716× 10−5

STD 2.3614× 10−5 2.6177× 10−5 1.0022× 10−5 9.1249× 10−6

F8 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.001 062 4 0.002 735 3 3.0196× 10−5 4.7016× 10−5

Mı́n 8.5353× 10−6 2.4532× 10−5 2.7759× 10−6 2.6398× 10−6

Media 0.000 118 79 0.000 295 66 1.1792× 10−5 2.0225× 10−5

STD 0.000 209 16 0.000 480 81 7.1839× 10−6 1.0258× 10−5

Tabla A.1: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales globales y métrica de
distancia generacional.
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F1 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.022 96 0.009 478 9 0.003 182 8 0.002 692 1
Mı́n 0.003 929 4 0.002 287 8 0.001 615 1 0.001 666 6
Media 0.007 683 6 0.005 372 0.002 215 9 0.002 04
STD 0.002 989 0.001 28 0.000 333 38 0.000 254 43

F2 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 1.3737× 10−5 1.1213× 10−5 9.0204× 10−6 9.1648× 10−6

Mı́n 7.7855× 10−6 5.848× 10−6 7.4892× 10−6 7.4876× 10−6

Media 1.0089× 10−5 8.9673× 10−6 8.2658× 10−6 8.3138× 10−6

STD 1.4673× 10−6 1.0176× 10−6 3.617× 10−7 3.6963× 10−7

F3 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.001 231 7 0.001 347 9 5.1187× 10−5 2.2016× 10−5

Mı́n 4.056× 10−5 1.412× 10−5 6.0471× 10−6 6.3895× 10−6

Media 0.000 273 88 0.000 215 22 1.1759× 10−5 1.1042× 10−5

STD 0.000 239 0.000 262 69 7.0224× 10−6 3.0148× 10−6

F4 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 32.742 15.339 15.307 15.494
Mı́n 0.009 130 7 0.013 165 1.1386 2.7017
Media 1.1274 0.942 43 10.008 9.6163
STD 4.6093 2.2682 3.0665 3.1125

F5 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.000 680 37 0.000 878 85 0.000 593 98 0.000 537 15
Mı́n 0.000 112 48 0.000 159 7 0.000 319 77 0.000 247 54
Media 0.000 423 72 0.000 473 68 0.000 450 14 0.000 415 88
STD 0.000 126 04 0.000 157 72 7.2265× 10−5 5.8836× 10−5

F6 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.007 040 9 0.007 374 9 0.003 445 5 0.002 874 9
Mı́n 0.000 744 76 0.000 771 56 0.001 215 3 0.001 154 5
Media 0.002 353 8 0.002 952 5 0.002 083 0.002 193 6
STD 0.001 091 9 0.001 246 2 0.000 497 61 0.000 380 25

F7 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.000 612 93 0.000 491 83 3.3199× 10−5 4.2531× 10−5

Mı́n 8.3725× 10−6 8.2409× 10−6 3.1285× 10−6 8.2858× 10−6

Media 5.45× 10−5 5.8859× 10−5 1.37× 10−5 1.5209× 10−5

STD 8.7965× 10−5 7.3321× 10−5 4.648× 10−6 5.8694× 10−6

F8 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.054 154 0.004 858 1 1.9648 1.8339
Mı́n 1.6892× 10−5 1.3968× 10−5 3.5113× 10−5 5.8658× 10−5

Media 0.008 362 1 0.000 791 76 1.492 1.3597
STD 0.014 073 0.001 178 8 0.293 33 0.436 55

Tabla A.2: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales locales y métrica de
distancia generacional.
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F1 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 7.3335 7.5373 4.0987 4.3496
Mı́n 4.5694 3.7285 2.7476 2.9861
Media 5.769 5.4481 3.2529 3.5462
STD 0.641 38 0.863 97 0.281 96 0.331 28

F2 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.001 759 4 0.001 590 7 0.000 938 22 0.001 051 8
Mı́n 0.000 877 39 0.000 736 48 0.000 633 11 0.000 671 92
Media 0.001 263 6 0.001 132 0.000 771 25 0.000 824 83
STD 0.000 201 02 0.000 223 92 7.402× 10−5 7.8208× 10−5

F3 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.020 301 0.024 195 0.005 183 5 0.006 078 3
Mı́n 0.007 238 8 0.004 836 3 0.002 730 3 0.003 596 1
Media 0.011 636 0.010 69 0.003 833 9 0.004 483 6
STD 0.002 857 3 0.003 409 8 0.000 499 6 0.000 553 92

F4 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 6.2804 29.279 6.1296 1.2241
Mı́n 0.190 04 0.146 67 0.226 83 0.2414
Media 0.681 96 1.0423 0.734 11 0.490 17
STD 1.0577 4.0838 0.982 75 0.261 57

F5 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.056 529 0.069 466 0.069 47 0.060 957
Mı́n 0.016 425 0.017 09 0.030 027 0.033 534
Media 0.026 26 0.030 93 0.043 273 0.047 736
STD 0.008 201 6 0.012 863 0.007 897 1 0.005 779 2

F6 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.103 41 0.116 38 0.180 34 0.187 66
Mı́n 0.083 624 0.091 29 0.132 69 0.150 99
Media 0.094 215 0.102 98 0.150 94 0.165 91
STD 0.004 367 7 0.006 168 0.007 557 1 0.008 374 9

F7 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.001 896 9 0.002 450 2 0.002 476 5 0.002 162 1
Mı́n 0.000 973 17 0.000 830 55 0.001 109 2 0.001 199 5
Media 0.001 392 3 0.001 419 8 0.001 449 0.001 579 3
STD 0.0002 0.000 301 66 0.000 226 81 0.000 220 58

F8 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.038 154 0.079 973 0.048 033 0.044 291
Mı́n 0.014 824 0.013 715 0.008 461 5 0.008 112 4
Media 0.023 78 0.037 052 0.018 186 0.024 404
STD 0.006 022 2 0.014 127 0.007 863 4 0.008 714 8

Tabla A.3: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales globales y métrica de
hipervolumen.
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F1 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 8.6683 9.1207 4.9309 4.5777
Mı́n 4.6407 3.7448 2.9629 2.7624
Media 6.644 5.9477 3.7579 3.4543
STD 0.933 87 0.927 99 0.451 73 0.3722

F2 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.002 868 4 0.002 799 7 0.001 203 1 0.001 178 4
Mı́n 0.001 249 5 0.001 193 7 0.000 568 11 0.000 672 45
Media 0.001 852 8 0.001 828 3 0.000 817 03 0.000 852 97
STD 0.000 287 82 0.000 412 7 0.000 123 21 0.000 111 41

F3 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.027 103 0.032 842 0.008 415 1 0.005 765 4
Mı́n 0.008 043 7 0.005 436 6 0.003 176 7 0.003 147 9
Media 0.016 003 0.014 023 0.004 493 0.004 261 2
STD 0.003 988 8 0.005 987 9 0.001 031 2 0.000 561 71

F4 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 5.3378 4.7238 39.307 55.043
Mı́n 0.345 67 0.271 48 0.157 53 0.138 19
Media 1.6691 1.1363 8.7538 14.215
STD 1.1743 0.901 01 9.0798 12.905

F5 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.061 191 0.070 077 0.300 61 0.2152
Mı́n 0.021 207 0.019 144 0.001 057 9 0.001 412 8
Media 0.044 613 0.046 885 0.057 449 0.040 451
STD 0.010 142 0.011 853 0.061 857 0.050 425

F6 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.242 24 0.233 25 1.347 0.436 06
Mı́n 0.114 07 0.116 76 0.164 74 0.149 06
Media 0.161 28 0.162 33 0.403 92 0.212 89
STD 0.023 924 0.024 617 0.2535 0.055 845

F7 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.003 138 0.003 494 9 0.005 328 0.003 991 5
Mı́n 0.001 107 1 0.001 106 2 0.001 230 4 0.001 168 5
Media 0.001 920 6 0.001 933 1 0.002 277 8 0.001 893 8
STD 0.000 533 33 0.000 508 35 0.000 841 54 0.000 560 13

F8 MOBEBS-C1 MOBEBS-C2 MOPSO-C1 MOPSO-C2
Máx 0.542 11 0.126 81 0.108 26 0.640 93
Mı́n 0.013 779 0.018 418 0.013 256 0.016 121
Media 0.132 82 0.051 164 0.047 331 0.069 365
STD 0.120 81 0.025 872 0.020 769 0.097 561

Tabla A.4: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales locales y métrica de
hipervolumen.
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Ciencia, Universidad De Castilla La Mancha, 2002.

[2] Boyd Stephen, Vandenberghe Lieven, Convex Optimization, Cambridge University
Press, 2004.

[3] Anderson Russell W., Conrad Michael, Hans J. Bremermann: A pioneer in mathe-
matical biology, BioSystems, 1995.

[4] Abidin Zulkifli Zainal, Arshad Mohd Rizal, Ngah Umi Kalthum, A Survey: Animal-
Inspired Metaheuristic Algorithms, Proceedings of the Electrical and Electronic Post-
graduate Colloquium EEPC, 2009.

[5] Nitschke G.S., Schut M.C., Eiben A.E., Emergent Specialization in Biologically Inspi-
red Collective Behavior Systems, Chapter in A. Yang and Y. Shan (eds.), Intelligent
Complex Adaptive Systems, IGI Publishing, 2008.

[6] Ballerini M., Cabibbo N., Candelier R., Cavagna A., Cisbani E., Giardina I., Le-
comte V., Orlandi A., Parisi G., Procaccini A., Viale M., Zdravkovic V., Interaction
ruling animal collective behavior depends on topological rather than metric distance:
Evidence from a field study, PNAS January 29, 2008.

[7] Couzin Iain D., Krause Jens, Franks Nigel R., Levin Simon A., Effective leadership
and decision making in animal groups on themove, Letters to nature, 2005.

[8] Zhang Hai, Chen Michael, Stan Guy, Zhou Tao, Maciejowski Jan, Collective Beha-
vior Coordination with Predictive Mechanisms, IEEE Circuits and Systems Magazine,
2008.

[9] Bajec Iztok Lebar, Heppner Frank H., Organized flight in birds, Animal Behaviour
78, 2009.

96



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 97
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de Maestŕıa, Universidad Nacional de Colombia Sede Medelĺın, 2010.
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