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Resumen

En este documento se propone un algoritmo de optimizaciéon multiobjetivo basado en
las propiedades emergentes de los enjambres.

El corazén cognitivo de la investigacién reposa en el algoritmo PSO (Particle Swarm
Optimization) con compartimiento turbulento, su desempeno es probado rigurosamente,
disenando experimentos con funciones artificiales que suelen resultar de alta dificultad de
resolucion tomadas de la literatura de la comunidad cientificamente especializada en el
tema de optimizacién multiobjetivo basada en el comportamiento de colectivos vivos.

La sencillez final del algoritmo habla de su robustez mostrada en todo el espacio de la
evaluacion y la nutricién cognitiva del algoritmo da cuenta de su poder e impacto en las
investigaciones que se devienen con prontitud.

Palabras clave: Enjambre de particulas, optimizacién, turbulencia.

Abstract

In this document is proposes an multiobjetive optimization algorithm based on the emer-
ging proprieties of the swarms.

The cognitive heart of the investigation lies in the PSO (Particle Swarm Optimiza-
tion) algorithm, that contains a turbulence behavior, its behavior is proven in a rigorous
way, designing experiments with artificial functions that happen to arise from the high
resolution difficulty taken out of the community literature scientifically specialized in the
subject of multi-objective optimization based on the behavior of living collective groups.

The final simplicity of the algorithm talks about its robustness which is shown in the
entirety of the evaluation, and the cognitive nutrition of the algorithm accounts for its
power and impact in the investigations which very quickly convert themselves.

Keywords: Optimization, particles swarm, turbulence.
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Introduccion

Han pasado ya varias décadas de gran trabajo en torno a la OPTIMIZACION basada en
PROGRAMACION BIOINSPIRADA. El presente documento pretende mostrar un avance
en ese dominio proponiendo en su primera parte el contexto méas sustancial del DISENO de
la investigacién con un protocolo simple y sintético sobre la justificacion, formulacion del
problema y su expresion cuestionante, con la conjetura llevada a HIPOTESIS, culminando
con su pertenencia y pertinencia a un grupo y linea de investigacion. Se exponen de manera
clara tanto los objetivos general y especificos, como los antecedentes.

En su segunda parte se ha dispuesto el marco tedrico especifico, esto es, en lo concer-
niente a OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO con la singularidad de observar la técnica
PSO (Particle Swarm Optimization) y finalmente se revisan los conceptos asociados a la
formalizacion de la turbulencia, en enjambres de particulas como propiedad emergente.

La tercera parte esta destinada al desarrollo del proyecto y al cierre del mismo. Prime-
ramente se propone el algoritmo de optimizacién y se define plenamente, a continuacion,
éste se somete a prueba en diferentes casos clasicos de la literatura especializada.

El cierre se realiza analizando el desempeno el algoritmo visto desde los resultados
obtenidos a partir del diseno riguroso de experimentos avalado por la comunidad cientifi-
camente especializada, luego de lo anterior se realizan se realizan la discusion y conclusion
para terminar con el interés de continuidad de la investigaciéon con sugerencias y propues-
tas.



Parte 1

Descripcion del proyecto



Capitulo 1

Formulacién del proyecto

1.1. Formulacién del problema

Los algoritmos de optimizacién multiobjetivo evolutivos han mostrado ser una buena
herramienta para la solucién de problemas con diferentes funciones objetivo [14]. Sin em-
bargo por su caracteristica evolutiva tienden a requerir una elevada cantidad de iteraciones
para obtener un resultado satisfactorio. Por su parte, los algoritmos multiobjetivo basados
en enjambres de particulas presentan una alta tasa de convergencia, sin embargo su prin-
cipal desventaja es lograr un adecuado manejo de la diversidad [14], [49]. La pérdida de
la diversidad de enfoques basados en enjambres de particulas se compensa normalmente
con operadores de turbulencia sin embargo por el momento no se ha tenido un desarrollo
definitivo al respecto [14].

Con esta propuesta se busca compensar la pérdida de diversidad de los enfoques basados
en enjambres de particulas, mediante el comportamiento emergente de un enjambre; lo cual
permite plantear la siguiente pregunta de investigacion:

. Cuéles son los elementos bésicos cognitivos para el diseno de un algoritmo de opti-
mizacién multiobjetivo basado en caracteristicas emergentes de enjambres que permitan
manejar la diversidad del enjambre?

1.2. Justificacion

Actividades de diseno, distribucién, asignacién, secuenciacién, produccién y procesos
industriales en general, suelen requerir herramientas de optimizacién [1]. Lo anterior se
presenta porque los métodos de optimizacion son una excelente herramienta para lograr
que los procesos de diseno en ingenierfa tengan una mayor precisiéon y exactitud [2]. Debido
a lo anterior, es necesario tener las herramientas adecuadas para poder atender los diversos
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requerimientos en el proceso de optimizacién. El espectro de las diferentes alternativas va
desde programacién lineal, optimizaciéon no lineal, programacién dinamica, hasta llegar a
técnicas modernas computacionales bio-inspiradas. Considerando lo anterior, es importan-
te la investigacion sobre nuevos métodos de optimizacion, que puedan ayudar a solucionar
problemas en las diferentes areas de la ingenieria y la ciencia.

Por otra parte, la naturaleza es fuente de inspiracién para el desarrollo de algoritmos
que permitan solucionar problemas en diferentes areas, en buena proporcion los algoritmos
desarrollados bajo esta perspectiva se han enfocado a problemas de optimizacién siendo
de los mas representativos los algoritmos genéticos, la optimizacion basada en colonia de
hormigas, enjambres de particulas y quimiotaxis bacteriana [3], [4], [5]. Por otro lado,
en el area de la biologia son de interés los modelos que describan comportamientos de
seres vivos como aves, peces, hormigas y bacterias entre otros. En particular cuando se
trata de comportamientos colectivos es de importancia modelar las interacciones presentes
entre individuos con el fin de reproducir las conductas que describe una congregaciéon
de individuos [6]. Enfoques de estos modelos consideran el efecto del liderazgo de un
individuo [7], mecanismos de prediccién [8] y formas de organizacién [9]. En particular
son de atencion los denominados comportamientos emergentes de los cuales se distingue el
movimiento de enjambres de individuos con la formacién de remolinos (turbulencia) [10],
[11].

Una de las grandes limitaciones del proceso de optimizacion cuando se tienen ecuaciones
no lineales, es la dificultad de garantizar la optimalidad global, ya que esto sélo es posible
cuando se tienen funciones objetivo convexas definidas sobre regiones factibles también
convexas [12].

Ahora bien, los desafios en optimizacién, se presentan con problemas sin una estructura
especial tales como: funciones discontinuas, ecuaciones donde no hay informacion de las
derivadas, restricciones definidas de forma implicita a través de relaciones de tipo caja
negra (entrada-salida) o problemas altamente no convexos. Para este tipo de problemas se
han desarrollado métodos de busqueda heuristicos que aunque no garantizan un éptimo
global, tienden a aproximarse a éste si el nimero de iteraciones es suficientemente alto [13].
De los algoritmos heuristicos mas empleados para la solucién de problemas se encuentran
los basados en el comportamiento de seres vivos denominados algoritmos bio-inspirados.

1.3. Hipotesis

Considerando lo anterior, se plantea la siguiente hipotesis:

“La turbulencia como comportamiento emergente de enjambres de particulas ofrece un
escenario cognitivo pertinente para lograr el manejo de la diversidad en el desarrollo de
un algoritmo de optimizaciéon multiobjetivo”.
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1.4. Grupo y linea de investigacion

La presente propuesta se encuentra soportada por el Grupo de Investigacién en Inter-
operabilidad de Redes Académicas (GIIRA), con la linea de investigacién en Optimizacién
Bio-inspirada.



Capitulo 2

Objetivo general y objetivos
especificos

2.1. Objetivo general

Desarrollar un algoritmo de optimizacién multiobjetivo basado en enjambres de particu-
las con comportamientos emergentes que permita manejar la diversidad del enjambre.
2.2. Objetivos Especificos

Proponer el algoritmo de optimizacién basado en enjambres de particulas con com-
portamiento emergente que permita el manejo de la diversidad.

Establecer casos de aplicacion estandar considerando lo reportado en la literatura.

Validar el algoritmo propuesto en los casos de aplicacién estandar encontrados en la
literatura.

Analizar los resultados obtenidos.



Capitulo 3

Antecedentes

3.1. Optimizacion bio-inspirada

La naturaleza es una fuente de inspiracién para el planteamiento de soluciones en
ingenieria especialmente en optimizacion. Un ejemplo de optimizacion presente en la na-
turaleza, ocurre cuando animales o seres vivos con mejores técnicas para la busqueda
de alimento tienen mayor posibilidad de sobrevivir [15]. En este campo son de resaltar
los aportes realizados por Hans J. Bremermann sobre la optimizacién bio-inspirada y en
particular en la optimizacién basada en quimiotaxis bacteriana [3].

Una técnica de optimizacién bio-inspirada se encuentra basada en el comportamiento de
las hormigas [16], [17], [18] y [19], donde se desarrollan diferentes algoritmos y aplicaciones.
Por otro lado, se estan realizando estudios observando el comportamiento de colonias de
abejas, esto con la finalidad de proponer procesos de busqueda y optimizacién. Una idea
general de optimizacién empleando colonias de abejas se presenta en [20]. Adicionalmente,
una aplicacion que combina logica difusa y el comportamiento de las abejas se tiene en
[21], esta aplicacion se encuentra enfocada en la solucién de problemas multiobjetivo.

La optimizacion basada en quimiotaxis bacteriana promete ser una buena herramienta
para la solucién de problemas en ingenieria. Una aplicacion practica se puede apreciar
en [22] y [23], donde se propone un algoritmo de optimizacién basado en quimiotaxis
bacteriana para la solucion de problemas multiobjetivo, el cual se encuentra enfocado al
disenio de un eje mecanico.

Sobre el desarrollo de aplicaciones que involucran enjambres de individuos, original-
mente su implementacién en procesos de optimizacién fue propuesta por James Kennedy
y Russell Eberhart (Particle Swarm Optimization PSO) [24]. Acerca del tema, una aplica-
cién en problemas de optimizaciéon multiobjetivo no lineal con restricciones se presenta en
[25], en este trabajo se acondiciona el algoritmo al problema multiobjetivo. El comporta-
miento de enjambres ha sido empleado en problemas de optimizacién con éxito, logrando
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convergencia en problemas multiobjetivo de alta complejidad tal como se aprecia en [26],
[27], [28] ¥ [29].

3.2. Comportamientos de enjambres

En la naturaleza se pueden apreciar diferentes comportamientos los cuales han sido
estudiados y modelados. En particular son de atencién los comportamientos de enjam-
bres siendo uno de los trabajos a resaltar el presentado en [30] donde se desarrolla un
modelo bésico para representar un enjambre de individuos. Por otro lado, en [10] revisan
las propiedades de la auto-regulacion y principios del comportamiento de enjambre tales
como: integridad, variabilidad, realimentacion positiva, realimentacion negativa, umbrales
de respuesta, direccion, inhibicién, redundancia, sincronizacion y egoismo. Adicionalmente
en [7] se analiza el efecto que tiene el liderazgo de un individuo, en [9] se consideran las
diferentes formas de organizacién que presentan las aves [9] y en [8] se observa el efecto
que tiene incorporar mecanismos de prediccion en un modelo de enjambre.

3.3. Modelos de particulas con comportamiento tur-
bulento

El movimiento circular de particulas formando un vértice es un comportamiento aso-
ciado por lo general a fluidos cuando se tiene flujo turbulento, sin embargo este tipo de
comportamiento se presenta en enjambres de individuos como peces, aves y bacterias, en-
tre otros. Sobre modelos empleados para representar este comportamiento se tiene el de
particula autopropulsada [31] y el de particula activa Browniana [32].

3.4. Aplicaciones de algoritmos de particulas con com-
portamiento de vorticidad

Es importante senalar que sobre aplicaciones que emplean modelos de enjambres con
caracteristicas de vorticidad, uno de los trabajos mas representativos es el desarrollado en
[33] donde se propone un método para la planeacién de trayectorias de robots moviles que
permite evadir minimos locales. Este algoritmo es denominado Local Minimal Avoidance
(LMA), o también Local Minimal Escape (LME). Propuestas similares para la planeacién
de trayectorias de robots movilices se pueden apreciar en [34] y [35] donde se emplea un
modelo de particula activa para el desarrollo del algoritmo de planeacion de trayectorias
VSPP (Vortex Swarm Path Planning Algorithm).
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En particular sobre algoritmos de optimizacién que emplean el concepto de vorticidad
se tiene el presentado en [36] donde se desarrolla un algoritmo que considera una analogia
con el comportamiento de un fluido en un sumidero (drenaje). Este algoritmo se deno-
mina Particle Swirl Algorithm (PSA). Una propuesta donde se plantea un algoritmo de
optimizacién basado en comportamiento de enjambres con caracteristicas de vorticidad se
aprecia en [37], [38] y [39].

3.5. Propuestas desarrolladas de algoritmos PSO mul-
tiobjetivo

A continuacion se presentan diferentes enfoques para extender el algoritmo PSO a
problemas multiobjetivo [40].

3.5.1. Algoritmos con exploracion separada de funciones ob jeti-
VO

En esta categoria se encuentran los enfoques que combinan todas las funciones objetivo
en una sola o consideran cada funcién objetivo por turnos para la evaluacién del enjam-
bre. La ventaja de estos enfoques es su sencilla actualizacién del enjambre y las mejores
posiciones. En este algoritmo se emplea un registro externo para el almacenamiento de
soluciones no dominadas. Su inconveniente es la falta de una informacién a priori con
respecto a una mejor manipulacion de las distintas funciones objetivo [40].

Enfoque de funcion objetivo agregada

En estos enfoques se agregan mediante una combinacién ponderada todas las funciones
objetivo en una sola. Si los pesos permanecen fijos durante la ejecucién del algoritmo se
tiene el caso de la agregacién ponderada convencional (CWA) la cual es incapaz de detectar
soluciones en las regiones céncavas de la frontera de Pareto, para evitar esto los pesos son
ajustados dindmicamente durante la optimizacién. Tales enfoques son la agregacion Bang-
Bang ponderada (BWA) y la agregacion dinamica ponderada (DWA) [40]. El uso de BWA
resulta en cambios bruscos de los pesos que fuerzan el algoritmo a seguir moviéndose hacia
el frente de Pareto. El mismo efecto se logra con DWA, aunque el cambio en los pesos
es mas suave, los enfoques DWA tienen mejor desempeno que los BWA en fronteras de
Pareto convexas. En [41] se propone la primera aproximacién de PSO multiobjetivo de
agregacion ponderada usando los enfoques de CWA, BWA y DWA, que proporcionaron
fronteras de Pareto con esparcimiento satisfactorio.

En [42] se considera un enfoque similar, donde el enjambre se divide en sub-enjambres
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y cada uno utiliza un ajuste de peso especifico. La mejor particula de cada uno sirve como
un lider s6lo para si mismo. Se usa una decision preliminar de Pareto con el fin de buscar
mas a fondo los puntos que son soluciones candidatas de Pareto 6ptimas.

Adicionalmente en [43] se propone un enfoque de pesos modificados dindmicamente,
incorporando un operador de mutacion para evitar el estancamiento del enjambre, asi co-
mo un término de aceleracién que incrementa la convergencia en etapas posteriores del
algoritmo. Las dos posiciones nueva y antigua son evaluadas e introducidas en una lista a
la cual se aplica la técnica de clasificacién no dominada [44] encargada de seleccionar las
particulas no dominadas que sufren un proceso de mutacién en un intento de mejorarlas.
El conjunto de particulas resultante constituye el enjambre en la siguiente iteracion del
algoritmo.

Enfoque con ordenamiento de las funciones objetivo

Estos enfoques requieren establecer una clasificacion de las funciones objetivo, la mi-
nimizacién se realiza para cada funcién de forma independiente, partiendo por las mas
importantes.

Originalmente en [45] se propone un esquema que implementa el ordenamiento de
funciones. Este algoritmo fija la funcién objetivo més simple y minimiza el resto de las
funciones objetivo, utilizando una variante de PSO con vecindarios dindmicos. No usa
ningun registro externo y las soluciones no dominadas son almacenadas como mejores
posiciones de las particulas.

Adicionalmente en [46] se propone una extension del enfoque anterior donde se incor-
pora un registro externo para almacenar las soluciones no dominadas y reducir el costo
computacional.

Enfoques de vector evaluado no basados en Pareto

Inicialmente en [41] se propuso el esquema Vector Evaluado PSO (VEPSO) basado
en la idea del Algoritmo Genético Vector Evaluado (VEGA), en este enfoque hay un
enjambre dedicado para cada funcién objetivo y es evaluado solamente para esta funcion.
Las mejores posiciones de un enjambre se utilizan para la actualizacion de la velocidad de
otro enjambre.

Adicionalmente en [47], se desarrolla una nueva versién de VEPSO donde cada enjam-
bre es asignado a un procesador y el nimero de enjambres no es necesariamente igual al
numero de funciones objetivo. La comunicacion entre los enjambres se realiza a través de
un esquema similar a la topologia de vecindario tipo anillo.

Un enfoque similar a VEPSO, fue propuesto en [48] llamado PSO Multi-Species que
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utiliza sub-enjambres que forman especies, una para cada funcién objetivo. Cada sub-
enjambre se evalia solamente con su propia funcion objetivo y la informacién de las mejores
particulas se comunica a sub-enjambres vecinos con la forma de un término adicional en
la ecuacion de actualizacion de velocidad de las particulas.

Algoritmos basados en dominancia de Pareto

Estos enfoques usan el concepto de dominancia de Pareto para determinar las mejores
posiciones (lideres) que guiaran el enjambre durante la biisqueda. En [49] se propuso el PSO
multiobjetivo (MOPSQ), uno de los primeros enfoques PSO basados en Pareto en el que
las soluciones no dominadas detectadas por las particulas se almacenan en un repositorio.
El espacio de busqueda se divide en hipercubos. A cada hipercubo se le asigna un valor
de aptitud que es inversamente proporcional al nimero de particulas que contiene. Utiliza
una ruleta clésica para seleccionar un hipercubo y un lider de él. La mejor posicién se
actualiza en cada iteracion, basado en la relacién de dominacién entre la mejor posicién
existente de la particula y su nueva posicion. El registro tiene un tamano limitado y las
nuevas posiciones se insertan basandose en el criterio de retencion que da prioridad a las
soluciones situadas en las zonas menos pobladas del espacio objetivo.

Otro adelanto se puede observar en [50] donde se propone un esquema PSO multiob-
jetivo que se ocupa de las ineficiencias causadas por el truncamiento del registro limitado
de soluciones no dominadas, utilizando una estructura arbol sin restricciones para el man-
tenimiento de registro llamada arbol dominado. Funciona de manera similar a MOPSO,
excepto el repositorio, que se mantiene a través de las estructuras antes mencionadas. Usa
un operador de mutacién (locura) sobre la velocidad de las particulas para preservar la
diversidad.

En [51] se presenta un método que emplea el estimador de densidad del vecino mas
cercano en combinacion con un esquema de ruleta para la seleccién de lideres. Los lideres
seleccionados son utilizados para actualizar la posicion del resto de particulas. Los lideres
con radio de apinamiento superior tienen una mayor probabilidad de seleccion ya que
promueven la propagacién uniforme de soluciones en la frontera de Pareto.

Por otra parte, en [52] se puede observar la propuesta de DOPS, un método basado
en un esquema elitista de registro que utiliza dos funciones: una para realizar seleccion y
otra para eliminar un valor de aptitud de cada particula. La seleccién del valor de aptitud
es una medida de la influencia de la particula a la propagacién de la frontera de Pareto y
aumenta con la distancia de sus vecinos mas cercanos.

Un desarrollo de algoritmos de optimizacién multiobjetivo de enjambre de particulas
inspirados en Algoritmos Evolutivos (PS-EA) se presenta en [53] donde la actualizacion
de las particulas es completamente diferente a cualquier algoritmo de PSO. Las ecuaciones
de actualizacion de las particulas son sustituidas por un arbol de herencia de probabilidad
y las particulas en vez de moverse en el espacio de busqueda con una velocidad adaptable,
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heredan los parametros de su nueva posiciéon mediante una asignacién dinamica de la
probabilidad de herencia (DIPA) que controla las probabilidades teniendo en cuenta la
retroalimentacién del estado convergente del algoritmo y la aptitud de la mejor particula
en general.

Una propuesta de varios algoritmos basados en MOPSO se aprecia en [54], en los
cuales se incorporan esquemas especiales para la seleccion de los miembros del registro
que participan en la actualizacion de la velocidad de las particulas. Se proponen un enfo-
que MOPSO en combinacién con el método sigma que asigna un valor numérico a cada
particula y miembro del registro, una particula utiliza como lider el miembro del registro
con el valor sigma maés cercano al suyo y utiliza un factor de turbulencia (mutacién) para
la actualizacion de la posicion de la particula.

Una propuesta llamada MaximinPSO se presenta en [55] con este enfoque se utiliza la
funcién de aptitud maximin donde solo los vectores decisién con un valor de la funcién
maximin menor que cero pueden ser soluciones no dominadas con respecto a la poblacién
actual. La funcién maximin promueve la diversidad del enjambre, ya que penaliza a las
particulas que se juntan en grupos, favorece las soluciones en medio de fronteras convexas
y en los extremos en fronteras céncavas; las soluciones no dominadas se almacenan en un
registro para servir como lideres.

Un MOPSO modificado denominado AMOPSO se propone en [56] donde sub-enjambres
son utilizados para explorar las diferentes regiones del espacio de busqueda. Cada sub-
enjambre tiene su propio grupo de lideres que son seleccionados al azar y sirven como
guias hacia la frontera de Pareto. Este enfoque no utiliza registro externo y alivia proble-
mas relacionados con espacios de busqueda discontinuos.

Otro algoritmo denominado OMOPSO, es presentado en [57] el cual emplea una esti-
macién del vecino mas cercano y dos registros externos: en el primero se almacenan las
mejores posiciones seleccionadas para la iteracion actual de PSO y en el otro se guar-
dan las soluciones no dominadas. También hace uso de turbulencia. Ademads incorpora un
mecanismo para retirar los lideres, cuando su niimero supera un umbral.

En [58] se propone un algoritmo donde se utilizan varios registros externos, uno para
las soluciones globales y uno para cada particula, donde almacena las soluciones de Pareto
Optimas recientemente descubiertas. Hace uso de una ruleta para seleccionar e introduce
en los registros el envejecimiento de los lideres.

Por otra parte en [59] se desarrolla el MOPSO-CD que incorpora un mecanismo de
distancia de hacinamiento para la seleccién de la mejor particula global y la eliminacién
de las soluciones no dominadas del registro externo. Emplea mutacién para mantener la
diversidad de las soluciones no dominadas. La distancia de hacinamiento se calcula por
separado para cada solucion no dominada. Una porcién de soluciones no dominadas con
las distancias de hacinamiento més altas son seleccionadas al azar para servir como lideres
del enjambre.



CAPITULO 3. ANTECEDENTES 13

Un trabajo adicional se puede apreciar en [60] donde se proponen las técnicas Rounds,
Random y Prob basadas en el concepto de dominancia de Pareto para seleccionar a los
lideres del registro externo. Rounds utiliza como guia global de una particula la soluciéon no
dominada que domina la menor cantidad de particulas del enjambre. Random utiliza como
guia global de una particula una solucion no dominada probabilisticamente seleccionada,
donde cada solucién no dominada tiene la misma probabilidad de seleccion. Prob constituye
una extension de Random que favorece a los miembros del registro que dominan el menor
nimero de puntos. También se emplea mutacion en este algoritmo.

La presentacion del algoritmo MOPSO-fs se realiza en [61], la cual es una variante
MOPSO con el intercambio explicito de aptitud donde a cada particula en el repositorio
de soluciones no dominadas se le asigna una aptitud. Este esquema de aptitud compartida
asigna valores de aptitud més altos a soluciones con un ntimero pequeno de otras soluciones
que la rodean. Los lideres del enjambre son seleccionados a través de una ruleta que utiliza
los valores de aptitud asignados.

Un esquema donde cada particula conserva todas las soluciones no dominadas que se
ha encontrado se presenta en [62]. En este enfoque se proponen diferentes técnicas, que
van desde la seleccion aleatoria pura hasta el uso de pesos y técnicas de preservacién de
la diversidad.

La presentacién de SMOPSO se realiza en [63] el cual incorpora una estrategia para
la seleccion de lideres en la cual se evalia cada particula de acuerdo con cada funcién
objetivo por separado asumiendo como media de las mejores particulas por funcion, la
mejor posicion global, para la actualizacién de enjambre.

Finalmente en [64] se realiza una revision sobre optimizacién tanto de uno como de
varios objetivos, analizando de manera experimental los efectos de la inercia, el coeficiente
de aceleracién y método de seleccién de probabilidad del algoritmo MOPSO.
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Capitulo 4

Optimizaciéon multiobjetivo

4.1. Introduccion

En el presente capitulo se revisan los aspectos tedricos que fundamentan la optimizacion
multiobjetivo. También se realiza un recuento de las diferentes técnicas que se tienen para
la solucion del problema asociado con la optimizaciéon multiobjetivo, siendo de importancia
el concepto de frente Pareto.

4.2. Definiciones previas

En esta seccién se presentan las definiciones formales asociadas a concavidad, conve-
xidad y su extrapolacién al concepto de regién convexa.

4.2.1. Convexidad

Una funcién ¢() es llamada convexa sobre el dominio de R si para 2 vectores arbitrarios
fl y fZ € R7
P(07) + (1 — 0)72) < 0¢(71) + (1 — 0)p(25) (4.1)

donde 6 es un escalar en el rango 0 < 0 < 1.

La funcién ¢() es estrictamente convexa si para la ecuacién 4.1 se puede cambiar <
por <.

Una funcion convexa no puede tener ningiin valor mayor que los valores de la funcion
obtenidos mediante interpolacién lineal entre ¢ (1) y ¢(Z2).

15
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Si la desigualdad de la ecuacién 4.1 es >, la funcién es céncava. Una funcién ¢(Z) es
concava (o estrictamente concava) si —¢(Z) es convexa (o estrictamente convexa). En el
caso de las funciones lineales estas son convexas y céncavas [14].

Un ejemplo de funcién convexa se puede apreciar en la figura 4.1, mientras que en la
figura 4.2 se puede observar una funciéon concava.

Figura 4.2: Funcién céncava.

4.2.2. Region convexa

Una region se define como un conjunto convexo en un espacio n-dimensional si, para
todos los pares de puntos Z; y Z» en el conjunto, el segmento rectilineo que los une
estd también enteramente dentro del conjunto. De tal forma, todo punto #, donde

T =02+ (1 —0)2,, 0<6<1 (4.2)
esta también en el conjunto [14].

Un ejemplo de conjunto convexo se puede apreciar en la figura 4.3, mientras que en la
figura 4.4 se puede observar un conjunto no convexo.
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)

X1

Figura 4.3: Conjunto convexo.

X2

€

Figura 4.4: Conjunto no convexo.
4.3. Definicién del problema de optimizacion multi-
objetivo
Segun [14] el Problema de Optimizaciéon Multiobjetivo (POM) se puede definir como:

Encontrar un vector de variables de decision que satisfaga unas restricciones y optimice
una funcion vector cuyos elementos representan las funciones objetivo.

Desde un punto de vista formal esto se puede expresar como: determinar un vector de
variables 7* = [z}, 2%, ..., 2%]T que satisfaga las m restricciones de desigualdad:

g:(Z) <0 parai=1,2,...m (4.3)



CAPITULO 4. OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO 18

las p restricciones de igualdad
hi(Z) =0 parai=12 ..p (4.4)
y que optimice la funcién vectorial

f(@) = [A@), fo(), .., fo @] (4.5)

Para efectos practicos todas las funciones objetivo se minimizan o maximizan lo cual
se puede lograr mediante la siguiente identidad:

min f;(7) = max(—fi(7)) (4.6)

El conjunto de restricciones dadas por las ecuaciones anteriores, determina la region
factible 2 y cualquier vector * € ) define una solucion factible. El vector de funciones
f (Z) es una funcién que mapea el conjunto €2 al conjunto A y que contiene todos los valores
posibles de las funciones objetivo [14]. Lo anterior se puede apreciar en la figura 4.5.

0= {z e R?} & A={ye R’

N VA

)

T

fs

Espacio de variables Espacio de funciones objetivo

Figura 4.5: Dominio de las variables y las funciones objetivo.

4.4. Conjuntos aproximados y dominancia

Considerando un problema de optimizacion de n funciones objetivo fi, fo, ..., f, las
cuales se buscan minimizar. Cada funciéon objetivo f; : X — R asigna a cada posible
solucién z en el espacio de busqueda a un valor real z; = f;(¥). En este sentido cada
7 € X es mapeado en un correspondiente vector 2 = (21, 29, ..., 2,) € Z de valores objetivo

Z=F(f1, fo, .o, fn) € R™.
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Considerando lo anterior dado un conjunto de vectores objetivo A C Z. A es deno-
minado conjunto aproximado si algiin elemento de A no es débilmente dominado que otro
vector solucién en A [87].

Para representar el concepto de dominancia se tiene la figura 4.6 donde se puede
apreciar que a = b, a>=c,a>=d, b>d,c>d,a>~d,a>=a,a>b,a>c,a>d, b>0b,
b>d,c=c,c=d,d>=dybllc[87].

fa

] ] fl

Figura 4.6: Concepto de dominancia.

Una solucién 7 domina a otra solucién @, F(¥]) > F(Z5) si para todos los j objetivos
fi(@1) < f;(Z2) vy adicionalmente existe un objetivo i para el cual f;(71) < fi(22) [83].

4.5. Optimalidad de Pareto

En optimizacién multiobjetivo dado que se busca tener el mejor valor de las funciones
objetivo, no es posible tener un aumento en su utilidad total, sin que eso implique la
disminucién en la utilidad de las otras funciones objetivo.

La dominancia de Pareto indica que si una soluciéon domina a otra, ésta debe ser
estrictamente mejor en al menos un objetivo y no peor en ninguno de los otros [14].

Para observar el concepto de frente de Pareto, en la figura 4.7 se observa que la solucién
A domina a la solucién B ya que es mejor tanto en f; como en fs, sin embargo, no domina
a C' ya que no es mejor.
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fa

Frente de Pareto

h

Figura 4.7: Ejemplo del frente de éptimo de Pareto.

En general, no es posible tener una expresiéon analitica de la linea o superficie que
contenga a los puntos que conforman el frente de Pareto. Por tanto, el procedimiento
normal para generar el frente de Pareto, es obtener el conjunto de puntos factibles €2 y
los valores correspondientes de f (Z) para toda #* € 2. Cuando hay un nimero suficiente
de ellos, entonces es posible determinar los puntos no dominados y producir el frente de
Pareto [14].

El grupo de los vectores * correspondientes a las soluciones incluidas en el conjunto de
6ptimos de Pareto son llamados no dominados. La grafica de las funciones objetivo cuyos
vectores no dominados se encuentran en el conjunto de 6ptimos de Pareto se denominan

frente de Pareto [14].

4.5.1. Definicién de optimalidad de Pareto

Un vector de variables independientes * € €2 es un 6ptimo de Pareto si no existe otro
7 € Q tal que f;i(Z) < fi(@*) paratodo i =1,....k y fi(Z) < f;(&*) para al menos un j.

No dominancia débil

Un punto 7* € € es una solucién débilmente no dominada si no hay & € €2 donde se
tiene que f;(Z) < fi(&*), para cada i = 1, ..., k.

No dominancia fuerte

Un punto Z* € ) es una solucion fuertemente no dominada si no hay ¥ € 2 donde se
tiene que f;(Z) < f;(Z*), para cada i = 1,...,k y para al menos un valor i, f;(¥) < f;(&*).
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En problemas multiobjetivo se tienen tres metas en general [57]:

1. Maximizar el conjunto de elementos del conjunto éptimo de Pareto.
2. Minimizar la distancia entre los elementos del conjunto de Pareto.

3. Maximizar la dispersién de soluciones encontradas con el fin de tener un vector
uniforme.

4.6. Clasificacion de técnicas

En el campo de la optimizacién se han realizado diferentes propuestas para clasificar
las técnicas que existen para resolver problemas multiobjetivo. Como un primer aspecto
a considerar, resulta importante distinguir las dos etapas en las cuales se puede dividir la
solucion de un problema multiobjetivo. La primer instancia consiste en la optimizacion de
las diversas funciones objetivo involucradas y el segundo proceso corresponde a la seleccién
de los compromisos més convenientes. Seguin [14], una clasificacion es:

1. Técnicas generadoras (articulacién a posteriori de preferencias).

2. Técnicas que se basan en una articulacién preliminar de preferencias (métodos no
interactivos).

3. Técnicas que se basan en una articulacién progresiva de preferencias (interaccién
con el tomador de decisiones).

En forma general una clasificacion de las técnicas evolutivas aplicadas en optimizacién
multiobjetivo es la siguiente [14]:

= No basadas en Pareto:

e Ordenamiento lexicografico.
e Suma lineal de pesos.

e VEGA.

e Método e-constraint.

e Satisfaccién de metas.
s Basadas en Pareto:

e Jerarquizacién de Pareto pura.
e MOGA.
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o NSCA y NSGA IL.
e NPGA y NPGA 2.

e Enfoques no generacionales.

4.7. Métodos no basados en Pareto

En este caso las técnicas no incorporan de manera directa el concepto de éptimo de
Pareto. Aunque estas técnicas son muy eficientes suelen ser adecuadas sélo para manejar
pocas funciones objetivo (menor a tres).

4.7.1. Ordenamiento Lexicografico

En este método las funciones objetivo se jerarquizan en orden de importancia. El
problema se redefine como:
min f; (&) (4.7)

sujeto a
9;(%) < 0; j=1,2,...m (4.8)

obteniendo Z¥ y fi = f1(2%).
Luego se plantea un segundo problema como:
min fo(7) (4.9)

sujeto a

obteniendo % y f3 = fo(25).
Este procedimiento se repite hasta haber considerado todos los objetivos.

Para esta técnica cuando se utiliza con algoritmos evolutivos se suele elegir aleatoria-
mente un objetivo en cada generaciéon. Una variante consiste en aplicar el operador de
seleccion empleando el objetivo mas importante, en caso de presentarse un empate en el
proceso de seleccion se usa la siguiente funcién objetivo en importancia y asi sucesivamente

[14].

La principal ventaja de esta técnica es su eficiencia computacional dada por su simpli-
cidad. Por otro lado, la desventaja esta sujeta al ordenamiento de las funciones objetivo.
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4.7.2. Combinacién lineal de pesos

Esta técnica consiste en convertir el problema multiobjetivo en uno mono-objetivo
mediante una suma ponderada de los objetivos:

k
min > w;f;(Z) (4.11)
=1

con w; > 0 que son los pesos que ponderan la importancia de cada una de las k funciones
objetivo del problema (dichas funciones deben estar escaladas). Suele suponerse que:

k

» wi=1 (4.12)

1=1

Como es de apreciar, la principal ventaja de esta técnica es su simplicidad y su eficien-
cia. Por otro lado, sus principales desventajas son en primer lugar la dificultad de definir
un conjunto de pesos que permita generar una porcion significante del frente de Pareto
y adicionalmente se tiene que esta técnica no permite obtener porciones no convexas del
frente de Pareto sin importar la combinacién de pesos empleada [14].

4.7.3. VEGA

Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA) este método fue propuesto originalmente
por David Schaffer en 1984, como parte de la tesis doctoral titulada Multiple Objective
Optimization with Vector Fvaluated Genetic Algorithms.

Esta técnica incorpora un mecanismo de seleccién donde para una poblacion de tamano
M se generan N sub-poblaciones correspondientes a las funciones objetivo.

Su principal ventaja es la eficiencia y su facilidad de implementacion ya que sélo se
requiere modificar el mecanismo de seleccion de un algoritmo genético simple. La principal
desventaja consiste en tener resultados similares a una combinacién lineal de pesos si se
emplea un método de seleccién proporcional al desempeno de las funciones objetivo. De
la misma forma, este método no incorpora explicitamente el concepto de dominancia de
Pareto y tampoco utiliza ningiin mecanismo para mantener diversidad.

4.7.4. Método e-constraint

En este método se optimiza la funcién objetivo considerada de mayor importancia y
se toman las funciones objetivo adicionales como restricciones acotadas por ciertos valores
permisibles denominados ¢;. En este esquema, se efectiia una optimizacién mono-objetivo



CAPITULO 4. OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO 24

sujeta a restricciones adicionales. En un paso adicional se modifican los valores ¢; con el
fin de generar un frente completo de Pareto, [14].

La principal ventaja del método es su relativa simplicidad y su desventaja es su costo
computacional dado por el nivel de variabilidad que se requiere para los valores ¢; [14].

4.7.5. Satisfaccion de metas

En esta estrategia se considera un conjunto de metas a satisfacer para cada funcién
objetivo. Al aplicar el algoritmo evolutivo se busca minimizar la diferencia entre la solucién
actual y el vector de metas deseables.

Estas técnicas son también denominadas de métodos agregativos y bajo ciertas con-
diciones pueden generar porciones no convexas del frente de Pareto. La principal ventaja
consiste en su simplicidad y su eficiencia computacional, puesto que no se requiere un
proceso de jerarquizacion de Pareto.

Por otra parte, su principal desventaja consiste en la dificultad de establecer las metas
deseables. Como también bajo ciertas circunstancias se pueden tener resultados ambiguos.

4.8. Meétodos basados en Pareto

El concepto de realizar una asignacién de aptitud basada en el concepto de éptimo
de Pareto fue sugerida originalmente por David E. Goldberg (1989) con lo cual se busca
sobrepasar las limitaciones de la estrategia VEGA.

En este método se realiza una seleccién que emplea una jerarquizacion de soluciones
basada en no dominancia buscando de esta forma dirigir la poblaciéon hacia el frente de
Pareto en un problema multiobjetivo.

El concepto en el cual se fundamenta esta técnica consiste en seleccionar los individuos
no dominados con respecto a la poblacion actual y asignarles la jerarquia y la aptitud mas
elevada. En el paso siguiente se eliminan temporalmente estos individuos de la competen-
cia y se re-jerarquiza la poblacion restante. El proceso se repite hasta jerarquizar toda la
poblacién. Adicionalmente resulta adecuada emplear alguna técnica para mantener diver-
sidad.

4.8.1. Jerarquizacon de Pareto pura

En este método se implementa directamente la idea original de Goldberg (1989) sin
considerar ninguna modificacién. La principal dificultad de esta técnica es su escalabilidad
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ya que el algoritmo de jerarquizacién es de orden O(kM?), donde k son las funciones
objetivo y M el tamano de la poblacién. La principal ventaja del método consiste en el
uso de una poblacion y la capacidad de lidiar con problemas multiobjetivo de cualquier
tipo.



Capitulo 5

PSO multiobjetivo

5.1. Introduccion

En esta seccién se presentan los fundamentos del algoritmo de optimizacién multiobje-
tivo basado en enjambres de particulas. En una primera instancia se revisan los conceptos
asociados con la optimizaciéon basada en enjambres de particulas y luego se describen los
diferentes enfoques que se tienen para el caso multiobjetivo.

5.1.1. Algoritmo de optimizacién basado en enjambres mono-
objetivo

El concepto de la optimizacién basada en enjambres fue propuesto por James Kennedy
y Russell Eberhart en [24]. En esta propuesta se desarrollé un algoritmo de biusqueda
basado en el comportamiento social de bandadas de aves.

El objetivo principal de estudiar el comportamiento colectivo de los animales es encon-
trar un simple y eficiente algoritmo de optimizacion.

El algoritmo basico PSO Particle Swarm Optimization (Optimizacién Basada en Com-
portamiento colectivo) es el siguiente:

1. Inicializar el enjambre en el espacio solucién.
2. Evaluar el desempeno de cada individuo (fitness).
3. Encontrar el mejor desempenio individual, colectivo y la velocidad.

4. Realizar el desplazamiento de cada individuo a la nueva posicién considerando los
valores del punto anterior.

26
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5. Repetir hasta tener convergencia o bajo algin criterio de finalizacion.

Un algoritmo basico PSO esta regido por las ecuaciones de velocidad y posicién. Para
la velocidad de cada individuo se tiene:

y para la posicion:
Zi(n+1)=2;(n)+v;(n+1)

Donde:

i: Indice de cada individuo.

n: Indice de tiempo discreto.

» 7;: Velocidad del i-ésimo individuo.

n 7;: Posicion del i-ésimo individuo.

= p;: Mejor evaluacion encontrada por el -ésimo individuo.

= ¢: Mejor evaluacién encontrada por el enjambre (Mejor global 6 mejor individual).
» 7,1 Mejor posicién encontrada por el i-ésimo individuo.

» 7, Mejor posicién encontrada por el enjambre (Mejor global 6 mejor individual).

B1, B2: Numeros aleatorios en el intervalo [0, 1] aplicado al i-ésimo individuo.

Un algoritmo PSO més elaborado incorpora un factor de inercia para el cdlculo de la
velocidad:

Gi(n+1) = ¢n)vi(k) + aa[Bri(Zp, — Zi(n))]
+ao [522‘(@ - fz(n))] (5’2)

Con:

= ¢: Funcién de inercia.

= a1, oy Constantes de aceleracion.
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La descripcion de los pasos de un algoritmo PSO se pueden apreciar en algoritmo 1.
Algorimo 1: Algoritmo PSO.

1 Inicializar el enjambre en el espacio solucion, (por lo general de forma aleatoria). La
velocidad inicial se considera cero;

2 begin

3 while Hasta tener convergencia o bajo algun criterio de finalizacion. do

4 Mover cada particula a la nueva posicién: Z;(n + 1) = @;(n) + v;(n + 1);

5 Evaluar el desempeno de cada individuo fitness: P, = f(%;(n));

6 Encontrar p;;

7

8

9

Encontrar g;
Calcular v(k) empleando la ecuacién 5.1 6 5.2.
end

10 end

5.2. PSO multiobjetivo

En problemas multiobjetivo, se pueden distinguir dos enfoques fundamentales para
el diseno de algoritmos PSO. El primer enfoque consiste en algoritmos que consideran
cada funcién objetivo por separado, en estos, cada particula se evaliia solamente para una
funcion objetivo a la vez. El segundo enfoque consiste en algoritmos que evalian todas las
funciones objetivo para cada particula basandose en el concepto de optimalidad de Pareto,
produciendo las mejores posiciones no dominadas, llamadas lideres, que se utilizan para
guiar las particulas [40].

En los enfoques mencionados, se debe tratar el problema de mantener las soluciones
Pareto 6ptimas detectadas. Este problema se puede abordar utilizando un conjunto adicio-
nal, denominado registro externo, para el almacenamiento de las soluciones no dominadas
descubiertas durante la busqueda. Un registro externo tiene también tamano limitado,
haciendo inevitable la imposicion de reglas relativas a la sustitucién de las soluciones
existentes por soluciones nuevas.

El problema de la selecciéon de los miembros del registro externo se ha abordado a través
de medidas que evaltian la calidad de cada miembro del registro, basado en estimadores
de densidad. Con estas medidas, los miembros del registro que promueven la diversidad
pueden ser seleccionadas. Los estimadores de densidad mas cominmente utilizados son el
estimador de densidad del vecino més cercano y el estimador de densidad kernel [40].

El problema de la actualizacion del registro es mas complejo. Una nueva solucion se
incluye en el registro si es no dominada por todos sus miembros. Si algunos miembros
estdn dominados por la nueva solucién, entonces por lo general se elimina del registro.
La actualizacion de la mejor posicion propia de cada particula, es mas sencilla, en los
enfoques basados en Pareto, la mejor posicion de una particula se sustituye sélo por una
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nueva dominante. El esquema general PSO multiobjetivo se puede describir con el siguiente
pseudocodigo:

Algorimo 2: Algoritmo PSO multiobjetivo.

1 Inicializar enjambre, velocidades y mejores posiciones;

2 Inicializar registro externo (inicialmente vacio);

3 begin

4 while Criterio de parada no satisfecho do

5 for Cada particula do

6 Seleccione un miembro del registro externo (si es necesario);
7 Actualizacién de velocidad y posicion;

8 Evaluar nueva posicion;

9 Actualizacién de mejor posicion y el registro externo.

10 end

11 end
12 end

El diagrama de flujo de un algoritmo PSO multiobjetivo se puede apreciar en la figura
5.1.
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e A\
Iniciar la poblacién de forma aleatorial
\ J
4 .

Calcular la velocidad y la
9 posicion de las particulas

Evaluacién, clasificacién y agrupacién

de los individuos segin la dominancia)

Almacenar en un registro
los mejores individuos

Se cumple el criterio
de parada

[Establecer el frente de Pareto final j

Figura 5.1: Proceso de un algoritmo PSO multiobjetivo

5.2.1. Enfoques PSO multiobjetivo

Sobre los diferentes enfoques para la propuesta de un algoritmo de optimizaciéon mul-
tiobjetivo basado en enjambres de particulas segin [57] se tiene:

= Enfoque de agregacion.

= Ordenamiento lexicografico.

= Enfoque de sub-poblacién.

= Enfoque basado en Pareto.
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Enfoque de agregacion

En esta categoria se considera la combinacién de todos los objetivos en uno solo, es
decir un problema multiobjetivo pasa a ser un problema con un solo objetivo. Segin [40] el
algoritmo tiene tres funciones de agregacion que son: una agregacién convencional lineal,
una agregacion dindmica y por ultimo una agregacién por pesos, en todos los casos los
autores manejan una topologia fully connected donde todos los miembros estan conectados
entre si.

Ordenamiento lexicografico

En este método los objetivos son ordenados por importancia, la solucion éptima es
obtenida por la minimizacién de las funciones objetivo por separado comenzando por la
mas importante continuando con la siguiente en el orden de importancia.

Enfoque de sub-poblacién

Este enfoque involucra el uso de una subpoblacién con la optimizacién de un solo
objetivo, entonces las subpoblaciones de alguna manera intercambian informacién entre
ellas mismas proporcionando una compensacion entre las diferentes soluciones previamente
encontradas por los objetivos separados.

Enfoque basado en Pareto

Este enfoque usa técnicas de seleccion del lider teniendo en cuenta la dominancia de
Pareto. Las técnicas para la seleccion del lider varian segun el autor, algunas de estas
técnicas son: dominacién, estimador de densidad, dominacion y cercania, densidad de
las soluciones, seleccion aleatoria, valor sigma, entre otras, la mayoria de estas técnicas
manejan una topologia fully connected.

5.3. PSO estrategias de seleccién

En un algoritmo de optimizacién PSO multiobjetivo es de gran importancia el método
de selecciéon y permanencia para el mejor resultado grupal e individual, para lo cual se
tienen las alternativas citadas a continuacion.



CAPITULO 5. PSO MULTIOBJETIVO 32

5.3.1. Estrategias para la seleccion y permanencia del mejor in-
dividual

Algunas estrategias para la seleccién y permanencia del mejor resultado individual son:

= Para cada individuo se mantiene un solo py.s;. Se reemplaza si z; es mejor que p;,
si no existe dominancia de una respecto de la otra, aleatoriamente se selecciona una
de las dos.

= Para cada individuo se mantiene un solo pp.s. Se reemplaza si z; es mejor que p;, si
no existe dominancia de una respecto de la otra, x; se selecciona la mas reciente.

= Para cada individuo se mantiene un solo py.s;. Se reemplaza solo si z; es mejor que
Di.

= Se mantiene un conjunto de individuos p;. A este conjunto pertenecen individuos
mutuamente no dominados encontrados por x; durante su movimiento.

5.3.2. Estrategias para la seleccién y permanencia del mejor gru-
pal

Los métodos para la selecciéon y permanencia del mejor resultado grupal son:
» Aleatorio (Grandom): Del conjunto de no dominadas globales, seleccionar aleatoria-
mente una. No se considera la aglomeracion.

» Dividido (Gpartitionea): El frente es dividido en grillas. Se hace una seleccién unifor-
memente distribuida de la grilla y luego una seleccién uniformemente distribuida de
un individuo de la grilla.

= Dirigido (Gpigseq): En este caso el frente es dividido en grillas, pero se dirige la
seleccion hacia la grilla con menos aglomeracion.

» Directo (Ggirectea): El mejor grupal es seleccionado de un registro élite.
» Sigma (Gsigma): Aplica el método sigma para seleccionar el G de cada individuo.

» FEuclidiano (Geyaidian): Se selecciona para cada individuo como G, al mejor de los
vecinos que se encuentre a una determinada distancia euclidiana.



Capitulo 6

Comportamiento turbulento en
enjambres de particulas

6.1. Introduccion

En las presentes secciones se muestran trabajos donde se describe el comportamiento
turbulento en enjambres de particulas. Estos trabajos se toman como referentes para
la seleccion del modelo observando la capacidad del modelo para describir movimientos
circulares.

6.1.1. Modelo propuesto por Colin R. Mclnnes

En [77] se realiza una descripcion formal de la generacién de vértices en enjambres
de particulas. Aqui se propone que un enjambre con interaccién de particulas se define

mediante un potencial de interacciéon y una funcién de orientacion de la siguiente forma:

dr;
— = 6.1
" (6.1)

U;
L VYU — VU — A, 2
m : ; j (6.2)

Donde U; = ) ; Ui;, la interaccion de los individuos del enjambre esta dado por un
potencial atractivo de largo rango:

Ug = —CyeMul/la (6.3)

La colisién de las particulas se evita mediante un potencial repulsivo de corto rango:

Ug = —C, e ITul/tr (6.4)

33
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La fuerza de los anteriores potenciales esta definido por C, y C, mientras que el rango
de estos esta dado por I, y I, tal que [, > [,.

La funcién de orientacion esta definida como:

A; _ZC Ty - 7iy)e Tl log (6.5)

Siendo 7 la representacion de un vector unitario, C, la fuerza de orientacién y [, el
rango de orientacién.

Con la anterior ecuaciéon el movimiento hacia o lejos de los vecinos es débilmente
frenada proporcional a la componente relativa de velocidad a lo largo del vector formado
entre particulas vecinas.

En centro de inercia del enjambre forma un centro relativo el cual se desplaza a velo-
cidad uniforme ya que se presenta una simetria en el movimiento de las particulas [77].

Analisis de energia

La energia total del enjambre se puede determinar como:

va, :—Zv, VU — Zvl VU] — Zv, i (6.6)

La energia cinética del enjambre es:

1 2
T = 5 Z mu; (6.7)

La energia potencial esta definida como:

T== ZZ Ug + U} (6.8)

De lo anterior se puede apreciar que:

d
(T + L) .
(T + sz ; (6.9)

De lo anterior se puede decir que el enjambre de particulas deja escapar lentamente la
energia y descansar en un estado minimo de energia si:

> G A =0 (6.10)

)
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La anterior condicion se satisface si 4 - 7;; = 0 lo cual indica que se tiene un estado de
equilibrio con una distancia fija de separacién |r};| entre particulas y una alineacion local
de los vectores de velocidad.

Analisis de momento angular

El momento angular total para el enjambre de particulas es:

Zmﬁx%:—ZﬁxVUﬁ—ZﬁxVU[—ZﬁxAi (6.11)

7 7

El gradiente de las funciones de potencial y la funciéon de orientacién estan dadas por
la interaccién de pares de particulas a lo lardo de 7;;. Dada la simetria de las interacciones
internas la parte derecha de la ecuacion tiende a ser nula.

Los torques internos debido a interacciones de dos particulas tienden a anularse apli-
cando la identidad 7; x 7; = —7; x ;. Por lo tanto, el momento angular total de una
particula es:

L; = m¥; X ¥ (6.12)

Por lo tanto: JL
L 6.13
- (613)

Entonces el momento angular total del enjambre es:

H=>"L (6.14)
Lo anterior indica que el momento angular se conserva.

6.1.2. Modelo de Ryan J. Lukeman

En [84], [85] se observan los conceptos fundamentales para la formacién de vortices
en enjambres de particulas. Considerando un enjambre de n particulas auto-propulsadas
con posicion 7; y velocidad 7;. Se asume que la direccién de la particula es idéntica a la
velocidad de esta i-ésima particula.

La ecuacién de movimiento es:

dr,
i _ 5 6.15
o U (6.15)
du; R -

v - a'z_l_fi_’yvz

dt
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Siendo @; la fuerza auténoma de auto-propulsion producida por el i-ésimo individuo y
dependiente de influencias externas y de la localizacion de la particula en el enjambre. f;
es la fuerza de interaccion de una particula con sus vecinos. yv; es la fuerza de friccién con
su respectivo coeficiente (7 > 0) la cual permite tener un limite de velocidad.

La fuerza de interaccion se puede modelar como:

SN ()
fi :g(\rj_rﬂ)jir (6.16)
Donde 7 es la posicién del vecino proximo y ¢ es una funcién de distancia.

Comparacion con otros modelos

Para realizar la comparacion se considera el modelo:

dr
- = O 1
o U; (6.17)
dv;

ft;ut + ﬁnt

dt

Donde f,.; es la fuerza generada de forma auténoma por cada individuo y f;,; es la
fuerza de interaccién con otros individuos.

= D’Orsogna, Chuang y Niwa proponen que: ﬁmt = (a — B|]*) ;.
= Levine propone: f;m = a% — B;

= En [84], [85] se propone emplear: fo., = —/37;

Anadlisis de la formacién de remolinos

En un remolino perfecto de n particulas que giran alrededor de un punto con radio
y con velocidad angular constante wy. Las particulas se encuentran igualmente espaciadas
una distancia d [84]. Para el andlisis las particulas se encuentran rotuladas secuencialmente
tal como se aprecia en la figura 6.1.
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. AU

Figura 6.1: Formacién de particulas en anillo.

El dngulo formado entre dos particulas adyacentes es: = 2w /n. Para simplicidad de
analisis en [84], [85] se considera @,;. Para el anillo de n particulas se tiene el conjunto de

ecuaciones:

Parat=1,...n—1y:

dr; .

dt

dv; -

d_qu = fz'(ﬁ'+1 - Fi) — YT
dlr_j»’ﬂ —

- f— fUn

dt

dv, > L, R
— = fulr1 =1 — YU,
dt f ( 1 ) 7

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

La solucion presentada en 6.1 es el estado estable de una distribucion de n particulas
en un anillo de radio 7y y velocidad angular constante wy. Solucionando las anteriores
ecuaciones para un estado estable considerando la distancia entre individuos d, radio r¢ y
velocidad angular wy. Para esto primero se descompone la fuerza de interaccion f en una
fuerza tangencial ﬁ y una fuerza centripeta f, figura 6.2.
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Figura 6.2: Fuerza normal y tangencial.

En estado estable no existe aceleracion tangencial por lo tanto el balance de fuerzas

tangenciales es:
fi—yv=0 (6.22)

La fuerza centripeta considerando una masa m = 1 que gira en un circulo de radio rg
y velocidad angular es:

—

N 2
fc = Q¢ = WoTolUe (623)
Donde 1, es un vector unitario radial, dado que |v|rowy se tiene:

fi="11q, (6.24)

Considerando los dngulos ¢ y ¥ de la figura 6.3, se tiene § = 27/n, ¢ = 0/2 =7/ny
Y = /2 — 7 /n, aplicando relaciones trigonométricas se establece que:

d = 2rysin (%) (6.25)
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Figura 6.3: Relacién de angulos.

Expresando las magnitud de las fuerzas:

7l = gldycos (%)
il = g(sin(Z)

Despejando las relaciones para la fuerzas tangencial y centripeta se tiene:

gldycos (Z) = o

n
. (T | 7]
van(l) - 1T
g(d) sin - -
Despejando |U] y 7o se tiene:
. cos (m/n)
ol = gld)—/——
v
cos? (m/n)
T = O ——
0 ~?sin (7w/n)
La velocidad angular es:
_
wy = — = ytan (7 /n)
To

Despejando g(d) se obtiene la condicién de existencia de la solucién:

g(d) = sd

Donde s = ~%/2 cos? (7/n)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)
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Para una g(d), n y = la formacién del remolino en estado estable ocurre si existe un
valor de d que satisface la anterior ecuacion. Lo anterior indica que se debe presentar la
interseccién de la funcién g(d) y la recta sd para que se presente el remolino.

6.2. Estabilidad en enjambres de particulas H-estable
con potencial de Morse

La descripcién de la estabilidad de enjambres en varios modelos biolégicos se realiza
empleando el diagrama de estabilidad H. Empleando herramientas de mecanica estadistica

se logran tener relaciones del diagrama de estabilidad H y comportamientos naturales de
enjambres [86].

En la figura 6.4 se muestra un diagrama de fase de estabilidad H para un potencial de
Morse. Comportamientos catastroficos y estables se predicen en funcién de los parametros

(Ir/la) y (Cr/Ca), [86].

Vv
S
= v
5
I Estable-H
- Catastrofico
N F-=—===--- 7 \; I_
= | I SII Estable-H
‘O(‘QS)/ 1
& 1
‘bév'/ ! Cl?2=1
S | —
4 1
1 : Catastroéfico VII
C = C= Cr/ca

Figura 6.4: Diagrama de fase de estabilidad H para un potencial de Morse. Adaptado de
[86].
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Capitulo 7

Modelo empleado

7.1. Introduccion

El modelo empleado es seleccionado basado trabajos precedentes donde se busca tener
un modelo lo més compacto posible que permita describir comportamientos de enjambre
como desplazamientos uniformes y movimientos circulares.

7.2. Esquema general de modelo

El modelo seleccionado como referencia se encuentra basado en el comportamiento del
zooplancton Daphnia. Con este enfoque se busca aprovechar la forma de locomocién con la
presencia de turbulencia ya que esta puede ser una buena estrategia para evadir minimos
locales tal como se aprecia en [33].

En términos generales el modelo seleccionado presenta la siguiente forma:

d;
T g 71
o v (7.1)
i, . .

mzd_,l; = Fact + Ent + Fesp (72)

Donde la primera ecuacién corresponde al célculo de posicion 7; de la particula co-
nociendo su velocidad v;. La segunda ecuacion corresponde al calculo de la velocidad de
la particula siendo m; la masa de la particula que para un caso practico se puede tomar
como m; = 1. La ecuacion de velocidad presenta las siguientes componentes:

= m;(dv;/dt): Término de inercia, el cual es una fuerza de caracteristica conservativa.

42
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—

» [, Fuerza correspondiente al movimiento activo asociado a la autopropulsion, por
lo general presenta una componente disipativa siendo este término de caracter no
conservativo.

s [}, Término que involucra las fuerzas de interaccion entre individuos, por lo general
esta componente es de caracteristica conservativa.

» [,y Término de fuerzas dadas por el espacio donde se encuentra la particula la cual
se puede considerar como una fuerza de caracteristica externa.

7.3. Modelo seleccionado

Considerando lo presentado anteriormente el modelo seleccionado se encuentra descrito
por las siguientes ecuaciones:

dr; .
dv; a4 &
mTt = (o= BT = 5 3~ 75) — V() (7.4
j=1

7.3.1. Términos seleccionados

Como es de apreciar, para la fuerza dada por el espacio de trabajo y para el término
estocastico solo se presenta una alternativa de implementacién, por lo cual, estos se to-
man como fueron descritos anteriormente. Por otro lado, la fuerza de autopropulsion y el
término de interacciones entre individuos son de atencién en la presente seccion para su
seleccion.

Buscando un modelo compacto que logre describir el comportamiento turbulento, fue-
ron seleccionados los términos relacionados a continuacién. Para la componente de auto-
propulsién (movimiento activo) se toma:

Fo = (a — Bu})t; (7.5)

La anterior expresion también se encuentra en la ecuacién de Rayleigh la cual presenta
un comportamiento de ciclo limite. Con esta fuerza de autopropulsion la velocidad de las

particulas en estado estable tiende a ser |v;| = \/a/ 3, [31], [86].

La fuerza de interaccion seleccionada se encuentra basada en un potencial atractivo
parabdlico el cual permite un acople global al centro de masa del enjambre. La fuerza de
interaccién en este caso es:

By = Z(ﬁ- — ) (7.6)

Jj=1

=|=
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Finalmente la informacion del entorno en el cual se desplaza la particula se encuentra
dada por F.s, = —VU,,, la cual es la fuerza producida por el medio donde la particula
realiza su movimiento.

7.4. Simulacion del modelo

Con la finalidad de observar las caracteristicas del modelo se realiza un conjunto de
simulaciones donde se toman diferentes valores de los parametros del modelo. Los parame-
tros a considerar son N, a, «, 3.

La simulacion se realiza empleando una aproximacién de Euler con un paso fijo de
At = 0,1. Con el fin de lograr un movimiento de traslacion las condiciones iniciales son
las mismas para todas las particulas, para la posicién se toma el origen y la velocidad
se considera con componentes de 0,001 en las dos direcciones. En la figura 7.1 se puede
apreciar el movimiento de traslacion que presentan las particulas.

Iteration: 67
10
5
= 0
-5
-1
-10 -5 0 5 10
x

Figura 7.1: Simulacién con N = 15 individuos y g = 0,2.

Para condiciones iniciales aleatorias de la posiciéon y la velocidad se tienen los resultados
presentados en las figuras 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5. En este caso se aprecia que el enjambre logra
describir una trayectoria circular de forma adecuada.
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Iteration: 250
10
5
= 0 \
\ o
\ ®»
AN
N
-5 \ d
&&ﬁg’
-1
-10 -5 0 5
x

10

Figura 7.2: Simulacién con N = 15 individuos y 8 = 0,4.

Iteration: 250
10
5
5 W 9
-1
-10 -5 0 5
x

10

Figura 7.3: Simulacion con N = 15 individuos y 5 = 0,8.

Iteration: 250
10

4

- &

¢ %
A

R

0 -

-10 -5

0 10
x

Figura 7.4: Simulacién con N = 25 individuos y 8 = 0,4.
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Iteration: 250

10
5
>0 @W
¢ /‘; 5
Repe 4
-5
-1
-10 -5 0 5 10
T

Figura 7.5: Simulacién con N = 25 individuos y # = 0,8.



Capitulo 8

Propuesta del algoritmo

8.1. Introduccion

En este capitulo se describe el algoritmo propuesto el cual se encuentra basado en
el modelo seleccionado. Para la implementacion del modelo las ecuaciones diferenciales se
convierten a tiempo discreto. La estrategia de busqueda multiobjetivo se encuentra basada
en la convergencia y dispersion del enjambre empleando movimientos lineales y circulares.
En esta propuesta para guiar la busqueda y desplazamiento de las particulas se emplea
un potencial de atraccién unimodal centrado sobre el punto de rotacién (vértice) sobre el
cual se quiere realizar la busqueda (empleando la dispersién circular de las particulas).

8.2. Implementaciéon del modelo

Para incorporar en el algoritmo el modelo dindmico del enjambre se discretizan las
ecuaciones diferenciales tomando un intervalo de tiempo At, de tal forma que se tiene:

miin+1] = 7n] + 6;[n]At (8.1)
Gin+1] = vn] + (8.2)
[(a — Belnl) i) — 5 Y (5] = 7lal) — VUil |

Para tener un algoritmo mas eficiente la fuerza dada por la interaccion entre individuos
se puede calcular de la siguiente forma:

5 2 (Fln] = 7)) = a (mn] - %Zﬂ-[n]) =a(7il) - R) (8.3)
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8.3. Estrategia propuesta para la biisqueda multiob-
jetivo

El algoritmo desarrollado se encuentra basado en primer lugar en el comportamiento
turbulento que presentan las particulas lo cual se emplea en el proceso de dispersién
mientras que los movimientos lineales se utilizan para la convergencia. El diagrama de
flujo del algoritmo se muestra en la figura 8.1.

eterminar las soluciones no dominada:

I

Establecer el punto de convergencia

I

Realizar convergencia o dispersién
seglin corresponda

I

Determinar las soluciones no dominadas

Inicializar el enjambre y
d S

Fin
proceso

convergencia
dispersién
?

Se
cumple el

criterio de
parada

(» )

Figura 8.1: Diagrama de flujo del algoritmo propuesto.

En una primera instancia del algoritmo se realiza la inicializacién aleatoria de las
particulas sobre el espacio de busqueda estableciendo las soluciones no dominadas, poste-
riormente se observa cudl de las soluciones presentan los vecinos mas alejados esto con la
finalidad de establecer las regiones del espacio de busqueda con posibles soluciones pero
con poca exploracién. Con el fin de lograr una mejor exploracion del espacio de busqueda
sobre la posicién anteriormente determinada se construye un potencial de atraccion para
guiar las particulas a este punto. Luego de tener la convergencia del enjambre a este punto
se realiza la dispersiéon empleando para esto movimientos circulares. Tanto en el proceso
de convergencia como de dispersion se actualiza el frente de pareto con las posiciones de
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las particulas. Por otra parte, en el proceso de dispersién cuando las particulas escapen del
espacio de busqueda se determina otra nueva posicion con vecinos alejados de tal forma
que se realiza una nueva convergencia a este punto. De esta forma se sigue el proceso de
convergencia y dispersion con lo cual se busca establecer mejores valores del frente de Pa-
reto. Para la finalizacion del algoritmo se establece un valor maximo de separacion entre
una particula y su vecino mas proximo.

Como es de apreciar el algoritmo para realizar la bisqueda presenta dos fases:
1. Convergencia: En esta fase el enjambre converge a un punto del espacio de bisque-
da sobre el cual se desea realizar el proceso de dispersion.

2. Dispersion: Después de realizar el proceso de convergencia se efectia la dispersion
del enjambre teniendo como vortice el punto de convergencia.

8.4. Algoritmo propuesto

El algoritmo de optimizacién propuesto es denominado MOBEBS Multi Objective
Based on Emerging Behavior of Swarms, el cual consiste en un algoritmo de Op-
timizacion Multiobjetivo Basado en Comportamientos Emergentes de Enjambres como lo
es el movimiento circular de particulas con la formacion de un vortice.

Algorimo 3: Algoritmo propuesto MOBEBS.

1 Inicializar el enjambre en el espacio solucién. La posicién inicial es aleatoria y la
velocidad es cero;

2 Determinar las soluciones no dominadas;

3 begin

4 while Bajo el criterio de finalizacion. do

5 Establecer el punto de convergencia;

6 while Se realiza el proceso de convergencia-dispersion do

7 Determinar el proceso a realizar: convergencia o dispersion;

8 Realizar convergencia o dispersion;

9 for : =1 hasta N do

10 Calcular la nueva posicién de las particulas con la ecuacion 8.1;

11 Calcular la nueva velocidad de las particulas empleando la ecuacion
8.2;

12 end

13 Pasar a la siguiente iteracién incrementando n.

14 end

15 end

16 Establecer el frente de Pareto.

17 end
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8.5. Estrategia para determinar el punto de conver-
gencia

Como es de apreciar en el algoritmo uno de los aspectos de importancia consiste en
determinar el punto de convergencia del enjambre sobre el cual se realiza la dispersion de
las particulas con lo cual se espera encontrar mejores soluciones.

Para determinar el punto de convergencia se busca establecer la zona en la cual existen
pocas soluciones no dominadas, por lo cual, se propone un criterio basado en la distancia
entre particulas.

El criterio de seleccién busca determinar la posicién de una particula que presenta la
maxima separacion entre sus vecinos mas cercanos. Para lo anterior primero se establecen
las posibles distancias entre una particula ¢ y otra j con 7 # j tomando para la particula
1 el menor de estos valores, es decir, la distancia con el vecino més préximo. Del conjunto
de distancias entre vecinos de las ¢-particulas se toma el mayor valor, es decir, la mayor
separaciéon con su vecino mas cercano. Este valor se puede determinar como:

dy = méx min (|7} — 75]) (8.4)
i=1,2,3..,N \ j=1,2,3...,N
Finalmente el punto de convergencia 7.5, se toma como la posicién que presenta la

distancia dyy.
{Fesp =Tildy = |7i —75|Vi=1,..,N j=1,..,N} (8.5)

8.6. Componentes del algoritmo

En esta seccion se revisan los aspectos relevantes de las componentes del algoritmo
donde se describe la forma de identificar las fases, el potencial de atraccién al mejor punto
encontrado y el factor de autopropulsion para las fases de dispersion y convergencia.

8.6.1. Identificacion de las fases del algoritmo

Con el fin de establecer cuando el enjambre converge se observa si la particula mas
alejada de 7.4, se localiza dentro de un determinado radio de convergencia R.,.

Para determinar la posicion del punto mas alejado se tiene la ecuacién 8.6 la cual es
evaluada en cada iteracion para cada particula.

g Fia Sla |Fz - Fesp| Z |Fale - Fesp|;
ale Falea Sla |Fz - Fesp| < |Fale - Fesp|~

(8.6)
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Considerando la mejor posiciéon encontrada y la posicion de la particula mas alejada
se pueden establecer los estados del algoritmo mediante la siguiente condicion:

(8.7)

Convergencia, Si; |Tesp — Taie| > Reon;
Dispersion, 815 [Tesp — Tate] < Reon-

8.6.2. Factor de interaccion

El factor de interaccién aunque se puede considerar el mismo para las fases de conver-
gencia y dispersion, este se toma por separado ya que se deben cumplir con restricciones
dadas por la velocidad maxima y minima de las particulas, de tal forma que se tiene:

0 { ac, si; Convergencia; (8.8)

aq, si; Dispersion.

8.6.3. Factor de autopropulsién en la fase de convergencia

Para lograr un comportamiento similar al descenso de gradiente en la fase de conver-

gencia se propone hacer =0y a = —m;/At de tal forma que se tiene:

miin+1] = 7n] + ¥;[n]At (8.9)
a & At

Gin+1 = T+ E* - ; — 7[n)) — VUeop(F[n)) o (8.10)

Por lo cual, las ecuaciones del modelo en la fase de convergencia son:
riln+ 1] = 7in] + v;[n]At (8.11)

N

. a . At
tiln+1] = [_N (7] = 7[n]) = VUeqp(7iln]) — (8.12)

j=1 ‘

Las anteriores ecuaciones son similares a las presentes en el método de descenso del
gradiente con un término adicional correspondiente a un acople global al punto medio de
las particulas.

8.6.4. Factor de autopropulsion en la fase de dispersion

Como un primer aspecto a considerar se tiene la condicién 8.13 para la seleccion del
parametro 3, donde 3y es un valor constante dado para la etapa de dispersion.

3 :{ 0, si; Convergencia; (8.13)

Bo, si; Dispersion.
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La adiciéon de energia se realiza mediante el factor de propulsion el cual se considera

como:
m;

o = N si; Convergencia; (8.14)
do A - |
— = q, si; Dispersion.

Es importante senalar que la energia adicionada se encuentra limitada de la forma:
0 > a > amax. El calculo de a en tiempo discreto se realiza como:

my;

]=——"
=%
afn + 1] = aln| + gAt, si; Dispersion.

afn si; Convergencia; (8.15)

Incremento constante

Una alternativa para la funcién g considera un tiempo 7, para el incremento de energia
y un tiempo 7Ty, para esperar mientras las particulas se dispersan de forma circular sobre
el espacio de busqueda. El nimero total de iteraciones que toma este ciclo es K, + Ky,
donde, K, =T, /At y Ky = Ty /At. Para lo anterior se emplea la variable K¢ con la cual
se realiza el conteo de las iteraciones. La expresién para g en este caso es:

g= { Te, si; 0 < Ko < Ky (8.16)

0, si: K, < Ko< K,+ Ky

Con la anterior funcién se espera que la energia de propulsién aumente hasta que
las particulas logren evadir el minimo local. El aumento de la energia estd dado por el
parametro 7, el cual corresponde a la tasa de incremento para la energia de autopropulsion.

8.6.5. Velocidad maxima y minima

Para evitar una situacion donde las particulas escapan del espacio de busqueda por
presentar una velocidad elevada se propone tener una velocidad maxima w4, para estas.
Por otro lado, al acercarse las particulas al valor minimo de Uy, la fuerza asociada a
este potencial disminuye haciendo que la velocidad de las particulas baje, por lo cual, se
considera un valor minimo de velocidad v, para evitar el colapso del enjambre.

Con el fin de establecer el efecto que tienen los valores maximos y minimos de la
velocidad en el desplazamiento de una particula se tiene:
|7iln + 1] — 7i[n]|
At

= | (8.17)
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El avance maximo Arys v minimo Aryg, asociados a una particula se pueden relacionar
con la respectiva velocidad maxima y minima de la siguiente forma:

A'rméx = UméxAt
A'rml'n = Uml’nAt

Por otro lado, se tiene que la magnitud de la velocidad producida por la fuerza F’Z es:

= |Gi[n + 1] — @i[n]]
Fil=m;

(8.18)

Considerando el caso particular en la fase de convergencia donde |v;[n + 1] — @;[n]| =
|U;[n+1]|, entonces, la fuerza méxima Fy, 4 y minima F,q, asociada a la velocidad maxima
y minima es:

m;
Fméx = Umidx 8.19
Ui (8.19)

m;
men = Umin 8.20
Umin 7 (8.20)

Otro aspecto a considerar en la fase de convergencia consiste en que la fuerza total que
actia sobre una particula estd dada por la fuerza de interaccién y la fuerza asociada al
punto de convergencia. En esta propuesta se considera que la magnitud de cada fuerza se
encuentra limitada por la velocidad maxima y minima que se puede generar. Empleando
la desigualdad triangular para vectores (ecuacién 8.21) se puede establecer una cota para
el valor méaximo y minimo total que pueden generar estas fuerzas.

|F:int,i + ﬁmej,i‘ S |F’int,i‘ + ‘ﬁmej,i‘ (821)

Considerando lo anterior se puede determinar un valor maximo y minimo total para
la velocidad de las particulas en la fase de convergencia de tal forma que se tiene:

UméxT = 2Uméx

UminT = val’n

8.6.6. Funcion potencial asociada al punto de convergencia

Para la funciéon potencial asociada al punto de convergencia se considera su descripcién
por separado para las fases de convergencia y dispersion. En el caso de convergencia se
emplea un potencial de tipo parabdlico limitado por la velocidad maxima y minima que
este puede producir.

Por otro lado, en la fase de dispersién se tiene un potencial de tipo conico para centrar
el enjambre en el punto encontrado y realizar el proceso de dispersion sobre este punto.
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Funcién potencial en la fase de convergencia

El potencial asociado al mejor punto individual se considera de tipo parabdlico y aco-
tado por el valor maximo y minimo de la velocidad (vmsx, Umm) que esta fuerza puede
producir en una iteraciéon. La consideracién para emplear un valor minimo de velocidad
consiste en mantener el enjambre de particulas en movimiento incluso cuando estéan en la
cercania del punto de convergencia.

Empleando las expresiones 8.17 y 8.18 se puede establecer U,,(7;) de la siguiente forma:

Fmin|Fesp_7:;|a Si; kmc|7?esp_ﬁ| S le'n;
Uesp(ﬁ) = kmc%|Fesp - Fi|2> Si; le'n < kmc|7?esp - fF;| S Fméx; (822>
Fméx|Fesp_er;'|> Si; Fméx < kmc|7?esp_7:;|-

La fuerza asociada al potencial U, es:

(Feszi - ﬁ)

_Fminﬁv Sl7 kmc‘Fesp — 7:;‘ S Fmin;
. esp i ) . .
Fesp,i(":;) - _kmc(Fesp - Fz)a S13 le’n < kmc‘resp - Ti‘ S Fméx; (823)
(Tesp = T3) . L
_Fméxﬁa SL; Fméx < kmc|resp - Ti|'
esp i

Funcién potencial en la fase de dispersion

En la fase de dispersién el potencial asociado al mejor punto encontrado se encarga
de mantener centrado el vortice de las particulas sobre este punto. Para poder estimar de
forma adecuada el radio de giro de las particulas este potencial se considera de tipo conico
de tal forma que la fuerza producida sea constante. Considerando lo anterior se propone
un potencial de la forma:

Unsp(75) = il ooy — 75 (8.24)

Donde k,,q es un factor de escala de tal forma que la fuerza asociada a este potencial
es: . .
Tosp — T
(Tesp = 72) j‘) (8.25)

md -
|Tesp — T

ﬁesp,i(ﬁ) =—k

8.6.7. Version estocastica del algoritmo

Con el fin de tener una mejor dispersion de las particulas cuando estas se desplazan se
propone realizar una ponderacién de la fuerza asociada al entorno Fg,;(7;) mediante un
nimero aleatorio 3, € [0, 1] uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1]. Considerando

lo anterior esta componente en la implementacion del algoritmo toma la forma Bgﬁesm(ﬁ-).



Capitulo 9

Resultados experimentales

9.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los resultados experimentales obtenidos. En una primera
instancia se observan las diferentes configuraciones de los experimentos realizados consi-
derando las funciones objetivo, tipo de inicializacion y configuracién de los algoritmos.

Adicionalmente en este capitulo se presenta el comportamiento dindmico del algoritmo
para las funciones multiobjetivo consideradas.

9.2. Funciones de prueba

Idealmente, las funciones de prueba elegidas para evaluar un MOEA (Multi-Objective
FEvolutionary Algorithm) debieran contener caracteristicas similares al problemas del mun-
do real. Sin embargo, la literatura especializada se ha caracterizado por el uso de funciones
artificiales que suelen resultar dificiles para la mayoria de los algoritmos evolutivos multi-
objetivo actuales, pero que no necesariamente representan las dificultades que caracterizan
a los problemas del mundo real.

Considerando lo descrito en [14] y [87] las funciones de prueba consideradas son:

Fi: Binh
s Numero de variables: n = 2.

= Limites de las variables: [—10, 10].

55
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= Funciones objetivo:
2, .2

fr = (z=5)"+(y—5)’

F5: Fonseca

= Nuamero de variables: n = 2.
= Limites de las variables: [—4,4].

= Funciones objetivo:

fi = T—exp(=((z = 1)*) = ((y + 1))
fo = 1—exp(—((z+1)*) = ((y = 1)*))

F5: Fonseca-2
= Ntumero de variables: n = 3.
» Limites de las variables: [—4,4].

= Funciones objetivo:

3
.
3
fo = 1—exp (—Z(mﬁ-

F,: Poloni

s Numero de variables: n = 2.
= Limites de las variables: [—3, 3].

= Funciones objetivo:
fii = —[1+ (A= B1)* + (4 — By)?|
fr= —l@+3°+w+1)7

A; = 0,5sin(1) — 2cos(1) 4 sin(2) — 1,5 cos(2
Ay = 1,5sin(1) — cos(1) + 2sin(2) — 0,5 cos(
()
()

By = 0,5sin(z) —2cos(x) + sin
By = 1,5sin(x) — cos(x) + 2sin

— 1,5cos
— 0,5 cos

)
)

(
(

~— —

(
(

)
2)

Y)
Y)
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F5: Rendon

» Numero de variables: n = 2.
= Limites de las variables: [—3, 3].

= Funciones objetivo:

2?2+y2+1
fo = P +3y°+1

Fs: Viennet
s Numero de variables: n = 2.

» Limites de las variables: [—2, 2].

= Funciones objetivo:

fi = @+ y-1)7
fo = P2+ @+1)2+1
fs = (=17 +y*+2

F-: Viennet-2
= Nuamero de variables: n = 2.
» Limites de las variables: [—4, 4].
= Funciones objetivo:

PRNCET VRS

2 13

+3

(r+y—3)? (—x+y+2)>

f2 36 8
(z+2y—1)°  (2y—x)?
Is 175 T

F3: Viennet-3
s Numero de variables: n = 2.

= Limites de las variables: [—3, 3].
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= Funciones objetivo:

fi = 0,5($2 + y2) + Sin(m2 + y2)

(Br —2y+4)? (z—y+1)?
= 15
f2 8 LT
1

— 2, ,2
fs = m—laleﬁ)(_(m +y°))

9.3. Configuracién de experimentos

Para el desarrollo de los experimentos se considera la inicializacién de las particulas de
forma global y local. La inicializacién global consiste en localizar las particulas de forma
aleatoria sobre todo el espacio de buisqueda. Por su parte, la inicializacion local consiste en
restringir la posicién de las particulas para la primera iteracién en un subespacio alejado
del minimo global. Siguiendo las recomendaciones de [88] se propone emplear una forma
de inicializacion como la mostrada en la figura 9.1.

Para los experimentos realizados se toma L = 0,8range(2)/2 y ¢ = 0,2range(2)/2 es
decir una separacién del punto medio correspondiente al 80 % de Rq y un subespacio con
un ancho del 40 % de Rq.

y L
b
()ptimo _,Ic l«—

Global\ |

Espacio de
Busqueda

|

Figura 9.1: Esquema de la inicializacién local de las particulas en dos dimensiones.

Con el fin de realizar la configuracion de los experimentos se considera en primer lugar
la funciéon multiobjetivo, luego se tiene el tipo de inicializacién y por tltimo se considera
las configuraciones respectivas de los algoritmos MOPSO y MOBEBS.

La configuracién de los experimentos se presenta a continuacién.

= Funciones objetivo: 8.
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= Condiciones iniciales:

e Globales.

e Locales.
= MOBEBS:

e Configuracién 1: Deterministico.

e Configuracion 2: Estocastico.
= MOPSO:

e Configuracién 1: w = 0,6, ¢c; = 1,7, co = 1,7.
e Configuracién 2: w = 0,729, ¢; = 1,494, co = 1,494.

9.4. Resultados experimentales

La configuracion de parametros se encuentra dada principalmente por el espacio de
busqueda para las diferentes funciones de prueba, teniendo asi las siguientes posibilidades:

= range(2) = 20.
= range(Q2) = 8.
= range(Q2) = 6.
= range(2) = 4.

Como es de apreciar, se tienen diferentes rangos para el espacio de bisqueda lo cual
influye principalmente en la velocidad con la cual se desplazan las particulas. En primer
lugar los pardametros de libre eleccién comunes a las funciones de prueba son:

N At m; )\méx )\min Ymd N \%
20 0,1 1 0,1 0,005 1 2

Tabla 9.1: Pardmetros del algoritmo.

La estrategia para el incremento de energia se determina considerando el ntimero de
veces que se desea realizar los incrementos de energia, por lo cual, resulta ser igual para
todas las funciones de prueba. A continuacién se muestran los parametros empleados
considerando los casos presentados anteriormente.

En primer lugar, para el caso donde range(£2) = 20 se tienen los pardmetros de la tabla
9.2.
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A'rmzix A'rml'n Umix Umin Fméx le’n Omax
2 0,1 20 1 200 10 10
50 RD Rcon Qad Qe kmc kmd

0,025 12 0,2 1,39 | 1,39 25 16,7

Tabla 9.2: Pardmetros del algoritmo con range(2) = 20.

Por su parte con range(f)) = 8 se tienen los pardmetros de la tabla 9.3.

A'rmzix A'rml'n Umix Umin Fméx le’n Omax
0,8 0,04 8 0,4 80 4 10
50 RD Rcon Qad Qc kmc kmd

0,156 | 4,8 0,08 | 1,39 | 1,39 25 6,67

Tabla 9.3: Pardmetros del algoritmo con range({2) = 8.

Para range({2) = 6 los respectivos parametros se pueden apreciar en la tabla 9.4.

A'rmzix A'rml'n Umix Umin Fméx le’n Omax
0,8 0,04 8 0,4 80 4 10
50 RD Rcon Qad Qe kmc kmd

0,156 | 4,8 0,08 | 1,39 | 1,39 25 6,67

Tabla 9.4: Pardmetros del algoritmo con range({2) = 6.

Finalmente, con range(£2) = 4 se tienen los pardametros de la tabla 9.5.

A'rmzix A'rml'n Umix Umin Fméx le’n Omax
04 | 002 | 4 0,2 | 40 2 10
50 RD Rcon Qad Qc kmc kmd

0,625 | 24 0,04 | 1,39 | 1,39 25 3,33

Tabla 9.5: Parametros del algoritmo con range(Q2) = 4.

Al realizar los célculos para K, y Ky empleando los anteriores valores se tienen las
estrategias para el incremento de energia mostradas en la figura 9.2.
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Figura 9.2: Estrategia para el incremento de energia.

9.4.1. Resultados cualitativos

En estos resultados para cada funciéon de prueba se observa de forma cualitativa un caso
representativo del comportamiento del algoritmo teniendo las figuras correspondientes al
frente de pareto encontrado, velocidad de las particulas, energia suministrada y radio de
giro de las particulas.

Resultados para F}

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo Fj son,
figura 9.3 correspondiente al frente de pareto obtenido, y figura 9.4 donde se presenta la
energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.

60

o Calculado
5Q - Referencia|

0 10 20 3}0 40 50 60
1

Figura 9.3: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.4: a) Magnitud de las velocidades, b) Energia suministrada, ¢) Radio medido y
estimado.

En un primer lugar, para la funcién de prueba Fj, en la figura 9.3 se aprecia una buena
aproximacion al frente de pareto ideal. Por su parte en la figura 9.4 se observa el incremento
de energia y la velocidad medida la cual se aproxima a la estimada. Adicionalmente se
puede apreciar que el radio medido se encuentra cerca al estimado.

Resultados para F)

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo Fy son,
figura 9.5 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.6 donde se presenta la
energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.

1 i b
0.8f
0.6f
Ny
0.4f
0.2p
o Calculado

Referencia

G I i i i 2]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

h

Figura 9.5: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.6: a) Magnitud de las velocidades, b) Energia suministrada, ¢) Radio medido y
estimado.

En este caso en la figura 9.5 se observa una adecuada convergencia del algoritmo al
frente de pareto de referencia. También se aprecia que la velocidad medida se aproxima a
la estimada (figura 9.6). Finalmente se observa que el radio medido se encuentra cerca al
radio estimado.

Resultados para Fj

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo F3 son,
figura 9.7 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.8 donde se presenta la
energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.

o Calculado o
Referencia
G 1 i i i
0 0.2 0.4 f 0.6 0.8 1
1

Figura 9.7: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.8: a) Magnitud de las velocidades, b) Energia suministrada, ¢) Radio medido y
estimado.

En al figura 9.8 se observa que el algoritmo logra encontrar una buena cantidad de
soluciones del frente de pareto. Por su parte, en la figura 9.8 se aprecia que la velocidad
de las particulas esta dada por el incremento de energia teniendo una mejor aproximacion
con la velocidad estimada en las ultimas iteraciones. Finalmente es de apreciar que el radio
medido se aproxima al estimado.

Resultados para F}

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo Fj son,
figura 9.9 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.10 donde se presenta la
energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.

30

] o Calculado

2l K Referencia|

20r

15 20

Figura 9.9: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.10: a) Magnitud de las velocidades, b) Energfa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En primer lugar es de apreciar que las particulas logran encontrar una buena cantidad
de soluciones del frente éptimo de pareto. En este grupo de figuras se puede observar los
procesos de convergencia y dispersion realizados por el enjambre.

Como es de apreciar en la figura 9.10 en la medida que se incrementa la energia el
radio de giro también aumenta. En estos resultados también se puede apreciar que para las
iteraciones finales se tiene una mejor aproximacion entre la velocidad medida y estimada.

Resultados para Fj

En este caso las figuras 9.11 y 9.12 presentan los resultados cualitativos para la funcion
objetivo Fy. Estas figuras muestran el frente de pareto encontrado y el comportamiento
dinamico del enjambre.

La figura 9.11 corresponde al frente de pareto obtenido, por su parte en la figura 9.12
se presenta la energia suministrada, velocidad media de cada particula y el radio de giro
tanto estimado como medido para el enjambre de particulas.
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Figura 9.11: Frente de pareto encontrado.
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Figura 9.12: a) Magnitud de las velocidades, b) Energfa suministrada, c) Radio medido

y estimado.

En este grupo de resultados se puede observar que el enjambre encuentra de forma
adecuada una buena cantidad de soluciones del frente de pareto realizando procesos de
dispersion mediante incrementos de energia. Finalmente también se aprecia que el radio

medido se aproxima al estimado.

Resultados para Fg

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo Fg son,
figura 9.13 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.14 donde se presenta la

energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.



CAPITULO 9. RESULTADOS EXPERIMENTALES 67

o Calculado
Referencia

il ) . W | |
300 400 500 600 700 800

Iteracién
b)
1G T T T T T T T T
s o P ,/ J— b
S \ _ \ S
C - | | 1 | | 12 | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800
Iteracion
c)
N T T T T T T T
oF | — Medido i
2 —— Estimadq
e}
o]
| | ‘ ) | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Iteracién

Figura 9.14: a) Magnitud de las velocidades, b) Energfa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En estas figuras se observa que mediante el proceso de dispersion el enjambre logra
encontrar los valores del frente 6ptimo de pareto. También se aprecia que la velocidad
medida se aproxima a la estimada en buena parte de las iteraciones. Finalmente es de
notar que el radio medido se aproxima al estimado.

Resultados para F%

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo F% son,
figura 9.15 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.16 donde se presenta la
energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.
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Figura 9.16: a) Magnitud de las velocidades, b) Energfa suministrada, c) Radio medido
y estimado.

En estos resultados se puede apreciar que el algoritmo realiza varios incrementos de
energia lo cual le permite encontrar varios puntos del frente de pareto. También se obser-
va que la velocidad de las particulas depende de los incrementos realizados al factor de
propulsion.

Resultados para Fj

Las figuras que muestran los resultados cualitativos para la funciéon objetivo Fy son,
figura 9.17 correspondiente al frente de pareto obtenido y figura 9.18 donde se presenta la
energia suministrada, velocidad y radio de giro de las particulas.
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Figura 9.18: a) Magnitud de las velocidades, b) Energia suministrada, ¢) Radio medido

y estimado.

Para esta funcién objetivo se observa que el enjambre realiza varios procesos de dis-
persion lo cual permite encontrar varios puntos del frente de pareto. Por otra parte, se

aprecia que la diferencia entre la velocidad medida y estimada tiende a ser menor para
velocidades altas de las particulas. Finalmente es de notar que el radio medido se aproxima

al estimado.



Capitulo 10

Analisis estadistico de resultados

10.1. Introduccion

En este capitulo se realiza el analisis estadistico de los resultados obtenidos. La metodo-
logia empleada para el andlisis de datos consiste inicialmente en pruebas de normalidad y
homocedasticidad (igualdad de varianza) con las cuales se determina la prueba de hip6te-
sis a realizar para comparar los resultados obtenidos para diferentes configuraciones. La
comparacion entre los diferentes grupos de parametros se realiza considerando el nimero
de iteraciones requeridas para que el enjambre de particulas logre llegar al objetivo. En la
primera parte del capitulo se realiza una revision de conceptos sobre la prueba de hipétesis
como las diferentes pruebas a realizar y posteriormente se aplican estas pruebas a los datos
recolectados.

10.2. Metodologia

Cuando existe variabilidad en los datos recolectados de un experimento se suele emplear
prueba estadistica de hipdtesis. Cuando se quiere establecer si los resultados obtenidos para
dos configuraciones de parametros son iguales, las hipdtesis a considerar son:

= H, Hipotesis nula. Los resultados obtenidos para los dos grupos de parametros pre-
sentan valores medios iguales.
= [, Hipdtesis alternativa. Los resultados obtenidos para los dos grupos de pardmetros

no presentan valores medios iguales.

Cuando se acepta o rechaza la hipdtesis nula existe la posibilidad de cometer un error
el cual se puede clasificar tal como se muestra en la tabla 10.1. En el error tipo I se rechaza

70
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la hipotesis nula cuando esta es verdadera, mientras que para el error tipo II se acepta la
hipétesis nula siendo esta falsa.

Decisién \ Condicién real | Hy verdadera H, falsa
Rechazar H Error Tipo I Correcto
Aceptar H, Correcto Error Tipo 11

Tabla 10.1: Error tipo I y tipo II.

Luego de realizar los experimentos con la respectiva recoleccién de datos el procedi-
miento general para la prueba de hipdtesis es:

1. Establecer la hipétesis nula y alternativa.

2. Fijar el estadistico de prueba (tipo de prueba a realizar).

3. Establecer la regién de rechazo de la hipétesis nula (nivel de significancia).
4. Tomar los datos y calcular el estadistico de prueba.

5. Establecer si se acepta o rechaza la hipdtesis nula.

En muchas oportunidades la prueba de hipdtesis se realiza considerando un nivel de
significancia a-value el cual corresponde a la probabilidad de cometer un error tipo I. Para
pruebas de una cola si el estadistico de prueba calculado con los datos es mayor que el
calculado para el valor de significancia la hipotesis nula se rechaza. Otro enfoque para la
prueba de hipétesis consiste en el p-value el cual es la probabilidad de obtener un resultado
donde la hipétesis nula es cierta. Bajo este enfoque la hipdtesis nula se rechaza si el p-value
del estadistico de prueba es igual o menor que el nivel de significancia establecido.

10.2.1. Pruebas estadisticas de hipotesis

Para determinar si se acepta o rechaza la hipotesis nula existen diferentes pruebas
estadisticas las cuales principalmente se pueden clasificar como paramétricas y no pa-
ramétricas. Las pruebas paramétricas estan basadas en suposiciones sobre los datos sin
embargo son méas robustas, por otro lado las pruebas no paramétricas no requieren su-
posiciones para su aplicacion. En el caso de emplear pruebas paramétricas es necesario
comprobar previamente las suposiciones mediante pruebas estadisticas las cuales suelen
ser de normalidad y homocedasticidad, la primera determina si los datos siguen una dis-
tribuciéon normal y la segunda consiste en establecer si los grupos de datos a comparar
presentan la misma varianza.
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Considerando que las pruebas paramétricas son mas confiables pero requieren de una
verificacion preliminar de las suposiciones que las soportan, entonces, una posible meto-
dologia para realizar este tipo de pruebas segin [89] y [65] se describe a continuacién. En
el caso de tener normalidad y homocedasticidad lo recomendado es realizar un anélisis de
varianza (ANOVA), cuando se presente la normalidad de los datos pero no la homoce-
dasticidad, se puede emplear la prueba de Welch o de Kruskal Wallis, finalmente si no se
presenta normalidad la prueba recomendada es la de Kruskal Wallis. Esta metodologia se

puede apreciar en la figura 10.1.
Cumple Normalidad No cumple
(Kolmogorov-Smirnov)

Cumple Homocedasticidad No cumple

(Levene)

l ANOVA I ( ‘Welch J ( Kruskal-WallisJ

Figura 10.1: Metodologia para establecer la prueba de hipdtesis a realizar.

Si luego de aplicar la metodologia indicada anteriormente se rechaza la hipdtesis nula
se concluye que existen diferencias significativas entre los grupos de resultados, por lo cual,
el siguiente paso consiste en realizar pruebas de comparaciones multiples para establecer
que grupos presentan diferencias entre si [89)].

Si se cumplen los supuestos de normalidad y homocedasticidad, las comparaciones mul-
tiples se pueden realizar empleando los contrastes de: Duncan, Newman-Keuls, Bonferroni,
Scheffé o HSD de Tukey [89], [92].

En el caso de no cumplirse los supuestos de normalidad y homocedasticidad se pue-
den emplear pruebas no paramétricas para comparaciones multiples de: Nemenyi, Holm,
Bonferroni-Dunn [93], [94] o la prueba de Bonferroni como método complementario a la
prueba de Kruskal-Wallis [95].

El test de Friedman es un equivalente no paramétrico al test de medidas-repetidas
ANOVA. La prueba de Bonferroni-Dunn es similar al test de Tukey para ANOVA y es
util cuando se quiere comparar un algoritmo de control en relacién a otros. El de Test de
Holm prueba secuencialmente las hipotesis ordenadas segtin su significancia. Finalmente
la prueba de Ranking de Signos de Wilcoxon es una alternativa no paramétrica al t-test
por parejas.
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Para determinar que grupos de resultados son significativos entre si se tienen dos
enfoques, el primero consiste de una comparacién de todos a todos para lo cual se emplea
el test de Nemenyi, el cual es similar al test de Tukey para ANOVA. El otro enfoque
consiste en realizar la comparacion con un algoritmo de control donde se tienen menos
comparaciones, ejemplos de este tipo de pruebas son Bonferroni-Dunn y Step-down.

Un método valido para muestras grandes equivalente al procedimiento de Bonferroni
(Bonferroni tiene un método paramétrico para comparaciones) para comparaciones mul-
tiples puede emplearse en este caso, siempre que el tamano de las muestras no sea muy
pequeno.

Como resultado de aplicar el método no paramétrico de Bonferroni se tienen interva-
los de confianza los cuales permiten determinar si los grupos a comparar no presentan
diferencias significativas. Una representacién aproximada del resultado de esta prueba se
realiza de forma grafica donde se muestra el ranking promedio de cada grupo y un inter-
valo equivalente. Dos grupos de resultados se consideran con diferencias significativas si
sus intervalos se traslapan [96].

10.3. Analisis de resultados

Considerando que el algoritmo propuesto consiste en un enjambre de particulas, enton-
ces, para establecer el niimero de corridas que se debe ejecutar el algoritmo con cada grupo
de pardmetros se pueden tomar como referencia los trabajos presentados en [29] donde se
emplean algoritmos de optimizaciéon basados en enjambres de particulas realizando 50 co-
rridas para cada caso de aplicacién. Los datos que se muestran en las siguientes tablas
consisten en la media, la varianza (VAR), la desviacién estandar (STD) y en rango medio
(MR) el cual se emplea para las pruebas no paramétricas de Kruskal-Wallis y Bonferroni.

Para las pruebas de normalidad, homocedasticidad y comparacién entre grupos de
datos se toma un nivel de significancia de 0,05 lo cual corresponde a un error del 5% de
aceptar la hipotesis nula.

10.4. Métricas de desempeno en optimizacion multi-
objetivo

Con las métricas de desempeno se busca establecer si un conjunto de soluciones es
mejor que otro, también cudl conjunto de soluciones contiene més informacién del Frente
Optimo de Pareto real.

Al respecto se puede decir que la distancia del conjunto éptimo obtenido al Frente Opti—
mo de Pareto debe ser minimizada. Es deseable una buena distribucién (en muchos casos
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uniforme) de las soluciones encontradas. La extension del frente no dominado obtenido,
debe ser maximizada [98], [99].

Aqui se tienen dos conceptos importantes:

= Convergencia: Calidad de las soluciones encontradas.

= Diversidad: Cantidad de soluciones encontradas.

Segiin [100] en el disenio de métricas de desempeno se tienen tres criterios principales:
capacidad, convergencia y diversidad, lo cuales por lo general se han tomado en consi-
deracién. Sobre la base de estos criterios se categorizan las métricas en cuatro grupos
principales:

= Métricas Capacidad: En este grupo de métricas coinciden el niimero o la proporcion
de soluciones no dominadas en el conjunto de soluciones 6ptimas S que satisface los
requisitos dados predefinidos.

= Métricas de convergencia: Son las métricas para medir la proximidad del conjunto
de soluciones 6ptimas a S frente de Pareto FP.

= Métricas de diversidad: Estas métricas incluyen dos tipos de informacion:

1. Las medidas de distribuciéon de forma uniformemente dispersas son las solucio-
nes de S en el espacio objetivo

2. Spread indica lo bien que hacen las soluciones de S cuando llegan a los extremos
de los verdaderos PFs.

= Meétricas Convergencia-Diversidad: Indican tanto la convergencia y la diversidad de
S en una sola escala.

10.4.1. Meétricas de convergencia

A continuacién se realiza la respectiva descripcién de los principales indices de desem-
penio que permiten establecer la convergencia de un algoritmo de optimizacion multiobje-
tivo.

Distancia generacional

Esta métrica devuelve un valor que representa la distancia media de las soluciones en
el frente de Pareto construido por un algoritmo multiobjetivo (PFiuown) y €l frente de
Pareto real PF},,. y se define como:
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(10.1)

Donde n es el numero de soluciones en PFjy,,, v d; es la distancia euclidiana (en
el espacio objetivo) entre cada vector en PFj,oun y €l miembro més cercano de PFj...

Un resultado de cero indica que ambos frentes son el mismo, cualquier otro valor indica
P Frpown se desvia de PFy.,. [83].

En la figura 10.2 se puede apreciar la interpretacion grafica de esta métrica.

f2

h

Figura 10.2: Interpretacion grafica de la distancia generacional.

Métrica T

Se tiene un conjunto H de 500 soluciones uniformemente distribuidas del Frente Optimo
de Pareto. Para cada solucién se calcula la minima distancia Euclidiana con H. La métrica
T es la media de esas distancias [97].

Indicador Epsilon

El indicador de Epsilon corresponde a la distancia del peor caso de las soluciones
encontradas. El indicador de Epsilon es considerado una dura métrica de cumplir. Se basa
en la idea de tener el mejor desempeno en ambos objetivos. Por lo anterior la métrica es
mas dificil de cumplir si se tiene un gran vacio en la aproximacién encontrada del frente
de pareto. Un ejemplo de esta métrica se puede apreciar en la figura 10.3.
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f2

S

Figura 10.3: Interpretacion grafica de la métrica Epsilon.

Métrica de proximidad

Esta métrica se encuentra dada por la siguiente relacion:

(S )™
FOP*

(10.2)

Prox =

Donde:

= M: ntimero de objetivos.
= FOP*: frente éptimo encontrado.

= d;: distancia Euclidiana entre la soluciéon I del conjunto de soluciones 6ptimas en-
contradas y el miembro mas proximo del FOP.

10.4.2. Meétricas de diversidad

En esta parte se realiza la respectiva descripcién de los principales indices de desempeno
que permiten establecer la diversidad de las soluciones obtenidas con un algoritmo de
optimizacién multiobjetivo.
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Métrica de hipervolumen

Esta métrica considera el tamano del area no dominada en el espacio de funciones
como indicador de la diversidad. El hipervolumen compara un volumen multidimensional
determinada por la aproximacién con el volumen determinado por la aproximacién mas
conocida, con relacién a un punto de referencia (ver figura 10.4).

f2

Figura 10.4: Representacién grafica del hipervolumen.

La métrica hipervolumen captura tanto la convergencia y la diversidad, esto se hace
calculando el volumen multidimensional creado por cada conjunto, con relacion a un punto
de referencia. Estos volimenes estan ilustrados en la figura 10.4. Es de apreciar que no se
puede tener una buena cantidad de hipervolumen a menos que tenga casi todos los puntos
a través de la cobertura total de la funciéon multiobjetivo. Un aspecto negativo consiste en
el costo computacional, lo cual se esta mejorando con nuevos algoritmos, algunos de los
cuales son compatibles con el marco MOEA.

Siendo R el espacio de decisién y Leb denota la medida de Lebesgue, entonces, el
indicador hipervolumen Iy (A) de un A C R conjunto de soluciones se puede definir
como el hipervolumen del espacio que estd dominado por el conjunto A y estd delimitada
por un punto de referencia 7 = (11, ...,7;) € R™

Igy(S) = Leb (U[fl(x),'ﬁ] X [fa(), 7] X [fn(év),rn]> (10.3)

zeSs

donde [f1(x), 1] x[fa(x), r2]... X[ fn(2), 7] €s el hypercubo k dimensional el cual consiste
en todos los puntos que estan dominados por el punto x, pero no por el punto de referencia
[101].
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Métrica de espaciamiento

Mide el rango de la varianza en las soluciones vecinas en el Frente Optimo encontrado
[98], esta métrica se encuentra dada por la siguiente expresion:

s= | —— > (d—doy? (10.4)
Donde:

= d; = ming (| /(%) = f1(Z)] + [f2(T5) — o(Z)]) + - + [fu (@) = [ (Z5)].
= d: es la media de todos los d;.

m n: es numero de soluciones.

Métrica A

Mide la distancia Euclidiana entre soluciones y dos soluciones adicionales extremas
[97], [98]. Para el caso, esta métrica se puede calcular como:
At S - d]

_ 10.5
dy+d+ (N —1)d (10.5)

10.4.3. Otras métricas de desempeno
» Cantidad de soluciones 6ptimas.
= Tiempos de ejecucion.

= Complejidad computacional.

10.5. Configuracién de los algoritmos

Para los diferentes experimentos la configuracién de los algoritmos son:

= MOBEBS-C1: Versiéon deterministica.

= MOBEBS-C2: Versién estocastica.

= MOPSO-C1: Configuracién 1: w = 0,6, ¢; = 1,7, ¢ = 1,7.

= MOPSO-C2: Configuracion 2: w = 0,729, ¢; = 1,494, ¢; = 1,494.
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10.6. Resultados para distancia generacional

En esta seccién se compara el desempeno del algoritmo MOBEBS con el algoritmo
MOPSO tomado como referente considerando como métrica de desempeno la distancia
generacional. En las tablas A.1 y A.2 del Anexo A se pueden apreciar los resultados
obtenidos de los algoritmo MOBEBS y MOPSO.

Con los datos recolectados se realizan las respectivas pruebas de normalidad homoce-
dasticidad y comparacion entre grupos registrando los respectivos p-value. En las tablas
10.2 y 10.3 se presentan los resultados obtenidos para las pruebas de normalidad, por su
parte, en las tablas 10.4 y 10.5, se muestran los resultados para las pruebas de homoce-

dasticidad y comparacion entre grupos.

Tabla 10.2: Anélisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.1.

Funcién | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
F1 0.298 93 0.27891 0.11265 0.3672
£?2 0.6105 0.60373 0.47408 0.462 39
F3 0.016 227 0.034 959 0.265 63 0.23026
4 7.6018 x 107 | 3.1073 x 10~° 0.13328 0.586 51
F5 0.082 154 0.34411 0.33252 0.652 34
F6 0.484 39 0.10103 0.489 74 0.685
7 0.021 252 0.079574 0.27744 0.418 34
8 2.1089 x 107% | 4.6267 x 10~° 0.1124 0.57189

Funciéon | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
F1 0.098 441 0.47194 0.258 88 0.2338
£?2 0.363 96 0.80575 0.666 56 0.505 57
F3 0.026 055 0.00090548 | 0.0021364 0.11749
F4 2.1779 x 10~7 | 1.5105 x 10~° 0.776 11 0.673 97
F5 0.39741 0.676 23 0.301 57 0.514 88
F6 0.11204 0.28098 0.63274 0.552 57
7 2.467 x 107> | 0.000 54197 0.069 07 0.009526 3
8 7.5418 x 107° [ 0.000371 88 0.469 58 0.13568

Tabla 10.3: Anélisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.2.

Con el fin de establecer los casos que presentan diferencias se realiza la prueba de

Bonferroni (no paramétrica) obteniendo los resultados mostrados en las figuras 10.5 y
10.6.
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Funcién | Normalidad | Homocedasticidad | Kruskal-Wallis ANOVA
bl No 0 0 0
I No 3.8104 x 1078 6.2147 x 10~° | 5.1885 x 10~°
Iy No 0 0 0
Fy No 1.7675 x 10~ 0 7.8524 x 1078
Iy No 0 0 0
Fy No 0.047 942 0 0
F; No 3.2302 x 1076 3.1704 x 107% | 3.6621 x 107
Iy No 3.6668 x 1012 0 1.3391 x 1077

Tabla 10.4: Analisis de datos para los resultados de la tabla A.1.

Funcién | Normalidad | Homocedasticidad | Kruskal-Wallis ANOVA
o No 1.7306 x 10~ 0 0
F, No 3.3307 x 10716 6.6613 x 10~ 16 0
Iy No 5.3468 x 10713 0 7.7716 x 10716
I No 0.021 595 0 0
Fy No 2.0691 x 1077 0.009 838 0.040 874
Fy No 3.7296 x 1077 4.1658 x 107° | 6.2948 x 107
F No 9.9349 x 1076 0 1.1745 x 10°
Fy No 1.4111 x 10713 0 0

Tabla 10.5: Analisis de datos para los resultados de la tabla A.2.
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Figura 10.5: Resultados de la comparacion para distancia generacional y condiciones

iniciales globales.
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Figura 10.6: Resultados de la comparacion para distancia generacional y condiciones

iniciales locales.
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En estos resultados es de apreciar el comportamiento del algoritmo desde una pers-
pectiva estadistica. Para condiciones iniciales globales el algoritmo MOBEBS obtuvo un
mejor desempeno en la funciéon multiobjetivo Fy. Por su parte para las funciones F, y F»
no se observa diferencia significativa desde una perspectiva estadistica.

Para condiciones iniciales locales el algoritmo MOBEBS logra mejores resultados en las
funciones Fy y Fg. Con las funciones objetivo F5 y Fg no se aprecia diferencia significativa.

Por otra parte, en estos resultados se observa que el algoritmo MOBEBS estocastico
tiende a presenta un mejor desempeno que el algoritmo MOBEBS deterministico tanto
para condiciones iniciales globales como locales.

10.7. Resultados para hipervolumen

En esta seccién se compara el desempeno del algoritmo MOBEBS con el algoritmo
MOPSO tomado como referente considerando como métrica de desempeno la distancia
generacional. En las tablas A.3 y A.4 del Anexo A se pueden apreciar los resultados
obtenidos de los algoritmos MOBEBS y MOPSO.

Con los datos recolectados se realizan las respectivas pruebas de normalidad homoce-
dasticidad y comparacion entre grupos registrando los respectivos p-value. En las tablas
10.6 y 10.7 se presentan los resultados obtenidos para las pruebas de normalidad, por su
parte, en las tablas 10.8 y 10.9, se muestran los resultados para las pruebas de homoce-
dasticidad y comparacion entre grupos.

Funciéon | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
F1 0.77404 0.53281 0.56223 0.358 87
F2 0.57968 0.606 37 0.49707 0.544 27
F3 0.046 435 0.070116 0.61905 0.10979
F4 4.001 x 107° | 4.2118 x 10719 | 2.1637 x 107° 0.01017
F5 0.088 333 0.000 296 83 0.085467 0.635 82
F6 0.768 61 0.408 45 0.41769 0.487 22
Fr 0.287 54 0.35053 0.1395 0.3973
F8 0.080617 0.158 01 0.298 63 0.5481

Tabla 10.6: Analisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.3.

Con el fin de establecer los casos que presentan diferencias se realiza la prueba de
Bonferroni (no paramétrica) obteniendo los resultados mostrados en las figuras 10.7 y
10.8.
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Funcién | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
F1 0.47017 0.53725 0.093193 0.58816
£?2 0.596 95 0.1703 0.68595 0.070957
F3 0.406 72 0.19524 0.261 39 0.13464
F4 0.015 543 0.025 257 0.009963 7 0.141 56
F5 0.716 36 0.35348 0.13555 0.010467
F6 0.248 25 0.129 82 0.022 0.012099
7 0.38791 0.081184 0.013 322 0.020603
8 0.005451 3 0.12494 0.098811 | 5.1709 x 10~°

Tabla 10.7: Anélisis de normalidad de datos para los resultados de la tabla A.4.

Funcién | Normalidad | Homocedasticidad | Kruskal-Wallis ANOVA
Fi No 1.8374 x 10711 0 0
5 No 4.885 x 1071 0 0
Iy No 7.3175 x 10713 0 0
F, Si 0.136 26 0.174 49 0.644 41
Iy No 0.0013927 0 0
Fy No 0.0037235 0 0
I No 0.056 06 0.0001351 0.000 685 36
Fy No 4.2505 x 107° 1.5321 x 10714 0

Tabla 10.8: Analisis de datos para los resultados de la tabla A.3.

Funcién | Normalidad | Homocedasticidad | Kruskal-Wallis ANOVA
F No 4.4639 x 1078 0 0
Iy No 7.2697 x 10713 0 0
Iy No 0 0 0
F, No 0 0 2.2204 x 10716
Iy No 1.7764 x 1071 0.01223 0.194 07
Iy No 3.3307 x 10716 0 0
E; No 0.003 3575 0.036915 0.006 420 4
Iy No 2.3982 x 10712 5.9443 x 107° | 1.7334 x 1077

Tabla 10.9: Analisis de datos para los resultados de la tabla A.4.
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Figura 10.7: Resultados de la comparacién para hipervolumen y condiciones iniciales

globales.
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Figura 10.8: Resultados de la comparacién para hipervolumen y condiciones iniciales

locales.
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En el caso de tener condiciones iniciales globales se tiene un mejor desempeno del algo-
ritmo MOBEBS en las funciones de prueba Fi, F» y Fj. Adicionalmente en las funciones
Fy, F7 y Fg no se aprecia diferencia significativa.

Al tener condiciones iniciales locales se tiene un mejor desempeno del algoritmo MO-
BEBS para las funciones de prueba Fij, Fy y F3. Finalmente no se observa diferencia
significativa con las funciones Fy, F; v Fg.



Capitulo 11

Conclusiones, aportes originales y
trabajos futuros

11.1. Conclusiones

La propuesta realizada permite abordar con otro enfoque el problema de convergencia
y exploracién en algoritmos de optimizacién multiobjetivo. Fue posible observar las ca-
racteristicas del algoritmo propuesto de forma cualitativa y cuantitativa, mediante figuras
demostrativas y con un adecuado analisis estadistico. De forma puntual las conclusiones
del proyecto son:

= En este trabajo se propuso un algoritmo de optimizacion multiobjetivo basado en el
comportamiento emergente de un enjambre de particulas.

= La turbulencia empleada como estrategia de busqueda permite establecer diferentes
soluciones del espacio solucién que se encuentran cerca del frente de Pareto.

= El algoritmo permite tener una forma sistematica de busqueda de las posibles solu-
ciones del frente de Pareto.

= El modelo empleado permite tener comportamientos de enjambre como desplaza-
mientos uniformes y movimientos circulares los cuales se aprecian en diferentes gru-
pos de seres Vivos.

= En los resultados experimentales se aprecié que el algoritmo logra encontrar una
buena cantidad de soluciones sobre el frente de Pareto.

88
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11.2. Aportes originales

El algoritmo permite abordar el proceso de exploraciéon mediante un comportamiento
emergente que presentan los seres vivos, esta propuesta permite tener una alternativa para
el proceso optimizacién multiobjetivo. Con este algoritmo se tienen los siguientes aportes
originales:

= Se propone una estrategia de busqueda multiobjetivo basada en el comportamiento
de seres vivos que realizan movimientos circulares para la busqueda de alimento.

= La estrategia propuesta emplea proceso de convergencia y dispersion para la explo-
racion del espacio de busqueda.

= Se propone una estrategia para mejorar la exploracién del algoritmo donde se tienen
pocas soluciones del frente de pareto.

11.3. Trabajos futuros

Aunque se ha tenido un avance en el desarrollo de algoritmos basados en comporta-
mientos emergentes particularmente, aplicados en optimizacion multiobjetivo los trabajos
que se pueden desarrollar posteriormente son:

= En trabajos futuros se espera evaluar més estrategias para terminar el punto de con-
vergencia con lo cual se busca mejorar las capacidades de exploracion del algoritmo.

= En un trabajo futuro se espera evaluar el desempeno del algoritmo con mas funciones
de prueba.

= Extender la aplicacién del algoritmo a problemas con restricciones.

11.3.1. Recomendaciones

Con el fin poder mejorar el desempeno del algoritmo para posteriores investigaciones
se recomienda tener presente los siguientes aspectos:

= Para mejorar el desempeno del algoritmo se pueden emplear otras funciones de po-
tencial de atraccién asociadas al punto de convergencia.

= También se pueden proponer otros esquemas para determinar el punto de conver-
gencia.
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= En un trabajo adicional se puede considerar otro modelo de particulas que permita
controlar de mejor forma la dispersién del enjambre.



Anexo A

Resultados experimentales

En este anexo se muestran los resultados experimentales obtenidos para el algoritmo
MOBEBS. Los resultados se consignan en tablas donde se tiene:

= Max: valor maximo.

= Min: valor minimo.

= Media: promedio.

= STD: desviacion estandar.

También se presentan resultados del algoritmo MOPSO estandar los cuales se toman
como referentes de comparacion. Las tablas con los respectivos resultados son:

Tabla A.1: Condiciones iniciales globales y métrica de distancia generacional.

Tabla A.2: Condiciones iniciales locales y métrica de distancia generacional.

Tabla A.3: Condiciones iniciales globales y métrica de hipervolumen.

Tabla A.4: Condiciones iniciales locales y métrica de hipervolumen.
Las configuraciones de los algoritmos son las siguientes:

MOBEBS-C1: Versién deterministica.

MOBEBS-C2: Versién estocastica.

MOPSO-C1: Configuracién 1: w = 0,6, ¢ = 1,7, ¢ = 1,7.

MOPSO-C2: Configuracién 2: w = 0,729, ¢; = 1,494, co = 1,494.
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F, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 0.0092187 0.008 399 0.003 1891 0.003 199
Min 0.003241 6 0.0027535 0.001 6487 0.001 8376

Media | 0.005760 2 0.004 548 3 0.0021929 0.002361 1
STD 0.0014956 0.001196 8 0.00030918 | 0.00032684

F, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 1.0476 x 107° | 9.6722 x 1076 | 8.7094 x 1076 | 9.0051 x 10~
Min | 7.3167 x 1075 | 5.5655 x 1076 | 7.406 x 1075 | 7.6949 x 10~

Media | 8.7045 x 1076 | 8.3495 x 10~ | 8.1593 x 107% | 8.2663 x 1076
STD | 7.4518 x 107 | 7.934 x 10~7 | 3.2257 x 10~7 | 3.4806 x 107

F; | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 0.00036803 0.0003216 | 1.5245 x 107" | 2.4295 x 10~°
Min | 2.351 x 10~ | 1.5209 x 10~° | 4.7394 x 107% | 6.5106 x 10~

Media | 0.0001233 | 8.3954 x 107" | 85158 x 10°% | 1.1975 x 10~°
STD | 8.1234 x 107 | 5.9462 x 107" | 2.1778 x 1079 | 4.0651 x 107

F, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 3.7437 6.5236 0.053 452 0.047 534
Min 0.088 532 0.050 546 0.010271 0.023 092

Media 0.34223 0.708 22 0.037 316 0.039 848
STD 0.538 81 1.1207 0.007 6244 0.004 3135

F;, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 0.00053464 | 0.00074419 | 0.00016561 | 0.00019387
Min | 7.9181 x 107 | 6.6816 x 107> | 3.8674 x 10~° | 6.1745 x 10~°

Media | 0.00029105 | 0.00037221 | 7.9362 x 1075 [ 0.000 129 24
STD | 0.00013625 0.00016 2.7067 x 107° | 2.6699 x 10~°

F;, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 0.0021276 0.002356 8 0.0031383 0.003 349
Min 0.0011525 0.0010457 0.0019034 0.001 8834

Media | 0.0015623 0.0015679 0.0024673 0.0027332
STD | 0.00023294 | 0.00031393 | 0.00031944 0.000 339

F- | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 0.00012961 | 0.00012862 | 5.0358 x 107" | 4.4224 x 10~°
Min | 1.0719 x 107° | 7.823 x 107 | 6.9464 x 1076 | 1.1026 x 10~°

Media | 4.0932 x 1077 | 3.7197 x 107° | 2.2848 x 10~ | 2.716 x 10~
STD | 2.3614 x 107° | 2.6177 x 107° | 1.0022 x 107> | 9.1249 x 10~©

Fy | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 [ MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 0.001 0624 0.0027353 | 3.0196 x 107° | 4.7016 x 10~
Min | 8.5353 x 1076 | 2.4532 x 10~° | 2.7759 x 10~ | 2.6398 x 10~

Media | 0.00011879 | 0.00029566 | 1.1792 x 107" | 2.0225 x 107
STD | 0.00020916 | 0.00048081 | 7.1839 x 107 | 1.0258 x 10~

Tabla A.1: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales globales y métrica de
distancia generacional.
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Fy | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 0.022 96 0.0094789 0.0031828 0.002692 1
Min 0.003 9294 0.0022878 0.0016151 0.001 666 6

Media | 0.007 6836 0.005 372 0.0022159 0.002 04
STD 0.002 989 0.001 28 0.00033338 | 0.00025443

F, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 1.3737 x 107° | 1.1213 x 107° | 9.0204 x 1075 | 9.1648 x 106
Min | 7.7855 x 1076 | 5.848 x 107 | 7.4892 x 107° | 7.4876 x 1076

Media | 1.0089 x 107> | 8.9673 x 107% | 8.2658 x 1076 | 8.3138 x 1076
STD | 1.4673 x 107% | 1.0176 x 1079 | 3.617 x 10~7 | 3.6963 x 107

F; | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Méx 0.0012317 0.0013479 | 5.1187 x 107° | 2.2016 x 10~
Min | 4.056 x 10™° | 1.412 x 10™° | 6.0471 x 107° | 6.3895 x 10~°

Media | 0.00027388 | 0.00021522 | 1.1759 x 107° | 1.1042 x 107
STD 0.000 239 0.00026269 | 7.0224 x 107% | 3.0148 x 10°°

F, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Maéx 32.742 15.339 15.307 15.494
Min 0.0091307 0.013165 1.1386 2.7017

Media 1.1274 0.94243 10.008 9.6163
STD 4.6093 2.2682 3.0665 3.1125

F; | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 0.00068037 | 0.00087885 | 0.00059398 | 0.00053715
Min | 0.00011248 0.000 159 7 0.00031977 | 0.000247 54

Media [ 0.00042372 | 0.00047368 | 0.00045014 | 0.00041588
STD | 0.00012604 | 0.00015772 | 7.2265 x 107" | 5.8836 x 10~

F;, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 0.0070409 0.0073749 0.0034455 0.0028749
Min | 0.00074476 | 0.00077156 0.0012153 0.001 1545

Media | 0.0023538 0.0029525 0.002 083 0.0021936
STD 0.0010919 0.001 246 2 0.00049761 | 0.00038025

F. | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 0.00061293 | 0.00049183 | 3.3199 x 10> | 4.2531 x 10~
Min | 8.3725 x 1079 | 8.2409 x 1076 | 3.1285 x 1076 | 8.2858 x 106

Media | 5.45 x 107® | 5.8859 x 107° | 1.37 x 10~°> | 1.5209 x 10~
STD | 8.7965 x 107 | 7.3321 x 107 | 4.648 x 107% | 5.8694 x 1076

Fy, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 0.054 154 0.004 858 1 1.9648 1.8339
Min | 1.6892 x 107° | 1.3968 x 10~° | 3.5113 x 10" | 5.8658 x 10~

Media | 0.0083621 0.000 791 76 1.492 1.3597
STD 0.014073 0.0011788 0.293 33 0.436 55

Tabla A.2: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales locales y métrica de
distancia generacional.
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MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
7.3335 7.5373 4.0987 4.3496
4.5694 3.7285 2.7476 2.9861
Media 5.769 5.4481 3.2529 3.5462
0.641 38 0.86397 0.28196 0.33128
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
0.0017594 | 0.0015907 | 0.00093822 | 0.0010518
0.00087739 | 0.00073648 | 0.00063311 | 0.00067192
Media | 0.0012636 0.001132 | 0.00077125 | 0.00082483
0.00020102 | 0.00022392 | 7.402 x 105 | 7.8208 x 10—
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
0.020 301 0.024195 | 0.0051835 | 0.0060783
0.0072388 | 0.0048363 | 0.0027303 | 0.003596 1
Media | 0.011636 0.010 69 0.0038339 | 0.0044836
0.0028573 | 0.0034098 | 0.0004996 | 0.000553092
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
6.2304 29.279 6.1296 1.2241
0.190 04 0.146 67 0.226 83 0.2414
Media | 0.68196 1.0423 0.734 11 0.490 17
1.0577 1.0838 0.98275 0.26157
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-CI | MOPSO-C2
0.056 529 0.069 466 0.06947 0.060 957
0.016425 0.01709 0.030 027 0.033534
Media | 0.02626 0.03093 0.043273 0.047736
0.008201 6 0.012863 | 0.0078971 | 0.0057792
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
0.10341 0.116 38 0.18034 0.187 66
0.083 624 0.091 29 0.13269 0.150 99
Media | 0.094215 0.10298 0.15094 0.16591
0.0043677 0.006 168 | 0.0075571 | 0.0083749
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
0.0018969 | 0.0024502 | 0.0024765 | 0.0021621
0.00097317 | 0.00083055 | 0.0011092 | 0.0011995
Media | 0.0013923 | 0.0014198 | 0.001449 0.0015793
0.0002 0.00030166 | 0.00022681 | 0.00022058
MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
0.038 154 0.079973 0.048033 0.044 291
0.014824 0.013715 | 0.0084615 | 0.0081124
Media | 0.02378 0.037 052 0.018186 0.024 404
0.006 0222 0.014127 | 0.0078634 | 0.0087148

Tabla A.3: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales globales y métrica de

hipervolumen.
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I, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max 8.6683 9.1207 4.9309 45777
Min 1.6407 3.7448 2.9629 2.7624

Media 6.644 5.9477 3.7579 3.4543
STD 0.93387 0.92799 0.45173 0.3722

I, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Méx | 0.0028684 | 0.0027997 | 0.0012031 | 0.0011784
Min | 0.0012495 | 0.0011937 | 0.00056811 | 0.00067245
Media | 0.0018528 | 0.0018283 | 0.00081703 | 0.00085297
STD | 0.00028782 | 0.0004127 | 0.00012321 | 0.000 11141
I; | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2
Max | 0.027103 0.032842 | 0.0084151 | 0.0057654
Min | 0.0080437 | 0.0054366 | 0.0031767 | 0.003 1479

Media | 0.016003 0.014023 0.004493 | 0.0042612

STD | 0.0039888 | 0.0059879 | 0.0010312 | 0.00056171
F, | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2

Max 5.3378 1.7233 39.307 55.043
Min 0.34567 0.271 48 0.157 53 0.133 10

Media 1.6691 1.1363 8.7538 14215

STD 1.1743 0.901 01 9.0798 12.905
I | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2

Max | 0.061191 0.070077 0.300 61 0.2152
Min | 0.021207 0.010144 | 0.0010579 | 0.0014128

Media | 0.044613 0.046 885 0.057449 | 0.040451

STD | 0.010142 0.011853 0.061857 | 0.050425
I; | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2

Max 0.242 24 0.23325 1.347 0.436 06
Min 0.11407 0.11676 0.16474 0.149 06

Media | 0.16128 0.16233 0.40392 0.21289

STD | 0.023924 0.024617 0.2535 0.055 845
;| MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2

Max | 0.003138 0.0034949 | 0.005328 | 0.0039915
Min | 0.0011071 | 0.0011062 | 0.0012304 | 0.0011685

Media | 0.0019206 | 0.0019331 | 0.0022778 | 0.0018938

STD | 0.00053333 | 0.00050835 | 0.00084154 | 0.000560 13
Iy | MOBEBS-C1 | MOBEBS-C2 | MOPSO-C1 | MOPSO-C2

Méx 0.542 11 0.126 81 0.108 26 0.64093
Min | 0.013779 0.018418 0.013256 | 0.016121

Media | 0.13282 0.051 164 0.047331 | 0.069365
STD 0.12081 0.025872 0.020769 | 0.097561

Tabla A.4: Resultados para 50 ejecuciones. Condiciones iniciales locales

hipervolumen.

y métrica de
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