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RESUMEN

La investigacion se enfoca en las operaciones de programacion en el corto plazo, debido a que se ha convertido en
un aspecto critico en el entorno actual por mantener los inventarios bajos y los tiempos de entrega cortos, y por lo
tanto el obtener una secuencia de trabajos amerita que sea planteada una manera para poder visualizarla en el
tiempo, fundamentado en que lo sistemas tradicionales de MRP y MRPII no hacen hincapié en la programacion
real de la capacidad finita.

Se parte de un razonamiento basico de los problemas de secuenciacién de trabajos en programacion de
operaciones, en los diversos entornos de maquinas se dividen en varias clases: en una sola maquina se deben
procesar todos los trabajos. Las maquinas pueden procesar a lo mas de un trabajo a la vez. Una vez que un trabajo
se ha procesado en la maquina, se termina. Muchos de ellos se resuelven con facilidad, pero no es probable que
existan algoritmos eficientes para los modelos que incluyen tiempos de preparacion o tardanza en diferentes
métricas. Asimismo los métodos de busqueda que se pueden modificar para resolver la mayor parte de los
modelos de programacion.

Después se incluyen los modelos de programacion paralela, para maquinas maltiples que procesan por completo
cualquier trabajo. Varias maquinas que puede realizar el mismo tipo de procesamiento se llaman maquinas
paralelas. Un trabajo se puede procesar en cualquiera de las maquinas, y una vez procesado por cualquiera de
ellas, queda terminado. A menos que se diga lo contrario, se supone que todas la maquinas paralelas son idénticas.
El tiempo para procesar un trabajo en una de varias maquinas idéntica es independiente de que maquina lo haga.
Para maquinas idénticas, los problemas de tiempo de flujo tienen una solucidn sencilla. Para otras medidas, las
listas heuristicas son un buen enfoque. Se aprecia la cota del peor caso para el modelo del lapso de produccion.
Para las plantas de produccidn continua que tienen multiples operaciones para cada trabajo, las cuales se realizan
en el mismo orden, solo se puede resolver con facilidad los problemas de dos maquinas y algunos de tres
maquinas; otros modelos requieren soluciones heuristicas. Cada trabajo debe procesarse en cada maquina
exactamente una vez. Mas aun, todos los trabajos siguen la misma ruta; esto es, deben visitar las maquinas en el
mismo orden. Sin pérdida de generalidad, se puede numerar las maquinas de manera que la 1 sea la primera, la 2
la segunda, y asi sucesivamente. Un trabajo no puede comenzar su procesado en la segunda maquina hasta no
terminar el de la primera. Las lineas de ensamble y las células son ejemplos tipicos de produccién continua. Se
enuncian varios heuristicos, junto con las colas que se pueden usar en el algoritmo de ramificacion y acotamiento.
Los métodos de busqueda también son Utiles para encontrar buenos programas de permutacion para produccion
continua.

Los talleres de produccidn intermitente, que son los modelos de programacion mas dificiles, es mas general que el
de produccion continua; cada trabajo tiene una ruta Unica. Se analiza la heuristica de despacho y varias reglas de
prioridad. (Daniel Sipper, 1998)



Todos estos modelos en sus diferentes entornos de maquinas, hacen pensar que la secuenciacién de trabajos es un
problema de enumeracién de caracter combinatorio y al ser representado en diversos escenarios de produccion
con centros de trabajos en su distribucion; la eleccion de una secuencia entre todas las opciones se vuelve cada
vez mas compleja de obtener en la medida que aumente en nimero de trabajos y el numero de maquinas y se
remite a trabajar con métodos de optimizacién y algoritmos heuristicos para hallar una posible solucion.

Al plantear una propuesta metodologia para determinar heuristicas basado en sistemas l6gicos proposicionales en
diferentes niveles; donde se tengan en cuenta el razonamiento légico y las métricas de desempefio para poderlo
evaluar como problema de secuenciacién de trabajo en programacidn de operaciones, teniendo en cuenta que los
problemas de secuenciacién son considerados de gran complejidad algoritmica tipo NP-completo, pueda ser
expresado como un problema de satisfactibilidad booleana SAT. Es decir un problema de optimizacién pueda ser
expresado en un problema de decision y poderlo tratar.

El desarrollo de la investigacion de fundamenta en plantear una metodologia para obtener expresiones o formulas
atémicas (fbf formulas bien formadas), a través de conceptos de la matematica discreta y combinatoria (conjunto,
relaciones y funciones) y principalmente del estudio de la légica proposicional (denominada l6gica de primer
orden LPO), para efectuar operaciones con las variables I6gicas, cumpliendo con las propiedades del algebra
boolena.

Una vez obtenidas estas formulas, se representan los diferentes flujos de procesos alineado al flujo de informacion
con razonamientos en los sistemas y subsistemas légicos de indole combinacional y secuencial. Con estos
elementos se modela el funcionamiento de una maquina de estado finitos universal de Turing, que es considerada
un autébmata mas poderoso para modelar las funciones logicas obtenidas. Se explicard su funcionamiento con
respecto a la metodologia planteada y los objetivos a conseguir.

Se cuenta son los elementos necesarios para la puesta en marcha de la maquina de estados finitos: la cinta
(secuencia de registros binarios {0,1} del sistema l6gico), el cabezal (funcién de transicién de estados en
diagramas de decision binario BDD) y el programa (algoritmos efectuados con conceptos del algebra booleana y
funciones de conmutacion: seleccionadores, codificadores, sumadores, comparadores de magnitud, etc.) con el
cual se interpreta a través de una funcion de transicidn, a través del tiempo y como resultado obtener una salida de
tipo binario, que represente la secuencia de operaciones a programar en una planta de produccién asociado a

centros de trabajo y relacionado con los recursos inherentes para la transformacion de productos.
PALABRAS CLAVES
Secuenciacion, Complejidad, Computabilidad, Satisfactibilidad - SAT, NP-completo, Logica combinacional y

secuencial, Indecidible, Intratable, maquina de estados finitos- FMS, Recursividad, Algoritmos

computacionales



INTRODUCCION

La programacion de las operaciones es una parte fundamental para asegurar un efectivo desempefio del sistema
productivo de la organizacion. Tiene como funcion determinar que operaciones se van a realizar sobre los
distintos pedidos, durante cada momento del horizonte de planificacion, en cada centro de trabajo, de forma que,
con la capacidad disponible en cada uno de ellos, se cumplan las fechas de entrega planificadas, empleando el
menor volumen de recursos e inventarios posibles.

La programacion de las operaciones esta referida a la gestion de las actividades del sistema productivo de corto
plazo entre un dia y un mes en términos generales. El proposito es disponer de un mecanismo de monitoreo y
seguimiento a las diversas actividades de los procesos productivos de una organizacién. La programacion de
operaciones requiere de la consideracion de diversos aspectos, entre los cuales esta el horizonte de tiempo, que
contempla los plazos en los cuales se desarrollan las actividades productivas de la organizacién y que puede ser de
corto plazo (por lo general inferior a un afio), mediano (que comprende entre uno y tres afios), y largo plazo
(cuando se realiza a mas de tres afios). Por otra parte, la programacion y control de las operaciones considera entre
los factores al sistema de produccion, el cual requiere comprender cémo funciona y los correspondientes efectos
sobre la programacion de la produccion continua, la produccion por lotes y la produccion por proyectos.
Finalmente, la programacion y control de la produccion requiere de la utilizacion de las herramientas e
instrumentos que faciliten su accién y garanticen el logro de los resultados esperados y posibiliten un adecuados
sistema de monitoreo. Entre las herramientas mas utilizadas en la programacion y control de las operaciones se
destacan: el grafico Gantt, el método PERT vy la ruta critica.

La programacioén de las operaciones constituye “un sistema que programa, rastrea, vigila y controla la
produccion en la planta”. Estos sistemas también proporcionan nexos, en tiempo real, con los sistemas MRP, la
planeacién de procesos y productos y los que llegan mas alla de la fabrica, entre ellos la administracion de la
cadena de suministro, la ERP, las ventas y la administracion de servicios.” . (J.Chase Richard B, 2005.).

El control de actividades de produccién (CAP) es el area donde se desarrollan la actividad de planeacién de
control de manufactura (MAP) y el control de piso (SFC), a través de técnicas administrativas de prioridad y
capacidad usadas para programar y controlar las operaciones de produccién. El control de la prioridad asegura que
las actividades de produccion siga un plan de prioridad (ejemplo, el plan de requerimientos de materiales)
controlando las drdenes, los proveedores y la produccion interna.

El sistema de control de prioridad estd centrado en el estado y secuencia de los trabajos para los diferentes
centros de trabajo enfocados en sistemas de produccion flow shop; cuyas actividades incluyen liberaciéon de
ordenes, despacho (o programacién del trabajo), y control del avance. Como las o6rdenes, las fechas y las
cantidades cambian, el sistema de control de prioridad debe reflejar constantemente las prioridades validas, ya

sean mayores 0 menores que las planeadas previamente.



El sistema de control de capacidad estd centrado en las cargas (en horas estadndar) en las instalaciones
productivas. Las actividades de control de capacidad incluyen control de tiempo y de entrega, balanceo de cargas
de trabajo, y control de las entradas y salidas. Ayuda monitoreando los centros de trabajo para asegurarse de que
estan proporcionando la cantidad de mano de obra y tiempo de equipo que es necesario (y fue planeado) para
realizar el trabajo programado. Controlando la carga en los centros de trabajo, los tiempos de entrega de
produccién pueden ser controlados y las capacidades pueden ser mejor utilizadas.

El CAP es aquel grupo de actividades directamente responsables de manejar la transformacién de planes
ordenados a una serie de salidas. Gobierna a corto plazo la planeacién detallada de operaciones, la ejecucion vy las
actividades de monitoreo necesarias para el control de flujo de una orden desde el momento en que la orden se
libera por el sistema de planeacion para su ejecucién, hasta que la orden se completa cumpliendo las
especificaciones. Asimismo es responsable de hacer la asignacién detallada y final de trabajo, de la capacidad de
maquinas, herramientas y materiales a las diferentes 6rdenes en competencia. Se obtienen los datos de las
actividades que se llevan a cabo en la planta, las cuales involucran los progresos de varias 6rdenes y el estado de
los recursos, lo que hace que la informacién esté disponible para el sistema de planeacién. Finalmente el sistema
es también responsable de asegurar que las ordenes liberadas a la planta por el sistema de planeacion, se
concluyan en un tiempo y a un costo efectivo.

Se considerara que CAP es un subsistema dentro del sistema de manufactura. Se complementa con otros sistemas
como la planeacién de requerimientos de materiales (MRP) y la planeacion de requerimientos de capacidades
(CRP). El sistema CAP debe proporcionar informacién segura sobre: el estado actual de los trabajos (ejemplo, qué
Ordenes estan en proceso y donde); trabajos pendientes; la adecuacion de materiales y capacidad; utilizacién de

equipo y mano de obra y progreso, eficiencia y los trabajos.

Tabla 1. Planeacion y control de datos para el CAP

Datos de prioridad Datos de Capacidad
Informacion de | Numeros de articulos y descripcion. NUmero y capacidad de centros de trabajo (CT).
planeacion Tamafio de lote y tiempo de entrega de produccion. Centro de trabajo alternativos
Cantidad disponible, asignada en un proceso. Eficiencia y tiempos de espera
Informacion de | Numero de 6rdenes internas. Numero de operaciones
control Prioridad y fecha de entrega. Tiempo de arranque y corrida
Cantidad ordenada y balance Fecha por entregar y tiempo de entrega disponible.
Cantidad terminada, desechada y gastada.

El uso de un sistema CAP requiere informacion realista, comprensible y oportuna. La tabla 1 resume algunos de
los requerimientos de datos para un sistema CAP. Ademas, son usados registros de ruteo para especificar que se
esta haciendo (centros de trabajo, y cuanto tiempo va a tardar hacerlo - tiempo estandar). Aunque la programacion
realmente comienza con la planeacion agregada y la programacion maestra de produccion, las actividades de
control de prioridad de programacion de ordenes y asignacion de trabajo que se realizaran, son también conocidas

generalmente como programacion de operaciones.



Las estrategias de programacion difieren ampliamente entre las empresas y van desde programacion muy
detallada hasta ninguna programacion. La programacion detallada de trabajo para las maquinas en un tiempo muy
a futuro es generalmente impréctica. Una programacion acumulada de cargas de trabajo totales, es Util para la
planeacion a largo plazo y las necesidades aproximadas de capacidad. Algunos lineamientos generales para
programacion de trabajos y cargas en instalaciones: Proporcionar una programacion realista; considerar tiempos
adecuados para las operaciones; considerar tiempos adecuados antes, durante y después de las operaciones; no
programar todos los trabajos internamente; no programar toda la capacidad disponible; cargar s6lo centros de
trabajos seleccionados; hacer cambios ordenadamente cuando sea necesario y responsabilizarse por la
programacion. El resultado de la programacidn deberd incluir la secuencia de los trabajos, el establecimiento de la
prioridad de paso de los pedidos en los diferentes centros de trabajo para cumplir las fechas de entrega

planificadas con la menos cantidad de inventarios y recursos.

Realizar todos los trabajos disponibles en el orden en que van llegando es una causa comun del incremento de los
tiempos de entrega de produccion y del exceso de trabajo en proceso. Los buenos sistemas de programacion
realizaran el trabajo a una tasa razonable que eliminara la acumulacion innecesaria y reducira el tiempo de entrega
a los clientes. En los sistemas de servicios, la programacion y trabajos es mas dificil debido a que la recepcién son
ordenes (clientes) y los tiempos de servicio generalmente son méas variables que en los bienes producidos.
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1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En el mundo actual, las técnicas para la resolucion de problemas de secuenciacion, se ha limitado en problemas
estructurados, dejando a los no estructurados o complejos como una opcién lejana sobre lo que se puede o no se
puede calcular. Separar aquellos problemas que se pueden resolver de forma eficiente mediante computadora de
aquellos problemas que, en principio, pueden resolverse, pero que en la practica consumen tanto tiempo que las

computadoras resultan inutiles, y se denominan “insolubles” o “NP-dificiles”.

1.1. Planteamiento del problema

El problema de la secuenciacion en programacion de operaciones, se puede describir desde la matematica discreta
y combinatoria como un problema de enumeracion, basada en los principios del conteo. Enumerar o contar,
parece un proceso obvio y no se le presta atencién; y se encuentran problemas que pueden ser muy sencillos de
formular pero un tanto complicados de resolver debido a la cantidad de opciones posibles para tomar una
decision. Se debe advertir sobre la seriedad y dificultad del simple conteo, ya que en la realidad se buscan
soluciones basadas en el propio escrutinio o de experiencias anteriores, independientemente de si concuerdan o
no con las propuestas actuales planteadas. Por lo tanto se convierten en un reto para resolver, ya que actualmente
suelen haber diversas formas de abordar un problema para obtener una respuesta que pueda ser lo méas acertada
posible. Al secuenciar, se contaran con disposiciones de trabajos segiin un orden o disefio especifico, y estas
disposiciones suelen denominarse permutaciones. Al no considerarse el orden, la secuenciacion puede ser una
combinacion; y aun mas cuando se repiten en el tiempo, puede ser planteada como una distribucion. Partiendo de
estos enunciados, la secuenciacion de trabajos es un problema de enumeracién (conteo), donde la cantidad de
selecciones, a pesar de ser finita, generan un gran nimero de posibles formas de organizar los trabajos, y por ende
este nimero implica operaciones de orden factorial n!. En la medida que se incrementa el nimero m de maquinas
para transformar los n nimeros de trabajos, aumenta la complejidad para determinar cual puede ser la secuencia
gue cumpla con los requerimientos necesarios de produccién segln las medidas de desempefio definidas en el
sistema. Los objetivos sustitutos comunes incluyen minimizar el tiempo de flujo total, la tardanza total, el tiempo
maximo de terminacién, la tardanza méxima o el numero de trabajos retrasados. Todos (excepto
Cinax » Lmax Tmax) SON Simplemente sumas, sobre todos los trabajos, de las cantidades respectivas para cada
trabajo. Si los trabajos no tienen todos la misma importancia; se puede calcular una medida ponderada
multiplicando la medida por el peso apropiado para el trabajo. Como la suma de los tiempos de procesamiento es
constante, minimizar el 1apso (C,,4,) €S equivalente a minimizar el tiempo ocioso o maximizar la utilizacién de
las maquinas. Si los costos de mantener inventario dominan, el tiempo de flujo ponderado es una medida
equivalente. Minimizar el tiempo de flujo es lo mismo que minimizar los tiempos de terminacidn, de retraso y los

tiempos de espera de los trabajos. El tiempo de espera de los trabajos es inventario en proceso, de manera que
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minimizar el tiempo de flujo equivalente a minimizar el nUmero de trabajos de proceso. El tiempo de flujo
ponderado corresponde al valor del inventario en proceso. EI nimero de trabajos retrasados, la tardanza maxima y
la tardanza total son medidas de servicio al cliente. Se pueden encontrar mas detalles sobre los costos y medidas
sustitutas en (Rinnooy Kan, 1976).

La mayoria de los problemas de programacion suponen certidumbre en los datos; los tiempos de preparacién son
independientes del orden de procesado; todos los trabajos estan disponibles de inmediato (r; = 0); no existe

precedencia entre los trabajos, y una vez que comienza el procesamiento de un trabajo, no se puede interrumpir.

1.2. Formulacién del problema

Al determinar la cantidad de posibles de selecciones, ahora hay que considerar el tiempo para poderlas evaluar
antes de tomar una decision, y se determina que no es viable su andlisis, ya que para obtener un resultado habra
transcurrido demasiado tiempo (afios, meses, dias), al ser planteado como un problema estético, la solucién por
ende caduca y como resultado se da tramite a los trabajos, los materiales se transforman y se avanza el proceso de
produccién. Las variables consideradas sufren cambios través del tiempo, como se concibe un problema en
entornos dinamicos. Por ejemplo, un programa a corto plazo se crea para un conjunto de trabajos, pero mientras
gue se estan procesando, llegan mas trabajos, y este enfoque se extiende a otras instancias que cambian de estado.
Las técnicas clasicas y convencionales de secuenciacién se tratan de optimizacion y heuristicas para determinar
una solucion que se pueda ser lo méas acertada posible, mediante métodos diversos. Los algoritmos heuristicos dan
soluciones que se espera sean optimas o cercanas a la optima en cualquier caso no se garantiza el resultado. Para
muchos de los modelos de programacion, los Gnicos algoritmos exactos que se conocen estan basados en la
enumeracioén, como el de la ramificacién y acotamiento o la programacién dinamica. Ver figura 1. (K.lda, 2009)
¢Como obtener un resultado computacionalmente confiable para que no sean prohibitivos a la hora de
procesarlos por su naturaleza combinatoria al utilizar algoritmos heuristicos en problemas de secuenciacion de
trabajos para escenarios flow shop?

Los algoritmos heuristicos se juzgan segun su calidad y eficiencia. La calidad es la diferencia entre una solucion
heuristica y la 6ptima, mientras que la eficiencia se refiere al esfuerzo realizado para obtener la solucion. Ambas
se pueden expresar tedrica 0 empiricamente. Los heuristicos garantizan la calidad y la eficacia (es decir, cotas del
peor en su desempefio). Un algoritmo heuristico es una receta para obtener una solucién de un modelo. Un caso es
un conjunto de datos especificos para el modelo. Los algoritmos exactos proporcionan una solucion 6ptima para
todos los casos del problema. Los algoritmos heuristicos dan soluciones que se espera puedan ser optimas o
cercanas a la optima en cualquier caso. La cota del peor caso sobre la eficacia determina el numero de célculos
que deben realizar el algoritmo para cualquier problema practico de una tamafio especifico (de ahi el nombre de
“peor caso”). Un buen algoritmo acota el nimero de célculos por una funcion polinomial del tamafio del

problema. Esto no se ha hecho para algunos algoritmos heuristicos que deben ser evaluados en forma empirica.
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Figura 1. Formulacion de un problema NP-completo a 3SAT-FNC (autor)
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1.3. Sistematizacion del problema

Es extremadamente improbable que incluso la mejora de caracter exponencial en la velocidad de célculo que el
computador ha experimentado tenga un impacto para procesar problemas de secuenciacion de trabajos sean
insolubles. En particular, la teoria de los problemas intratables nos permite deducir si podremos enfrentarnos a un
problema y escribir un programa para resolverlo (porque no pertenece a la clase de problemas intratables) o si
tenemos que hallar alguna forma de salvar dicho problema:

Sub-problema 1: ¢Se podra hallar una aproximacién, al emplear un método heuristico o algun otro método para
limitar el tiempo que el programa invertira en resolver el problema de sucuenciacion de trabajos qué lo pueda
hacer una computadora? (esta area de se conoce como “decidibilidad”, y los problemas que una computadora
puede resolver se dice que son “decidibles”).

Sub-problema 2: ¢(Qué puede hacer una computadora de manera eficiente? (esta area se conoce como
“intratabilidad”, y los problemas que una computadora puede resolver en un tiempo proporcional a alguna funcion
que crezca lentamente con el tamaio de la entrada se dice que son “tratables™).

Sub-problema 3: ¢Si esta limitacion de intratabilidad es debida al disefio del lenguaje, o si, por el contrario, es un
reflejo de las limitaciones de los procesos con algoritmicos heuristicos en general? es decir, nos preguntamos ¢si
la imposibilidad de calcular una funcién por un programa en un determinado lenguaje significa que el lenguaje
es incapaz de expresar un algoritmo heuristico, 0 més bien que no existe ningin algoritmo que pueda calcular
esa funcioén?. La pregunta es con respecto al poder expresivo de los lenguajes de programacion. Lo que nos
concierne ahora seria la cuestion de que aspectos deben incluirse en un lenguaje de programacion, para garantizar
que una vez disefiado e implementado no descubramos que existen problemas computables cuyas soluciones no

pueden especificarse con dicho lenguaje.
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2. OBJETIVOS
2.1. Objetivo General
Proponer una metodologia basada en razonamientos logicos para determinar un algoritmo heuristico basado en
formulas y/o expresiones booleanas que representen un problema de secuenciacion de trabajos en programacion
de operaciones para sistemas de produccion flow shop, para ser procesado en una maquina de estados finitos

(FMS por sus siglas en ingles) y obtener un cronograma por centros de trabajo.

2.2. Obijetivos Especificos

— Representar un escenario de produccién, considerando el sistema de produccion flow shop para ser aplicanda

la metodologia desarrollada propuesta y considerando los principios descritos en la literatura reciente para

problemas de secuenciacion.

— Definir en términos de razonamiento logico, el funcionamiento de cada una de las maquinas de estados

finitos requeridas dentro del sistema, y la forma en que trabaja embebidas en otra de mayor jerarquia

(entendiéndose por jerarquia los niveles en que interactian los centros de trabajos, lineas de produccién,

secciones, etc.).

— Definir los conceptos (conjuntos), relaciones y funciones necesarias para establecer las clausulas que definen

una ecuacion logica para problemas SAT de satisfacibilidad boolena.

— Establecer escenarios que se retroalimenten en forma continua a través del tiempo, con la finalidad de estar

acotando las alternativas avaluadas en forma simultanea y evitar procesar alternativas que matematicamente

puede llegar a plantear un conjunto solucién pero en tiempos de procesamiento exponencial.

— Representar una planta de produccion como un sistema logico proposicional para que se obtenga una salida/

entradas binarias {0,1} para cada uno de los sistemas y subsistemas l6gicos como centros de trabajo y otros

definidos, para ser procesado en maquina de estados finitos.
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3. JUSTIFICACION

(Morton y Pentico ,1993) afirman: “programar es el proceso de organizar, elegir y dar tiempos al uso de recursos
para llevar a cabo todas las actividades necesarias, para producir las salidas deseadas en los tiempos deseados,
satisfaciendo a la vez un gran ntimero de restricciones de tiempo y relaciones entre las actividades y los recursos”.
Los trabajos son las actividades y las maquinas son los recursos. Entonces un programa especifica en tiempo en
el que comienza y termina un trabajo en cada maquina, al igual que cualquier recurso adicional gue se necesite.
Una secuencia es un orden simple de trabajos; 3-1-2 indica que el trabajo 3 se hace primero, el 1 es el segundo y
el 2 es el ultimo. Si cada trabajo comienza tan pronto como es posible y se procesa sin interrupcion para un
tiempo dado de procesamiento, la secuencia determina los tiempos de inicio y terminacion y, por lo tanto,
determina la programacién.

Determinar la mejor secuencia parece sencillo; solo se aumentaria todas las secuencias y se elige la que optimiza
alguna medida de desempefio. Para 32 trabajos, el ndmero de secuencias posibles es 32! =
2.6 x 10 35 secuencias disponibles. Si se supone que una computadora puede examinar mil millones de
secuencias por segundo, tomaria 8.4 x 10 *° siglos enumerarlas todas. Una computadora que fuera un millon de
veces mas rapida todavia tardaria 8.4 x 10 ° siglos para examinarla. Con solo 16 trabajos existen mas de 20
billones de programas, que a una tasa de mil millones de secuencias por segundo, podrian enumerarse mas o
menos en 8 meses. Muy pocos problemas de programacion son tan sencillos. Los recursos adicionales (mano de
obra, materia prima, etc.) y las dependencias entre trabajos (como la preparacion) complican aun mas el problema.
El cuadro presenta mas detalles sobre la complejidad de los problemas de programacion. Esta explosion
combinatoria muestra porque es dificil resolver algunos problemas de programacién y la razén por la que su
estudio es interesante.

Complejidad Algoritmica. Este es un analisis intuitivo mas que una descripcién matematica precisa. Aunque las
siguientes afirmaciones no son exactas, son bastantes buenas para las consideraciones practicas. Un tratamiento
mas preciso se puede encontrar en (Garey y Johnson, 1979).

Para dar una justificacion tedrica de la calidad de un algoritmo heuristico, deben probarse matematicamente que
genera una solucién dentro de cierto porcentaje de optimalidad, sin importar el problema particular que esta
resolviendo. Igual que con la eficacia, si la calidad de un algoritmo heuristico no tiene justificacion teorica, deben
juzgarse de manera empirica. Las pruebas empiricas consisten en generar y resolver muchos problemas précticos
y analizar los resultados. Se pueden determinar el tiempo promedio para resolver el problema. Se puede encontrar
la diferencia entre las soluciones heuristica y éptima para problemas pequefios. Para casos en los que no se puede
obtener la solucion optima, la solucién heuristica se compara con una cota sobre la solucion 6ptima. Si existe una
diferencia pequefia, la calidad del heuristico parece buena. La causa de una diferencia grande puede ser una cota

débil o un heuristico pobre. Si el algoritmo heuristico tiene un buen desempefio en los casos de prueba, se hace la
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suposicion de que se desempefia igual en otros casos. Esto no puede ser cierto para algin caso difiera de las
pruebas. Al ponerlo en marcha debe compararse la solucidn heuristica con la solucion actual.

Todos los algoritmos heuristicos que se estudian han tenido un buen desempefio en las pruebas. Estas pruebas
empiricas estan publicadas y se dan las referencias en la literatura sobre la programacion. Esto no es una garantia
de soluciones buenas o ni siquiera que puedan usar. La implantacion de un algoritmo heuristico debe ser siempre
ir precedida de pruebas con ejemplos tipicos de la aplicacion. (I-Hsuan Huang, 2011)

Un algoritmo eficiente es aquel en que el esfuerzo dedicado a un problema esta acotado por un polinomio cuyo
grado es el tamafo del problema, como el nimero de trabajos. Un ejemplo seria el algoritmo para el arbol de
expansion minima, que se puede resolver a lo méas en n? iteraciones, donde n es el nimero de arcos. Se dice que el
algoritmo es de orden n cuadrada [ 0(n?)]. Si el esfuerzo exponencial, por ejemplo [ 0(2™)], el algoritmo no es
eficiente. Un ejemplo seria el algoritmo de ramificacion para variable {1,0}, que puede requerir 2™ nodos que
deben explorarse.

El conjunto NP es el conjunto de todos los problemas que se pueden resolver por enumeracion total. El conjunto
P es un subconjunto de NP que consiste en todos los problemas para los que se conocen algoritmos eficientes. De
nuevo, el arbol de expansién minima es un ejemplo de un problema que pertenece a P. El conjunto NP -duro
también es un subconjunto de NP, pero estos problemas son los que se han probado que son mas dificiles de NP.
De hecho, si alguien encontrara un algoritmo eficiente para cualquier problema de NP -duro, ese algoritmo podria
modificar para resolver todos los problemas de NP en tiempo polinominal lo que haria al inventor rico y famoso.
Parece poco probable que tal algoritmo llegue a existir. EI problema del viajero se conoce como P -duro. Existen
problemas en NP que en la actualidad no se pueden clasificar como pertenecientes a P o P -duro; es decir, que su
complejidad no se conoce, y se llaman problemas abiertos. Si un problema es NP-duro, a menos que todos los
problemas en NP se puedan resolver polinomialmente, debera recurrirse a algoritmos exponenciales
(enumerativos) para obtener soluciones Optimas. Para ejemplos pequefios, o en algunos casos particulares, estos
algoritmos enumerativos pueden ser aceptables. Conforme el problema crezca, la explosion combinatoria hara
gue sea posible resolver el problema en un tiempo razonable. Otro enfoque serd usar algoritmos heuristicos
basados en el razonamiento légico proposicional, que por lo general son buenos, pero no necesariamente
proporcionan soluciones Optimas. Es comin que los algoritmos heuristicos sean algoritmos polinomiales

adaptados para una estructura de problema especifica.
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4. MARCO REFERENCIA

4.1. Marco tebrico

Siempre se ha hecho programacion de la produccidn; sin duda, la construccion de las pirdmides la requirio.
(Gantt, 1911) fue tal vez, el primero el impulsar el enfoque cuantitativo para la programacion. Como area de
atencion, la programacién en realidad tuvo un inicio a mediados de los 50. (Johnson, 1954), (Smith, 1956),
(Jackson, 1956) y (McNaughton, 1959) desarrollaron los modelos y las soluciones clésicas. Estas publicaciones
dieron fundamento al trabajo que sigui6. Los primeros resultados fueron consolidados por (Thompson, 1963). Se
modelaron muchos problemas de programacion complicados como problemas de programacion estera mixta, pero
su naturaleza combinatoria los hizo posibles de resolver en un tiempo razonable. Esto hizo que el esfuerzo se
tornara a los algoritmos heuristicos. (Maxwell, 1967) escribieron el primer libro de texto sobre programacién de la
produccién. Una generacion de investigadores y profesionales aprendié programacion en el riguroso pero
comprensible libro de (Baker, 1974).Los afios 70 produjeron mas resultados teoricos. El trabajo pionero sobre
andlisis heuristicos para el peor caso (Graham, 1969) y la complejidad de varios modelos de programacion de la
produccion (Karp, 1972) condujeron a resultados importantes. (Kan R. , 1976) popularizo estos enfoques.

La investigacion actual sobre programacion parece estar dedicada a resultados mas practicos. (Panwalkar, 1973) y
(McKay, 1988) investigaron la programacion de la produccion en la industria e identificaron aspectos relevantes.
La reorganizacion de los sistemas de manufactura, en particular el movimiento para reducir el inventario y la
necesidad de reducir tiempos de entrega ha hecho que la programacion sea mucho mas importante. Los
estimulantes, aunque controvertidos, resultados de los sistemas de tecnologias de produccién optimizada OPT
(por sus siglas en ingles), despertaron el interés de muchos profesionales e investigadores; esto llevo a fijar la
atencion en la programacion de cuellos de botella. Las técnicas de solucion generales, como la simulacion de
recocido y algoritmos genéticos han permitido que algunos modelos mas complejos se puedan resolver. El trabajo
actual sobre el andlisis estocastico y programacion con criterios maltiples sustenta una promesa para el futuro. Un
buen punto de partida es el libro de (Pinedo, 1995) que combina resultados teéricos con el estudio de casos.

Las computadoras actuales mas rapidas, al alcance de todos, y las interfaces graficas amigables han hecho que sea
més sencillo implantar la programacion de la produccion. APICS: The performance Advantage, una revista
orientada a los profesionales en la préctica, han cambiado su evaluacion del software, de los paquetes de MRP 1l a
los paquetes de programacion de capacidad finita. Se han publicado varios articulos por ejemplo (Huettle, 1993) y
(Gilman, 1994) sobre el creciente interés en la programacion de la produccion/capacidad. Conforme ocurren los
avances metodoldgicos, se hace borrosa la distincion entre planeacion y programacion (Lasserre, 1992) y una
compafiia no pueda programar rapida y correctamente estara en una tremenda desventaja.

Se dispone de paquetes para programacion de la produccion en abundancia y debe tenerse cuidado al comprar un

paquete, ya que las habilidades varian mucho. (Dewilde, 1994) dan algunas sugerencias para elegir un paquete de
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programacion de la produccion. (Buyer's, 1995) contiene informacion sobre més de 70 paquetes. Se puede
encontrar un estudio profundo de varios de ellos en (Pinedo, 1995). Las funciones bésicas que puede realizar un
paquete de programacion de produccién son: exhibicion del programa; evaluacion del programa, ajustes al
programa, generacion de la programacion y simulacion de la programacion.

Los paquetes pueden tener una 0 mas caracteristicas. La exhibicién del programa es una descripcion de un
programa dado. Esto se puede hacer mediante una simple lista de con tiempos de inicio y terminacion de cada
trabajo y la combinacién de las maquinas. Con méas frecuencia se presenta una grafica de Gantt. Las graficas de
Gantt van desde barras de caracteres ASCII a graficas de alta resolucion en colores. Es importante que el usuario
entienda bien el programa y saber dénde viene el programa exhibido. El software menos costoso requiere que el
usuario genere programa; los de mayor precio contienen generadores del programa.

Algunos paquetes hacen la evaluacién del programa. Esto proporciona medidas de la bondad del programa, que
pueden incluir el lapso de produccion, el tiempo de flujo y la tardanza, los que el uso de recursos, personal y
niveles de trabajo en proceso y alguna otra informacidn relevante. Igual que con la exhibicién, esta informacion se
puede mostrar en graficas o en una lista. Algunos paquetes de software proporcionan al usuario la posibilidad de
cambiar o ajustar los programas. Los més elaborados permiten tomar e insertar operaciones en la misma grafica
de Gantt; estos requieren interfaces de usuario graficas complejas. Los paquetes menos costosos permiten hacer
cambios en los tiempos de inicio y terminacion de los trabajos. De la mano con la evaluacion del programa, los
ajustes permiten al usuario hacer un andlisis sencillo de qué pasa si.

Para exhibir, evaluar o ajustar un programa, primero debe generarse. Esta es la parte critica de la programacién de
la capacidad finita. Muchos paquetes dejan la generacion del programa al usuario y nada mas la exhiben o la
evaltan. Cuando es dificil obtener un buen programa a mano, con frecuencia estos paquetes no son muy Utiles.
Los paquetes mas avanzados generan los programas, pero muchos de ellos no son muy buenos. El paquete puede
generar un solo programa, varios programas o el mejor de un subconjunto de programas. Las reglas de despacho
simples, como primero en entrar, primero en servir o con TPC (tiempo de procesamiento mas corto) pueden
producir un programa. Al usar varias reglas de despacho se pueden generar varios programas; después el usuario
elige uno o el paquete solo le muestra el mejor. Se pueden usar heuristicos mas avanzados, incluso
procedimientos de ramificacion y acotamiento, para generar un programa. Como la programacion es dificil, el
enfoque debe hacerse a la medida el problema que se tiene; un enfoque complejo equivocado puede ser peor que
las reglas de despacho sencillas. Si el sistema de produccion es complicado (como una planta grande de
produccion intermitente), puede ser necesaria una simulacion del programa. Al someter a prueba el programa con
simulacion se puede examinar muchos factores no considerados en las decisiones de programacion. Este puede ser
en extremo Util, en particular si el heuristico usa tiempos de entrega, que la simulacion puede estimar mejor. Los
paquetes que simulan la planta son costosos.

En la experiencia, muy pocas compafiias obtienen buenos resultados con paquetes baratos o con software

comercial. Debido a las variaciones en los entornos de programacion, con frecuencia se requiere software hecho a
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la medida. Esto casi siempre incluye la compra de un paquete y algunas consultas con quien lo desarrolla, lo cual
puede resultar costoso. Existen paquetes educativos de programacion. (Pentico, 1993) ofrecen software , Parsifal,
que resuelve la mayor parte de los modelos de programacion; puede usar varios heuristicos para modelos de una
sola maquina, maquinas paralelas, produccién continua y produccion intermitente. Dispone de varios algoritmos
generales, incluyendo simulacion de recocido. Su desempefio es bastante bueno para muchos problemas
pequefios, y es posible que pueda incorporarse a un sistema de programacion QS: Quantitative Systems (Chang,
1995) es un software general que realiza programacion de produccion continua e intermitente. Se pueden usar
muchos de los heuristicos para la produccién continua y la mayoria de las reglas de despacho se encuentran

disponibles.

4.2. Marco conceptual

El objetivo del sistema de control piso (SFC) es administrar el flujo de materiales para cumplir con los planes
especificados de produccion. Un sistema de control de piso efectivo hard que una compafiia cumpla con las fechas
de entrega y mantenga un buen nivel de servicio al cliente. La administracion del sistema puede conducir a la
reduccion de los inventarios de trabajo en proceso y a la reducciéon de los lead time de produccion.

En algunas compafiias, se tienen otros objetivos relacionados con el uso eficiente de la capacidad, mano de obra,
maquinas, tiempo y materiales. EI conjunto de objetivos particulares de una compafiia es critico para ver en qué
forma estard disefiado el sistema control de piso. Los criterios del sistema de control de piso, se enfocan en las
ordenes de produccion y la capacidad de los centros de trabajo a través de los cuales pasaran las 6rdenes de
trabajo. La eleccion de los objetivos del sistema de control de piso, refleja la posicion de la compafiia frente a los
competidores, clientes y proveedores. Asimismo, refleja el objetivo principal de la compafiia y las restricciones
bajo las cuales opera.

La carga para un trabajo en particular sobre un centro de trabajo, los elementos del lead time y los datos de
entrada, vendrian a ser conceptos basicos para el control de piso. Una de las técnicas sobre el control de piso seria,
las reglas de prioridad secuencial para los trabajos en un centro de trabajo. Las reglas de prioridad secuencial
estan relacionadas con los trabajos que se van a correr en un centro de trabajo. Es decir, el trabajo a correr
enseguida se puede determinar solamente cuando el trabajo anterior se completa. La regla de prioridad secuencial,

es justamente como su nombre lo indica, una regla para determinar que trabajo procesar enseguida.

Planeacion y control de planta SFC. El control de planta incluye las siguientes actividades:

1. Asignar una prioridad a cada orden, es decir, alguna medida de la importancia relativa de cada orden. Esto
ayuda a establecer la secuencia de produccién de las 6rdenes en los centros de trabajo.

2. Emitir listas de despacho para cada centro de trabajo. Estas listas informan al supervisor de produccion que

ordenes deben producirse en ese centro de trabajo, sus prioridades y cuando debera terminarse cada orden.
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3. Mantener actualizado el inventario en proceso (WIP, por sus siglas en ingles). Esto incluye conocer la
ubicacion de cada una de las ordenes y el nimero de componentes en cada orden dentro del sistema; llevar
control del movimiento de las ordenes entre centro de trabajo cuando se usan fichas de traslado o
transferencia y saber la cantidad de componentes en buen estado que han sobrevivido en cada paso de la
produccién, el desperdicio, el trabajo que se requiere y la cantidad de unidades faltantes en cada una de las
ordenes.

4. Proporcionar un control de entradas y salidas de todos los centros de trabajo. Esto significa desarrollar
informacidn sobre la forma en que fluyen los trabajo entre los centros de trabajo.

5. Medir la eficiencia, la utilizacion y la productividad de los trabajadores y las maquinas en cada centro de

trabajo.

Los departamentos de planeacién y control de la produccidn realizan estas actividades e informan de los
resultados a los gerentes de operaciones, de manera que se puedan tomar acciones correctivas cuando las ordenes
vayan a retrasarse o cuando en los centro de trabajo ocurran problemas de capacidad o de carga de trabajo.
(Norman Gaither, 2000)

4.2.1. Antecedentes

Esta parte del trabajo se proporcionan antecedentes para los problemas, modelos y algoritmos de programacion.
Se analizaran el entorno de la programacion y se definira la terminologia y notacion. Se usa la terminologia
clasica para programar los trabajos en las maquinas, pero estos son términos genéricos y existen muchas

aplicaciones fuera de la manufactura.

Trabajos. Los trabajos son actividades a realizar; seran las érdenes de los clientes. Se supone que cada trabajo
tiene un tiempo de procesado conocido. A menos que se establezca de otra manera, una vez que se comienza a
realizarse un trabajo, debe procesarse continuamente hasta terminarlo; es decir, no se permiten interrupciones.
Puede tenerse una fecha de entrega en la que el trabajo sebe estar terminado. Un trabajo también puede tener una
fecha de inicio (o fecha de distribucién de la orden), antes de la cual el procesamiento no puede comenzar.

Un trabajo puede depender de otro. Un tipo de dependencia ocurre cuando un trabajo debe preceder a otro; por
ejemplo, un orificio no se puede roscar ante de perforarse. Otro tipo de dependencia ocurre cuando el tiempo
necesario para un trabajo depende de que el trabajo anterior sea procesado. Si el trabajo 1 necesita un conjunto de
herramientas en una maquina y el trabajo 2 necesita otro, entonces después de procesar el trabajo 1 debe
cambiarse el herramental antes de procesar el trabajo 2. Si el trabajo 3 necesita las mismas herramientas que el
trabajo 1, entonces la secuencia 1-2-3 requiere mas preparaciones que la secuencia 1-3-2. Esto se conoce como

tiempo de preparacion dependiente de la secuencia. Si los tiempos de preparacion no dependen de la secuencia,
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se puede incluir en el tiempo de procesado. Se supone que los trabajos son independientes a menos que se diga lo
contrario. Se supone que ademas que, se debe procesarse un trabajo en mas de una maquina, el trabajo solo puede

procesarse en una maquina a la vez; es decir, no se puede hacer otro trabajo al mismo tiempo.

Maquinas. Las maquinas procesan trabajos. En la manufactura, una maquina puede ser una maquina de moldeo
automatico. En situaciones fuera de manufactura, una maquina puede representar un aparato de rayos X, un
MEeSsero en un restaurante, una computadora o una pista de aterrizaje.

Para el problemas de varias maquinas se deben procesarse en ella todos los trabajos que puede realizar el mismo
tipo de procesamiento se llaman maquinas paralelas. Las maquinas pueden procesar a lo méas de un trabajo a la
vez. Un trabajo se puede procesar en cualquiera de las maquinas, y una vez procesado por cualquiera de ellas,
gueda terminado. A menos que se diga lo contrario, se supone que todas la maquinas paralelas son idénticas. El
tiempo para procesar un trabajo en una de varias maquinas idéntica es independiente de que maquina lo haga. Un
caso de maquinas paralelas es un grupo de maquinas de moldeo por inyeccién, cada una de las cuales puede hacer

varias partes de plastico diferentes.

Medicion. EI mejor programa implica una medida de desempefio. Maximizar la ganancia o minimizar el costo
son medidas obvias. Desafortunadamente, es dificil estimar los pardmetros financieros que relacionan un
programa con costo o ganancia. Por otro lado, no se conocen algoritmos eficientes para optimizar la ganancia o el
costo en modelos de programacién de la produccion.

Se usan objetivos sustitutos para aproximar algunos costos relevantes. Las medidas sustitutas, por lo general, son

funciones de tiempos de terminacion para un programa dado. La mayoria de los sustitutos son medidas normales.
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Una medida normal es una funcion del tiempo de terminacion, en la que el objetivo es minimizar la funcion y
donde esa funcion solo se incrementa si al menos un tiempo de terminacion en el programa se aumenta. Sean

n = NUmero de trabajos que seran procesados

m = Ndmero de maquinas

P;,, = Tiempo de procesado del trabajo i en la maquina k (p; si m = 1)

r; = Tiempo de liberacion de la orden (o fecha de distribucién) del trabajo i

d; = Fecha de entrega del trabajo i

w; = Ponderacion (importancia o valor) del trabajo i respecto a los otros trabajos
Dado un programa especifico, se define para cada trabajo i

L; = C;— d;, retraso del trabajo i (L; < 0 denota anticipacion)

=

; = max{ 0,L; }, tardanza del trabajo i

E; = max{ 0, —L; } , adelanto del trabajo i

8; = 1, siel trabajo i se atrasa (es decir,si T; > 0)

8; = 0, si el trabajo i esta a tiempo o se adelanta (es decir, si T; = 0)

Cmax = max;_1 ,{ C; } , tiempo maximo de terminacion de todos los trabajos o lapso
Linax = max;—1,{ L; } , retraso maximo de todos los trabajos

Tmax = max;—q o{ T; } , tardanza maxima de todos los trabajos

Figura 2. Planta de produccion — Distribucion por centros de trabajo
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Los objetivos sustitutos comunes incluyen minimizar el tiempo de flujo total, la tardanza total, el tiempo méaximo
de terminacion, la tardanza méxima o el nimero de trabajos retrasados. Todos (excepto Crax » Lmax» Tmax ) SON
simplemente sumas, sobre todos los trabajos, de las cantidades respectivas para cada trabajo. Si los trabajos no
tienen todos la misma importancia, se puede calcular una medida ponderada multiplicando la medida por el peso
apropiado para el trabajo.

Como la suma de los tiempos de procesamiento es constante, minimizar el lapso ( C,,.. ) €S equivalente a
minimizar el tiempo ocioso o maximizar la utilizacién de las maquinas. Si los costos de mantener inventario
dominan, el tiempo de flujo ponderado es una medida equivalente. Minimizar el tiempo de flujo es lo mismo que
minimizar los tiempos de terminacion, de retraso y los tiempos de espera de los trabajos. El tiempo de espera de
los trabajos es inventario en proceso, de manera que minimizar el tiempo de flujo equivalente a minimizar el
numero de trabajos de proceso. EL tiempo de flujo ponderado corresponde al valor del inventario en proceso.

El nimero de trabajos retrasados, la tardanza maxima y la tardanza total son medidas de servicio al cliente. Se

pueden encontrar mas detalles sobre los costos y medidas sustitutas en Rinnooy Kan (1976).
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La mayoria de los problemas de programacion suponen certidumbre en los datos; los tiempos de preparacion son
independientes del orden de procesado; todos los trabajos estan disponibles de inmediato (r; = 0); no existe

precedencia entre los trabajos, y una vez que comienza el procesamiento de un trabajo, no se puede interrumpir.

4.2.2. Algoritmos de programacion

Un algoritmo es una receta para obtener una solucion de un modelo. Un caso es un conjunto de datos especificos
para el modelo. Los algoritmos exactos proporcionan una solucion éptima para todos los casos del problema. Los
algoritmos heuristicos dan soluciones que se espera sean optimas o cercanas a la optima en cualquier caso.

¢Por qué no siempre se usan los algoritmos exactos? Para muchos de los modelos de programacion, los Gnicos
algoritmos exactos que se conocen estan basados en la enumeracion, como el de la ramificacion y acotamiento o
la programacién dindmica. En los casos practicos, la naturaleza combinatoria del problema de programacion los
hace computacionalmente prohibitivos. Los algoritmos heuristicos se juzgan segln su calidad y eficiencia. La
calidad es la diferencia entre una solucion heuristica y la 6ptima, mientras que la eficiencia se refiere al esfuerzo
realizado para obtener la solucion. Ambas se pueden expresar tedrica 0 empiricamente. Los heuristicos garantizan
la calidad y la eficacia (es decir, cotas del peor en su desempefio). El trabajo actual sobre el andlisis estocéstico y
programacion con criterios maltiples sustenta una promesa para el futuro. Un buen punto de partida es el libro de

(Pinedo, 1995) que combina resultados tedricos con el analisis de casos.

La cota del peor caso sobre la eficacia determina el numero de calculos que deben realizar el algoritmo para
cualquier problema practico de una tamafo especifico (de ahi el nombre de “peor caso”). Un buen algoritmo acota
el niamero de célculos por una funcién polinomial del tamafio del problema. Esto no se ha hecho para algunos
algoritmos heuristicos que deben ser evaluados en forma empirica. Para dar una justificacion teérica de la calidad
de un algoritmo heuristico, deben probarse matematicamente que genera una solucion dentro de cierto porcentaje
de optimalidad, sin importar el problema particular que esté resolviendo. Igual que con la eficacia, si la calidad de

un algoritmo heuristico no tiene justificacion tedrica, deben juzgarse de manera empirica.

Las pruebas empiricas consisten en generar y resolver muchos problemas practicos y analizar los resultados. Se
pueden determinar el tiempo promedio para resolver el problema. Se puede encontrar la diferencia entre las
soluciones heuristica y 6ptima para los problemas pequefios. Para casos en los que no se puede obtener la solucion
optima, la solucidn heuristica se compara con una cota sobre la solucién éptima. Si existe una diferencia pequefia,
la calidad del heuristico parece buena. La causa de una diferencia grande puede ser una cota débil o un heuristico
pobre. Si el algoritmo heuristico tiene un buen desempefio en los casos de prueba, se hace la suposicion de que se
desempefia igual en otros casos. Esto no puede ser cierto para algin caso difiera de las pruebas. Al ponerlo en

marcha debe compararse la solucion heuristica con la solucion actual.
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Todos los algoritmos heuristicos que se examinan han tenido un buen desempefio en las pruebas. Estas pruebas
empiricas estan publicadas y se dan las referencias en la literatura sobre la programacion. Esto no es una garantia
de soluciones buenas o ni siquiera que puedan usar. La implantacién de un algoritmo heuristico debe ser siempre

ir precedida de pruebas con ejemplos tipicos de la aplicacion.
4.2.3. Control de entrada y salidas.

El control de las entradas y salidas es una actividad clave que permitird a los gerentes de operacion identificar
problemas como, capacidad insuficiente, capacidad en exceso y dificultades de produccidn entre grupos de
estaciones de trabajo interconectados. Los gerentes de operaciones pueden determinar si la cantidad de trabajo que
fluye hacia un centro de trabajo es la planeada y si la capacidad del centro de trabajo es la adecuada. Si esta
fluyendo demasiado trabajo a un centro, en comparacion con su capacidad, entonces lo que ocurrira sera un
exceso en los inventarios en proceso (WIP) en los centros de trabajo que se preceden. Cuando los trabajos se
acumulan, no solo el centro de trabajo se amontona y aglomera, sino que también los centros de trabajo que
siguen a continuacion pueden quedarse sin trabajo. Si, por otra parte, esta fluyendo poco trabajo hacia un centro
de trabajo; en comparacion con su capacidad, el centro de trabajo puede estar subutilizado y puede dar como
resultado maquinas y trabajadores 0ciosos.
Una de las principales entradas para el sistema de control de piso, es el recorrido y el lead time para cada pieza. El
recorrido especifica cada operacion necesaria para hacer la parte y en qué centro de trabajo sera llevada a cabo la
operacion. El lead time de produccidn esta formado tipicamente por 4 elementos:

1. Tiempo de corrida: Tiempo de corrida por operacion, por pieza o por tamafio de lote.

2. Tiempo de setup: Tiempo para preparar el centro de trabajo inmediatamente del tamario de lote.
3. Tiempo para mover: Tiempo empleado para mover un lote de un centro de trabajo a otro.
4

Tiempo en la fila: Tiempo que se espera para procesarse en un entro trabajo, este tiempo es el mas critico.

4.2.4. Cartasy gréficas de programacion

La coordinacién de los programas de operaciones para los centros de trabajo ayuda en obtener un flujo ordenado
de los trabajos entre estos mismos, para lo que son Utiles los diagramas de Gantt.

Las gréficas de Gannt y las de barras muestran la programacion del trabajo y las cargas en las instalaciones sobre
un horizonte de tiempo y las cartas de programacion (o avance) muestran las actividades de trabajo secuenciales
necesarias para terminar un trabajo. Las cartas de carga muestran las horas de trabajo asignadas a un grupo de
trabajadores 0 maquinas. Se pueden utilizar diagrama de Gantt para desplegar visualmente las cargas de trabajo de
trabajo en cada centro de trabajo de un departamento. La figura 4 es un diagrama de Gantt utilizando para

comparar el programa semanal de cinco centro de trabajo en un taller de modelado (planta de de produccién de
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productos experimentales). Los trabajos programados durante la semana se despliegan con nombres (4, B, C, etc.
en colores, 0 numeros de codigo), y tiempos de inicio y de terminacion representados por una barra sin relleno.
Conforme avanza el trabajo en una tarea, una barra solida muestra como se estd desempefiando el centro de

trabajo en relacion con el programa. Los periodos de revision se muestran con una flecha vertical.

Los cambios en la maquinas, su mantenimiento y otras labores planeadas se indicaran mediante una s;. Los
espacios vacios indican tiempo ociosos planeado en el centro de trabajo; durante estos lapsos no se requieren
operarios y, por lo tanto, estos pueden ser enviados a otros centros, o bien pueden programarse labores diferentes

en estos periodos.

Figura 3. Carta de programacion — Diagrama de Gantt

10

20 30 40 50
Fuente: Autor

Carga finita e infinita. Se emplean en ocasiones dos procedimientos para asignar trabajos a centro de trabajo;
carga finita y carga infinita.

El procedimiento de carga infinita se utiliza cuando se asignan a centros de trabajo sin tomar en consideracion su
capacidad. Este procedimiento abandona la planeacion de requerimientos de capacidad (CRP) y sus programas de
carga. A menos gue una empresa tenga capacidad excesiva de produccion, en los centro de trabajo se presentaran
filas de espera inaceptables.

El procedimiento de carga finita se utiliza cuando la capacidad de los centro de trabajo se asigna a una lista de
labores. Utilizando un modelo de simulacién por computadora o cualquier otro medio, y modificando los tiempos
de inicio y terminacién, la capacidad hora por hora de cada centro de trabajo se asigna a diversas tareas. El
resultado final de este procedimiento es que en un centro de trabajo, durante cualquier hora, no se programan mas

trabajos correspondientes a su capacidad. Este procedimiento deberd estar integrado con el CRP.

Programacion hacia adelante y hacia atras. En la preparacion de diagrama de Gantt, o de los programas de
carga, hay dos formas para determinar la manera de asignar espacios de tiempo para trabajos dentro de los centro

de trabajo: programacion hacia adelante o programacion hacia atrés.
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En la programacion hacia adelante, las tareas se asignan a los espacios de tiempo lo més temprano posible de los
centros de trabajo. Consiste en programar todos los trabajos disponibles para que comiencen tan pronto como los
requerimientos sean conocidos. Esta realizacion inmediata puede resultar en una terminacién temprana del trabajo
a costa de mas trabajos en proceso y mayores costos de llevar mas inventario del necesario. Este procedimiento
supone que los clientes desean que sus trabajos se entreguen tan pronto como sea posible. Aungue es simple de
utilizar, generalmente resultan inventarios en proceso excesivos, dado que las tareas tienden a esperar a que se les

asignen a su siguiente centro de trabajo.

Para el proyecto de investigacion a desarrollar se trabajard con el enfoque de la programacion hacia adelante,
evitando productos en proceso (WIP), mediante el control de entradas y salidas y los diagramas de Gantt y

ofrecer a los gerentes de operaciones formas sistematicas para ordenar el flujo de tareas en los centro de trabajos.

En la programacion hacia atras, el punto de inicio de la planeacion es la fecha prometida de entrega para el
cliente. Esta fecha se tomo como un hecho y se programa hacia atras a través de los centro de trabajo utilizando
los plazos de entrega para determinar cuando los trabajos deben pasar a través de cada una de las etapas de
produccién. Los trabajos se asignan a los espacios de tiempo de los centro de trabajo mas tardios posibles en que
se pueda cumplir con la fecha de entrega prometida para eliminar tiempo de espera de MRP. Aunque este
procedimiento requiere plazos de entrega precisos, tiene la tendencia a reducir los inventarios en proceso, porgque
los trabajos se terminan cuando se necesitan en el siguiente centro de trabajo de su plan de ruta. Los componentes
son entregados "' cuando se necesitan™ mas que "' tan pronto como sea posible". Por esta razon, el procedimiento

predominante utilizado por las empresas es la programacion hacia atras.

Las reglas de decision de prioridad para “n” trabajos en un solo centro de trabajo son lineamientos simplificados
(heuristicos) para determinar la secuencia en la cual estan hechos los trabajos. Las reglas simplemente asignan
trabajos con base en un sélo criterio, tal como primero que entra primero que sale (PEPS); fecha primera de
Vencimiento (FPV); minima holgura (o tiempo programado, menos tiempo de proceso) (MH); mayor tiempo de
proceso (MATP), menor tiempo de Proceso (METP) y 6rdenes de clientes preferentes (OCP): la mayoria de las

reglas son estaticas, pues no incorporan actualizacion.

Para cada una de estas reglas se deberan calcular ciertos parametros que ayudaran a definir de acuerdo a las
politicas de la empresa a seleccionar la regla de prioridad mas ventajosa o equitativa entre nuestro cliente y

nuestros intereses empresariales. (Norman Gaither, 2000)

Problemas de secuenciacion de las 6rdenes. En los problemas de secuencia de las 6rdenes deseamos determinar
la secuencia en la que produciremos un conjunto de drdenes que estan a la espera en un centro de trabajo.

Analizamos estos problemas al estudiar las diferentes reglas de secuencia, los criterios para la elaboracion de
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dichas reglas de secuencia y una comparacion de dichas reglas, asi como el control de los costos de cambios y la

minimizacion de los costos de produccion.

Reglas de secuenciacion. Se pueden seguir muchas reglas de prioridad secuencial para establecer prioridades

entre Ordenes y trabajos que esperan en los centros de trabajo. Entre las mas comunes estan:

— Primeras llegadas, primeros servicios (FCFS, por sus siglas en ingles) el siguiente trabajo que se producird,
de entre los que estan esperando, es el que llego primero.

— Tiempo de procesamiento mas breve (SPT, por sus siglas en ingles) el siguiente trabajo que se producira , de
entre los que estan esperando , es aquel cuyo tiempo de procesamiento es el mas corto.

— Fecha de entrega més cercana (EDD por sus siglas en ingles) el siguiente trabajo que se producira, de entre
los que estan esperando m es el que tiene la fecha de entrega mas cercana (fecha prometida al cliente).

— Aquel que tendra menos holgura (LS por sus siglas en ingles) el siguiente trabajo que se producira, de entre
los que estan esperando, es el que tenga menor holgura (tiempo de fecha de entrega menos tiempo total de

produccién faltante).

Holgura de la orden: Suma los tiempos de setup y de corrida para todas las operaciones que faltan, restando
este del tiempo que falta (Desde ahora hasta la fecha de entrega de la parte), y el resto lo llama holgura. La
regla es procesar el trabajo con la menor holgura.

Holgura de la operacion. Una variable de holgura de la orden es dividir la holgura entre el nimero de
operaciones que faltan, procesando el trabajo con el valor mas pequefio. ElI concepto de holgura por
operacion, es que seria mas dificil completar los trabajos con mas operaciones debido a que tienen que ser
programadas a través de los centros de trabajo.

La operacion mas corta. Esta regla ignora toda la informacion de fechas y de los trabajos que faltan. Dice
simplemente; toma el siguiente trabajo, el cual sera completado en el menor tiempo posible en el centro de
trabajo. Esta regla maximiza el nimero de 6rdenes que pasaran por un centro de trabajo y minimiza el tiempo

de espera en la fila.

— Relacién critica (CR, por sus siglas en ingles) el siguiente trabajo que se producirg, de entre los trabajos que
estan esperando, es aquel que tenga la relacién critica menor (tiempo de fecha de entrega dividido entre el
tiempo total de produccion faltante). Si la razén es 1.0 el trabajo sera procesado a tiempo. Una razén menor
que 1.0 implica un trabajo programado con retraso. Una razén es mayor que 1.0 indica un trabajo programado
con anticipacion.

— Aquel que tenga el costo de cambio menor (LCC, por sus siglas en ingles) en vista de que algunos trabajos
siguen légicamente a otros debido a la facilidad en los cambios; la secuencia de los trabajos en espera se

determina al analizar el costo total de hacer todos los cambios de maquinas entre tareas.
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También pudieran ser aplicables otras reglas, por ejemplo, el de clientes mas valiosos, el trabajo mas redituable y
de linea de espera méas corta en la siguiente operacion. Estas reglas se mantienen a través del tiempo y no es
conveniente ya que hay diversos sucesos que alteran el escenario de produccion y por ende la regla dejara de estar

vigente.

Criterios para la evaluacion de las reglas de secuenciacion. Al decidir cual de las reglas de secuenciacion se

desemparfiara mejor para un conjunto de trabajo a la espera, comunmente se utilizan varios criterios:

Tiempo de flujo promedio: tiempo promedio que los trabajos se quedan en el taller.

— Cantidad promedio de trabajos en el sistema: cantidad promedio de trabajos en el taller.

— Retraso promedio del trabajo: tiempo promedio que la fecha de terminacion del trabajo excede a su fecha de
entrega prometida.

— Costo de cambios: Costo total de efectuar cambios en las maquinas para un conjunto de trabajos.

Una comparacion de las reglas de secuenciacién y el de los criterios de evaluacion en un sistema de produccién
son para un solo centro de trabajo y no para diversos que cambian en forma continua a través del tiempo. Las
reglas de secuencia del tiempo mas corto de procesamiento y de la relacion critica con la politica de primeras

llegadas, son las que actualmente se utilizan en produccion y definen en el control de piso (SFC).

Evaluacion de las reglas de secuenciacion. Por lo general, el departamento de programacion analiza el
desempefio de las diferentes reglas de secuenciacion en conjunto de tareas o de trabajos representativos. Una vez
gue hayan seleccionado la regla que tiende a funcionar mejor en funcion de los criterios de mayor importancia, se
incorpora como parte de su sistema de programacion y de piso de taller, aunque se revise de vez en cuando, por lo

tanto sera inexacto ya que en la planta las variables cambian continuamente.

Control de los costos de cambio. Los costos de cambio son los costos de cambiar un paso del proceso de un
sistema de produccion de un trabajo a otro. Incluye los costos por elementos como el cambios de los ajustes en las
maquinas, obtener las instruccién para el trabajo y el cambio en materiales y herramientas. Por lo general, los
trabajos deberan producirse en la secuencia que minimice el costo de estos cambios. Por ejemplo, si dos trabajos
utilizan précticamente los mismos ajustes de maquina, las mismas herramientas y los mismos materiales, el
cambiar del primer trabajo al segundo serd muy rapido y poco costos. Una regla simple determina la secuencia de
trabajo que mantendra reducido el costo de los cambios entre un conjunto de trabajos en espera. El procedimiento
selecciona el primero y segundo trabajos en la secuencia al averiguar cuél es el costo mas bajo de cambio entre
todos los cambios posibles. Del segundo trabajo en adelante, el siguiente trabajo siempre se determinara
seleccionando el cambio de costo més bajo entre los restante. Esta regla pudiera no ser optima, pero en la préctica

funciona bastante bien.
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Otros procedimientos matematicamente mas complejos pueden lograr resultado Optimo. Se ha utilizado la
programacion lineal de enteros para minimizar los costos de cambio, dentro de un conjunto de restriccion, que

requieren que todos los trabajos se asignen en la secuencia una sola vez.

Secuencia de n trabajos a través de dos centros de trabajos. Problema clasico del tipo flow shop.
F2||Cpax-Cuando las tareas deben secuenciarse a través de dos centros de trabajo, a menudo deseamos
seleccionar una secuencia de trabajo que sea valida para ambos centros. Esta situacién se puede analizar con
efectividad utilizando la regla de Johnson. Los trabajos de los clientes deben pasar por maquinado (centro de
trabajo 1) y acabado (centro de trabajo 2) en un misma secuencia de trabajos. La secuencia de trabajos que resulte

tendra para todos los trabajos el tiempo de produccion total minimo en estos dos centros.

Si existe empate para el tiempo méas corto de procesamiento de diferentes centros de trabajo, no hay dificultad
alguna en determinar la secuencia de trabajo. Sin embargo, si ocurre empate en el mismo centro de trabajo, sera
necesario evaluar dos secuencias de trabajo al comparar sus tiempos acumulados de produccién. La secuencia de
trabajo que tenga el menor tiempo acumulado ser la recomendada. Observe también que se puede utilizar la regla
de Johnson con o sin el requisito de que los cambios de trabajo tienen que ocurrir simultineamente en ambos
centros de trabajo. (Pinedo, 1995)

Secuencia de n trabajos a través de m centros de trabajos. Problema clésico del tipo flow shop.
F||Cmax - Las plantas de produccion normalmente deben poner en secuencia muchas tareas a través de muchos
centros de trabajo, problema para el que no existen soluciones analiticas faciles. No obstante, los gerentes de
operaciones y los programadores toman cotidianamente este tipo de decisiones se secuenciamiento. ;Como se las
ingenian para tomar estas decisiones complejas? Por lo comun, una regla de secuencia como el tiempo mas corto
de procesamiento, la relacién critica o la fecha mas temprana de vencimiento se puede aplicar de manera
uniforme. La secuencia de trabajo se modifica después, para aprovechar economias en los cambios. Si algunos
trabajos estan particularmente retrasados, las economias en los cambios deben sacrificarse para cumplir con los
compromisos de fecha de entrega de los clientes. Dado que, de manera creciente, las decisiones de secuencia
forman parte integral de los sistemas computarizados de programacién, los procedimientos de secuencia deben
guedar formalizados y programados en las computadoras. Este escenario es la base para desarrollar la

metodologia propuesta de secuenciacion de trabajos. (Pinedo, 1995)

Aunque F, | prmu | Cpax €S fuertemente NP-duro es de interés estudiar casos especiales que tienen propiedades

estructurales agradables. Una serie de casos especiales son importantes.
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5. HIPOTESIS

“Al plantear una metodologia para desarrollar un algoritmo heuristico, basado en fundamentos légicos que
exprese el problema de secuenciacion de trabajos con otro tipo de expresiones algebraicas de tipo booleano, con
el cual se pueda obtener una secuencia confiable al ser procesado como un problema de decisién y no de

optimizacion”.

El presente trabajo pretende determinar la secuencia de operaciones a través del uso de sistemas combinacionales
y secuenciales basados en el algebra de boole, con la finalidad de tomar decisiones de forma inmediata, de
caracter afirmativo o negativo “si 0 no” para ser representados con valores 0 y 1 para poderlos relacionar con
operaciones binarias suma (+) y producto ( .) l6gicos, que igualmente cumplan con los postulados conocidos por
la matematica moderna y deducir funciones légicas expresadas con ecuaciones boolenas, para efectuar
operaciones para que se puedan deducir las salidas de cronogramas, que en forma analdgica a los diagramas de
Gantt , se representen con 1y 0, p.ej estando activo una maquina en un centro de trabajo expresado con el digito 1

y 0 en caso adverso.

Figura 4. Carta de programacion — Cddigo Binario

P,
Cu 11 1{000000
C, 00O0O0Of1 111|000
C: 000O0OOOO|1 11

Fuente: Autor

Podemos disponer de la I6gica proposicional, como un lenguaje en que se pueden describir de una forma alterna
un problema real de toma de decisiones, de secuenciacién, y en los que se puedan acotar las decisiones por
resultados binarios; dentro de las posibles combinaciones de resultados se consideran las condiciones de
indiferencia por lo regular ayudan a obtener una ecuacién de transicion mas simplificada, y por ende llegar a un
resultado podria ser mas eficiente, ya que tendrd menos operaciones logicas que evaluar.

De esta manera se podrd llevar la representacion de un flujo proceso fisico alineado con la representacion de flujo

de informacioén.

La ruta de fabricacion en forma légica, genera una relacion de recurrencia para determinar el siguiente estado. Es
una sucesion de estados. Por ejemplo 10110111. Poder encontrar la formula para determinar la sucesion /

secuencia.
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Los supervisores y planeadores de produccion se apoyan en diagrama de Gantt para detectar el avance de los
centros de trabajo en comparacion con su programa. Se desarrollard dentro de la metodologia de investigacion
aplicada el planteamiento de una salida del sistema l6gico proposicional para obtener este diagrama a través de
funciones booleanas, para cada centro de trabajos c; relacionados a cada producto p; para luego ser combinados
en uno solo o individual y efectuar el andlisis de los trabajos en curso en forma continua a través del tiempo, y
mitigar la generacion de informes con informacion desactualizada como lo expresa la teoria de programacion de

operaciones.

Se desarrollard una metodologia en la cual se puedan deducir un sistema logico, que determine la disposicién de
cada uno de los centro de trabajo presentes en una planta de produccion con operaciones discretas en el escenario
flow shop.

La programacion de operaciones a corto plazo deberd generar una reaccion inmediata segln los sucesos que
ocurran directamente en la planta, para asi determinar los posibles cambios y generar una secuencia de

operaciones acorde a las necesidades a cubrir del plan maestro de produccion.

El desarrollar una plataforma basada en sistemas l6gicos combinacionales y secuenciales para toma de decisiones
inmediatas se fundamenta en la ingenieria de producto PDM que hay que ejecutar cuando se esta en firme una

orden de trabajo. Expresar la ruta de fabricacion y la lista de materiales como relaciones logicas

Se esta generando una alternativa de razonamiento matematico para apoyar las métricas de control de la ejecucion
de 6rdenes de trabajo en forma organizada y secuencial, cumpliendo en los requerimientos exigidos en el tiempo
expresados en el plan de produccion segun la estrategia MTS.

MTO se vuelve méas exigente ya que los requerimientos son expresados por el cliente sin considerar un tiempo
para incorporaralo a la planeacion de la produccién. Esto amerita que la produccién moderan sea cada vez mas
flexible y no pueda planear con el debido tiempo las diferentes ordenes de trabajo. Esta evolucion en las
tendencias de produccién de hoy dia, reflejan que la manufactura moderna debe estar alineada tanto en el flujo de

procesamiento fisico como con el flujo de informacién al mismo tiempo.
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6. CONGRUENCIA METODOLOGICA

El primer paso para el perfeccionamiento del algoritmo de la eleccion de la jugada en el ajedrez es su
comprension. Es simultaneo, pensamos, ya que es Util recibir la imagen evidente del algoritmo con objeto del

andlisis consecuente.

La eleccion de la jugada es un proceso intelectual complicado y sin duda, no conseguiremos representarlo nunca
sobre el papel y analizar este proceso por completo, uno a uno, con todos los detalles. Sin embargo podemos

aplicar el método de la modelacin, que en esencia consiste en lo siguiente:

e Se construye el modelo del proceso como el juego de las correlaciones logicas y matematicas.

o En el modelo se reflejan so6lo los atributos principales, los mas caracteristicos y esenciales del fenbmeno
y sus enlaces, mientras que los factores secundarios y sus dependencias se desatienden. Se cumple el
analisis del modelo, que tiene como objetivo el establecer, a cuales influencia y a que cambio es oportuno
someter los atributos basicos, cuales significados dar para recibir los resultados necesarios.

e Las conclusiones recibidas en el modelo, son aplicadas al fenémeno real (secuenciacién).

El método de la modelacion sirve de medio eficaz del estudio de los procesos complicados desde hace mucho
tiempo. A él, por ejemplo, se deben los éxitos de los matematicos, pero es ahora aplicado en todas las regiones

basicas de la actividad humana.

Se utiliza ampliamente el modelo del algoritmo de la eleccidn de la jugada (secuencia de trabajo), desglosando las partes
separadas de este algoritmo, no parando cada vez sobre la legitimidad de la modelaciéon y no haciendo otras clausulas
especiales. El algoritmo de ajedrez de Alan Turing, conocido como Turochamp, fue disefiado a partir de la aplicacion de ciertas
reglas de oro con el objetivo de escoger la mejor movida posible, anticipando dos movimientos en la partida. Si tenemos en
cuenta que los programas modernos de ajedrez pueden ir mucho méas profundos que eso, y que Kasparov en una tarde normal
anticipa diez jugadas, la descripcion de primitivo parece adecuada para el algoritmo, pero no en un sentido que le quite valor,
sino todo lo contrario. Es el primer programa de ajedrez jamas hecho. Si bien hay antecedentes de supuestas maquinas que
jugaban al ajedrez (tal vez recuerden al falso “Turk”), el algoritmo de Turing es real, funciona, y a pesar de sus limitaciones, lo

hace a la perfeccion.
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El juego queda apenas como una anécdota. Tampoco tiene sentido enfrentar a un algoritmo de 60 afios con un ex campeén del
mundo y esperar una sorpresa. Los dieciséis movimientos que llevaron a Kasparov a la victoria son irrelevantes en este caso. Lo
que es realmente admirable aqui es que Turing hizo el primer algoritmo para un juego de ordenador incluso antes de que
hubiese un ordenador capaz de ejecutarlo (traté de hacerlo en la Ferranti Mark 1, pero no fue posible). Turing se usé a si mismo
como ordenador para probar el algoritmo, recurriendo a papel y lapiz y tardando entre quince minutos y mas media hora para

procesar cada movimiento.

El proceso de la partida de ajedrez comienza en la llamada posicion inicial y se define reglamentariamente en la
Posicion de jague mate, asi mismo, los resultados de empates o tablas se verifican igualmente en determinadas
posiciones. La posicion constituye y contiene el problema al que debe enfrentarse el ajedrecista (planificador de
operaciones). EI dominio de todos los elementos técnicos del ajedrez esta referido a ella, pero también lo estan las

habilidades intelectuales (ser un estratega) que debe poseer el atleta para actuar desempefiarse en las mismas.

Para definir un problema. Tendriamos que decir entonces que un problema es determinada situacion en la cual
existen nexos, relaciones, cualidades de y entre los objetos que no son accesibles directa o indirectamente a la

persona. Un problema es toda situacion en la cual hay algo oculto para el sujeto que éste se esfuerza por hallar.

La posicion de Ajedrez como problema. Una posicion de Ajedrez se justifica asi como problema, precisamente
en los nexos, relaciones y cualidades de y entre los componentes de la misma: el espacio, la fuerza y el tiempo, lo
gue oculta la posicion para los sujetos que intervienen en el proceso de la partida de ajedrez, también apoya el

considerar esta como un problema.

Como se soluciona un problema?. El pensamiento se manifiesta por lo regular como un acto propositivo que se
aplica predominantemente a la solucién de problemas, puede ser regulado por el propio sujeto, distinguiéndose
dos formas de regulacion del pensamiento: tiene lugar a partir de la contrastacion o comparacion de las acciones
realizadas y los productos obtenidos con representaciones (modelos) de lo que debe hacerse y lo que debe

obtenerse en cada momento (secuencia de operaciones a través del tiempo).

Posiciones de Ajedrez como problemas. Los problemas que suponen las posiciones de ajedrez, se pueden
caracterizar como tales precisamente por la indeterminacidn inicial de la accion concreta que hay que ejecutar en
correspondencia con cierto criterio. Este criterio es la decision. Para el proceso de la partida de ajedrez, la toma de
decisiones habitualmente requiere la eleccién no univalente de cierto conjunto de acciones y la transformacién de

la informacion.

La decision en Ajedrez. La decision que se toma expresa la correspondencia de ésta con la finalidad de la accion
que pretende alcanzar, el objetivo, por tanto la mejor decision es aquella que debe ejecutar de la mejor manera el

objetivo previamente seleccionado.
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Concepto de estrategia general para el ajedrecista. En cualquier posicion debo aumentar al maximo mis
posibilidades o viceversa, disminuir al minimo las posibilidades del adversario. Al operar el pensamiento en la
solucion de problemas se distinguen tres funciones: funcién de andlisis, funcion de ejecucion y funcion de control

valorativo.

Proceso de solucion: .....el proceso de solucion de cualquier problema, al ser un acto esencial de pensamiento,
puede considerarse, en una nueva dimension, como una sucesién - no lineal - de funciones ( analisis, ejecuciény
control valorativo), en la que cada una de esas funciones ocupa por cierto tiempo el lugar predominante, y luego
cede el paso a otra funcion que realiza los objetivos (u obtiene los productos) programados o propuestos por el

sujeto que resuelve el problema.

El andlisis de un problema: ...... el andlisis del problema estd dirigido a obtener la informacién atil para la
solucion, también es él quien permite destacar, filtrar o dejar a un lado aquella informacién contenida en el
problema, o en la situacion que en éste se plantea que no se revela - para el sujeto - como necesaria para el

desarrollo de la solucion.

Resultado méas importante. El resultado mas importante, al cual conduce la funcion de analisis, consiste en
facilitar al sujeto el acceso gradual a la estructura del problema, es decir, aquel conjunto de relaciones y nexos
entre los elementos que constituyen la clave para la solucién, en otros términos, la comprension del problema

puede denominarse aprehension o determinacion de la via de solucion.

Funcion ejecutiva: La funcidn ejecutiva, al manifestarse como proceso de operacién con simbolos, esquemas,
formulas u otros elementos que realizan la transformacidn efectiva del problema, tiene que ver directamente, con
las habilidades y habitos para operar con dichos elementos; estos conocimientos y habitos se asimilan de la

experiencia individual (obtenida dentro de la ensefianza o fuera de ella).

Funcién de control valorativo. Mantiene la actividad de solucién dentro del curso previsto (cuando se ha
realizado de acuerdo con un plan preconcebido). Para lograr esto, el sujeto opera comparando los productos
realmente obtenidos con los patrones o modelos de aquellos productos que normativamente, deberan ser

obtenidos.

Un algoritmo en el Ajedrez. La caracterizacion de las posiciones de ajedrez como problemas y el estudio
realizado acerca de como resolver estos en general, fundamentan la concepcion de un algoritmo para ser aplicado
por el ajedrecista (planificador de operaciones a corto plazo- secuencias) en la toma de decisiones dentro del

proceso de la partida de ajedrez.
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Este algoritmo refleja dos formas de regulacion: Regulacién a partir de patrones referidos a lo que debe hacerse u
obtenerse en cada momento considerado para la toma de decisiones ante una posicion de ajedrez. Regulacion
consciente por parte del competidor u atleta de sus propios procesos mentales aplicados a la toma de decisiones

ante una posicién de ajedrez.

Las conclusiones recibidas sobre los modelos, se destinan a la aplicacion directa practica, ya que todos ellos en
cierta medida se probaran. Los diagramas de bloques logicos (sistemas I4gicos) estan numerados y estan unidos
por las lineas. Ademas de cada blogue del algoritmo es posible, dependiendo de la situacidon, moverse o de la

izquierda a la derecha, o de arriba abajo.

Como vemos, la esencia del algoritmo presentado es escoger la jugada (operaciones) que detiene o que realiza
una amenaza (esta puede ser la amenaza de tomar el peon, etc.). Probaremos formular las exigencias comunes a

un algoritmo y al mismo tiempo examinaremos criticamente el diagrama de bloques.

En primer lugar, el algoritmo debe ser l6gicamente no contradictorio. Cualquier situacion debe acabarse por la
eleccion de la jugada. Para empezar no se ha conseguido representar tal algoritmo — por ejemplo, sobre el

esguema no es tomado en consideracion gque a veces es imposible parar la amenaza del adversario.

En la medida que se desarrolla el trabajo de investigacion aplicada, se incorporan conceptos inherentes a la
metodologia descritos en la figura 7, para comprender los principios que fundamentan el razonamiento l6gico para

sustentar la alternativa de secuenciacién de trabajos en produccion.
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Fuente: Autor

Figura 5. Mapa conceptual de la metodologia planteada para desarrollar secuenciacion de trabajos
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Al enmarcar la metodologia propuesta, se dispone de sistemas de automatizacion que pueden ser divididos en
distintos niveles conformando la piramide CIM de automatizacion (Computer Integrated Manufacturing por sus
siglas en ingles) descrito en la figura 6; donde se estaremos situados entre el nivel 3 red de operacion (MES)
donde se efectla la planificacion y el seguimiento del producto, gestion del stock y, a grandes rasgos, la ejecucion
de la produccion. y el nivel 2 red de supervision (SCADA), que corresponde a los sistemas de supervision, control
y adquisicién de datos donde se enlazan, principalmente, celdas de produccién (centro de trabajo) y computadoras
con equipo de observacion como puede serlo un sistema SCADA. Es por esto que en este nivel es importante
contar con equipo que integre los diferentes protocolos de comunicacion de los equipos en el nivel 1, es decir, los
lenguajes que distintos PLCs hablan como PROFINET, ETHERNET IP, DEVICE NET, etc.

Figura 6. Piramide de la automatizacion industrial

e
NIVEL 4 . “‘::&““ Tecnologias
A= =3 Wiiea?) de Informacién

NIVEL3

NIVEL 2 S CEAL Tecnologias
de operacion

NIVEL 1

NIVEL O

Asimismo, sobre estos niveles es donde las tecnologias de informacion y las tecnologias de operacion se integran
y en esta frontera se compartird informacién de las variables de estado que provienen del sistema de control y
visualizacidn de procesos junto al sistema de gestion empresarial de operaciones MES/PS, donde se describen las

caracteristicas que contempla una aplicacién para Production Schedule PS. Ver apartado recomendaciones.
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7. DESCRIPCION DEL PROBLEMA SECUENCIACION

En la funcionalidad de scheduler del sistema operativo estd orientada esta investigacion; ya que este mismo es
quien gobierna las decisiones a ser tomadas para el ordenador (en la planta de produccién), y donde se encuentran
los algoritmos que tramitan el procesamiento de los programas a ser ejecutados y por lo tanto la metodologia a
desarrollar se dirige la determinar el problema de decision (en ciencias de la computacién y matematicas, en
alemén : entscheidungsproblem) con Idgica simbolica y determinar un algoritmo general que decidiera si una
férmula del l6gica de primer orden es un teorema. Efectuando estd analogia, dentro de la metodoldgica se
representara el problema de secuenciacion de operaciones de produccion con los principios que rigen a un
ordenador pero basado en la programacion declarativa para algoritmos decidibles analizando los recursos que son
necesarios para ser ejecutados fisicamente (recursos de tiempo, numero de centros de trabajo, tipo de operaciones,

materiales, etc.)...

El planificador (en inglés scheduler) es quien efectla la programacion de operaciones en la gestién planeacion
operativa de produccion y desde el punto de vista de la teoria de computacion, es una funcionalidad muy
importante de los sistemas operativos multitarea y multiproceso, y es esencial en los sistemas operativos de
tiempo real. Su funcién consiste en repartir el tiempo disponible de un microprocesador entre todos los procesos
gue estan disponibles para su ejecucién. Se denominard microprocesador a cada uno de los centros de trabajo

presentes en un ambiente de produccion.

En todo sistema operativo se gestionan los programas mediante el concepto de proceso. Se denomina este mismo,
como los procesos de produccion requeridos para cada uno de los productos a ser transformados. En un instante
dado, en el ordenador (como la planta de produccién) pueden existir diversos procesos listos para ser ejecutados.
Sin embargo, solamente uno de ellos puede ser ejecutado (en el microprocesador). De ahi la necesidad de que una
parte del sistema operativo gestione, de una manera equitativa, qué proceso debe ejecutarse en cada momento para
hacer un uso eficiente del procesador. La gestion de procesos podria ser similar al trabajo en la administracion de
la produccién industrial. Se puede tener una lista de trabajos a realizar y a estos fijarles prioridades alta, media,
baja. Se debe comenzar haciendo los trabajos de prioridad alta primero y cuando se terminen seguir con las de
prioridad media y después las de baja. Una vez realizada el trabajo se suprime. Esto puede traer un problema que
los trabajos de baja prioridad pueden que nunca lleguen a ejecutarse y permanezcan en la lista para siempre. Para

solucionar esto, se puede asignar alta prioridad a las tareas més antiguas.

Al suponer que un ordenador contiene un Gnico microprocesador, que se representa como un centro de trabajo.
Dicho microprocesador solamente puede ejecutar un programa en cada instante de tiempo. Ademés, cuando un

programa estd ejecutandose, nunca dejard de hacerlo por si mismo. De manera que, en principio, cualquier
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programa monopoliza el microprocesador impidiendo que otros programas se ejecuten. Es el caso de la

programacion de una sola maquina en la teoria de scheduling para programacion de trabajos que deben ser

procesados uno a la vez hasta terminar. (Negron, 2009)

Por ello, la primera mision de un planificador es expulsar el programa en ejecucion cuando decida que es

pertinente. Esto se consigue de dos maneras, siempre con ayuda del propio hardware:

— Cuando expira un temporizador, que se activa a intervalos regulares de tiempo. En intervalos muy cortos de
tiempo, generalmente cada 250 milisegundos. (para nuestro caso se representa como un sistema logico
secuencial sincrono en segundos para el recurso tiempo).

— Cuando el programa solicita una operacion de entrada/salida. Dado que el programa no puede continuar hasta
que termine dicha operacion, es un buen momento para ejecutar otro programa (u orden de trabajo en firme

correspondiente al MPS: master production schedule por sus siglas en ingles).

En ambos casos, el control del microprocesador pasa a manos del planificador gracias a que el hardware genera
una interrupcion. En este proceso de expulsion, se guarda el estado de ejecucion del programa (programa y su
estado se denomina contexto). Este hardware, se contextualiza como el equipo (maquina de trabajo) que se
encuentra ubicado en cada centro de trabajo establecido.

A continuacion, el planificador decide cuél sera el siguiente proceso en ejecutarse. Naturalmente, solamente se
escogen procesos gue estén listos para hacerlo. Si un proceso sigue esperando por una operacién de entrada/salida
no serd candidato a ejecutarse hasta que finalice tal operacién.

La seleccidn del proceso sigue alguna politica de planificacion preestablecida. Una vez seleccionado un proceso,
se procede a ejecutarlo. Para ello, el planificador restaura su estado de ejecucién (previamente salvado) y
abandona el uso del microprocesador cediéndoselo a dicho proceso.

Se dice que el planificador procede a ejecutarlo a modo ilustrativo, entrando un poco mas en detalle el
planificador envia su lista de procesos al 'dispatcher' (despachador) para que este adecue al proceso y su PCB
para la inmediata ejecucion Todo esto apenas dura unos pocos milisegundos, y se consideraria tomar decisiones a
corto plazo.

Gracias a que el tiempo del microprocesador se reparte entre todos los procesos a intervalos muy cortos, el
ordenador ofrece la sensacion de que todos los procesos estan ejecutandose a la vez (ejecucion concurrente).
Cuando un ordenador tiene varios microprocesadores, este esquema se repite para cada microprocesador.

En produccion, varias maquinas que puede realizar el mismo tipo de procesamiento se llaman maquinas paralelas.
Un trabajo se puede procesar en cualquiera de las maquinas, y una vez procesado por cualquiera de ellas, queda
terminado. A menos que se diga lo contrario, se supone que todas la maquinas paralelas son idénticas. El tiempo

para procesar un trabajo en una de varias maquinas idéntica es independiente de que maquina lo haga.
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Una produccion continua contiene maquinas diferentes. Cada trabajo (programa) debe procesarse en cada
maquina exactamente una vez. Mas aun, todos los trabajos siguen la misma ruta; esto es, deben visitar las
maquinas en el mismo orden. Sin pérdida de generalidad, se puede numerar las maquinas de manera que la 1 sea
la primera, la 2 la segunda, y asi sucesivamente. Un trabajo no puede comenzar su procesado en la segunda
maquina hasta no terminar el de la primera. Las lineas de ensamble y las células son ejemplos tipicos de
produccién continua. Este caso resulta interesante, ya que un ordenador en la actualidad se le puede asignar a

tareas especificas desde el sistema operativo a un procesador indicado pero no en secuencia.

Un sistema operativo en tiempo real se caracteriza por garantizar que todo programa se ejecutara en un limite
méaximo de tiempo. El planificador debe comportarse de manera que esto sea cierto para cualquier proceso.

En estos casos, la finalidad del planificador es balancear o equilibrar la carga del procesador, impidiendo que un
proceso monopolice el procesador o que sea privado de los recursos de la maquina. En entornos de tiempo real,
como los dispositivos para el control automatico en la industria (por ejemplo, robots), el planificador también
impide que los procesos se paren o interrumpan a otros que esperan que se realicen ciertas acciones. Su labor
resulta imprescindible para mantener el sistema estable y funcionando.

El comportamiento del modelo seré& en tiempo real, y por lo tanto los sistemas l6gicos interactuaran activamente
con el entorno de produccion junto con la dindmica conocida en relacion con sus entradas, salidas y restricciones
temporales, para darle un correcto funcionamiento de acuerdo con los conceptos de predictibilidad, estabilidad,
controlabilidad y alcanzabilidad concebida en la programacion de operaciones.

La principal caracteristica que distingue el modelo STR en la secuenciacion de trabajos es el tiempo de
interaccién. La palabra tiempo significa que el correcto funcionamiento del sistema depende no sélo del resultado
légico que devolvera la maquina de estados finitos deterministica, también depende del tiempo en que se produce
ese resultado. La palabra real quiere decir que la reaccion de un sistema a eventos externos debe ocurrir durante su
evolucion. El determinismo es una caracteristica que se refiere al tiempo que tarda el modelo antes de responder a
una interrupcién. Este dato es importante saberlo porque casi todas las peticiones de interrupcién se generan por
eventos externos al sistema (por una peticion desde algin centro de trabajo, un cambio en la demanda, etc.), asi
que es importante determinar el tiempo que tardara el modelo en aceptar esta peticion de servicio. Como una
consecuencia, el tiempo del sistema l6gico (tiempo interno) debe ser medido usando la misma escala con que se
mide el tiempo del ambiente controlado de programacion (tiempo externo), cumpliendo con tres condiciones
basicas: interactta con el mundo real (proceso fisico de transformacion), emite respuestas correctas (variables de
estado) y cumpliendo con las restricciones temporales (reglas).

La responsividad se enfoca en el tiempo que tarda una tarea en ejecutarse una vez que la interrupcion ha sido
atendida. Los aspectos a los que se enfoca en el modelo son: la cantidad de tiempo que se lleva el iniciar la
ejecucion de una interrupcion (o un trabajo); la cantidad de tiempo que se necesita para realizar un trabajo que

pidi6 la interrupcion y los efectos de interrupciones anidadas que afectan la secuenciacion de trabajos.
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Una vez que el resultado del célculo de determinismo y responsividad es obtenido, se convierte en una
caracteristica del sistema y un requerimiento para las aplicaciones que correran en €l, (si disefiamos una algoritmo
eficiente en un sistema de produccion en el cual el 95 % de los trabajos deben terminar en cierto periodo entonces

es recomendable asegurarse que las trabajos ejecutadas en la aplicacion no caigan en el 5 % de bajo desempefio).

La confiabilidad en un sistema de secuenciacion de produccién en tiempo real es otra caracteristica clave. El
sistema l6gico no debe solamente estar libre de fallas pero méas adn, la calidad de la informacion no debe
degradarse més alla de un limite determinado. El sistema debe de seguir en funcionamiento a pesar de catastrofes,
o fallas mecanicas. Usualmente una degradacion en el servicio en un sistema de tiempo real lleva consecuencias
catastroficas. Que el sistema sea estable, es decir, que si para el sistema es imposible cumplir con todas los
trabajos sin exceder sus restricciones de tiempo, entonces la planeacion de la produccion cumplird con las trabajos
mas criticos y de més alta prioridad. Cuando ocurra una falla, el sistema preserve la mayor parte de los datos y

capacidades del sistema en la mayor medida posible.

7.1.  PASO 1: Proceso de produccion

El flow shop es un tipo de proceso de fabricacion que se caracteriza basicamente en que sus tareas (series de
trabajo) para llevarse a cabo necesariamente pasan a través de todos sus procesos (maguinas) en el mismo orden,
es decir que sus productos tienen una relacion de procesos y secuencias idénticas; las maquinas estan dispuestas
de manera que el flujo de todos los productos que se procesan en ellas es unidireccional. Existen m maquinas y
puede haber que tengan menor operaciones que m. Este problema es complicado debido a de caracter
combinatoria. Si los n trabajos se procesan en las m maquinas existen (n!)™ alternativas para la programacion. Si
hay que planificar 5 trabajos en 3 maquinas se disponen de 1.728.000 alternativas diferentes. Hasta el momento

solo esté resuelto de forma 6ptima el caso estatico del flow shop de dos méquinas.

El flow shop conocido también en el &mbito de produccién como enfoque estratégico repetitivo se aplica de
manera conveniente en organizaciones que manejan una media flexibilidad de referencias y un nivel medio de
volimenes de fabricacion, pero que a su vez se basa en el ensamble de médulos (elementos a ensamblar que son
factor comun en diversas referencias) los cuales fluyen en el sistema basados en un proceso continuo.

Si para sistemas Job Shop, en los que las secuencias de produccién son particulares y no repetitivas los enfoques
vanguardistas de distribucion sugieren un enfoque de manufactura esbelta, para el flow shop es sin duda la

configuracion perfecta, esta consiste en que las maquinas e instalaciones deben disponerse en funcion al flujo de
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producto, lo cual mejorard el tiempo, independiente de que exista mas de una secuencia de produccion, tal como
observaremos a continuacion.

En los sistemas de produccion flow shop se observa un proceso simple, lineal, completamente visible, enfocado al
flujo de producto y que ademéas permite un mejor mantenimiento.

Enrutamiento (Orden de produccidn). Es comdn que se efectle una produccion orientada al pedido en la que si se
llegaran a presentar vacios de programacion, estos se compensan con Ordenes de procesos continuos orientados a
los médulos con mayor rotacién (para lo que se requiere un analisis previo), aumentando la utilizacion de la
capacidad instalada (por ende disminuyendo los costos totales unitarios, aungue estos es relativo con base en la
meta de la empresa) y alimentando un stock de subensambles o producto en proceso, que reducira el ciclo
logistico de las 6rdenes futuras.

Vale la pena considerar que en el caso en el que se presenten vacios de programacién, no necesariamente la mejor
alternativa sea compensar los puestos de trabajo con Grdenes de prevision; para ello es preciso tener un analisis
detallado de la rotacion de las unidades, y en caso de que dicho indice no sea representativo, no se aconseja
utilizar a tope la capacidad instalada solo por el hecho de mejorar los rendimientos locales. Tenga en cuenta que
un sistema con maltiples 6ptimos locales no necesariamente es un sistema éptimo en su conjunto; es decir, que en
produccion es vital equilibrar la demanda con el flujo, y no con la capacidad, ya que operando al méaximo de la
capacidad y sin 6rdenes de pedido (no de prevision) en pie, se incurre en sobreproduccién con sus consecuentes
efectos: excesos de inventario de producto en proceso, excesos de inventario de producto terminado, y costos de
oportunidad o lucro cesante, es decir capital de trabajo, mientras no se estéa facturando a la misma tasa.

En los casos en los que no se trabajo sobre pedido, el proceso puede desarrollarse de manera continua
(programacion con poco estrés) para todas las operaciones relacionadas con la fabricacion de mddulos y
estableciendo corridas lote por lote para los procesos de ensamble y personalizacion, las cuales deben ser lo mas

cercano al cliente posible, eso si, esta es una alternativa que depende de la rotacion de inventario.

La programacion de un sistema flow shop es compleja, si bien es cierto que es mucho mas simple que la
programacion de un sistema job shop, esto derivado de la alta cantidad de posibles alternativas de secuencia de
entrada, tiempos de procesamiento, tamafio de lote, reutilizacion de estaciones de trabajo, entre otras. Para
programar un sistema flow shop se recomienda utilizar las reglas de asignacion, establecer y hacer seguimiento a
los indicadores de produccidon més relevantes para la compafiia, y evaluarlos con las alternativas de prioridad.

Qué empresas utilizan flow shop?

Algunos ejemplos de organizaciones con enfoques estratégicos repetitivos o flow shop son los lugares dedicados a
la preparacion de comidas rapidas, ensambladoras, siderdrgicas, neumaticos, pastas alimenticias u organizaciones

que se enfocan en la produccidn de un solo producto.

Ventajas y Desventajas del flow shop
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La principal ventaja del flow shop es que se basa en las ventajas de sus enfoques extremos, es decir en los
beneficios respecto a la personalizacion de productos de un enfoque al proceso y en las ventajas econémicas de la
produccion a media/alta escala que se perciben al llevar un proceso continuo de programacion y fabricacion de
maddulos cuya probabilidad de rotacion hacia el ensamblado final es mayor que en un enfoque en el proceso.

Las ventajas mas significativas respecto al Job Shop son sin duda alguna las ofrecidas en el proceso de
programacion, dado que existe la posibilidad de realizarse sobre los moédulos que presentan una cantidad
légicamente inferior a la cantidad de referencias. Otra de las ventajas que presenta el flow shop es su alta
capacidad de optimizarse con el balanceo de lineas.

Las desventajas son muy pocas, y consiste basicamente en que no todos los productos son susceptibles de una

produccién modular.

Niveles de planificacion. Los niveles de planificacion estan basados en la frecuencia con la que se realiza cada
uno. En analogia a los sistemas operativos de proposito general, existen tres tipos de planificadores que se asumen
en la planificacion de la produccidn. El planificador a corto plazo es el que se ha descrito aqui, siendo también el
mas importante. En inglés, se denomina dispatcher o short term scheduler, también existe un planificador a
mediano plazo (en inglés, mid term scheduler) relacionado con aquellos procesos que no se encuentran en
memoria principal (véase memoria virtual). Su mision es mover procesos entre memoria principal y disco (lo que
se conoce como swapping) Yy por Gltimo existe el planificador a largo plazo (en inglés long term scheduler) es el
encargado de ingresar nuevos procesos al sistema y de finalizarlos. Como analogia en la planeacion de produccion
estan presentes la planificacion estratégica, tactica y operacional que se rigen en la misma escala de tiempo. En

esta Ultima se centra el problema de investigacion para aumentar la confiabilidad en el programa.

Politicas de planificacion. A continuacién se enumeran diversas politicas de planificacién. Lo habitual es utilizar
politicas mixtas. Generalmente, el planificador a corto plazo utiliza round-robin, mientras que el planificador a
largo plazo utiliza varias colas FIFO (First In First Out). Cada una de estas colas corresponde a una prioridad
diferente.

— Planificacion Round-robin

— Round-robin con pesos.

— Prioridades monotonas en frecuencia RMS Rate-monotonic scheduling

— Menor tiempo de respuesta primero EDF Earliest deadline first scheduling

— FIFO - También conocido como FCFS First Come, First Served.

— LIFO.

— SJF - Shortest Job First.

— CFS - Completely Fair Scheduler (6 Planificador Completamente Justo)
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— SPT - Shortest Process Time (clésico en la programacion de operaciones industriales).

— SRT - Shortest Remaining Time

Planificacion mediante colas multinivel. Existen dos tipos de algoritmos de calendarizacion (politicas de
planificacion), expropiativos y no expropiativos. Los expropiativos asignan un tiempo de ejecucion a cada
proceso después del cual se calendariza otro proceso, hasta que cada proceso acabe su trabajo. También pueden
expulsar a un proceso en ejecucion si llega otro de mayor prioridad que necesita ejecutarse. Los no expropiativos
permiten que se ejecute el proceso hasta que acabe su trabajo. Es decir, una vez les llega el turno de ejecutarse, no
dejarén libre la CPU hasta que terminen o se bloqueen. La existencia de estos algoritmos seran codificados bajo
programacion légica declarativa para el problema de secuenciacion (scheduling) y al preguntarse si lo sugerido

con respecto a la teoria de la computacion, el problema decisién planteado sera una formula l6gica es una clausula

de Horn, con un conjunto de literales de longitud finita que tienen asociadas proposiciones resultantes también de
longitud finita. El problema de decision es un problema en donde las respuestas posibles son si 0 no. Como un
tipico problema de decision se pregunta: ¢hay inventario disponible?, ¢esta disponible el centro de trabajo?, ¢el

personal esté asignado? Una instancia de este problema seria: ¢ Es posible este proceso?

El problema de decision también se podra formalizar como el problema de decidir si cierto sistema l6gico formal
pertenece a un conjunto de elementos mas simples que representan proposiciones, y cuyas constantes ldgicas
Ilamadas conectivas logicas, representan operaciones sobre proposiciones, capaces de formar otras proposiciones
de mayor complejidad donde se pueda analizar la inferencia légica partir de estas mismas. Tanto la lista de
materiales como la ruta de fabricacion para cada unos de los articulos a transformar (tomados desde el PDM
product data management: administracion de datos de producto) seran codificados en el lenguaje logico
representandolos como sistemas l6gicos tanto combinacionales y secuenciales, basados en el algebra booleana,
gue en informética y matematica son estructuras algebraicas que esquematizan operaciones ldgicas A, v, =y —
(and, or, not, y if..then) asi como el conjunto de operaciones union, interseccion y complemento en el algebra de

conjuntos.

De los sistemas logicos formados, se genera el alfabeto de un sistema formal como el conjunto de simbolos que
pertenecen al lenguaje del sistema (automata finito programable Maquina de Turing). El conjunto contiene
exactamente las frases para las cuales la respuesta a la pregunta es positiva. La pregunta anterior sobre los
procesos se puede ver también como el lenguaje de todas las frases en el alfabeto {py, p1, P2, ..., Pn,} tales que el

proceso correspondiente es posible.

Si existe un algoritmo que pueda decidir para cada posible frase de entrada si esa frase pertenece al lenguaje,

entonces se dice que el problema es decidible, de otra forma se dice que es un problema indecidible. Cuando
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existe un algoritmo que puede responder positivamente cuando la frase estd en el lenguaje, pero que corre
indefinidamente cuando la frase no pertenece al lenguaje se dice que el problema es parcialmente decidible. En la
teoria de la computabilidad, se estudia qué lenguajes son decidibles con diferentes tipos de maquinas. En la teoria
de la complejidad computacional se estudia cuantos recursos necesita un algoritmo decidible para ejecutar
(recursos de tiempo, espacio, nimero de procesadores, tipo de maquina, etc.).

La légica proposicional y la computacién. Debido a que los ordenadores trabajan con informacion binaria, la
herramienta matematica adecuada para el analisis y disefio de su funcionamiento es el Algebra de Boole que fue
desarrollada inicialmente para el estudio de la légica. Ha sido a partir de 1938, fecha en que Claude Shannon
publicé un libro llamado Andlisis simbolico de circuitos con relés, estableciendo los primeros conceptos de la
actual teoria de la conmutacion, cuando se ha producido un aumento considerable en el nimero de trabajos de
aplicacion del Algebra de Boole a los computadores digitales. Hoy en dia, esta herramienta resulta fundamental
para el desarrollo de los ordenadores ya que, con su ayuda, el andlisis y sintesis de combinaciones complejas

circuitos l6gicos puede realizarse con rapidez.

El anélisis dentro de la metodologia comprende que la representacion de una planta de produccion sea descrita
como un sistema logico proposicional al cual sea analogo a los componentes de un ordenador y este gobernado

con operaciones logicas que determinen un razonamiento con el cual se tomen decisiones a corto plazo.

El hardware se representa la parte fisica del modelo, y estd fundamentado en los sistemas l6gicos tanto
combinacionales como secuenciales. El conjunto de componentes esta asociados a cada uno de los recursos
tangibles como son los equipos, los materiales y la mano de obra asociados a cada uno de los centros de trabajo,
que se refiere al procesamiento (procesador) de cada uno de los articulos que forman parte del producto final. El
procesador (centro de trabajo) es el encargado de ejecutar los programas (de produccion), desde el scheduler del
sistema operativo (clausulas de Horn con formulas bien formadas); sélo ejecuta instrucciones programadas en un
lenguaje de bajo nivel, realizando operaciones aritméticas y logicas simples, tales como sumar, restar, multiplicar,

dividir, las l6gicas binarias y accesos a memoria.

El software principal (scheduler) o programa que hace parte del sistema operativo que gestiona los recursos de
hardware y provee servicios a los programas de aplicacion de software, ejecutdndose en modo privilegiado
respecto de los restantes.

7.2.  PASO 2: Conjuntos

7.2.1. El lenguaje de las matematicas: Axiomas y primeras definiciones
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Los conjuntos se han convertido en los objetos mateméaticos mas fundamentales, sobre los que se construye el
resto de las matemaéticas. Y la teoria de conjuntos, a su vez, se edifica solidamente sobre axiomas mediante las
leyes de la logica de las que se ha hecho un esbozo en el apartado precedente. Razén por la cual se parte de los
conjuntos para efectuar la representacién de una instalacion de produccidn constituida por centros de trabajo,

maquinas, equipo y materiales.

La coleccion de axiomas de la teoria de conjuntos es un tema complicado y nunca cerrado a la discusion.
Actualmente se considera como esquema basico los nueve axiomas de Zermelo y Fraenkel. Sin embargo, para
nuestro proposito, mucho mas modesto, de introducir las operaciones entre conjuntos, basta con cinco axiomas y a

ellos nos limitaremos.

Se introducen las operaciones del complemento, unién e interseccion. Las definiciones son una traduccién, paso
por paso, de los conectores entre proposiciones légicas: negacion, disyuncion y conjuncién respectivamente. Por
ello no debe extrafiar que el algebra de conjuntos sea idéntica al algebra de proposiciones (es la estructura
algebraica conocida como algebra de Boole) (Badesa C, 1998). Finalmente se define una operacion méas entre
conjuntos, el producto cartesiano, que no tiene un analogo en el apartado anterior. Los conjuntos estaran
constituidos por los recursos necesarios para expresar la estructura de productos para cada uno de los articulos a

producir.

Cualquier intento de definir el concepto de conjunto esta condenado a enumerar sinénimos como son coleccion,
familia, agregado, agrupacion, etc. Lo importante de la idea que asociamos al término conjunto es que contiene
elementos y debemos poder expresar si un elemento pertenece 0 no a un conjunto: la pertenencia es el concepto
sobre el que se construye la teoria de conjuntos, es el concepto primitivo (es decir, que no se define). El simbolo
gue indica que x pertenece al conjunto A es x € A, y decimos que x es elemento de A, mientras que x ¢ A es su
negacion. Cada una de las maquinas se constituye como un elemento de conjunto equipos; cada operario sera un
elemento que pertenece al conjunto personal y cada articulo que sea parte de la materia prima, producto en

proceso seran elementos del conjunto materiales.

La teoria de conjuntos tiene esencialmente dos actividades: comparar conjuntos y construir nuevos conjuntos a
partir de unos dados (para, después, comparar los nuevos con los originales). En cualquiera de los dos casos, la
teoria usa conjuntos ya existentes, no puede crear un conjunto de la nada. Por ello el primer axioma que

enunciamos es el que dice que, al menos, existe un conjunto de modo que toda la teoria no se quede vacia.
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Para cada articulo final habra un conjunto constituido por los subconjuntos: personal, equipos y materiales propios
de este mismo; el cual podremos comparar con otros conjuntos definidos para diferentes articulos y visualizar que

recursos son comunes entre ellos.

Axioma (De existencia). Existe un conjunto. La primera tarea es, por tanto, comparar conjuntos. La comparacion

mas bésica es saber si dos conjuntos son iguales 0 no, que es lo que resuelve el segundo axioma.

Axioma (De igualdad). Dos conjuntos son iguales si, y solo si, contienen los mismos elementos. De manera
simbolica lo escribimos A = B © Vx(x €A © x € B)

Lo que dice este axioma es que un conjunto queda completamente caracterizado por los elementos que contiene, y
no importa si los elementos estdn ordenamos o estan desordenados; solo importa cuéles son los elementos.
También se llama axioma de extension porque permite definir un conjunto describiendo todos y cada uno de sus
elementos, es decir, describiendo su extension. Para definir un conjunto por extensién se escriben sus elementos

entre llaves, por ejemplo 4 = {1,2,3,4,5}.

En vista del axioma de igualdad, es claro que {1,2,3} = {2,3,1} ya que los dos conjuntos tienen exactamente los

mismos elementos. Mas aun, también se cumple {a,a} = {a} por la misma razén.

Ahora podemos definir otra forma de comparar conjuntos mas poderosa que la mera igualdad: la inclusion, en la
que definimos cuando un conjunto esta contenido en otro y lo Ilamamos subconjunto.
Un conjunto B es subconjunto de otro conjunto A, y se denota B c A, si todo elemento de B es elemento de 4. Es

decir, B c A © Vx(xeB - x e A)

La inclusién es una comparacion mas poderosa que la igualdad, en el siguiente resultado se indica como verificar
la igualdad de conjuntos usando la inclusion: la igualdad es una doble inclusion. Ver anexo Teorema 1.

Los siguientes tres axiomas son para construir nuevos conjuntos a partir de conjuntos ya conocidos. El primero de
ellos, el axioma de especificacion utiliza un enunciado abierto p(x) y construye el conjunto formado por los

elementos que hacen cierto el enunciado.

Axioma (De especificacion). Dado un conjunto A y un enunciado abierto p(x) existe el conjunto de los elementos

de A que hacen cierto el enunciado. Es decir, existe el conjunto B que cumple Vx(x € B & x € A Ap(x))

El conjunto recién definido se representa mediante el simbolo B = {x e A | p(x)}

Es claro que el nuevo conjunto B es subconjunto de A. En la investigacién se explica la necesidad de exigir que

los elementos del nuevo conjunto B se escojan Unicamente entre los elementos de algun conjunto A ya conocido.
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Al utilizar este axioma inmediatamente para definir un conjunto con nombre propio, el conjunto vacio, que es un
conjunto sin elementos. Una definicion por especificacion es elegante y Gtil, mas que una por extension.

Sea A un conjunto cualquiera. Definimos el conjunto vacio como ¢ = {x € A| x #x}

Obsérvese que para definir el vacio asi hace falta la existencia de, al menos, un conjunto. Pero el axioma de
existencia asegura que si lo tenemos. Por su definicion resulta inmediato que el vacio es subconjunto de cualquier
otro. Ver anexo Teorema 2.

En el axioma de especificacion se construye, a partir de uno dado, un conjunto méas pequefio. En los siguientes
axiomas la construccion es al revés: se construyen conjuntos mas grandes. En ambos aparecen conjuntos cuyos

elementos también son conjuntos.

Axioma (De la unién). Dada una familia de conjuntos F, existe un conjunto que contiene los elementos de los
elementos de F. Al llamar E a dicho conjunto, entonces podemos definir el conjunto llamado unién de F
utilizando el axioma de especificacion como sigue.

Dada una familia de conjuntos F, la union de la familia F es el conjunto formado exactamente por los elementos

de los conjuntos que estan en F:
UF ={xeE|3AecF,xecA}

Sean los conjuntos X = {1,2,3}eY = {3,4,5}y con ellos la familia F = {X,Y }. Entonces la union de F es el

conjunto

UF = {1,2,3,4,5)

Por altimo, si consideramos familias de conjuntos, hay una muy natural y dtil: la familia formada por todos los
subconjuntos de un conjunto. Pero de nuevo es necesario un axioma que asegure que tal cosa es un conjunto: este

es el quinto y Ultimo axioma que se utiliza.

Axioma (Del conjunto potencia). Dado un conjunto A, existe el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de
A, llamado conjunto potencia y denotado P(A).

El conjunto potenciade 4 = {1,2,3}es P(4) = {e,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{3,1},{1,2,3}}

Resumiendo en una lista los cinco axiomas enunciados que son los que usaremos en la teoria desarrollada en este
trabajo, y serén la base para construir expresiones logicas a partir de conjuntos fisicos que constituyen el escenario
de una planta de produccion: axioma de existencia, axioma de igualdad, axioma de especificacion, axioma de la

union y axioma del conjunto potencia

7.2.2. Complemento, unién e interseccion
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Se definen las operaciones de complemento, union e interseccion y sus principales propiedades, que constituyen
el algebra de conjuntos. También mencionamos las operaciones de diferencia y diferencia simétrica que enseguida

escribimos en funcion de las otras.

La operacidn de union de conjuntos no es mas que el axioma de la union ya enunciado y la definicion que le
sigue. Sin embargo lo volveremos a enunciar en el caso particular de dos conjuntos, que es la forma méas habitual
de manejarla. De hecho, el axioma de la union es el que permite establecer los resultados algebraicos. Si tenemos
dos conjuntos A y B, dicho axioma nos permite hablar de un conjunto E que contiene todos los elementos de A4 y
todos los elementos de B. Utilizaremos el conjunto E para la explicacion de las operaciones y deducir sus
propiedades. Al definir las tres operaciones en el marco de un conjunto E ocurre que son una traduccién directa de
las operaciones entre proposiciones l6gicas: el complemento corresponde a la negacion, la unién a la disyuncion y

la interseccion a la conjuncién.

Hay una representacion gréfica de los conjuntos que es particularmente apropiada para visualizar las operaciones
entre conjuntos: los diagramas de Venn. Un diagrama de Venn representa al conjunto E por un rectangulo, y
cualquier subconjunto del mismo por una curva cerrada dentro del rectangulo. Si es posible, los elementos del
conjunto E se marcan como puntos dentro del rectangulo y la curva que representa a un subconjunto encierra sus
elementos. Los conjuntos E = {a,b,c,d}y A = {a,b} C E se representan en la figura 8.

Figura 7. Representacion del conjunto A c E

u

>

Fuente: Autor

Debe quedar claro que los diagramas de Venn no sirven como demostraciones de teoremas. Solo son ilustraciones
de los mismos y con ellos podremos tener claras las relaciones entre conjuntos para cada uno de los recursos
declarados y efectuar definiciones. Se representan con diagramas de Venn, la planta de produccion y los
subconjuntos formados por los centros de trabajo. Asimismo los subconjuntos especificos de los recursos:
materiales, mano de obra y equipos por centro de trabajo. Estos conjuntos y subconjuntos definiran los niveles a
los cuales se enmarcan los sistemas I6gicos. Un sistema estara formado por subsistemas, y a su vez este mismo

por otros subsistemas en un nivel inferior.
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La primera operacion que abordamos es el complemento. EI complemento de un subconjunto A del conjunto E es
el conjunto de todos los elementos de E que no estdn en A. Se denota A€ y se puede describir como A¢ =
{x € E | x ¢ A}. Graficamente, lo vemos en la figura 9.

Figura 8. Representacion del conjunto Ac

U

>

Fuente: Autor

En el conjunto E = {1,2,3,4,5}, el complemento del conjunto A = {1,2} es Ac = {3,4,5}

A continuacién nos ocupamos de la unién y la interseccion. En la unién de dos conjuntos se consideran los
elementos que estan en, al menos, uno de los dos conjuntos. En la interseccion, sin embargo, se consideran los
elementos que estan en ambos conjuntos.

La union de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que estan en A 0 estdn en B. Se
denotaAUB = {x e E|(x € A) v (x € B)}

La interseccion de dos conjuntos Ay B es el conjunto formado por los elementos que estan en A y estan en B. Se
denotaANB = {x e E|(x € A) A(x € B)}

Dados los conjuntos A = {1,2}y B = {2,3}tenemosAUB ={1,2,3}yANB = {2}.

Si dos conjuntos verifican AN B = o se dice que son disjuntos porque no tienen elementos en comun.

Estas operaciones béasicas son importantes para representar la estructura de producto denominada la lista de
materiales (o también llamadas BOM) y las instrucciones de ruta de fabricacion que son parte esencial de la

administracion de datos de producto, que son parte de los datos maestros de la planificacion de produccion.
Las operaciones de diferencia y diferencia simétrica consisten, como indica el nombre, en quitar elementos a un

conjunto. La diferencia del conjunto 4 menos el conjunto B es el conjunto formado por los elementos que estan en
AperonoenB.SedenotaA\B = {xcE|(x € A) A (x ¢ B)}

51



Las diferencias de los conjuntos A = {1,2}y B = {2,3}son A\ B = {1}, B\ A = {3}.

La diferencia de conjuntos, como en los nimeros, no es conmutativa; en general A\ B =B\ A. Sin embargo, la
diferencia simétrica se construye de forma que si lo es.

La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que estan en A o estan en
B excepto los comunes ambos. Se denota A A B y se puede escribir como AAB = (A\ B) U (B\ 4)

La diferencia simétrica de los conjuntos A = {1,2}yB = {2,3}esAAB = BAA = {1,3}.

Después de ver en forma resumida las descripciones de las operaciones y su aplicacion a la representacion fisica
del modelo de produccidn, se observan las propiedades que se deben satisfacer: las llamadas leyes del algebra de

conjuntos.

La diferencia y la diferencia simétrica se pueden escribir en funcion de union, interseccion y complemento. Como
en el caso de proposiciones logicas, también la unién se puede expresar en términos del complemento y la
interseccion, o la interseccion en funcion del complemento y la union pero es habitual considerar estas tres por el
paralelismo con las proposiciones. Ver anexo Teorema 3.

Las leyes del algebra de conjuntos son las leyes del algebra de las operaciones l6gicas de complemento, union e
interseccion. A continuacién se enumeran algunas de tales leyes. No son todas, pues se pueden deducir otras
nuevas a partir de estas. Tampoco son independientes entre ellas, pues algunas de la lista se pueden deducir de
otras. Es una eleccién arbitraria de las mas Utiles y habituales. Se deduce que la representacion gréfica es posible
para los conjuntos enunciados en produccion y su aplicabilidad se fundamenta en probar que las leyes del algebra
se cumplen satisfactoriamente entre los conjuntos y elementos planteados en un escenario de produccion junto

con las operaciones l6gicas para expresar un problema SAT. Ver anexo Teorema 4.

Analizando en detalle una de las propiedades que hacen parte de la representacion Idgica a plantear, se muestra la
primera ley de De Morgan. Escribimos el conjunto de la izquierda segun su definicion.
(AUB) = {x eE |x £(AUB)}

La proposicion x ¢ (4 U B) significa =((x € A) v (x € B)). Ahora aplicamos la ley de De Morgan de proposiciones
I6gicas y llegamos a que es equivalente a (x ¢ A) A (x ¢ B).Pero esta proposicion define, precisamente, el

conjunto A° N B¢ y la propiedad queda demostrada.

La existencia de la propiedad asociativa permite definir el simbolo AUBUC como cualquiera de AU(BUC) o bien

(AUB)UC, pues son iguales. EI conjunto 4 U B U C esta formado por los elementos que pertenecen, al menos, a

uno de los tres conjuntos y, por tanto, coincide con la unién de la familia {4, B, C} tal y como se enuncian en el

axioma de la unién. Una forma habitual de escribir la unién de una familia grande de conjuntos es mediante
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indices: {4} __, es una familia formada por los conjuntos 4, , donde el subindice toma diferentes valores (para
cada valor de 4, es un conjunto). Los valores que puede tomar « forman el conjunto de indices, que hemos
Ilamado 1. Con esta notacién la union de esta familia se escribe U, 4,. Esta notacion se aplica a cada uno de los

elementos que pertenecen a un conjunto definido.

Sea I = {1,2,3,4,5} un conjunto de indices, y sea {4,} .- una familia de intervalos de la recta real dada por
A, = [k, 3k]. Entonces U, 44, = [1,15]

Del mismo modo podemos pensar en la interseccion de tres conjuntos, pues también hay asociatividad. El
conjunto ANBNC estd formado por los elementos que pertenecen a todos y cada uno de los tres conjuntos.
Anélogamente, si {4,} .o €S una familia de conjuntos, definimos la interseccion de la familia, escrita N, A,,
como el conjunto de los elementos que pertenecen a todos y cada uno de los 4,. Con los mismos datos anteriores,

Nkl = 2.

En las propiedades enunciadas se puede observar el llamado principio de dualidad. Este asegura que dado un
teorema de la teoria de conjuntos con los simbolos U, N, E o &, su expresion dual (la que se obtiene al cambiar N
por U y cambiar E por o) también es un teorema de la teoria. La base de este teorema es expresar el problema SAT

en su FNC forma normal conjuntiva o su dual FND forma normal disyuntiva.

7.2.3. Producto cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos es el conjunto formado por parejas ordenadas, con un elemento de cada
conjunto. Pero no hemos definido que es una pareja ordenada. Obsérvese que el simbolo {a, b} denota el conjunto
cuyos elementos son a y b; es una pareja. Pero no es ordenada ya que, segun el axioma, {a, b} = {b, a} pues tienen
los mismos elementos. Necesitamos definir el simbolo (a, b) en el que, en general, (a, b) # (b, a). ; Como hacerlo?
Al usar el simbolo {a, b} y afiadir la informacién de cual de los dos elementos es el primero. Considerar esta

aplicacion para generar pares ordenados entre productos y centros de trabajos.

La pareja ordenada (a,b) es el conjunto {{a},{a, b}}. Es correcto llamar conjunto a (a, b) pues obsérvese que si
a e Ayb e B, entonces {a, b} es un subconjunto de AU B, es decir, un elemento de P(A U B). Entonces (a, b) es
subconjunto de P(4 UB) Y, por tanto elemento de P(P(A U B)), todo ello apoyado en la existencia del conjunto
potencia que asegura el axioma del mismo nombre.

Con el concepto de pareja ordenada, que es diferente del simbolo {a, b} podemos definir el producto cartesiano
como un subconjunto de P(P(A U B)). EIl producto cartesiano es fundamental, debido a que en cada nivel se
determinan vinculos de elementos entre conjuntos centros de trabajo y subconjuntos recursos asociados al mismo.
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El producto cartesiano de dos conjuntos Ay B, denotado A x B, es el conjunto formado por todas las parejas

ordenadas cuyo primer elemento es del conjunto A y cuyo segundo elemento es del conjunto B.
A X B = {(a,b)|a eArb eB}

Sean los conjuntos A = {1,2}y B = {a,b}. Entonces, su producto cartesiano es el conjunto A x B =

{(1,a),(1,b),(2,a), (2,b)}. Puesto que las parejas son ordenadas, A x B no es lo mismo que B x A.

La representacion de la planta de produccidn a través del diagrama de Venn proporcionara una vista pictérica de
los conjuntos a ser nombrados dentro de este universo nombrado como M, donde los elementos designados para

cada conjunto seran los centros de trabajo cy;, ¢, ....,c;; Que estaran asociados para cada uno de los productos

D1, P2 -, P10~ Figura 10.

Figura 9. Representacion grafica de conjuntos por producto p; asociados a centro de trabajo c,,

M

Fuente: Autor

Se enmarcan de una forma no homogénea el conjunto, donde se encierra los respectivos centros de trabajo que
intervienen en el proceso de produccion para definir los elementos del conjunto.

De esta forma se obtienen los diferentes conjuntos en forma individual por producto, sobre el universo planteado.
Figura 11. Dentro de los conjuntos formados por producto, la identificacion de pertenencia de los centros de
trabajo relacionados en cada conjunto se indica con el valor 1 uno, o de lo contrario se identificara con el valor 0

cero, y sera parte del complemento del mismo —p,,.

Figura 10. Relacion de pertenencia {0, 1} de centro de trabajo ¢, a cada producto p;
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P,
1c 1cu 10
1c Ocu Oc
Oc 1032 Ocu

Fuente: Autor

Al sobreponer cada uno de los escenarios se obtienen todas las posibles intersecciones, donde se determinan que
centros de trabajo tienen mayor participacion dentro del proceso de fabricacion para cada uno de los productos e
igualmente la cantidad de procesos por producto definidos en su arquitectura, y se describe los diferentes procesos
gue estan asociados para obtener el producto final. Ver anexo de la representacion obtenida para cada uno de los

productos planteados. Figura 12.

Figura 11. Conjuntos cada producto p; asociados a centros de trabajo c,,

=
[ H A
[ H A

En la metodologia desarrollada hasta este punto la Unica referencia que se ha hecho a los elementos de un

Fuente: Autor

7.3. PASO 3: Relaciones

conjunto es la pertenencia a dicho conjunto. No hay ninguna conexion entre los elementos de un conjunto (aparte
de la de pertenecer al mismo) y, mucho menos, entre elementos de diferentes conjuntos. El papel de las relaciones
y las funciones es, precisamente, establecer dichas conexiones.
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Las relaciones son la forma méas basica (y por ello de més alcance) de imponer una estructura en un conjunto. La
explicacion general de relacion y enseguida nos concentramos en los dos tipos mas importantes: las relaciones de

equivalencia y las relaciones de orden.

Las equivalencias son las que permiten clasificar los elementos de un conjunto. El objetivo de las equivalencias es
ver el resultado de que toda equivalencia da lugar a una clasificacion de los elementos del conjunto y viceversa,
toda clasificacién (o particion) de un conjunto procede de una relacion de equivalencia. Se reflejara en las
relaciones de una orden de trabajo (WO wokr order por sus siglas en inglés) con las especificaciones de ingenieria
de producto dado (PDM product data management por sus siglas en inglés).

Las 6rdenes son los que ordenan los elementos de un conjunto. El objetivo es conocer diferentes tipos de 6rdenes
gue existen y, en particular, entender la estructura de orden de los naturales, de los enteros, de los racionales y de

los reales. Se enuncian las propiedades que distinguen cada uno de estos érdenes de todos los demas.

Partamos del conjunto de productos en una planta de produccion. En el podemos relacionar entre si a los
productos que se transforman en maquinas de la planta, con lo cual cada producto estara conectado con algunos
otras maquinas —en centros de trabajo adyacentes— y no lo estard con algunos mas. Se podra pensar en otro
ejemplo en la misma planta de produccion si relacionamos a cada producto con subproductos, si los tiene y se
producen. Definimos relacién como un objeto matematico para describir conexiones entre los elementos de un
conjunto. En particular se examinan dos tipos de especial importancia: las relaciones de equivalencia y las
relaciones de orden. Estas son, respectivamente, la forma matematica de establecer clasificaciones, como ocurre
en el caso de los centros de trabajo por secciones en una planta de produccién, y de ordenar articulos en la medida

gue se transforman, que es lo que ocurre entre subensambles y productos finales.

Se trata, por tanto, de decir que elementos estan relacionados con cuales, y una forma es escribiendo parejas
ordenadas (a, b) que signifiquen que el elemento a esta relacionado con el b. Vemos que el orden es importante

(no es igual que a sea padre de b o que b lo sea de a).

Una relacion R en un conjunto A es un subconjunto no vacio del producto cartesiano A x A. Para denotar que un
elemento a esta relacionado con otro b por la relacion R escribimos (a,b) € R 0 también aRb (y Su negacion
aRrb).

En el conjunto A = {1,2,3},R; = {(1,2),(1,3),(2,3)} es una relacion que podriamos Ilamar la relacion del orden
habitual, ya que indica que el primer elemento del par precede al segundo segun el orden habitual de los nameros.
Otra relacion es R, = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)}, que podriamos llamar la relacién de paridad, pues los

elementos de cada pareja son ambos pares 0 ambos impares.
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En la explicacion no se exige que todos los elementos del conjunto estén relacionados con algun otro, ni que todos
reciban la relacion de alguno. Por ello describimos el dominio y el contradominio a continuacion. El dominio de
una relacion R en el conjunto 4 es el subconjunto de 4 de elementos que estan relacionados con algun otro. Lo

denotamos D(R) y lo podemos expresar como D(R) = {x € A|3y,xRy}.

El contradominio de una relacion R en el conjunto A es el subconjunto de A de elementos con los que alguno esta
relacionado. Lo denotamos DO(R) y lo escribimos como D'(R) = {x € A|3y,yRx}

La relacion inversa de una relacién R es la relacién formada por las parejas de R invirtiendo el orden de los
elementos en cada pareja. Se denota por R~1. Es decir, R™ = {(a,b) € A X A| bRa}

De la aclaracion se desprende inmediatamente que D(R™') = D'(R) y D'(R™Y) = D(R)

Hay una forma de representacién gréfica para relaciones que es muy intuitiva e ilustrativa (cuando se puede poner
en practica). Se representa el conjunto y sus elementos como en un diagrama de Venn, y cada pareja (a, b) de la
relacién se representa por una flecha que nace en el punto a y muere en el punto b. Una vez definidos los
elementos del conjunto por centros de trabajo/producto, se efectian las relaciones entre los mismos, para
determinar el escenario de como se establece el orden de las operaciones para obtener el producto final. Figura 13.

Figura 12. Relacién de pertenencia y equivalencia {0, 1} de centro de trabajo c,, a cada producto p;

M
p1
r. r,
1—>1 1
Cyy Cy Cys
1C21 Osz Ocza
r r.
0 1 0
Csf Co| Cyf

Fuente: Autor

La relacion R = {(a, a), (a, b), (a,c)} definida en el conjunto A = {a,b,c}. EI andlisis matematico de las
relaciones se concentra en la estructura que impone la relacion en el conjunto, independientemente de cémo se
haya definido. Para ello examina propiedades de las relaciones que se definen independientemente del significado

de la relacion. A continuacion se describe formalmente tales propiedades.

Una relacion definida en un conjunto se llama reflexiva si cada elemento del conjunto esta relacionado consigo

mismo. Es irreflexiva si ningin elemento se relaciona consigo mismo.
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R reflexiva, © Vx € A, xRx

R irreflexiva, ©Vx € A, xRx

La relacion “ser empleado de” no es ni una ni otra, pues algunos empresarios son empleados de Si mismos,
mientras que muchos trabajadores son empleados de otra persona y no de ellos mismos. La figura 14 representa

una relacion reflexiva y una irreflexiva.

Figura 13. Una relacion reflexiva y una relacion irreflexiva.

Fuente: Autor

Una relacién es simétrica si para cada pareja de la relacion, la pareja en orden inverso también forma parte de la
relacién. Es asimétrica si para toda pareja en la relacion se cumple que su inversa no esta en la relacién. Por
Gltimo, una relacion anti simétrica es aquella en que las Gnicas parejas cuyas inversas también son parte de la

relacién son las parejas de elementos iguales.
R simetrica , © Vx,y(xRy — yRx)
R asimetrica, © Vx,y(xRy — y6Rx)

R antisimetrica, © Vx,y((xRy AyRx) = x = )

Una relacion es transitiva si siempre que un elemento se relaciona con un segundo elemento, y este con un tercero,

entonces el primero esta relacionado con el tercero.

R transitiva, © Vx,y,z((xRy A yRz) —» xRz)

Se puede representar una relacion transitiva y otra que no lo es. Estas propiedades no son todas independientes.
Para empezar, las propiedades reflexiva e irreflexiva son incompatibles, al igual que las propiedades de simetria 'y

antisimetria. Se describen los dos tipos méas importantes de relaciones.

7.3.1. Relaciones de equivalencia
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La relacion de equivalencia, o simplemente equivalencia, es la herramienta matematica para hacer clasificaciones.
Primero se define equivalencia; luego clasificacion o, como se le suele llamar, particion; finalmente el teorema

fundamental, que afirma que ambas son la misma cosa. (Raposo, 2010)

Una relacion es una equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva. Si el elemento a esta relacionado con b, lo

denotamos a ~ b. Ver anexo Teorema 5.

Representando una equivalencia se observa enseguida que los elementos se agrupan en subconjuntos disjuntos
entre si. Este es el resultado central de la teoria de equivalencias. Una equivalencia produce una clasificacion de
los elementos del conjunto. Cada clase contiene elementos que estan relacionados todos entre si y no estan

relacionados con ningun otro fuera de su clase. Estas clases se denominan clases de equivalencia.

Una equivalencia en el conjunto A = {a, b, ¢, d}. Aparecen tres clases de equivalencia: {a, b}, {c}, {d}.

Dada una equivalencia R definida en A4 y un elemento a del conjunto 4, la clase de equivalencia de a es el
subconjunto de los elementos relacionados con el. La denotamos por [a], y decimos que a es un representante de
dicha clase. Se puede escribir como [a] = {b € A|a ~b}

El representante de una clase es parte de la clase (como era de esperar), ya que la relacion es reflexiva. Pero, por
otro lado, cualquier elemento de la clase puede ser un representante. Finalmente, elementos no relacionados entre

si estan en clases diferentes. Estas ideas en un teorema. Ver anexo Teorema 6.
Por Gltimo se tiene que [a] = [b] = a ~b. Como [a] ¥ [b] SON una misma clase, entonces a y b estan en dicha

clase, por el primer punto de este teorema.

Por definicion de los simbolos [a] y [b], e cumple tanto a ~b cOMO b~a.
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7.3.2. Relaciones de equivalencia y particiones

El principal resultado de la teoria de equivalencias, como se ha dicho, es que las clases de equivalencia
constituyen una clasificacion de los elementos del conjunto. Es decir, todo elemento esta en una clase de
equivalencia y solo en una.

Se enuncia primero una aclaracion precisa del concepto de clasificacion o particion para, después, enunciar y
demostrar el teorema. Nétese que la definicion de particion no habla de elementos, sino de subconjuntos, pero es
equivalente a decir que cada elemento esta en uno, y solo uno, de tales subconjuntos.

Una particion de un conjunto A es una familia de subconjuntos de 4, {4,}.e;, donde es un conjunto de indices, tal
gue la unién de todos los subconjuntos es el conjunto A y la interseccion de dos diferentes cualesquiera es vacia.
Es decir, {4,}4c; €S Una particion de A siva € ,A, € A, Ugedg =A yVa,pE€l(a# > A, NAg =0)

Dado el conjunto A = {1,2,3,4,5,6}, las familias P, = {{1,2},{3,4,5},{6}} y P, = {®,A}son particiones de 4,
mientras que P; = {{1,2,3,4},{4,5,6}} y P, = {{1,2},{6}} no lo son. Pero, precisamente esta implicacion también
se ha probado en el teorema anterior. Ver anexo Teorema 7.

La conexidn entre equivalencias y particiones que establece el teorema anterior queda totalmente complementada
por el siguiente teorema, que es su reciproco. En definitiva, toda equivalencia produce una particion y toda

particion procede de una equivalencia. Ver anexo Teorema 8.

Ahora veamos que las clases de equivalencia de esta relacion son exactamente los subconjuntos de la particién.
Por la explicacion de la relacion, la clase [a] estd formada por los elementos que se hallan en el mismo
subconjunto que a. Es, pues, dicho subconjunto.

Al finalizar el andlisis de las equivalencias introduciendo un concepto muy sencillo pero de gran alcance en
matematicas: el conjunto cociente. Este concepto atrapa la esencia de la estructura adquirida por un conjunto
cuando se define en él una equivalencia: su particion en clases. El conjunto cociente es, precisamente, el conjunto

de las clases de equivalencia en que queda dividido el conjunto original (por ello el termino cociente).

Dada una equivalencia R definida en un conjunto A, el conjunto cociente, denotado A/R (0 también A/~ )es el

conjunto de las clases de equivalencia de la relacion, esto es A/R = {[a] € P(A) |a € A}.

7.3.3. Relaciones de orden

Como su nombre indica, la relaciéon de orden, o simplemente orden, es la herramienta matematica disefiada para

ordenar los elementos de un conjunto.
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En la teoria bésica de conjuntos los elementos de un conjunto no estan ordenados, y {1, 2,3} es el mismo conjunto
que el {3,2,1} debido al axioma. El orden supone una estructura afiadida al conjunto, y se adquiere mediante la
descripcion de una relacién apropiada.

Para establecer un orden hemos de sefialar que elementos preceden a cuales, lo cual se indica mediante la relacion:

si a precede a b, entonces (a,b) € R. (Barnes, 1978)

Claramente la pareja inversa no puede ser parte de la relacion, por lo cual pediremos que esta sea asimétrica.
Ademas, si un elemento precede a otro y este a un tercero, entonces el primero debe preceder al tercero para evitar

relaciones ciclicas por lo cual exigiremos transitividad.

Una relacién R definida en un conjunto A es un orden si todo elemento de A esta en el dominio o en el
contradominio y es asimétrica y transitiva. El simbolo a < b se usa para denotar (a,b) € R. El par (4,R) se llama
conjunto ordenado. El simbolo a < b se lee “a precede a b”, “b sucede a a”, “a es menor que b” o “b €S mayor

quea’”.

Se puede sustituir en las dos aclaraciones precedentes la condicion de asimetria por la de antisimetria. Se tiene
entonces un orden no estricto, y el simbolo utilizado es < . Este simbolo también se puede definircomoa < b &
a < bva = b.Un resultado muy sencillo y esperable es el siguiente referido a la relacion inversa de un orden.

Ver anexo Teorema 9.

Un elemento de 4 es maximal si no precede a ningln elemento, es decir a maximal, © vx,a 6 < x. Analogamente
se define elemento minimal como aquel que no sucede a ningn elemento.

Un elemento de 4 es maximo si sucede, o es igual, a cada elemento del conjunto. Se denota max A.

a =maxA ©Vx,x <a

Anélogamente se define el elemento minimo como aquel que precede, o es igual, a todo elemento,
denotado min A.

Conviene hacer notar que no siempre existen maximos y minimos en un conjunto ordenado, ni tampoco
maximales o minimales. Ver anexo Teorema 10. Otro concepto estrechamente relacionado con el de méximo es el
de supremo (y el infimo con el minimo). Para definir supremo e infimo hay que definir primero cota superior y

cota inferior.
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Sea B un subconjunto de A. Decimos que B esta acotado superiormente si existe un elemento de A que es mayor o
igual que cualquier elemento de B, lo cual podemos escribir como B acotado superiormente, < 3a,vb,(b € B —

b < a).

El elemento a se llama una cota superior de B. Andlogamente se define conjunto acotado inferiormente y cota
inferior. Un subconjunto acotado puede tener muchas cotas superiores. En ocasiones existe una que se distingue
de las demaés, la menor de todas ellas, llamada supremo.

Sea B un subconjunto de 4, acotado superiormente. Si el conjunto de cotas superiores de B tiene minimo, este

elemento se llama supremo de B, denotado sup B.

Sea B un subconjunto de A, acotado inferiormente. Si el conjunto de cotas inferiores de B tiene maximo, este
elemento se llama infimo de B, denotado inf B.

Puesto que no todo conjunto tiene maximo o minimo, no todo conjunto tiene supremo o infimo. Pero lo que si es
cierto es que, si el supremo o el infimo existen, entonces son Gnicos. Vemos un conjunto que tiene supremo e
infimo, aunque no Maximo ni minimo, un conjunto que tiene tanto supremo como maximo e infimo y minimo y

un conjunto sin supremo ni infimo.

Al considerar el conjunto de los nimeros racionales (pero no como subconjunto de los reales, sino los racionales
solamente). El intervalo cerrado [0, 1], es decir, los racionales entre 0 y 1, estos incluidos, es un subconjunto
acotado. Tiene maximo, el 1, que es también el supremo, y tiene minimo, el 0, que es infimo.

Sin embargo el intervalo abierto 10, 1[ de los racionales, es decir, el anterior pero quitando el 0 y el 1, es de nuevo
un conjunto acotado. Tiene supremo, el 1, pero no tiene maximo porque 1 ya no pertenece al subconjunto.
Igualmente tiene infimo, el 0, que no es minimo por la misma razén.

Algo méas complicado es describir un subconjunto acotado pero que no tenga supremo o infimo. La relacion
precisa entre supremo y maximo de un subconjunto (asi como infimo y minimo) se da en el siguiente resultado.

Ver anexo Teorema 11.

Orden total. Visto conjuntos ordenados donde existen elementos que no son comparables. Esta situacion no se da
en el ejemplo mas comln de conjunto ordenado en matematicas: los conjuntos numéricos. En ellos todos los
elementos son comparables. Esta propiedad le da caracteristicas especiales al orden y por ello recibe un nombre.
(Ershov, 1990)

Un orden R en el conjunto A es total si dados dos elementos cualesquiera, o bien son iguales, o bien uno precede

al otro.
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Vx,y € A, (x = y)vx < y)v(y < x)

Esta propiedad también recibe el nombre de tricotomia, por las tres opciones que permite a cada pareja de
elementos x,y. Cuando un orden no es total, para recalcar la ausencia de esta propiedad a veces se denomina
orden parcial.

En un conjunto E de al menos dos elementos, el orden definido por la inclusion de conjuntos es un orden parcial.
El orden habitual de los nimeros naturales, N de los enteros, Z, de los racionales, Q, y de los reales, R, son todos
ordenes totales. Una diferencia notable entre los drdenes parciales y totales es la relacion de elementos maximos
con maximales (y minimos con minimales). En el teorema se establecié que todo maximo es maximal; en un
orden total tenemos también el reciproco: todo maximal es maximo. Por tanto, ambos son la misma cosa. Ver

anexo Teorema 12.

Un conjunto esta bien ordenado si todo subconjunto tiene minimo. En un conjunto totalmente ordenado A el
elemento y es inmediato sucesor del elemento x si y sucede a x y cualquier otro elemento que sucede a x también
sucede a 'y, es decir, si (x < y) AVz,(x < z > y < z). En este caso, decimos que x es inmediato antecesor de y.

Es facil demostrar que, en caso de existir, el inmediato sucesor de un elemento es Unico. El comportamiento de los
conjuntos numéricos respecto a la existencia de inmediatos sucesores se recoge en las siguientes dos propiedades:

las propiedades del inmediato sucesor y del inmediato antecesor y el orden lineal.

Un orden total tiene la propiedad de inmediato sucesor si todo elemento que no sea maximo tiene un inmediato
sucesor. Analogamente, un orden total tiene la propiedad de inmediato antecesor si todo elemento que no sea
minimo tiene un inmediato antecesor.

Un orden total R en A es lineal si para cualquier pareja de elementos diferentes existe un elemento situado entre
los dos. Es decir, Res lineal si vx,y € 4,(x < y- 3z,x < z < y).

Esta propiedad es incompatible con las anteriores en un conjunto (aunque pueden coexistir si cada una se verifica

en un subconjunto diferente). Ver anexo Teorema 13.

Falta definir una propiedad que permita diferenciar el orden en los racionales y el orden en los reales: la
propiedad del supremo. Un orden total verifica la propiedad del supremo si todo subconjunto acotado
superiormente tiene supremo. Un orden total verifica la propiedad del infimo si todo subconjunto acotado

inferiormente tiene infimo. La propiedad del supremo y la del infimo son equivalentes. VVer anexo Teorema 14.

Las relaciones y las funciones establecen una estructura para desarrollar las operaciones l6gicas. Es decir, se

evalUan alternativas basadas en estas relaciones para evaluar una serie de alternativas en forma recurrente, dicho
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de un proceso que se repite, que vuelve a ocurrir o aparecer después de un intervalo de tiempo. De cierta forma los
productos definidos en una planta de produccién se vuelven a transformar en algiin momento una vez se cumpla el

requerimiento de una orden de trabajo y se repite en diferente o igual cantidad que las anteriores solicitudes.

7.4. PASO 4: Funciones de recurrencia - Induccion matematica

La recursion y la induccion estan intimamente relacionadas. Una demostracién por induccién puede considerarse
como una demostracion recursiva. La demostracion de las propiedades de los procedimientos recursivos se
simplifica mucho por su similitud estructural. Incluiremos “funcion” en el significado general de
“procedimiento”; la terminologia de Java es “método”™).

Mostrar los arboles de recursion para contar con un marco general en el cual analizar las necesidades de tiempo de
los procedimientos recursivos, e introducir estructuras de datos recursivas junto con procedimientos y funciones

recursivos.

El entender con claridad cémo funciona realmente la recursién en una maguina de computacién Idgica que ayuda
mucho a pensar recursivamente, a ejecutar codigo recursivo, y permite analizar el tiempo de ejecucion de los
procedimientos recursivos. COmo se implementan las invocaciones de procedimientos con marcos de activacion,
y el apoyo que brindan las invocaciones a la recursién. Sin embargo, para la mayor parte de las actividades
relacionadas con el disefio y analisis de procedimientos recursivos queremos pensar en un nivel mas alto que el de

los marcos de activacion, que en realidad es un truco mental que permite disefiar soluciones recursivas.

7.4.1. Algoritmos recursivos

Un algoritmo es un método paso a paso para resolver algunos problemas, y este enfoque no es una novedad. En el
contexto actual, “algoritmo” lo referiré a una solucion ejecutable en una maquina de computo abstracta, y la
preocupacion principal sera que se pueda ejecutar en una maquina de Turing planteada, que ejecute instrucciones
paso a paso. (Turing, 1936) Al introducir los algoritmos y proporcionar varias pruebas, se dedicara tiempo al
analisis de los algoritmos, es decir, al tiempo y espacio requeridos para ejecutarlos y concluiremos con un analisis

de los algoritmos recursivos.

Una funcién recursiva (en seudocddigo binario) es una funcion que se invoca a si misma. Un algoritmo recursivo
es un algoritmo que contiene una funcion recursiva. La recursion es una forma poderosa, elegante y natural de
resolver una clase amplia de problemas. (Cormen T. H., 2010) Un problema de esta clase se resuelve mediante

una técnica de divide y venceras en la que el problema se descompone en problemas del mismo tipo que el
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problema original. Cada subproblema, a su vez, se descompone aun mas hasta que el proceso produce
subproblemas que se pueden resolver de manera directa. Por ultimo, las soluciones de los subproblemas se
combinan para obtener una solucion del problema original. Cada subproblema estd representado en una MT
individual por unidades fisicas de operacién en planta que se relacionan de forma adyacente entre ellas, segun lo

tratado en la relaciones de equivalencia.

Los argumentos anteriores se pueden generalizar usando induccion matematica para probar que el algoritmo
regresa un valor lo mas acertado posible. Si se ejecuta en una computadora, en general el algoritmo no seré tan
eficiente como la version no recursiva a causa de todas las llamadas recurrentes generales. Debe haber algunas
situaciones en las que una funcién recursiva no se invoque a si misma; de otra manera, se invocaria a si misma sin
detenerse. Estos valores para los cuales una funcién recursiva no se invoca a si misma se llaman casos base. Para

resumir, toda funcién recursiva debe tener casos base.

Demostrar que al utilizar la induccién matematica para probar que un algoritmo recursivo calcula el valor que
asegura calcular. La relacion entre la induccion matematica y los algoritmos recursivos es profunda. Con
frecuencia, una prueba por induccién matematica se considera como un algoritmo para calcular un valor binario
{1,0} y llevar a cabo una construccién en particular. EI paso base de una prueba por induccion matematica
corresponde a los casos base de una funcion recursiva, y el paso inductivo de una prueba por induccion
matematica corresponde al paso de una funcion recursiva donde la funcién se invoca a si misma. La clave para
escribir una funcién recursiva es encontrar una instancia mas pequefia del problema dentro del problema mas

grande.

7.4.2. Funciones recursivas

Actualmente, los programadores estan familizarizados con las funciones recursivas. Sin embargo, estas funciones
recursivas parecen no tener nada que ver con las maquinas de Turing que siempre se paran. Lo contrario (no
recursivo o indecidible) hace referencia a los lenguajes que no pueden ser reconocidos por ningun algoritmo,
aunque estamos acostumbrados a pensar en que “no recursivo” se refiere a calculos que son tan simples que para
resolverlos no se necesitan llamadas a funciones recursivas.

El término “recursivo” como sinénimo de “decidible” nos lleva al campo de las matematicas, ya que se conocen
antes que las computadoras. Entonces, los formalismos para el calculo basados en la recursion (pero no en la
iteracion o en los bucles) se empleaban habitualmente como un concepto de computacion. Estas notaciones, que
no vamos a abordar aqui, guardan cierto parecido con los lenguajes de programacion funcionales como C# 0 ML.

En este sentido, decir que un problema era “recursivo” tenia un matiz positivo, ya que significaba que “era lo
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suficientemente sencillo como para poder escribir una funcion recursiva para resolverlo y que ademas siempre
terminara”. Este es exactamente el significado que tiene hoy dia el término, y que lo conecta con las maquinas de
Turing. (John, 2008).

En el contexto de las maquinas de Turing, el cual era un argumento plausible para la existencia de problemas que
podrian ser resueltos por computadora. El problema es que estdbamos forzados a ignorar las limitaciones reales
que toda implementacién en lenguaje C (o en cualquier lenguaje de programacién) tiene en cualquier
computadora real. Dichas limitaciones, tales como el tamario del espacio de direccionamiento, no son limitaciones
esenciales. Méas bien, puede pensarse que, a medida que pase el tiempo, las prestaciones de las computadoras
seguiran creciendo indefinidamente en aspectos como el tamafio del espacio de direccionamiento, el tamafio de la

memoria principal, etc.

El poder de las maquinas de Turing como aceptadores de lenguajes corresponde a los poderes generativos de las
gramaticas. En este tema investigaremos otros casos en los cuales el poder computacional de las maquinas de
Turing corresponde a las capacidades de otros sistemas computacionales.

Al seguir la investigacion se considera el poder expresivo de un determinado lenguaje de programacion. Recordar
que existen funciones que no pueden calcularse con ningln programa escrito en ese lenguaje. La pregunta que se
plantea ahora es si esta limitacion es debida al disefio del lenguaje, o si, por el contrario, es un reflejo de las
limitaciones de los procesos algoritmicos en general. Es decir, ¢si la imposibilidad de calcular una funcién por un
programa en un determinado lenguaje significa que el lenguaje es incapaz de expresar un algoritmo, 0 mas bien
gue no existe ningln algoritmo que pueda calcular esa funcion?.

Para responder esta pregunta, primero se identifica una clase de funciones que contiene la totalidad de las
funciones computables, es decir, todas aquellas funciones que pueden calcularse por medios algoritmicos, sin
importar como pueda expresarse o implementarse ese algoritmo.

Después que las funciones de esta clase pueden calcularse por medio de las maquinas de Turing, y también
mediante algoritmos expresados en un subconjunto muy sencillo de la mayoria de los lenguajes de programacion.
A partir de esto llegaremos a la conclusion de que los limites detectados en las maquinas de Turing y en la mayor
parte de los lenguajes de programacion son el reflejo de las limitaciones de los procesos computacionales, no del

disefio de la méaquina o del lenguaje que se emplee.

7.4.2.1. Fundamentos de la teoria de funciones recursivas

El analisis de los procesos computacionales y sus capacidades se ha basado en un enfoque operativo, no

funcional. Se ha centrado el proceso en como se lleva a cabo un célculo, no en lo que este célculo logra. Sin
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embargo, nuestro objetivo es identificar las funciones que pueden calcularse con al menos un sistema
computacional, asi que debemos alejarnos de cualquier método especifico para expresar o ejecutar los calculos.
En otras palabras, queremos utilizar el término computable para decir que una funcién puede calcularse mediante

algun algoritmo, mas que por un algoritmo que pueda implementarse en algln sistema especifico.

Para obtener esta generalidad, adoptaremos un enfoque funcional que nos permita examinar la computabilidad,
centrandonos en determinar que funciones pueden ser calculadas, y no en la forma de calcularlas. Méas
concretamente, se utiliza el método que han seguido los matematicos para el analisis de las funciones recursivas.
Por tanto, al comenzar con un conjunto de funciones, llamadas funciones iniciales, cuya sencillez es tal que no
hay dudas sobre su computabilidad, para luego mostrar que estas funciones se pueden combinar formando otras
cuya computabilidad se deduce de las funciones originales. De esta manera, se obtiene una coleccion de funciones
que contiene todas las funciones computables. Asi pues, si un sistema computacional, como un lenguaje de
programacion o un ordenador, abarca todas estas funciones, concluiremos que el sistema tiene todo el poder

posible. De lo contrario, dicho sistema estara necesariamente restringido. (Brookshear, 1993)

Funciones parciales. Las funciones pueden abarcar una diversidad muy amplia de dominios y codominios. Para
enfrentarnos a esta diversidad, es necesario observar que cualquier dato se puede codificar mediante una cadena
de ceros y unos {0,1} v, en el contexto de un sistema de codificacién adecuado, es posible considerar entonces
cualquier funcién computable como una funcion cuyas entradas sean tuplas de enteros no negativos. No obstante,
esto no quiere decir que toda funcion computable tenga la forma f : N —» N*

donde m y n son enteros de N. De hecho la funcién division definida por

division(x; y) = la parte entera de x/y, donde x; y € Nyy =+ 0

cuyo dominio contiene pares de enteros, debera estar en nuestra coleccion de funciones computables. Sin
embargo, division no es una funcion de la forma f: N? - N ya que no esta definida para los pares donde la
segunda componente es cero.

Para tener en cuenta las funciones cuyos dominios no incluyen todo N™ para un m dado, presentare el concepto de
funcion parcial. Una funcidn parcial de un conjunto X es aquella cuyo dominio constituye un subconjunto de X.
Para indicar que el subconjunto es propio, es decir, que una funcién parcial de X efectivamente se encuentra
indefinida por lo menos para un elemento de X, se refiere a ella como estrictamente parcial. Por otra parte, se
Ilamara funcion total de X a una funcién parcial de X cuyo dominio es todo el conjunto X. De esta forma, tanto la

funcion division definida anteriormente, como la funcién suma definida por suma(x; y) = x + y son funciones
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parciales de N2 en N. Para mayor precision, suma es una funcion total en N2, mientras que division es una funcién
parcial en N2,

Por tanto, aplicando los sistemas de codificacién adecuados, es posible identificar cualquier funcién computable
como una funcion parcial de la forma f: N™ - N", param Yy n en N. Asi pues, nuestra busqueda de todas las
funciones computables se puede restringir a las funciones parciales de N™ en N™, donde m y n estan en N.

Por ultimo, dado que con frecuencia haremos referencia a n-tuplas arbitrarias de enteros, es conveniente adoptar
la sencilla notacion x para representar una tupla de la forma ( x,x,,,...,x,,) €n aquellos casos donde no se

requieren los detalles de la forma expandida de dicha tupla.

Funciones iniciales. La base de la jerarquia de las funciones computables estad constituida por el siguiente
conjunto de funciones, que llamaremos funciones iniciales: Una de estas funciones es la funcion cero,
representada por ¢. Esta funcion establece una correspondencia entre la cero-tupla o tupla vacia y el entero cero, y
se escribe £ () = 0.

Asi pues, ¢ corresponde al proceso de escribir un cero en un trozo de papel en blanco o en una celda de memoria
de un ordenador. Ambas tareas estan de acuerdo con nuestro concepto intuitivo de proceso computacional, por lo
gue resulta sencillo aceptar que ¢ es una funcidn que debe clasificarse como computable.

Otra de las funciones iniciales es la funcidén sucesor, representada por o. Esta funcidén establece una
correspondencia entre tuplas de una sola componente, de tal manera que o(x) = x + 1, para cada entero no
negativo x. Dado que existe un proceso computacional para la suma de enteros, también debemos considerar a

como una funcién computable.

La clase de funciones iniciales se completa con una coleccién de funciones conocidas como funciones de
proyeccion. Cada una de estas funciones extrae como salida una componente especifica de su tupla de entrada.
Para representar una funcion de proyeccion, utilizamos el simbolo 7 junto con un superindice que indica el
tamario de la tupla de entrada y un subindice que indica la componente extraida. Por ejemplo, n3(7; 6; 4) = 6.
Como caso especial, consideraremos n}t , que establece una correspondencia entre tuplas de tamafio ny la tupla

vacia, por lo que, ©20(6; 5) = ().

Cualquier funcion = podria calcularse aplicando el procedimiento de recorrer la n-tupla de entrada hasta
localizar el elemento m-esimo y después extraer el valor entero all4 encontrado. Asi pues, al igual que con el resto
de las funciones iniciales, es sencillo asumir que las proyecciones deben estar también en la clase de las funciones

computables.
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Las funciones iniciales forman la base de la jerarquia que existe en la teoria de funciones recursivas. Por supuesto,
se trata de funciones que por solas no pueden lograr mucho. Por lo tanto, nuestro siguiente objetivo sera examinar
como pueden emplearse estas funciones para construir otras mas complejas.

Funciones recursivas primitivas. Existen varias formas de construir funciones mas complejas a partir de las

iniciales, de las cuales consideraremos las siguientes:

La primera técnica es la denominada combinacién. La combinacién de dos funciones f : N¥ - N™y g: Nf -
N™ es la funcion f x g: N¥ - N™*" Ja cual viene definida por f x g () = (f(x); g(x)), donde x es una k-
tupla. Es decir, la funcién f x g toma como entrada tuplas de tamafio k y produce como salida tuplas de tamafio
m + n, donde las primeras m componentes se obtienen a partir de la salida de f y las n restantes a partir de la
salida de g. Dado, 3 x 73 3 (4; 6; 8) = (4; 8).

Suponiendo que existe una forma de calcular las funciones f y g, podemos calcular f x g calculando primero por
separado f y g, y después combinando sus salidas. Llegamos entonces a la conclusion de que la combinacion de

funciones computables también es computable.

La composicion representa otro método para formar funciones méas complejas. La composicion de dos funciones
f: Nf 5 Nmyg: N® - N" es la funcion f: N¥ — N™ definida por go f (¥) = g(f(x)), donde x es una k-
tupla. Por ejemplo, a0 £ () = a(<()) =0(0) = 1.

Calculando primero f y utilizando su salida como entrada para g, si f y g son computables, se deduce que la

composicién de ambas es también computable.

La dltima técnica de construccion en esta etapa se denomina recursividad primitiva. Supongamos que al definir
una funcién f : N? — N tal que f(x,y) sea el numero de nodos en un arbol completo y equilibrado en el cual cada
nodo que no es una hoja tiene exactamente x hijos, y cada camino desde la raiz a un nodo hoja contiene y arcos
(se dice entonces que este arbol tiene profundidad y). El primer paso es observar que cada nivel del arbol tiene
exactamente x™ nodos, donde n es el nimero de nivel.

De esta forma, con un valor fijo de x, para determinar el nimero de nodos de un arbol con profundidad y + 1,
basta con sumar xy + 1 = xyx al numero de nodos del arbol de profundidad y. Esto, unido al hecho de que un

arbol con un solo nodo raiz contiene x° nodos, permite definir f recursivamente con el siguiente par de formulas:

f(x,0) = x°
foy + 1) = f(xy) + x¥x
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Esta técnica es la aplicada inicialmente para identificar los niveles en que se ejecutara el algoritmo y de igual

forma se identifican el proceso de recursividad entre MT embebidas .Ver figura 69

Al calcular f(3; 2) tendremos:

Nivel 1 | £(3; 2)

=f(3,1) + 313
=fB1+9
Nivel2 | = £(3,0) +3%°3+9
=f(3,0)+12
Nivel 3 | =3°+12

=13

En un contexto més general, lo que hemos hecho es definir f en términos de otras dos funciones. Una de ellas es
g: N > Ntalque g(x) = 1; vx € N. Y laotraes h: N3 - Ntal que h(x; y; z) = z + x¥x. Al emplear estas

dos funciones, f esta definida recursivamente por las formulas:

f(x,0) = g(x)
fry + 1) = h(xy f(x,¥)

En este caso diremos entonces que f esta construida a partir de g y de h por medio de recursividad primitiva. De
manera aun mas general, la recursividad primitiva es una técnica que permite construir una funcion f que
establece la correspondencia entre N**1 y N™ a partir de otras dos funciones que relacionan N* con N™ y Nk+0+1

con N™, respectivamente, tal y como se muestra en las siguientes ecuaciones:

f(x,0) = g(x)
fxy + 1) = h(x y; f(X ¥)
donde x representa una k-tupla.

Empleando la recursividad primitiva junto con las funciones y operaciones que hemos presentado anteriormente,
tenemos que la funcién suma se puede definir como:
suma(x,0) = x

suma(x,y + 1) = 1 + suma(x,y)
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es decir:
suma(x,0) = wi(x)
suma(x,y + 1) = o[n3(x,y, suma(x; y))]
dondeg = nlyh =cond
Una funcién construida mediante recursividad primitiva a partir de funciones computables es necesariamente
computable. Mas concretamente, si f estd definida a partir de g y h, el papel de estas dos ultimas funciones es el
de permitir que f (%, y) se calcule en funcién de f(x, 0), f(x, 1), f (¥, 2), hasta llegar a f (x,v). Por tanto, si g y h son
computables, f también lo seré.

En este momento estamos en condiciones de definir el siguiente escalon de la clasificacion, el de la clase de las
funciones recursivas primitivas. Esta clase esta formada por las funciones que pueden construirse a partir de las
funciones iniciales aplicando un nimero finito de combinaciones, composiciones y recursividades primitivas. Esta
clase es muy extensa e incluye, si no todas, la mayoria de las funciones totales que se requieren en las

aplicaciones de ordenador tradicionales.

Por dltimo, debemos sefialar que si f es una funcion recursiva primitiva, entonces f debe ser efectivamente total.
De hecho, las funciones iniciales son totales, y las técnicas de construccion (combinacion, composicion y
recursividad primitiva) producen funciones totales cuando se aplican a funciones totales. Por tanto, la clase de las
funciones recursivas primitivas no completa nuestra jerarquia de funciones computables. La division es
computable, pero no es recursiva primitiva ya que no es total. Ademas, veremos también que existen funciones
totales computables que no son recursivas primitivas. Por consiguiente, se ampliara el repertorio de funciones

recursivas primitivas, y después continuaremos la busqueda de funciones computables mas alla de esta clase.

7.4.2.2. Alcance de las funciones recursivas primitivas.

El primer objetivo es ampliar el repertorio de las funciones que sabemos que son recursivas primitivas,
proporcionando una serie de casos Utiles que suelen aparecer en las aplicaciones de ordenador tradicionales.
Posteriormente, el segundo objetivo seria el de esclarecer la diferencia entre la clase de las funciones recursivas

primitivas y la clase de las funciones totales computables.

Continuando con la investigacién de las funciones recursivas primitivas considerando la coleccion de las
funciones constantes, las cuales producen una salida fija predeterminada, sin importar cuél sea la entrada. Las
funciones constantes cuyas salidas son tuplas de un solo elemento estan representadas por K2 , donde n indica la

dimensién del dominio y m es el valor de salida de la funcién. Asi, K2 establece la correspondencia entre
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cualquier tupla de dos elementos y el entero 3. Cualquier funcién constante de la forma K es recursiva primitiva,
ya que puede calcularse mediante la composicion de las siguientes funciones iniciales: la proyeccion =%, para la
obtencion de la tupla vacia a partir de cualquier n-tupla; la funcion ¢ para la obtencion de 0; y m aplicaciones de

la funcién ¢ para la obtencion del valor m. Por ejemplo: K2 (x;; x;) =0 © 0 o0 0§ o w2 (xq; x,) =3

También son recursivas primitivas las funciones constantes cuyas salidas tienen mas de una componente, ya que
no son méas que combinaciones de funciones de la forma K;*. La funcidn que establece la correspondencia entre

cualquier tupla de tamafio 3y el par (2; 5) es KZ x K3.

Para evitar notaciones complicadas, en aquellos casos en los que la dimension del dominio sea evidente 0 no
tenga importancia para el analisis, representaremos las funciones constantes directamente con su valor de salida,
es decir, 3 en lugar de K2 0 (2; 5) en lugar de K2 x K3.

Utilizando las funciones constantes y la funciéon suma definida en la seccion anterior, podemos mostrar de la

manera siguiente que la funcién producto es también recursiva primitiva:

producto (x,0) = 0

producto (x,y + 1) = x + producto (x,y)
es decir:

producto(x, 0) = K3 (x)

producto(x,y + 1) =suma[r? X 73 (x,y producto(x,y))]
donde g = Klyh =sumae (3 X m2)

De forma similar, podemos mostrar que la funcion potencia es también recursiva primitiva:

potencia(x,0) = 1
potencia(x,y + 1) = x * potencia(x; y)
es decir:
potencia(x,0) = Ki (x)
potencia(x,y + 1) = producto(x; potencia(x,y))

Obsérvese que g = K3 Y que realmente h = producto o (73 x 3). Sin embargo, a veces usare notaciones menos
formales, como producto (x, potencia(x,y)) en este caso, con el fin de que determinadas expresiones sean mas
legibles.

La funcién predecesor establece la correspondencia entre tuplas de un solo elemento de tal forma que

0 corresponde a 0, y los nimeros mayores que 0 se hacen corresponder con su predecesor en el orden natural de
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N. Es decir, predecesor(1) = 0, predecesor(2) = 1, predecesor(3) = 2, etc. Para ver que predecesor es recursiva
primitiva, observamos que puede definirse como:

predecesor(0) = € ()

predecesor(y + 1) = m#(y, predecesor (y))

En cierta forma, predecesor es la inversa de o de hecho, puede utilizarse para definir la funcién de substraccion

propia, que llamaremos monus, de la misma manera que usamos para desarrollar la suma:

monus(x,0) = x

monus(x,y + 1) = predecesor(monus(x; y))

Asi pues, monus(x; y)esSx — y Six = y,y 0 en caso contrario.

Con frecuencia monus(x,y) se representa como x — y. Otra tarea computacional muy comun es determinar si dos

valores son iguales. Este proceso esta modelado por la funcién igual, definida como:

. 1six =
i9ual(x ) = () o1 2

Se observa que la funcion igual es recursiva primitiva, ya que: igual(x; y) =1 — ((y — x) + (x — y))

Dado el caso,

igual (5; 3) =1-(B3-5+(G-3))
=1-(0+2)
=1-2
=0

igual (5; 5) =1-(5-5+((5-5))
=1-(0+0)
=1-0
=1

también podemos “negar” cualquier tipo de funcion f: N® — N para producir otra funciéon : -f : N* - N que
sea 1 cuando fes 0y 0 cuando f es 1, definiendo —f como monus o (K3 x f) es decir, =f(x) =1 — f(x). Por
ejemplo:

1six#y

- igual(x; Y) = {0 six=y
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Otra coleccidn de funciones recursivas primitivas es aquella que comprende las que pueden definirse en una tabla
en la cual se presenta explicitamente un nimero finito de entradas posibles junto con sus valores de salida
correspondientes, y todas las demas entradas se asocian a un Unico valor coman. A estas funciones se denominan

funciones tabulares. Un caso seria la funcion f definida por:

3cuandox =0
fx)={ 5cuandox =4
2 en los demas casos

Cualquier funcion tabular es recursiva primitiva ya que puede expresarse como una suma finita de: una serie de
productos de funciones constantes y funciones de igualdad, correspondientes a los casos de los valores de entrada
citados explicitamente; y un altimo producto de una funcion constante y de una serie de funciones de igualdad
negadas, correspondiente al caso de todas las demas entradas. Una descripciéon equivalente de la funcion f

anterior es la siguiente:

f(x) = producto(3,igual(x,0)) + producto(5,igual(x,4)) + producto(2, producto(—igual(x, 0), migual(x, 4))

Como ultimo caso, mostramos que la funcion cociente : N — N definida por:

la parte enterade x/ysiy # 0
Osiy=20

cociente(x,y) = {
es recursiva primitiva. Efectivamente, se trata de una version total de la funcion parcial division.
Aunque la recursividad primitiva se define formalmente empleando como indice la ultima componente de la tupla
de entrada, el uso de proyecciones y combinaciones nos permite aplicar la recursividad en base a otros indices y
permanecer en la clase de las funciones recursivas primitivas. Asi pues, cociente es recursiva primitiva ya que
puede definirse como:

cociente(0,y) = 0

cociente(x + 1,y) = cociente(x,y) + igual(x + 1,producto(cociente(x,y),y) + y)

Mas all4 de las funciones recursivas primitivas. Regresando ahora al objetivo principal de este tema, la
jerarquia de funciones computables que hemos presentado hasta ahora, la cual se muestra en la figura 15. Se ha
visto las funciones iniciales y como se pueden emplear estas funciones elementales para construir las funciones
recursivas primitivas, todas las cuales son funciones totales computables. Sin embargo, tal y como se muestra en
dicha figura 15, hemos dicho también que la clase de las funciones recursivas primitivas no abarca toda la

coleccion de funciones computables, ya que:
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a. por una parte, existen funciones computables que no son totales, como la funcion divisién,
b. 'y, por otra parte, existen funciones computables totales que no son recursivas primitivas, como la funcién

de Ackermann.

Figura 14. Jerarquia provisional de las funciones computables

funciones computables

funciones recursivas
primititvas

funciones iniciales

Fuente: Autor

Efectivamente, Ackermann presento en 1928 un ejemplo de funcién 4 : N? — N definida por las ecuaciones:

AOy) =y +1
A(x + 1,0) = A(x,1)
Alx + L,y + 1) = A(x,A(x + 1,y))

y demostr6 que dicha funcion es computable y total, pero no recursiva primitiva. No incluiremos esta
demostracion aqui, ya que lo importante es que en el analisis no se necesita una funcién computable que no sea
recursiva primitiva. Lo Unico que necesita saber es que existe este tipo de funciones, tal y como enuncia el
siguiente teorema: El conjunto de funciones recursivas primitivas es un subconjunto propio del conjunto de

funciones totales computables.

Para demostrar este teorema, es suficiente con demostrar el siguiente enunciado equivalente: Existe una funcién

total computable de N a N que no es recursiva primitiva.

La demostracion parte de la idea de que, con una codificacion adecuada, es posible representar mediante una
cadena finita de simbolos a toda funcion primitiva recursiva de N a N que se construya a partir de las funciones
iniciales por medio de un namero finito de combinaciones, composiciones y recursividades primitivas. Por tanto,
es posible también asignar un orden a las funciones recursivas primitivas, colocando las codificaciones méas cortas
precediendo a las mas largas y, dentro de las de igual longitud, respetando el orden alfabético de dichas

codificaciones. (Brookshear, 1993)
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En términos de este ordenamiento, podemos entonces hablar de la primera funcidén recursiva primitiva
(representada por f,), de la segunda funcion (representada por f;), de la tercera (representada por f,), etc. Ahora
definimoslag: N —» N tal que g(n) = f,(n) + 1, paratodon € N. Entonces g es total y computable, ya que
puede calcularse como sigue: primero localizamos la funcion recursiva primitiva f,,, Después la aplicamos sobre n
y finalmente sumamos 1.

Sin embargo, aplicando la técnica de diagonalizacion, deducimos que g no puede ser recursiva primitiva. Si lo
fuera, g tendré que ser igual a f;,, para algin m € N, y entonces g(m) sera f,,(m), y no f,,(m) + 1 como indica la
propia descripcién de g. En consecuencia, g es total y computable, pero no recursiva primitiva.

Este teorema indica que la figura 15 se puede refinar para obtener la figura 16. En la siguiente seccion

examinaremos la parte de la figura 16 que cae fuera de las funciones computables totales.

Figura 15. Revision de la jerarquia provisional mostrada en la figura 15

funciones computables totales
(totales y estrctamente parciales)

funciones computables totales
(recursivas primitivas u recursivas no primitivas)

funciones recursivas
primititvas

funciones iniciales

Fuente: Autor

7.4.2.3. Funciones recursivas parciales.

El analisis nos lleva hasta ahora a las clases de las funciones iniciales, las funciones recursivas primitivas y las
funciones totales computables, todas las cuales son funciones totales. Ahora ampliaremos la explicacion para
incluir las funciones computables estrictamente parciales.

Para ampliar el analisis de las funciones computables mas all& de las funciones totales computables, aplicamos la
técnica de construccion conocida como minimalizacion. Esta técnica nos permite construir una funcion 4 : N2 —
N a partir de otra funcion g : N**1 — N declarando a f(x) como la menor y en N tal que g(x; y) = 0y g(%; 2)
esta definida para todos los enteros no negativos z menores que y. Esta construccion se representa con la

notacion:
fG) = pylgx y) = 0]
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Supongamos que g(x,y) se define de acuerdo con los valores que aparecen en la tabla 1, y que f(x) se define
como uy [g(x; v) = 0]. Entonces, f(0) = 4,f(1) = 2,y f(2) no estd definido ya que, aunque 4 es el menor
valor de y para el cual g(2; y) = 0, g(2; z) no esta definido para todos y cada uno de los valores de z menores
que 4. En lo que se refiere al valor de f(3), la tabla no nos proporciona suficiente informacién para determinar si

se encuentra definido o no.

9(0;0)=2 9(1,0)=3 9(2,0)=8 9(3;0)=2
9(0;1)=3 9(1;1) =4 9(2;1)=3 9(3;1) =6
0(0;2)=1 0(1;2)=0 9(2; 2) = no definido a9i3;2)=7
9(0;3)=5 9(1;3)=2 9(2;3)=6 9(3;3)=2
9(0;4)=0 9(1;4)=0 9(2;4)=0 9(3;4)=8
9(0;5)=1 9(1;5)=0 9(2;5)=1 9(3;5) =4

Tabla 1. Algunos valores de una cierta funcion g(x; y)

Es importante recalcar que la minimalizacion puede producir funciones que no estan definidas para ciertas
entradas. Otro caso es la funcion f : N - N definida por f(x) = uy[suma(x; y) = 0].

En este caso, f£(0) = 0, pero no esta definida para las deméas entradas ya que, para x > 0, no existe ningun y en
Ntalquex + y = 0.

La funcién division f : N - N definida por:

la parteenteradex =ysiy6 =0

division(x; y) = { no definida siy = 0

que con la minimalizacion puede construirse como: division(x; y) = ut[(x + 1) — (producto(t,y) + y) = 0]

Por otra parte, en algunos casos la minimalizacion produce funciones totales, como f(x) = uy[monus(x; y) =

0], que no es otra cosa que la funcion identidad: el menor y tal que x — y = 0 es el propio x.

Hay que considerar la cuestion de si una funcion definida mediante la técnica de minimalizaciéon es o no
computable. Si la funcion parcial g es computable, entonces se puede calcular f(x) = y[g(%,y) = 0] calculando
los valores de g(x,0), g(x, 1), g(%, 2), etc., hasta obtener el valor 0 o hasta llegar a un valor z para el cual g(x; z)
no esté definido. En el primer caso, el valor de f(x) es el valor de y para el cual se encontr6 que g(x,y) era 0. En
el segundo caso, f(x) no estd definido. Por tanto, el proceso de minimalizacién aplicado a una funcién
computable produce otra funcion computable. Y ademas, aplicado a una funcién computable estrictamente parcial

produce otra funcion computable también estrictamente parcial.
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La jerarquia de las clases de funciones. La anterior observacion nos permite entonces rebautizar la clase de las
funciones computables mostrada en la figura 16. Esta clase seria denominada la clase de las funciones -recursivas
o funciones recursivas parciales, tal y como vemos en la figura 17, la cual muestra ya la jerarquia completa de las

clases de funciones segun la teoria de funciones recursivas.

Figura 16. Jerarquia de las clases de funciones segun la teoria de funciones recursivas

todas las funciones
(computables y no computables)

funciones u-recursivas

0 recursivas parciales
(totales o estrictamente parciales)

funciones computables totales
(recursivas primitivas y recursivas no primitivas)

funciones recursivas
primititvas

funciones iniciales

Fuente: Autor

Para ser mas precisos, diremos entonces que la clase de funciones recursivas parciales es la clase de las funciones
gue pueden construirse a partir de las funciones iniciales aplicando un ndmero finito de combinaciones,

composiciones, recursividades primitivas y minimalizaciones.

Se subraya que el termino parcial no quiere decir que todas las funciones de la clase de las funciones recursivas
parciales sean estrictamente parciales: se ha visto que el propio proceso de minimalizacion puede a veces producir
funciones totales y, de hecho, la clase de las funciones recursivas parciales incluye a la clase de todas las
funciones computables totales. Eso es, en este contexto, funciones tales como la funcion division, por ser
estrictamente parciales, estan dentro de la clase de las funciones recursivas parciales, pero fuera de clase la de las

funciones computables totales.

Equivalencia de las tesis de Turing y de Church. Con la presentacion de las funciones u-recursivas o recursivas
parciales llegamos al final de nuestra jerarquia de funciones computables. En este punto determino el uso de las
maquinas de Turing con funciones recursivas primitivas iniciales para luego construir una mas complejas.

Al igual que la tesis de Turing propone que la clase de las maquinas de Turing posee el poder computacional de

cualquier sistema de computacion, se plantea también la hipotesis de que la clase de las funciones recursivas
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parciales contiene todas las funciones computables. Este Gltimo argumento se conoce como la tesis de Church,
aunque Church la propuso originalmente en un contexto algo distinto. Un hecho que apoya la tesis de Church es
gue nadie ha podido demostrar que sea falsa, es decir, nadie ha encontrado una funcion parcial que sea
computable pero no recursiva parcial. No obstante, un razonamiento aun mas convincente es que la tesis de

Church y la tesis de Turing representan lo mismo, tal y como enuncian los dos siguientes teoremas:

a. Toda funcion recursiva parcial es computable por una maquina de Turing.
b. Todo proceso computacional realizado por una maquina de Turing es en realidad el célculo de una

funciodn recursiva parcial.

En resumen, las funciones u -recursivas o recursivas parciales son computables por maquinas de Turing y que
cualquier maquina de Turing no hace méas que calcular una funcion recursiva parcial. Esto significa que las tesis
de Turing y de Church son equivalentes aunque se muestren en contextos distintos. Con frecuencia, el concepto
comun que subyace en ambas se conoce con el nombre de tesis de Church-Turing en lugar de tesis de Church o
tesis de Turing. Sin embargo, la equivalencia de estas hipdtesis es mas importante que la mezcla de la
terminologia, pues implica que hemos llegado al mismo limite aparente para el poder de los procesos
computacionales siguiendo dos enfoques distintos, uno operacional y otro funcional, lo cual refuerza nuestra
confianza en estas conjeturas. Se desarrolla siguiendo el flujo de proceso fisico de un(os) productos en la planta
de produccion bajo tecnologias operacionales para enlazarla con tecnologias de informacién. (ver figura 6.) y por
eso el objetivo de representar la misma planta de produccién como un sistema l6gico proposicional, para que

pueda ser computable las operaciones.
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8. DISENO E IMPLEMENTACION

8.1. Problema de secuenciacion con Satisfacibilidad Booleana SAT

Una vez, catalogado el problema de secuenciacion (desde la matematica discreta y combinatoria como un
problema de enumeracion), sea planteado como un problema de decision, basado en légica proposicional de
primer orden, y declarando que se efectué con las actuales practicas modernas de la programacion declarativa (con
programacion logica), sea expuesto desde la teoria de la complejidad computacional como un problema de la
satisfacibilidad boolenana que fue el primer problema identificado como perteneciente a la clase de complejidad
NP-completo

Al presentar ahora el primer problema NP-completo, se demostrd que este problema (si una expresion booleana
puede satisfacerse) es NP-completo reduciendo explicitamente el lenguaje de cualquier MT no determinista que
opera en tiempo polinébmico al problema de la satisfacibilidad. En la teoria de la complejidad computacional, la
clase de complejidad NP-completo es el subconjunto de los problemas de decision en NP tal que todo problema
en NP se puede reducir en cada uno de los problemas de NP-completo. De este modo; se concibe dentro de la
metodologia los pasos para deducir el planteamiento para obtener los literales que expresan una el problema de

secuenciacion y satisfacer la expresion logica.

El término reduccion se utilizado en el sentido transformar las instancias de un problema en instancias de otro
(reducciones many-one). Otro tipo de reduccién consiste en la reduccién en tiempo polindmico de Turing. El
problema secuenciacion sea reducible en tiempo polindmico de Turing si dada una funcién que resuelve en
tiempo polinémico, podria escribirse un programa que llamando a la subrutina anterior lo resuelva en tiempo
polindmico. Esto contrasta con el uso del término reduccién del que hablabamos al principio ya que este tiene la
restriccion de que el programa solamente puede llamar una vez al subalgoritmo y el valor retornado por este debe
ser el valor de retorno del programa.

Si se definen el analogo a NP-completo con reducciones de Turing en lugar de reducciones many-one, el conjunto
de problemas resultante no seria menor de NP-completo, de hecho se cuestiona si serian mas grandes. Si los dos
conceptos fuesen lo mismo, se seguiria que NO = Co-NP. Esto se mantiene porque por definicion las clases de los
problemas NP-completos y co-NP-completos bajo las reducciones de Turing son las mismas gracias a que las
clases definidas con reducciones many-one son subclases de estas mismas. Por lo tanto si ambas definiciones de la
NP-completitud son iguales hay un problema co-NP-completo (bajo ambas definiciones) como por ejemplo el
complementario del problema de la satisfacibilidad booleana que es también NP-completo (bajo ambas

definiciones).
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Basado en estas afirmaciones, la metodologia se encamina inicialmente a llevar el problema de programacion de
operaciones como un problema de satisfacibilidad boolenana, a través de expresiones ldgicas para ser un
problema de decisién, que pueda ser reducido y tratable; para que sea pueda ser decidible, y obtener una posible

secuencia que represente una posible solucidn gque sea confiable en un corto plazo de tiempo.

Es un problema NP-completo demostrando que el lenguaje de todas las MTN que funcionan en tiempo
polindmico poseen una reduccion en tiempo polindmico al problema SAT. Sin embargo, una vez que
dispongamos de algunos problemas NP-completos, podremos demostrar que un nuevo problema es NP-completo
reduciéndolo a alguno de los problemas NP-completos conocidos, empleando para ello una reduccién en tiempo
polindmico. El siguiente teorema demuestra por qué una reduccién prueba que dicho problema es NP-completo.

S. Cook, en su articulo original sobre el tema, definia un problema P como NP-completo si, dado un oraculo para
el problema P, es decir, un mecanismo que en una unidad de tiempo respondiera a cualquier pregunta sobre la
pertenencia de una cadena dada a P, seria posible reconocer cualquier lenguaje de NP en tiempo polindmico. Este
tipo de problemas NP-completos se conoce como completitud de Cook. En cierto sentido, la completitud de Karp
es un caso especial en el que sélo se le plantea una pregunta al oraculo. Sin embargo, la completitud de Cook
también permite la completamentacion de la respuesta; por ejemplo, se puede plantear al oraculo una pregunta y
luego responder lo contrario de lo que el oraculo dice. Una consecuencia de la definicion de Cook es que los
complementarios de los problemas NP-completos también son problemas NP-completos. Utilizando el concepto
mas restringido de completitud de Karp, podemos establecer una importante distincion entre los problemas NP-

completos (en el sentido de Karp) y sus complementarios.

El problema de la satisfacibilidad. Las expresiones booleanas se construyen a partir de:

1. Variables cuyos valores son booleanos; es decir, toman el valor 1 (verdadero) o el valor 0 (falso).

2. Los operadores binarios Ay Vv, que representan las operaciones ldgicas y y o de dos expresiones.

3. El operador unario — que presenta la negacion ldgica.

4. Paréntesis para agrupar los operadores y los operandos, si fuera necesario para modificar la precedencia
predeterminada de los operadores: - es el operador de mayor precedencia, le sigue Ay finalmentev.

Una asignacion de verdad para una expresion booleana dada E asigna el valor verdadero o falso a cada de las

variables que aparecen en E. El valor de la expresion E para una asignacion de verdad T se designa como E(T), y

es el resultado de evaluar E reemplazando cada variable x por el valor T'(x) (verdadero o falso) que T asigna a x.

Una asignacion de verdad T satisface la expresion booleana E si E(T) = 1; es decir, la asignacion de verdad T

hace que la expresion E sea verdadera. Se dice que una expresion booleana E es satisfacible si existe al menos una

asignacion de verdad T que satisface E.
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El problema de la satisfacibilidad es: Dada una expresion booleana, ¢es satisfacible?

Generalmente, se hara referencia al problema de la satisfisfacibilidad con la abreviatura SAT. Definido como un
lenguaje, el problema SAT es el conjunto de expresiones booleanas (codificadas) que son satisfacibles. Las
cadenas gque no son ni cédigos validos para una expresién booleana ni son codigos de una expresién booleana

insatisfacible no son problemas SAT.

Representacion de problemas SAT. Los simbolos que se emplean en una expresion booleana son A, V, =, los
paréntesis de apertura y cierre, y los simbolos que representan variables. La satisfacibilidad de una expresion no
depende de los nombres de las variables, solo de si dos apariciones de las variables corresponden a la misma
variable o0 a variables diferentes.

Por tanto, podemos suponer que las variables son x4, x, ..., aunque en los ejemplos continuaremos empleando
nombres de variable como y 0 z, asi como x. También supondremos que las variables se renumeran con el fin de
utilizar los subindices mas bajos posibles. Por ejemplo, no utilizaremos x5 a menos que también empleemos x;
hasta x, en la misma expresion.

Dado que existe un numero infinito de simbolos que en principio pueden aparecer en una expresion booleana, nos
encontramos con el familiar problema de disponer de un cddigo con un alfabeto finito y fijo para representar
expresiones con una cantidad arbitraria de variables. Sélo entonces podremos hablar del SAT como de un
problema, es decir, como un lenguaje con un alfabeto fijo que consta de los cddigos de aquellas expresiones
booleanas que son satisfacibles. El cédigo que utilizaremos es el siguiente:

1. Los simbolos A, v, =, y () se representan tal como estan.

2. Lavariable x; se representa mediante el simbolo i seguido de ceros y unos que representan i en binario.

Por tanto, el alfabeto del problema/lenguaje SAT esta compuesto sélo por ocho simbolos. Todos los casos de SAT

son cadenas de este alfabeto finito y fijo.

La forma de obtener la expresién de las clausulas de Horn para el problema de secuenciacion, es identificando que
recursos estan relacionados a cada uno de los centros de trabajo, asociandolos en bloques (la divisién entre ellos)
para identificar de forma individual que recursos son los asignados a cada producto en la medida que son
requeridos para su transformacion durante el proceso donde sea necesario el paso por un centro de trabajo c;;
determinado.

En cierta forma las clausulas estan definidas por los tres recursos nombrados (mano de obra, material y equipo),
dando lugar a que el problema de satisfacibilidad 3SAT, sea definido por cada centro de trabajo. Se resalta, que

los literales que forman las clausulas, estan identificados los recursos de forma individual a través de variables
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légicas definidas de la siguiente manera Iy, I,, I3, 14, Is, I¢, ...; My, M,, M3, M, ...y Ly, L,, L3 como se describe en la
tabla 8.

El problema SAT es NP-Completo. Ahora se relaciona la demostracion del Teorema de Cook, el hecho de que el
problema SAT es NP-completo. Al demostrar que un problema es NP-completo, se necesita demostrar en primer
lugar que estd en NP. A continuacion hay que demostrar que todo lenguaje de NP se reduce al problema en
cuestion. En general, demostramos la segunda parte ofreciendo una reduccion en tiempo polinémico de algun otro
problema NP-completo, e invocando después el teorema. Pero ahora no conocemos otros problemas NP-
completos a los que poder reducir el problema SAT. Por tanto, la Gnica estrategia de la que disponemos es la de
reducir todo problema de NP a SAT.

(Teorema de Cook) SAT es NP-completo. La primera parte de la demostracién consiste en demostrar que SAT
pertenece a NP. Esta parte es facil:

1. Se utiliza la capacidad no determinista de una MTN para conjeturar una asignacion de verdad T para la
expresion dada E. Si la E codificada tiene longitud n, entonces un tiempo O(n) basta en una MTN de
varias cintas. Observe que esta MTN tiene muchas opciones de movimiento y puede tener tantas
configuraciones diferentes como 2™ al final del proceso, donde cada camino representa la conjetura
correspondiente a cada distinta asignacion de verdad.

2. Al evaluar E para la asignacion de verdad T. Si E(T) = 1, entonces acepta. Observe que esta parte es
determinista. EI hecho de que otros caminos de la MTN no lleven a la aceptacion no tiene consecuencias,
ya que incluso aunque solo se satisfaga una asignacion de verdad, la MTN acepta.

La evaluacion puede llevarse a cabo facilmente en un tiempo 0 (n?) sobre una MTN de varias cintas. Por tanto, el
reconocimiento del problema SAT por parte de una MTN de varias cintas tarda un tiempo 0(n?). La conversion a
una MTN de una sola cinta puede elevar al cuadrado el tiempo, por lo que un tiempo O(n*)es suficiente en una
MTN de una sola cinta.
Ahora tenemos que demostrar la parte dificil: si L es cualquier lenguaje perteneciente a NP, entonces existe una
reduccion en tiempo polinémico de L a SAT. Podemos suponer que existe alguna MTN de una sola cinta M y un
polinomio p(n) tal que M no emplea mas de p(n) pasos para una entrada de longitud n, a lo largo de cualquier
camino. Ademas, las restricciones del Teorema, que hemos demostrado para las MTD, pueden demostrarse de la
misma manera para las MTN. Por tanto, podemos suponer que M nunca escribe un espacio en blanco y que nunca
mueve su cabeza a la izquierda de la posicion inicial de la misma.
Por tanto, si M acepta una entrada w y |w| = n, entonces existe una secuencia de movimiento de M tal que:

1. a es la configuracion inicial de M para la entrada w.

2. ay g * - ag, donde k < p(n).
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3.
4.

a;, €s una configuracién con un estado de aceptacion.
Cada «a; esta formada so6lo por simbolos distintos del espacio en blanco (excepto si «; termina en un
estado y en un espacio en blanco) y se extiende desde la posicién inicial de la cabeza (el simbolo de

entrada més a la izquierda) hacia la derecha.

Esta estrategia puede resumirse como sigue.

2)

b)

Cada a; puede escribirse como una secuencia de simbolos X;0X;1 - - - X;, p(n). Uno de estos simbolos es
un estado, y los restantes son simbolos de cinta. Como siempre, suponemos que los estados y los simbolos
de cinta son disjuntos, por lo que podemos decir que X;; es el estado y, por tanto, donde se encuentra la
cabeza de la cinta. Observe que no existe ninguna razén para representar los simbolos a la derecha de los
p(n) primeros simbolos de la cinta [que junto con el estado definen una configuracién de longitud
p(n) + 1], porque no pueden influir en un movimiento de M si esta garantizado que M se para después de
p(n) movimientos 0 menos.

Para describir la secuencia de configuraciones en funcién de variables booleanas, creamos la variable
yijA para representar la proposicion de que X;; = A. Aqui, i y j son cada uno de los enteros
pertenecientes al intervalo de 0 a p(n), y A es cualquier simbolo de cinta o un estado.

Expresamos la condicion de que la secuencia de las configuraciones representa la aceptaciéon de una
entrada w escribiendo una expresion booleana que es satisfacible si y sélo si M acepta w mediante una
secuencia de, como maximo, p(n) movimientos. La asignacion que satisface serd aquella que diga la

verdad sobre las configuraciones; es decir, y;;A sera verdadera si y solo si X;; = A.

Para garantizar que la reduccion en tiempo polinémico de L(M) a SAT es correcta, escribimos esta expresion de

modo que representa el célculo:

Inicio correcto. Es decir, la configuracion inicial es qOw seguida por espacios en blanco.

El siguiente movimiento es correcto (es decir, el movimiento sigue correctamente las reglas de la MT).
Entonces cada configuracion subsiguiente procede de la anterior gracias a uno de los posibles
movimientos validos de M.

Terminacidn correcta. Es decir, existe alguna configuracion gque es un estado de aceptacion.

Antes de poder construir una expresion booleana precisa debemos comentar algunos detalles importantes.

En primer lugar, hemos especificado que las configuraciones terminan cuando comienza la cola infinita de

espacios en blanco. Sin embargo, es mas conveniente cuando se simula un célculo en tiempo polinémico pensar

que todas las configuraciones tienen la misma configuracion p(n) + 1. Por tanto, podemos tener una cola de

espacios en blanco en una configuracion.
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En segundo lugar, es mejor suponer que todos los célculos duran exactamente p(n) movimientos [y por tanto
tienen p(n) + 1 configuraciones], incluso aunque la aceptacion tenga lugar antes. Asi, conseguimos que cada
configuracion con un estado de aceptacion sea su propio sucesor. Es decir, si a tiene un estado de aceptacion,
permitimos un movimiento a «. Por tanto, podemos suponer que si existe un célculo de aceptacion, entonces
ap(n) tendrd una configuracion de aceptacion y es todo lo que tendremos que comprobar para asegurar la

condicion terminacion correcta.

Ahora proporcionamos un algoritmo para construir a partir de M y w una expresion booleana EM,,. La forma
general de EM,, esU A S A N A F,donde S,N y F son expresiones que establecen que M se inicia, mueve y

termina correctamente, y U indica que sélo existe un simbolo en cada celda.

Conclusion de la demostracién del Teorema de Cook. Aungue hemos descrito la construccion de la expresion:
EM, =U AS A N A F como una funcion tanto de M como de w, el hecho es que solo el inicio correcto de la
parte S depende de w de una manera muy sencilla (w esté en la cinta de la configuracion inicial). Las otras partes,
Ny F, dependen sélo de M y n, la longitud de w.

Por tanto, para cualquier MTN M que opere en un tiempo polinébmico p(n), podemos disefiar un algoritmo que
tome una entrada w de longitud n, y generar EM,,. El tiempo de ejecucion de este algoritmo en una MT
determinista de varias cintas es Op2(n) , y dicha MT de varias cintas puede convertirse en una MT de una sola
cinta que opere en un tiempo 0.

p4(n). La salida de este algoritmo es una expresion booleana EM,, que es satisfacible si y solo si M acepta w en
cOmMo mMaximo p(n), movimientos.

Para resaltar la importancia del Teorema de Cook, veamos como se le aplica el Teorema. Suponga que
disponemos de una MT determinista que reconoce en tiempo polindmico, por ejemplo en un tiempo g(n), casos
del problema SAT. Entonces, todo lenguaje aceptado por una MTN M que acepta en un tiempo polindmico p(n)
seria aceptado en un tiempo polinémico determinista por la MTD cuyo modo de operacion se muestra en la
Figura. La entrada w a M se convierte en una expresion booleana EM,,. Esta expresion se aplica al comprobador

de SAT y lo que éste responda acerca de EM,,,, nuestro algoritmo lo responde sobre w.

Problema de la satisfacibilidad restringido. Ahora se demuestra que en una amplia variedad de problemas,
como el problema del viajante de comercio, son NP-completos. En principio, se hara buscando reducciones en
tiempo polindémico del problema SAT al problemas de secuenciacién que es el interés de la investigacion. Sin
embargo, existe un importante problema intermedio, conocido como 3SAT, que es mucho mas facil de reducir a

problemas tipicos que SAT.
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3SAT también es un problema sobre la satisfacibilidad de expresiones booleanas, pero estas expresiones tienen
una forma regular: estdn compuestas por operaciones ldgicas Y de clausulas, siendo cada una de ellas la
operacion ldgica o de exactamente tres variables negadas o no.

En esta parte se presenta una terminologia importante sobre las expresiones booleanas. Se reduce entonces la
satisfacibilidad de cualquier expresion a la satisfacibilidad de expresiones en forma normal correspondientes al
problema 3SAT. Es interesante observar que, aunque toda expresion booleana E tiene una expresion equivalente
F en la forma normal de 3SAT, el tamafio de F puede ser exponencial repecto al tamafio de E. Por tanto, la
reduccion en tiempo polinémico de SAT a 3SAT tiene que ser mas sutil que una simple manipulacion con éalgebra
booleana. Necesitamos convertir cada expresion E de SAT en otra expresion F en la forma normal
correspondiente a 3SAT. AUn asi no necesariamente F es equivalente a E. So6lo podemos garantizar que F es

satisfacible si y sélo si E lo es.

FN Formas normales de las expresiones booleanas optenidas. Las siguientes definiciones son fundamentales:
Un literal es cualquier variable, o cualquier variable negada. Ejemplos de literales son x y —y. Para ahorrar
espacio, a menudo utilizaremos la notacion y' en lugar de —y. Una clausula es la operacion logica O aplicada a
uno o mas literales. Algunos ejemplos son: x,x V yyx V y V z.

Una expresion booleana se dice que esta en forma normal conjuntiva 3 o0 FNC si es un A logico de clausulas.

Para reducir aun mas las expresiones, adoptaremos la notacién alternativa en la que Vv se trata como una suma,
utilizando el operador + y A se trata como un producto. Para los productos, normalmente utilizamos la
yuxtaposicion, es decir, ningun operador, al igual que en el caso de la concatenacién en las expresiones regulares.
También es habitual hacer referencia a una clausula como una suma de literales y a una expresion FNC como un

producto de clasulas.

Conversion de expresiones a la FNC. Se dice que dos expresiones booleanas son equivalentes si proporcionan el
mismo resultado para cualquier asignacién de verdad de sus variables. Si dos expresiones son equivalentes,
entonces o bien ambas son satisfacibles o no lo son. Por tanto, convertir expresiones arbitrarias en expresiones en
FNC equivalentes es un método prometedor para desarrollar una reduccién en tiempo polindmico del problema
SAT al CSAT. Dicha reduccion demostraria que CSAT es NP-completo.

Sin embargo, las cosas no son tan simples. Aunque podamos convertir cualquier expresion a la forma normal
conjuntiva, la conversion puede tardar un tiempo mayor que el tiempo polindmico. En particular, puede producir
una expresion de longitud exponencial, por lo que requerird un tiempo exponencial para generar la salida.
Afortunadamente, la conversion de una expresion booleana arbitraria en una expresion en la forma FNC es sélo
un método para reducir el problema SAT a CSAT, y demostrar por tanto que CSAT es NP-completo. Todo lo que

tenemos que hacer es tomar un caso del problema SAT E y convertirlo en un caso de CSAT F, tal que F sea
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satisfacible si y solo si E lo es. No es necesario que E y F sean equivalentes. Ni siquiera es necesario que E'y F

tengan el mismo conjunto de variables y, de hecho, generalmente F tendra un superconjunto de las variables de E.

La reduccién de SAT a CSAT constara de dos partes. Primero empujaremos todos los — hacia abajo del arbol de

la expresion de modo que sélo queden negaciones de variables; es decir, la expresion booleana se transforma en

una serie de literales relacionados mediante los operadores ldgicos A y Vv Esta transformacion produce una

expresion equivalente y tarda un tiempo que es como méaximo un tiempo cuadratico respecto al tamafo de la

expresion. Una computadora convencional, con una estructura de datos cuidadosamente disefiada, s6lo tarda un

tiempo lineal.

El segundo paso consiste en escribir la expresion que hemos obtenido como un producto de clausulas; es decir, en

forma FNC. Introduciendo nuevas variables, podemos realizar esta transformacion en un tiempo que es

polindmico respecto al tamafio de la expresion dada. En general, la nueva expresion F no serd equivalente a la

antigua expresion E. Sin embargo, F serd satisfacible si y s6lo si E lo es. Mas especificamente, si T es una

asignacion de verdad que hace que E sea verdadera, entonces existe una extension de T, por ejemplo S, que hace

que F sea verdadera; decimos que S es una extension de T si S asigna el mismo valor que T a cada variable a la

que asigna T, pero S también puede asignar un valor a las variables que no estan en T.

El primer paso consiste en aplicar los operadores — a los operadores A 'y V. Las reglas que necesitamos son:

1. =(E A F) = =(E)V —(F). Esta regla, que es una de las leyes de DeMorgan, nos permite aplicar — a cada
operando del operador A. Observe que como efecto colateral, A se convierte en V.

2. =(E VvV F)= =(E) A =(F). La otra ley de DeMorgan aplica el operador — a los operandos de V. El efecto
colateral en este caso es que V se convierte en A.

3. = ~(E) = E. Esta ley de doble negacidn cancela un par de operadores — que se aplican a la misma

expresion.

Descripciones de algoritmos. Aunque formalmente el tiempo de ejecucion de una reduccion es el tiempo que
tarda en ejecutarse en una maquina de Turing de una sola cinta, estos algoritmos son innecesariamente complejos.
Sabemos que los conjuntos de problemas que se pueden resolver en computadoras convencionales, en las MT de
varias cintas y en las MT de una sola cinta en un tiempo polinémico son los mismos, aunque los grados de los
polinomios pueden ser diferentes. Por tanto, cuando describamos algunos algoritmos bastante sofisticados para
reducir un problema NP-completo a otro, mediremos los tiempos mediante implementaciones eficientes en una
computadora convencional. Esto nos permitira evitar los detalles que dependen de la manipulacion de las cintas y

nos permitird centrarnos en las ideas importantes del algoritmo.

Los algoritmos asociados se conocen como algoritmos paralelos. Muchos problemas se resuelven con mayor

rapidez usando computadoras paralelas en lugar de seriales. Se analizard un modelo de computacién paralela de
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maquinas de estados finitos conocido como el cubo-n o hipercubo. El cubo- n tiene 2™ procesadores, n = 1, que
se representan por Vvértices (figura) etiquetados 0, 1,...,2" — 1. El cubo- n puede representar las combinaciones de
la tabla de verdad para la cantidad de variables a considerar. Cada maquina de Turing lo efecta en la unidad de

control en cada uno de los niveles I, 11 'y I11. Ver figura).

Una arista conecta a dos veértices si la representacion binaria de sus etiquetas difiere exactamente en un bit.
Durante una unidad de tiempo, todos los procesadores en el cubo-n pueden ejecutar una instruccion
simultaneamente y después comunicarse con el procesador adyacente. Si un procesador necesita comunicarse con
uno no adyacente, el primer procesador envia un mensaje que incluye la ruta al receptor, y el destino final del

mismo. Puede tomar varias unidades de tiempo que un procesador se comunigue con otro no adyacente.

Combinacion de dos 2-cubos 3-SAT para obtener la tabla de verdad

Fuente: Autor
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También es posible describir el cubo-n de manera recursiva. El cubo-1 tiene dos procesadores, etiquetados 0y 1,
y Una arista. Sean H, y H, dos cubos-(n - 1) cuyos Vértices se etiquetan en binarios 0,1,...,2" " - 1. Se coloca
una arista entre cada par de vértices, una desde H, y otra desde H,, siempre que los vértices tengan etiquetas
idénticas. Se cambia la etiqueta L en cada vértice de H; a OL y la etiqueta L en cada vértice de H, se cambia a 1L.

Se obtiene un cubo- n.

110 111 110 111

010 o011 010 o11

000 001 000 001

H v

0110 0111 1110 1111

0010 0011 1010 1011

0100 0101 1100 1101

0000 0001 1000 1001

El cubo-n es un modelo importante de computacién porque se han construido varias maquinas de este tipo y estan

trabajando. Todavia mas, algunos otros modelos de computacién paralela se pueden simular con el hipercubo.

° ° En geometria de tercera dimension el cubo es un hipercubo de 23 = 8 vértices (tabla de verdad),
12 aristas (relaciones), 6 cuadrados.
[ o ®
] ®
® En geometria de cuarta dimensién, un teseracto es una figura formada por dos cubos
[ ° - . - . . . .
o tridimensionales desplazados en un cuarto eje dimensional (considerando al primero longitud, el
y .. P .. " segundo altura y el tercero profundidad). En un espacio tetradimensional, el teseracto es un cubo
— . o de cuatro dimensiones espaciales. Se compone de 8 celdas cubicas, 24 caras cuadradas, 32 aristas
¥ Y, y 2% =16 vértices (tabla de verdad).
L ]
. a En geometria de quinta dimensidn, un penteracto es un hipercubo de 2° = 32 vértices (tabla de
A0 verdad), 80 aristas, 80 cuadrados, 40 cubos y 10 hipercubos. Su nombre es el resultado de
TR SXL ] combinar el nombre de teseracto o hipercubo con el prefijo penta, que se deriva del griego y
| S % e e g
' ./“\‘_'/‘\. ' significa cinco (en este caso, cinco dimensiones). Se requieren 10 teseractos para formar un
® # ; . ® penteracto, hay 60 teseractos en un hexeracto, y hay 280 teseractos en un hepteracto, esto es, el
L : z ) - s . 2o - -z
anélogo del teseracto en seéptima dimension, o sea, un hipercubo en séptima dimension.
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En geometria de sexta dimension, un hexeracto es el nombre de un miembro de la familia de los
hipercubos, con 26 = 64 vértices (tabla de verdad), 192 aristas, 240 cuadrados, 160 cubos, 60
teseractos, asi como 12 penteractos. Su nombre es el resultado de combinar el nombre de
teseracto o hipercubo con el prefijo hexe-, que se deriva del griego y significa seis (en este caso

seis dimensiones).

En geometria de séptima dimensién, un hepteract es el nombre de un miembro de la familia de
los hipercubos, con 27 = 128 vértices (tabla de verdad), 448 aristas, 672 cuadrados, 560 cubos,
260 hipercubos, asi como 84 penteract, y 14 hexeract.

Su nombre es el resultado de combinar el nombre de teseract o hipercubo con el prefijo hepte que
se deriva del griego y significa siete (en este caso siete dimensiones).

En geometria de octava dimensidn, un Octoract es el nombre de un miembro de la familia de los
hipercubos, con 28 = 256 vértices (tabla de verdad), 1024 aristas, 1792 cuadrados, 1792 cubos,
1120 hipercubos, asi como 448 penteract, 112 hexeract, y 16 hepteract.

Su nombre es el resultado de combinar el nombre de tesseract o hipercubo con el prefijo octo que
se deriva del griego Yy significa ocho (en este caso ocho dimensiones).

En geometria de novena dimension, un Eneract es el nombre de un miembro de la familia de los
hipercubos, con 2° = 512 vértices (tabla de verdad), 2304 aristas, 4608 cuadrados, 5376 cubos,
4032 hipercubos, asi como 2016 penteract, 672 hexeract, 144 hepteract, y 18 octoract.

Su nombre es el resultado de combinar el nombre de tesseract o hipercubo con el prefijo ene que
se deriva del griego y significa nueve (en este caso nueve dimensiones).

En geometria de décima dimension, un Decaract es el nombre de un miembro de la familia de los
hipercubos, con 219 = 1024 vértices (tabla de verdad), 5120 aristas, 11520 cuadrados, 15360
cubos, 13440 hipercubos, asi como 8064 penteract, 3360 hexeract, 960 hepteract, 180 octoract, y
20 eneract.

Su nombre es el resultado de combinar (Acrénimo) el nombre de teseract o hipercubo con el
prefijo deca-1 que se deriva del griego déka diez y significa diez. (en este caso diez dimensiones).
También se le puede llamar icosaxennon o icosa-10-topo.

Es parte de una familia infinita de politopos n dimensionales conocida como hipercubos. El
politopo dual de un decaract puede ser llamado un 10-ortoplex o decacruce, y es una parte de la
familia infinita de los politopos de cruce. El término fue creado por Alicia Boole Stott, hija del
matematico y filésofo irlandés George Boole.

Los autdmatas finitos se pueden representar mediante grafos particulares también llamados diagramas de estados,
y base del planteamiento basado en la metodologia es efectuarlos con hipercubos o cubo-n, de la siguiente
manera: (a) Los estados Q se representan como los Vértices, etiquetados con su nombre en el interior, y (b) Una
transicion & desde un estado a otro, dependiente de un simbolo del alfabeto, se representa mediante una arista
dirigida que une a estos vértices, y que esta etiquetada con dicho simbolo. Hay que tener en cuenta la adyacencia
solo entre vértices en el mismo nivel que son la base en las reducciones en los mapas de Karnaugh utilizados en el
algebra de Booleana para efectuar reducciones. Partiendo de un cubo, que se compone de 6 caras cuadradas
(hipercaras), 12 aristas y 23 = 8 vértices (tabla de verdad); donde n = 3 representa la cantidad de estados en la

unidad de control para la FMS). Sobre este mismo construir otros hasta obtener relaciones complejas entre
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vértices de indole 21° = 1024. Hay que observar que existe una relacion entre la cantidad de dimensiones
representa una nueva proposicion (variable l6gica) que igualmente es n en la potencia de 2™ que forman la tabla

de verdad en el modelo propuesto.

3SAT es NP-completo. Ahora vamos a demostrar que incluso una clase mas pequefia de expresiones booleanas
da lugar a un problema de satisfacibilidad NP-completo. Recuerde que el problema 3SAT consiste en: Dada una
expresion booleana E que es el producto de clausulas, siendo cada una de ellas la suma de tres literales distintos,
¢es E satisfacible?

Aungue las expresiones FNC-3 son una fraccion de las expresiones en la FNC, son bastante complejas como para
que la prueba de su satisfacibilidad sea NP-completa, como demuestra el siguiente teorema.

3SAT es NP-completo. Evidentemente, 3SAT esta en NP, ya que SAT esta en NP. Para demostrar que es NP-
completo,

Reduciremos CSAT a 3SAT. La reduccion se hace como sigue. Dada una expresion en FNCE =e; A e; A+ A
ey, reemplazamos cada clausula e; de la forma siguiente, con el fin de crear una nueva expresion F. El tiempo que
se tarda en construir F es lineal respecto de la longitud de E, y veremos que una asignacion de verdad satisface E
si y s6lo si puede extenderse a una asignacion de verdad que satisfaga F.

1. Si e; es un unico literal, por ejemplo (x).5 Introducimos dos nuevas variables u y v. Reemplazamos (x) por las
cuatro clausulas (x +u+v)(x+u+v)(x+u+v)(x+u+v). Dado que u y v. aparecen en todas las
combinaciones, la Gnica forma de satisfacer las cuatro clausulas es asignando el valor verdadero a x. Por tanto,
todas y s6lo las asignaciones que satisfacen E pueden extenderse a una asignacion que satisfaga F.

2. Supongamos que e; es la suma de dos literales, (x + y). Introducimosuna nueva variable z, y reemplazamos
e; por el producto de dos clausulas (x +y + z)(x + y + z). Como en el caso 1, la Unica forma de satisfacer
ambas clausulas es satisfacer (x + y).

3. Si ei es la suma de tres literales, ya esta en la forma requerida para la FNC-3, por lo que dejamos e; en la
expresion F que estamos construyendo.

4. Supongamos que e; = (x; + x, +- - - +x,,,) para alginm>4. Introducimos nuevas variables y;,V,,..., i — 3 Y
reemplazamos e; por el producto de las clausulas: (x; +x; + y1)(x3 +y1 +y.)(x4d+y, +y3) - (X — 2 +
Ym—4+ Y =3 —1+x50 +yn—3)

Una asignacién T que satisface E tiene que asignar al menos a un literal de e; el valor verdadero, por ejemplo, sea
x; verdadero (recuerde que x; puede ser una variable sin negar o una variable negada).

Entonces, si hacemos que yy,ys,...,yj—1 Séa verdadero y que y;, ¥j1,-..,Ym—3 Séa falso, satisfacemos todas las
clausulas Por tanto, T puede extenderse para satisfacer estas clausulas. Inversamente, si T hace que todas las x

sean falsas, no es posible extender T para que sea verdadera. La razén de ello es que existen m — 2 clausulas y
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cada una de las m — 3 y so6lo pueden asignar el valor verdadero a una clausula, independientemente de si es
verdadera o falsa.

Por tanto, hemos demostrado cémo reducir cada caso de E de CSAT a un caso F de 3SAT, tal que F es
satisfacible si y solo si E también lo es. Evidentemente, la construccion requiere un tiempo que es lineal respecto
a la longitud de E, ya que ninguno de los cuatro casos anteriores expande una clausula en mas de un factor de 32/3
(es decir, la relacion de simbolos en el caso 1), y es facil calcular los simbolos necesarios de F en un tiempo
proporcional al nimero de dichos simbolos. Dado que CSAT es NP-completo, se deduce que 3-SAT también lo

€s.

Otros problemas NP-completos. Ahora vamos a proporcionar una pequefia muestra de los procesos en que un
problema NP-completo lleva a demostraciones de que otros problemas también son NP-completos. Este proceso
de descubrimiento de nuevos problemas NP-completos tiene dos efectos importantes:

Cuando descubrimos que un problema es NP-completo, sabemos que existen pocas posibilidades de que pueda
desarrollarse un algoritmo eficiente para resolverlo. Es aconsejable y animamos a buscar soluciones heuristicas,
soluciones parciales, aproximaciones u otras formas con el fin de evitar afrontar el problema directamente.
Ademas, podemos hacerlo con la confianza de que no se nos esta escapando la solucioén adecuada.

Cada vez que afiadimos un nuevo problema NP-completo P a la lista, estamos reforzando la idea de que todos los
problemas NP-completos requieren un tiempo exponencial. El esfuerzo que sin duda se ha dedicado a encontrar
algoritmos en tiempo polindmico para un problema P ha sido, inconscientemente, un esfuerzo dedicado a
demostrar que P = NP. Es el peso acumulado de los intentos sin éxito hechos por muchos matematicos y
cientificos expertos para demostrar algo que es equivalente a P = NP lo que fundamentalmente nos lleva al
convencimiento de que es muy improbable que P = NP, el lugar de ello lo mas probable es que todos los
problemas NP-completos requieran un tiempo exponencial.

En esta seccion veremos varios problemas NP-completos que implican el uso de grafos. Estos problemas se
encuentran entre los problemas de grafos mas comunmente utilizados en la solucion de cuestiones de importancia
practica. Hablaremos del problema del viajante de comercio (PVC), que vimos en la Seccién 10.1.4.
Demostraremos que una version mas simple y también mas importante, conocida como problema del circuito
hamiltoniano (PCH), es un problema NP-completo, demostrando a continuacion que el problema PVC mas
general también es NP-completo. En varios problemas de recubrimiento de grafos, tales como el problema del
recubrimiento de nodos, que exige determinar el conjunto de nodos minimo que cubre todos los arcos, en el

sentido de que al menos un extremo de cada uno de los nodos se encuentra dentro del conjunto seleccionado.

Descripcion de problemas NP-completos. Para introducir nuevos problemas NP-completos, utilizaremos una

forma resumida de definicidn, que es la siguiente:

94



El nombre del problema, y usualmente una abreviatura, como 3SAT.
La entrada al problema: lo que se representa, y como.

La salida deseada: ¢bajo qué circunstancias serd la salida si?

> w0 np e

El problema del que se hace una reduccion para demostrar que el problema es NP-completo.

¢Son los problemas Si-No més faciles? Puede preocuparnos que la version si/no de un problema sea mas facil
que la version de optimizacion. Por ejemplo, puede ser complicado determinar el conjunto independiente mas
grande, pero dado un limite k pequefio, puede ser facil verificar que existe un conjunto independiente de tamafio
k. Aungue esto es cierto, también puede darse el caso de que nos proporcionen una constante k que tenga
exactamente el tamafio mas grande para el que existe un conjunto independiente. Si es asi, entonces resolver la
version si/no requiere determinar un conjunto independiente maximal.

De hecho, para todos los problemas comunes que son NP-completos, sus versiones si/no y de optimizacién son
equivalentes en complejidad, difiriendo al menos en un polinomio. Tipicamente, como en el caso del problema
PCI, si tuviéramos un algoritmo en tiempo polindmico para determinar conjuntos independientes maximales,
entonces podriamos resolver el problema de si/no determinando un conjunto independiente maximal, y
comprobando si era al menos tan grande como el limite k. Dado que vamos a demostrar que la version si/no es
NP-completa, la version de optimizacion tiene que ser también intratable.

La comparacion puede hacerse también de otra forma. Supongamos que tenemos un algoritmo en tiempo
polindbmico para la version si/no del PCI. Si el grafo tiene n nodos, el tamafio del conjunto independiente
maximal se encuentra entre 1 y n. Ejecutando el PCI con todos los limites entre 1 y n, podemos determinar el
tamafio de un conjunto independiente maximal (aunque no necesariamente el propio conjunto) en un tiempo que
es n veces el tiempo que tarda en resolver el PIC una vez. De hecho, utilizando la bisqueda binaria, sélo

necesitamos un factor de log2 n en el tiempo de ejecucion.

¢Para qué son buenos los conjuntos independientes? El objetivo de la investigacion no es cubrir las
aplicaciones de los problemas NP-completos. Sin embargo, la seleccidn de problemas se ha tomado de un articulo
importantisimo acerca de los problemas NP-completos de R. Karp, en el que examinaba los problemas mas
importantes del campo de la investigacion operativa y demostraba que muchos de ellos son NP-completos. Por

tanto, existe una amplia evidencia de problemas reales que se resuelven utilizando estos problemas abstractos.

El problema de los conjuntos independientes. Sea G un grafo no dirigido. Decimos que un subconjunto I de los
nodos de G es un conjunto independiente si no hay dos nodos de I conectados mediante un arco de G. Un
conjunto independiente es maximal si es tan grande (tiene tantos nodos) como cualquier conjunto independiente

del mismo grafo.
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PROBLEMA. Conjunto independiente (PCI) (Independent Set, IS).

ENTRADA. Un grafo G y un limite inferior k, que tiene que estar comprendido entre 1 y el nimero de nodos de
G.

SALIDA. Sisiy sblo si G tiene un conjunto independiente de k nodos.

REDUCCION DESDE. 3SAT.

Tenemos que demostrar que PCI es NP-completo mediante una reduccion en tiempo polindmico de 3SAT. Esta

reduccion se hace en el siguiente teorema.

El problema del conjunto independiente es NP-completo. No es dificil ver como pueden construirse el grafo G
y el limite k a partir de la expresion E en un tiempo que es proporcional al cuadrado de la longitud de E, por lo
que la conversién de E en G es una reduccion en tiempo polinémico. Tenemos que demostrar que 3SAT se reduce
correctamente al PCI. Es decir, E es satisfacible si y s6lo si G tiene un conjunto independiente de tamafio m.

Parte Si. En primer lugar, observe gque un conjunto independiente puede no incluir dos nodos de la misma
clausula, [i, ;] e[i,j.] para algin j; = j,. La razon es que existen arcos entre cada par de tales nodos, y por lo
tanto, si existe un conjunto independiente de tamafio m, este conjunto tiene que incluir exactamente un nodo de
cada clusula.

Ademas, el conjunto independiente puede no incluir nodos que correspondan tanto a la variable x como a su
negacion x. La razén es que todos los pares de tales nodos también tienen un arco entre ellos. Por tanto, el
conjunto independiente | de tamafio m proporciona una asignacion de verdad T que satisface E como sigue: si un
nodo que corresponde a una variable x esta en I, entonces T(x) = 1; si un nodo que corresponde a una variable
negada x esta en I, entonces seleccionamos T(x) = 0. Si no existe ningun nodo en | que se corresponda con x 0
x, entonces elegimos T (x) arbitrariamente. Observe que el punto (2) anterior explica por qué no podemos llegar a
una contradiccion si en I hubiese a la vez nodos que corresponden tanto a x como a x.

Afirmamos que T satisface E. La razén es que cada clausula de E tiene el nodo correspondiente a uno de los
literales de I, y T se elige de modo que dicho literal tome el valor verdadero. Entonces, cuando existe un conjunto
independiente de tamafio m, E es satisfacible.

Parte solo-si. Ahora supongamos que E se satisface mediante alguna asignacion de verdad, por ejemplo T. Dado
que T hace que cada clausula de E sea verdadera, podemos identificar un literal de cada clausula al que T hace
verdadero. Para algunas clausulas, podemos elegir entre dos o tres de los literales, y si es asi, elegiremos uno de
ellos de forma arbitraria. Construimos un conjunto I de m nodos seleccionando el nodo correspondiente al literal
seleccionado de cada clausula.

Afirmamos que I es un conjunto independiente. Los arcos entre nodos que proceden de la misma clausula no

pueden tener ambos extremos en I, porgue s6lo seleccionamos un nodo de cada clausula. Un arco que conecta una
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variable y su negacion no puede tener ambos extremos en I, ya que sélo elegimos para I nodos que correspondan
a literales que la asignacion de verdad T haga que tomen el valor verdadero. Por supuesto T hara que x 0 x sea
verdadero, pero nunca ambas. Concluimos que si E es satisfacible, entonces G tiene un conjunto independiente de
tamafio m.

Por tanto, existe una reduccién en tiempo polindbmico de 3SAT a PIC. Dado que sabemos que 3SAT es NP-

completo, de acuerdo con el teorema, el problema PIC también lo es.

8.1.1. Programacién Légica Computacional Aplicada

Como se escribira un programa que tienen por entrada otros programas y esta tiene que ser una cadena binaria, se
tendra que codificar los programas mediante sucesion de palabras sobre {0,1}; es de notar que los programas de
los ordenadores reales ya estan codificados en binario usando el cdédigo ASCII. Se usara aqui el mismo principio
de codificacidon y <P> denota la palabra binaria que representa el programa P. La codificacion de expresiones por
nameros fue un concepto muy nuevo; hace setenta afios y tienen el origen en la codificacion de Godel de formulas
aritméticas por medio de nimeros. Hoy en dia, no solo es que los programas son cddigos, sino que estamos
acostumbrados a que toda la informacion sobre personas, aviones, relaciones, imagenes, sonido, etc. este
codificada por nimeros, porque de otra manera no se podria introducir en el ordenador. Bajo este planteamiento,
todo modelo matematico generado para que se pueda ejecutar en un ordenador, finalmente estara codificado en
lenguaje de maquina (cddigo binario) para que el mismo lo pueda procesar. De cierta forma se puede pensar que
toda expresion matematica tendra su representacion binaria que junto a conectivas ldgicas permitiran relacionar
proposiciones simples para convertirlas en proposiciones compuestas se puedan efectuar operaciones aritméticas,
que emulen el razonamiento de un experto (director de planta que lleva un sinnimero de afios efectuado la
programacion de operaciones, y sabra por induccién la conclusién general a partir de observaciones de programas

ya efectuados o casos particulares).

Se incorpora en la metodologia el paradigma de la programacion légica, teniendo como base los procedimientos
de deduccion de férmulas validas en sistemas de axiomas. Al interpretar cada uno de los conjuntos formados por
clausulas de Horn como un programa légico disefiado en forma sencilla para cada uno de los recursos; se utilizan
adecuadamente sus predicados mas caracteristicos basados en sistemas l6gicos para cada centro de trabajo
aplicados en el campo industrial dentro la planeacion operativa como un modelo para representar la
secuenciacion de operaciones a corto plazo, con el fin de obtener un procedimiento coherente y completo para
dictaminar la satisfacibilidad de las formulas (formula légica fbf). La ejecucion del programa consistird en la
prueba de satisfacibilidad de la sentencia aplicando método eficiente de deduccion: la resolucion SLD (que

significa Seleccion Lineal de programas Definidos)
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Declaracion del programa versus algoritmo de solucién. El algoritmo planteado en la metodologia es un
problema particular de secuenciacion que consta de dos componentes: la ldgica o declarativa, y el control. El
componente légico especifica el conocimiento Gtil para la resolucion del problema, y el componente de control

determina la forma en que ese conocimiento puede utilizarse para resolverlo.

En la programacion algoritmica, el énfasis se pone en disefiar algoritmos que resuelvan problemas, de modo que
al ejecutarlos se calcule una posible solucion. Con la programacion Idgica desarrollada, por el contrario, el énfasis
se sitla en el problema de secuenciacion que se pretende presentar una posible solucion. En el programa se
especifica el componente légico de los algoritmos (que insinGa un procedimiento de calculo), es decir, el conjunto
de condiciones que las soluciones satisfacen. Los mecanismos genéricos de inferencia incorporados en los

intérpretes del lenguaje l6gico en C, permiten deducir las soluciones a partir de las condiciones que satisfacen.

Algunos lenguajes de programacion l6gica permiten especificar ambas componentes especificas de un programa
I6gico: la pura l6gica o declaracion de axiomas que caracteriza las soluciones, y el control o procedimiento de
deduccién de conclusiones a partir de los axiomas. En este caso la eficiencia de los programas puede
incrementarse cambiando el componente de control sin modificar el componente légico. Sin embargo el ideal
dentro de la programacién logica es despreocuparse del procedimiento de solucidn, que estaria predeterminado
por el entorno de programacion en que el programa se ejecuta. EI programa consiste exclusivamente, en este caso
ideal, en su parte logica o declarativa, y no existe ningin modo en que se pueda optimizar la blsqueda de la
solucion para la maquina de estados finitos. A continuacion se vera cémo las técnicas de resolucion pueden verse

como un tal procedimiento genérico de solucion.

La resolucién como algoritmo para la solucién de problema planteado. Las técnicas de resolucion se aplican a
sistemas de axiomas expresados en forma clausulada y cualquier formula Idgica deducida de un sistema Idgico

presentado en la metodologia, podria expresarse de esta forma. Los axiomas se declaran a modo de reglas:

Si materiales (premisal) y mano de obra (premisa2) y equipos (premisa3) V... entonces disponibles

(conclusiones)

Formalmente, se escribe: A = Vx;...Vxy; (B; A...AB,, > B)donde B y B; son los atomos que representan,
respectivamente, la conclusion (o consecuente) y las correspondientes premisas (0 antecedentes). En el caso
degenerado en que no hay antecedentes, la formula se escribe: A = Vx;...Vxy B;.

La traduccion a forma normal conjuntiva de una regla, prescindiendo de los cuantificadores y eliminando el

condicional, es inmediata: A = —(B; A...A By )v B = =B;Vv ....v =By, Vv B con alo sumo un literal positivo.
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El literal positivo A, se denomina cabeza y los literales negativos B;, se denominan cuerpo. Su semantica informal
es: para cada asignacion de cada variable, si By, ..., By, son férmulas ciertas, A es una férmula cierta.

Podemos ahora aplicar el método de resolucién para dictaminar si una formula escrita en forma normal conjuntiva
G = Gy A...A G es una consecuencia logica del conjunto de axiomas: basta con afiadir =G al conjunto de
axiomas, expresados en forma clausulada, y refutarla por resolucion. -G se denomina habitualmente la clausula
objetivo.

Un conjunto de axiomas es presumiblemente satisfacible, de modo que en la refutacion no tiene sentido buscar
resolventes entre los axiomas; en lugar de ello se busca resolver la clausula objetivo con un axioma. Como =G se
expresa como una disyuncion de literales negativos, =G = —(G; A...A G) = =Gy _..._ Gy, SOlo existe la
posibilidad de que uno de tales literales negativos, —G;, se resuelva con el unico literal positivo del axioma, B. El
resolvente serd& por tanto una clausula que constara s6lo de literales  negativos:
=Bi v...v=aBy, v=Gy _...v=Gi_q VaGigq V... vaGy .

Por tanto, todos los resolventes que aparezcan a lo largo de la refutacion contendran sélo literales negativos.
Eventualmente, la resolucién tendrd lugar con axiomas que no tengan antecedentes, es decir, axiomas cuyas
formas clausuladas consistan en un Gnico literal positivo. Progresivamente se produciran resolventes mas cortos y,
finalmente, la clausula vacia. De este modo quedara refutada la formula =G y se habra probado la satisfacibilidad

de la formula G.

Programacion logica versus programacion algoritmica. La légica se convierte en una poderosa herramienta
para interrogar el mundo en que vivimos y es la idea acerca de como la l6gica de primer orden podria ser usada
como un lenguaje de programacién dentro del modelo planteado. El paradigma de la programacion logica se
encuadra dentro del paradigma mas general de la programaciéon declarativa, cuyo enfoque es esencialmente
distinto del de la convencional programacion algoritmica. Frente a los lenguajes algoritmicos (tales como
Modula-2, C/C++, Java, etc.), también llamados procedimentales o imperativos, los lenguajes declarativos no
sirven para especificar como resolver un problema, sino qué problema se desea resolver (la secuenciacién de

operaciones).

En la programacion algoritmica un programa consiste en una secuencia de instrucciones que una computadora ha
de ejecutar para resolver un problema. El disefio del control de ejecucién de tales instrucciones forma también
parte del programa. Por el contrario, idealmente en la programacion declarativa la labor efectuada no consiste en
codificar instrucciones explicitas, sino en especificar conocimiento y suposiciones acerca del problema.

Los intérpretes de los lenguajes declarativos tienen incorporado un motor de inferencia genérico que resuelve los
problemas a partir de su especificacion. Entre los lenguajes declarativos se distinguen los lenguajes funcionales y

los lenguajes l6gicos.
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Mientras que en la programacion funcional el mecanismo de inferencia genérico se basa en la reduccién de una
expresion funcional a otra equivalente simplificada, en el paradigma de la computacion logica, el problema de
secuenciacion se formaliza como una serie de sentencias l6gicas que ha de probarse bajo los supuestos de un
sistema axiomatico, que constituye el programa. La ejecucién del programa consiste en la prueba de

satisfacibilidad de la sentencia.

Existe, sin embargo otra diferencia clave entre ambos paradigmas de programacion: los lenguajes algoritmicos
solo tienen significado con referencia al procedimiento que realizan en una maquina Von Neumann. La mayoria
de los ordenadores modernos se basan en este modelo de maquina, caracterizado por un conjunto homogéneo de
celdas de memoria y una unidad de procesamiento con algunas celdas locales denominadas registros. La unidad
de procesamiento puede cargar datos desde la memoria a los registros, realiza operaciones logicas y aritméticas en
éstos y almacena valores en la memoria. Los lenguajes de programacion se han disefiado para comunicar al
ordenador los procedimientos de resolucion de los problemas desde la perspectiva de la ingenieria del ordenador.
De este modo, un programa disefiado para una maquina VVon Neumann consiste en una secuencia de instrucciones
encaminadas a realizar las operaciones anteriores y un conjunto adicional de instrucciones de control. Para alguien
no familiarizado con las restricciones de la ingenieria que conducen al disefio Von Neuman, pensar en términos de
un conjunto restringido de operaciones no resulta nada facil. De ahi que surja la division de tareas (o trabajos)
entre el disefio de métodos de solucion y la codificacién o traduccion de las instrucciones de los disefiadores a las

instrucciones que puede entender el ordenador.

Partiendo del denominado lenguaje maquina, directamente comprendido por el ordenador, se han ido
desarrollando formalismos y notaciones mas convenientes para la expresion humana, aunque en un principio
también en correspondencia bastante directa con el lenguaje subyacente de la maquina, al que los programas
deben finalmente traducirse para ser ejecutados. EI programa consiste en una cadena de estas instrucciones mas un
conjunto de datos sobre el cual se trabaja. Estas instrucciones son normalmente ejecutadas en secuencia, con
eventuales cambios de flujo causados por el propio programa o eventos externos. El lenguaje de maquina es
especifico de la arquitectura de la maquina (disposicion de centros de trabajo en la planta de produccién), aunque

el conjunto de instrucciones disponibles pueda ser similar entre arquitecturas distintas.

Los lenguajes de programacion légica, por el contrario, se derivan del lenguaje abstracto de la l6gica matematica,
y no guardan dependencia ni relacién directa con ningin modelo de maquina. La légica proporciona un lenguaje
preciso para expresar explicitamente los objetivos, conocimiento y presunciones caracteristicos de un problema,
en términos mas cercanos a los que un ser humano utiliza en sus razonamientos. De este modo, no obliga a

pensar en términos de las operaciones de un ordenador. Este lenguaje estd compuesto por un conjunto de
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instrucciones que determinan acciones a ser tomadas por la maquina de estados finitos para cada uno de los

niveles.

Formalismo logico para la representacion del problema de secuenciacién. La utilidad de las clausulas de Horn
radica en la existencia de un eficiente método de resolucion que constituye un método coherente y completo de
deduccion cuando se aplica a clausulas de este tipo. Este método de resolucion, denominado SLD, haciendo asi
referencia a la esencia del método, que radica en la seleccion sucesiva de clausulas y literales para resolver de

acuerdo a criterios especificados por reglas de computacion y busqueda.

Derivacion por resolucion SLD: Sea P un conjunto de clausulas de programa, R una regla de computacion y G
una clausula objetivo. Una derivacion por resolucion SLD de P U {G} se define como una secuencia de etapas de
resolucion entre clausulas objetivo y clausulas de programa. La primera clausula objetivo es G, = G. Asumiendo
que se ha derivado G;, G;,,se define seleccionando un literal A; € G; de acuerdo a la regla de computacion R,
escogiendo una clausula C; € P tal que la cabeza de C; pueda unificarse con A; mediante una sustitucion MGU
(Unificador de Maxima generalidad) 6; y resolviendo:

Gi =< Ay A, Ap iy, Ay

C; = A< By,...,By

Gi+1 = &« (Al' . .,Ai_l, Bl' ey Bk,Ai+1, . ’An)gl
Una refutacion SLD de P U {G} es una derivacién SLD finita de P U {G} que tiene la clausula vacia, o, como

altimo objetivo en la derivacion. Si G,, es la clausula vacia, decimos que la longitud de refutacion es n.

Respuesta computada: Sea P un conjunto de clausulas de programa, R una regla de computacion y G una clausula
objetivo. Una respuesta computada 6 para P U {G} es la sustitucién obtenida por la composicién 6,,...,6, de
todas las variables de G, donde 6;,..., 6, es la secuencia de MGUs usados en una refutacion SLD de P U {G}. Se
consideran incluidas sélo las 6 que sean sustituciones de las variables del programa. El conjunto de respuestas

computadas de un programa define su semantica operacional S, (P).

Consistencia de la resolucion SLD. Sea P un conjunto de clausulas de programa, R una regla de computacion y
G una clausula objetivo. Se supone la existencia de una refutacion SLD de G. Sea 8 = 6,,..., 6, la secuencia de
unificadores usados en la refutacion y sea o la restriccion de 6 a las variables de G, es decir, la respuesta
computada en la refutacion. Entonces, o es una respuesta correcta para G. Como las respuestas computadas
definen la semantica operacional del programa S, (P), y las respuestas correctas la semantica declarativa S, (P),

se concluye que Sy (P) € Sp(P)
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Completitud de la resolucién SLD aplicada a clausulas de Horn. Sea P un conjunto de clausulas de programa,
R una regla de computacién y G una clausula objetivo. Sea s una respuesta correcta para G. Entonces existe una
refutacién SLD de G a partir de P tal que s es la restriccion de la secuencia de unificadores 6 = 6,,...,0,, a las
variables de G, es decir, la respuesta computada en la refutacién. Del mismo modo, ya que para cada respuesta
correcta existe una respuesta computada, podemos afirmar que S, (P) € Sy (P).

De los dos teoremas anteriores se deduce que S, (P) = Sy (P)., es decir, la semantica declarativa de un programa
I6gico descrito en términos de clausulas de Horn coincide con su semantica operacional cuando el control de

ejecucion consiste en la derivacion SLD.

Arbol SLD. Sea P un conjunto de clausulas de programa, R una regla de computacion y G una clausula objetivo.
Todas las posibles derivaciones SLD pueden representarse en una estructura de tipo arbol denominada arbol SLD.
La raiz se etiqueta con la clausula objetivo G. Dado un nodo n etiquetado por la clausula objetivo G,,, se crea un

nodo ni para cada nueva clausula objetivo G, que puede obtenerse resolviendo el literal escogido por R con la

cabeza de una clausula en P.

Rama de éxito de un arbol SLD: Rama que conduce a una refutacién

Rama de fallo de un arbol SLD: Rama que conduce a una clausula objetivo cuyo literal seleccionado no pude
unificarse con ninguna clausula del programa.

Rama infinita de un arbol SLD: Rama correspondiente a una derivacion no terminante.

Regla de basqueda en un arbol SLD: Procedimiento de busqueda de una refutacion en un arbol SLD.
Procedimiento de refutacién SLD: Algoritmo de refutacion SLD junto con la especificacion de una regla de

computacion y una regla de basqueda.

Del teorema de completitud se deduce que la resolucién SLD es un procedimiento completo independientemente
de la eleccion de la regla de computacion, pero sélo indica que existe una refutacion. La eleccion de la regla de
busqueda determinara el que la refutacion se encuentre o no. Surge de este modo un compromiso entre
completitud y eficiencia. Una busqueda en anchura en un arbol SLD, donde se comprueban todos los nodos de
cada nivel antes de adentrarse méas en el &rbol, garantiza que se encontrard la rama de éxito siempre que exista.
Por el contrario, si se aplica una estrategia de bdsqueda en profundidad, siempre existe la posibilidad de explorar
una rama no terminante. La regla de bldsqueda en anchura es completa en el sentido de que siempre encuentra la
respuesta correcta cuando ésta existe. Sin embargo, el tamafio del arbol que requiere almacenar en una estructura
de datos crece exponencialmente con la profundidad de la busqueda, de modo que la aplicacion pura de esta

estrategia no resulta una regla practica.
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8.2. PASO 5: Sistemas Ldgicos Proposicionales: Algebra Booleana

La logica en su formalizacion simbolica ha demostrado una intima relacidén con las matematicas, y dio lugar a la
légica matematica. En el siglo XX la l6gica ha pasado a ser principalmente la légica simbdlica, un calculo
definido por simbolos y reglas de inferencia, lo que ha permitido su aplicacion a la informatica. Desde este punto
de vista, cualquier operacion que se pueda realizar en la computadora se expresa en términos ldgicos, siendo esta
una maquina electronica que recibe y procesa datos para convertirlos en informacion conveniente y Gtil. Un
ordenador esta formado, fisicamente, por numerosos circuitos integrados (sistemas légicos) y otros muchos
componentes de apoyo, extension y accesorios, que en conjunto pueden ejecutar diversos algoritmos con suma
rapidez y bajo el control de un programa. Se extractan las operaciones basicas que realizan los sistemas 16gicos y
su funcionalidad parte de realizar operaciones con variables Idgicas, y por tal motivo nos referimos al algebra

boolena para dominar estas mismas.

8.2.1. Elrazonamiento I6gico

Finalmente el objetivo de la l6gica: obtener proposiciones verdaderas a partir de otras proposiciones verdaderas ya
conocidas. Esta deduccion se efectia mediante lo que se llama un razonamiento légico. Por ello, se define que es
un razonamiento l6gico y como construirlo. La finalidad no es desarrollar la capacidad de crear nuevos
razonamiento l6gicos, sino poder analizar razonamientos ya hechos y determinar si son correctos.

Lo que se pretende con un razonamiento l6gico es deducir una proposicion verdadera nueva a partir de otras
proposiciones verdaderas ya conocidas. Al analizar esta idea, empezando por nombrar sus elementos. Las
proposiciones que son conocidas se llaman hip6tesis o premisas. La proposicion que se deduce es la tesis,
resultado o consecuencia. El hecho de que las premisas nos lleven a deducir la consecuencia se puede expresar por
medio de una implicacion: si las premisas son ciertas, entonces la consecuencia debe ser cierta.

Si p1,pa -+, pn SON las premisas y g es la consecuencia, quiero expresar la idea de que si todas las premisas son

ciertas, entonces la consecuencia es cierta. Es decirp, Ap, A -+ Ap, = q.

Nos interesa el razonamiento l6gico independientemente del contenido de las proposiciones. Si es cierto que de
las premisas p,, p,,- - -, py, S€ Sigue necesariamente la consecuencia g, entonces la expresion p; Ap, A -+ A, =
Q debe ser siempre verdadera.

Una proposicion de la forma p; Ap, A -+ - Ap, = @Q €S un razonamiento Idgico si es una tautologia. Entonces el
razonamiento se denota (p; Ap,A -+ Ap,) — q,las proposiciones p;,p,,--,p, Se llaman premisas y la

proposicion g consecuencia.
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Al considerar las proposiciones: “si un numero entero no es cero, entonces su valor absoluto es positivo” y “—4
no es cero”. Puedo deducir que el valor absoluto de —4 es un niimero positivo. Pero la deduccion no depende de
que estar hablando acerca del valor absoluto de nimeros enteros, sino de su estructura logica. Las premisas son
p — q (“si un numero entero no es cero, entonces su valor absoluto es positivo”) y p (“un numero entero, —4, N0
es cero”), es decir, (p = q)Ap, Y la consecuencia es q (“su valor absoluto, |—4|, es positivo™). El razonamiento

ha sido (p » q) Ap = q y es valido sean quienes sean p y gq.

Por ello tiene nombre propio: modus ponendo ponens (del latin, que se puede traducir como el razonamiento que

afirmando p (ponendo) afirma q (ponens)).

Con la misma implicacion de antes “si un numero entero no es cero, entonces su valor absoluto es positivo” y
ademas con la proposicion “el valor absoluto del numero a no es positivo”, puedo deducir que “el numero a es
cero”. El razonamiento en este caso ha sido (p » g)A—-g=-p, y se llama modus tollendo tollens (el
razonamiento que negando q (tollendo) niega p (tollens).

Este razonamiento, cuya estructuraes (p » q) A(q — r)) =(p — ), se llama silogismo.

La pregunta ahora es, dado una expresion de la forma p; Ap, A -+ Ap, = g, (COMO saber si s un razonamiento
légico o no? Las dos formas de probar que es un razonamiento légico son: Primera, demostrar directamente que
dicha proposicion es una tautologia, mediante una tabla, parte de la investigacién es expresar que el problemas
3SAT — FNC es una tautologia. Es util para razonamientos sencillos, cuyas tablas no sean grandes. Segunda,
descomponer el razonamiento en razonamientos mas simples ya conocidos. Es decir, partiendo de las premisas y
aplicando razonamientos simples conocidos ir deduciendo nuevas proposiciones ciertas hasta llegar a la que se
enunciaba como consecuencia. Este segundo es el método habitual de probar la validez de razonamientos I6gicos

complejos. (Van Dalen, 1983)

Para poder utilizar cadenas de razonamientos simples en la prueba de un razonamiento complicado se necesita
tener algunos razonamientos ya demostrados de forma directa. Se exponen algunos de estos razonamientos que
son muy habituales y, practicamente, se podria decir que responden en gran medida al sentido comun: se llaman
reglas de inferencia y tienen nombres propios. Ver anexo Teorema 28. (Enderton, 1972)

Aunque tal vez haya un camino mas corto para determinar los valores de verdad de una proposicion P formada al
combinar las proposiciones p,,...,p, usando operadores como — y V, la tabla de verdad siempre proporcionara

todos los valores de verdad posibles de P para diferentes valores de las proposiciones que la constituyen p,, ..., p,.

8.2.2. Ldgica computacional : Programacion
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El uso del lenguaje de especificacion formal como C, es beneficioso en todos los desarrollos, ya que promueve la
definicion de modelos estructurados, concisos y precisos en diferentes niveles de abstraccién, y facilita el
razonamiento sobre ellos incluso a un nivel informal. Cuando a las notaciones formales se les asigna una
semantica operacional, es posible disefiar herramientas automaticas que detecten ambigiiedades en los requisitos
iniciales, verifiquen y validen modelos a lo largo del ciclo de desarrollo, ayuden en la evolucién y el
mantenimiento de los productos y generen automatica o semi-automaticamente prototipos o incluso partes del
cadigo final del algoritmo de secuenciacion. (Torres, 2010)

La logica ha llegado a ser una herramienta cada vez mas utilizada en aplicaciones industriales en la Gltima década
y por lo tanto la orientacion en esta investigacion es a la programacion de operaciones detallada para efectuar la
planificacion a corto plazo en cada uno de los trabajos de una planta de produccién.

Una vez definidos los sistemas légicos, se cubren en tres aspectos formales: (a) primero la interpretacion del
lenguaje formal, (b) después se define con precision como evaluar el valor de verdad de una expresion del
lenguaje y (c) y por ultimo se facilitan sistemas deductivos para decidir, mediante célculos, sobre propiedades o
relaciones entre unas expresiones y otras (mas precisamente, entre sus valores de verdad). Adicionalmente un
marco formal sencillo donde plantearse propiedades e interrelaciones sobre los valores de las expresiones
(satisfacibilidad, validez, consecuencia, equivalencia), sobre sus métodos de decisién y sobre los sistemas
deductivos creados para abordar estas cuestiones. Y lo que es mas importante: tales conceptos son todos

exportables a otros sistemas 16gicos, con las restricciones propias de cada sistema.

8.2.3. Aplicacion: formulas l6gicas proposicionales para 3SAT — FNC

Las formulas l6gicas proposicionales fbf para los deméas centro de trabajo C; y recursos definidos: Materiales I,
Equipos M;, y Mano de Obra L; (se relacionan en el anexo A). La salida de la MT se expresa con s; para el
problema 3SAT — FNC. La generacion de la tabla se genera con un algoritmo realizado en Lenguaje C. Ver tabla
8.
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Tabla 2. Formula légica proposicional fbf de Recursos y la salida del Centro de Trabajo €14

C11

11112r13114115116 Ml: MZ: M3: M4 L1:L2:L3

Materiales

So=(hAl)

S1=(I3A 1)

S =(IsA Ig)

S3=(So ASD) =L AL)A (I3A 1)

Sa=S3 AS)=[(LAL)A (A LA (I5A Ig)

Equipos

Ss=(MyAIsA IgA L)
Se = (M V M3)
S;=(Sg NSy ASs ASg ANSg)= (I ANIDA (IzgA 1) A (MyAIgA IgA L) A (MyVvM3) A(LyVLy)
Sg=(M4AS; A S; ASsA Sip)
=My, A[CLALIAN CIGA L) A (M{AIgA IgA L) A (MyV M) A (LyVEI)IA (IgA Ig)
AL A LA (I3 A IDIA[(Ly VL) V Ls)

Mano de obra

So=(Ly1VLy)
S10=(SgVL3)= (L1VLy) V Ls

S11=(S4ASg A S10) ={[(Iy A I A (I3 A TN (Is A Tg)} A{My A[(Ig A IR)A (I3A I) A (MyAIsA I A Ly) A
M2VM3 A LIVIZA I5A T6A 71N 127 T3/ T4A[L1VE2 v L3P AL [LIVE2 v L3]]

8.3.  PASO 6: Sistema l6gico combinacional

8.3.1. Procedimiento de analisis

La finalidad es proponer el disefio de una planta de produccién como un sistema l6gico proposicional y demostrar
que es posible y funcional. Con la aplicacién del algebra booleana se podria construir cualquier relacion logico-
numeérica y su uso para efectuar operaciones con variables l6gicas y algoritmos de secuenciacion.

Shannon' demostré con su tesis, que las aplicaciones electronicas de algebra booleana podrian sentar las bases de

la teoria del disefio del ordenador digital y el circuito digital.

! Claude Elwood Shannon (30 de abril de 1916 — 24 de febrero de 2001) fue un matematico, ingeniero eléctrico y criptégrafo estadounidense recordado
como «el padre de la teoria de la informacién.
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Figura 17. Logica combinacional aplicada a recursos por centro de trabajo

PLANTA DE PRODUCCION

‘ ’—[: Organizacion matricial de CT
Material — LM CT11 CT12 CT13
ateriales pam — } Centro de ] Centrode — ] Centrode ||
= T Trabajo RO Trabajo 1 Trabajo
Tt
Magquinas — — CT21 CT22 CT23
7 — Centro de S| Centrode ¢ Centrode | | .
Trabajo — Trabajo e Trabajo
Mano de Obra E E “ T3t 32 33
T Centro de | Centrode e | Centrode |1
‘ F‘j ‘ Trabajo —— Trabajo —— Trabajo
=
Asignacion de Recursos por Centro de Trabajo

Disponibilidad de Recursos & Capacidad

Fuente: Autor

Los sistemas légicos pueden ser combinacionales o secuenciales. Un sistema combinacional consta de compuertas
légicas cuyas salidas en cualquier momento estan determinadas en forma directa por la combinacion presente de
las entradas sin tomar en cuenta las entradas previas. Un sistemas combinacional realiza una operacion especifica
de procesamiento de informacion, especificada por completo en forma légica por un conjunto de funciones
booleanas. Los sistemas logicos secuenciales emplean elementos de memoria (celdas binarias) ademas de las
compuertas logicas. Sus salidas son una funcién de las entradas y el estado de los elementos de memoria. ES
estado de los elementos de memoria, a su vez, es una funcién de las entradas previas. Como consecuencia, las
salidas de un sistema secuencial dependen no solo de las entradas presentes, sino también de las entras del pasado

y, el comportamiento del sistema debe especificarse en una secuencia de tiempo de entradas y de estados internos.

Al reconocer los nimeros binarios y los codigos binarios que representan cantidades discretas de informacion.
Estas variables binarias se representan por voltajes eléctricos o alguna otra sefial. Las sefiales pueden manipularse
en las compuertas légicas digitales para realizar las funciones requeridas. En el apartado anterior se introdujo el
algebra booleana como una forma para expresar de manera algebraica las funciones logicas. Se simplificaran las
funciones booleanas para lograr la implementacion econémica de compuertas. El objetivo es formular varios
procedimientos sistematicos de disefio y andlisis de los sistemas l6gicos combinacionales. La solucién de algunos
casos tipicos proporcionara un catalogo Util de funciones elementales importante para el entendimiento de las

computadoras y sistemas digitales.

Un sistema combinacional consta de variables de entras compuertas logicas y variables de salida. Las compuertas

I6gicas aceptan las sefiales de las entradas y generan sefiales a las salidas. Este proceso transforma la informacion
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binaria de los datos de entrada en los datos requeridos de salida. En forma obvia, tanto los datos de entrada y
salida se representan por sefiales binarias, esto es, existen en dos valores posibles, uno representa la l6gica 1y el
otro la ldgica 0. En la figura 21 se muestra un diagrama de blogues de un sistema ldgico. Las n variables binarias
de entrada provienen de un fuente externa; las m variables de salida van a un destina externo. En muchas
aplicaciones, la fuente y/o destino son registros de almacenamiento localizados ya sea en la proximidad del
sistema combinacional o en un dispositivo externo remoto. Un registro externo no influencia el comportamiento

del sistema combinacional ya que si lo hace el sistema total se vuelve un sistema secuencial.

Para las n varaibles de entrada, hay 2™ combinaciones posibles de los valores binarios de entrada. Para cada
combinacion posible de entrada, hay una y solo una combinacién posible de salida. Un sistema combinacional
puede describirse por n funciones booleanas m para cada variable de salida. Cada funcién de salida se expresa en

términos de las n variables de entrada.

Cada variable de entrada a un sistema combinacional puede tener uno o dos alambres. Cuando esta disponible
solo un alambre, puede representar la variable, ya sea en la forma normal (sin prima) o en la forma
complementario (con prima). Ya que una variables es una expresion booleana puede aparecer con prima y/o sin
prima, es necesario proporcionar un inversor para cada literal que no esta disponible en el alambre de entrada. Por
otra parte, una variable de entrada puede aparecer en dos alambres, suministrando las formas tanto normal como
complementaria a la entrada del sistema l6gico. En este caso, no es necesario incluir inversores para las entradas.
El tipo de celdas binarias utilizadas en la mayoria de los sistemas digitales son sistemas l6gicos biestables, que
tienen salida para los valores tanto normal como complementario de la variable binaria almacenada. Se supondra
que cada variable de entrada aparece en dos alambres, suministrando en forma simultanea valor normal al igual

gue complementario. (Morris, 2003)

8.3.2. Procedimiento de disefio : algoritmo combinacional

El disefio de los sistemas légicos combinacionales surge del planteamiento verbal del problema y termina en un
diagrama de sistema légico, o un conjunto de funciones booleanas del cual puede obtenerse con facilidad el

diagrama légico. El procedimiento sigue estos pasos:

Figura 18. Diagrama de bloques de un sistema combinacional

Entrada de n Circuito Salida de m
variables ) Combinacional variables )
Logico

Fuente: Autor
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Se enuncia el problema

Se determina el niamero de las variables de entrada disponibles y de las variables de salida requeridas.
Se asignan simbolos de letra a las variables de entrada y salida

Se deriva la tabla de verdad que define las relaciones requerida entre las entradas y las salidas.

Se obtiene la formula booleana simplificada para cada salida

o a k~ w b PE

Se dibuja el diagrama I6gico

La tabla de verdad para un sistema combinacional consta de columnas de entrada y columnas de salida. Los 1y 0
en las columnas de entrada se obtienen de las 2™ combinaciones binarias disponibles para las n variables de
entrada. Los valores binarios para las salidas se determinan del examen del problema enunciado. Una salida puede
ser igual ya sea a 0 y 1 para cada combinacién valida de entrada. Sin embargo, las especificaciones pueden indicar

gue algunas combinaciones de entrada no ocurriran. Estas combinacion se vuelven condiciones no importa.

Las funciones booleanas de salida de la tabla de verdad se simplifica por cualquier método disponible, como
manipulacion algebraica, el método de mapa, o el procedimiento de tabulacién. Por lo comun, habra una variedad
de expresiones simplificadas a elegir. No obstante, en cualquier aplicacion particular ciertas restricciones.
Limitaciones y criterios serviran como guia en el proceso de escoger una expresion algebraica particular. Un
método practico de diselo seria tener que considerar tales restricciones como (1) nimero minimo de compuertas,
(2) ndmero minimo de entradas a una compuerta (3) tiempo minimo de propagacién de la sefial a través del
sistema ldgico, (4) nimero minimo de interconexciones y (%) limitaciones de las capacidades de impulsion de
cada compuerta. Ya que todos estos criterios no pueden satisfacerse en forma simultanea, y ya sea que la
importancia de cada restriccion se dicta por la aplicacion particular, es dificil hacer un enunciado general de los
gue constituye una simplificacidon aceptable. En la mayoria de los casos, la simplificacion principio por satisfacer
un objetivo elemental, como producir una funcién booleana simplificada en una forma estandar y proceder de ese

punto a cumplir cualquiera otros criterios de comportamiento. (Morris, 2003)

En la practica, los disefiadores tienen a ir de la funcion booleana a una lista de alambrado que muestra las
interconexiones entre varias compuertas l6gicas estdndar. En este caso, el disefio no va méas alla de la funcién
booleana simplificada de salida requerida. Sin embargo un diagrama légico es de ayuda para visualizar la

implementacion de compuertas de las expresiones.
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Tabla 3. Formula légica proposicional fof de Productos p; por Centro de Trabajo C;;

Producto | Formula légica combinacional fbf. Nivel
Centro de Trabajo FMS MT
D1 (€11 AC12AC13AC21 AICo2 A—IC23A1C31 AC32ATIC33) |
P2 (€11AIC12ATIC13AC21 AC22 AC23A—IC31 AC32A—IC33) |
P3 (R€11AC12ATIC13AC21 A€ AT1IC23AC31 AC32AC33) |
Da (€11A€12AT1C13AC21 AC22 ATIC23ATIC31 AC32AC33) I
Ds (m1€11AC12AT1C13AC21 AC22AC23AC31 AC32ATIC33) I
Pe (€11AT1C12AT1C13AC21 AC22 AT1C23AC31 AC32AC33) I
p7 (RC11AC12AC13ATIC21 AC22 A—1C23AC31 AC32A—IC33) |
Ps (€11 AC12ATIC13ATIC21 AC22 A—1C23AC31 AC32AC33) |
Do (€11 ATIC12AC13AC21 AC22 AC23ATIC31 AC32AC33) I
P1o (1C11AC12AC13ATIC21 AC22 AC23AC31 AC32AC33) I

Figura 19. (Arbol sintactico) Sistema I6gico combinacional definido en centro de trabajo por recursos

CT — CENTRO DE TRABAJO (Ci: )

Materiales

s0

L LS3

N

A

’T‘sz
| e

Maquinas

Mano de Obra

{ v

]

D aupE qpiE

Fuente: Autor
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Figura 20. (Arbol sintactico) Sistema l6gico combinacional para Materiales m; por productos p;

Materiales

A | s3

s4

Fuente: Autor

Figura 21. (Arbol sintactico) Sistema I6gico combinacional para méaquinas e; por productos p;

Maquinas
T
[

H ] P SR -
| A | ST )
LIy !
i
' [
\ . :
~—.” | : N 658|

N 7 /

Fuente: Autor

Figura 22. (Arbol sintactico) Sistema I6gico combinacional para Mano de Obra 1; por productos p;

gl

Mano de Obra

s9

= v s10

Fuente: Autor

Las funciones de salida que se especifican en la tabla de verdad dan la descripcion exacta del sistema
combinacional. Es importante que las especificaciones verbales se interpreten correctamente en una tabla de
verdad. Algunas veces el disefiador debe usar su intuicién y experiencia para llegar a la interpretacion correcta.
Las especificaciones verbales rara vez son muy completas y exactas. Cualquier interpretacién equivocada que
resulte en una tabla de verdad incorrecta producird un sistema combinacional que no cubriria los requisitos

enunciados.
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8.4. PASO 7: Sistema logico secuencial

Los sistemas légicos digitales que hasta ahora se han considerado han sido combinacionales, esto es, las salidas en
cualquier momento dependen por completo de las entradas presente es ese tiempo. Aungue cualquier sistema
digital es susceptible de tener sistemas l6gicos combinacionales, la mayoria de los sistemas que se encuentra en la
préctica también incluyen elementos de memoria, los cuales requieren que el sistema se describa en términos de

I6gica secuencial.

Figura 23. Diagrama de blogues de un sistema secuencial

Entradas —» Clr_cmt_o » Salidas
Combinacional

Y
Elementos de

memoria

Fuente: Autor

Consta de un sistema combinacional al que se conectan elementos de memoria para formar una trayectoria de
retroalimentacion. Los elementos de memoria son dispositivos capaces de almacenar dentro de ellos informacion
binaria. La informacidn binaria almacenada en los elementos de memoria en cualquier momento dado se define el
estado del sistema secuencial. El sistema secuencial recibe informacion binaria de entradas externas. Estas
entradas, junto con el estado presente de los elementos de memoria, determinan el valor binario en las terminales
de salida. También determinan las condiciones para cambiar el estado en los elementos de memoria. El diagrama
de bloque demuestra que las salidas externas en un sistema secuencial son funciones no solo de las entradas
externas sino también del estado presente de los elementos de memoria. El siguiente estado de los elementos de
memoria también es una funcién de las entradas externas y del estado presente. Por tanto, un sistema secuencial
esta especificado por una secuencia de tiempo de entradas, salidas y estados internos. (Morris, 2003)

Hay dos tipos principales de sistemas I6gicos secuenciales. Su clasificacion depende del temporizado de sus
sefiales. Un sistema secuencial sincrono es un sistema cuyo comportamiento puede definirse por el conocimiento
de sus sefales en instantes discretos de tiempo. EI comportamiento de un sistema secuencial asincrono depende
del orden en el cual cambian sus sefiales de entrada y pueden afectarse en cualquier instante de tiempo. Los
elementos de memoria que por lo comin se utilizan en los sistemas logicos secuenciales asincronos son
dispositivos de retardo de tiempo. La capacidad de memoria de un dispositivo de retardo de tiempo se debe al
hecho de que toma un tiempo finito para que la sefial se propague a través del dispositivo. En la préctica, el
retardo de propagacion interno en las compuertas I6gicas es de suficiente duracién para producir el retardo

necesario, de modo que pueden ser innecesarias unidades fisicas de retardo de tiempo. En los sistemas asincronos
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de tipo de compuerta, los elementos de memoria en la figura 49 constan de compuertas Idgicas cuyos retardos de
propagacion constituyen la memoria requerida. Por consiguiente, un sistema secuencial asincrono puede
considerarse como un sistema combinacional con retroalimentacion. Debido a la retroalimentacion entre
compuertas ldgicas, un sistema secuencial asincrono a veces puede llegar a ser inestable. El problema de la
inestabilidad se impone muchas dificultades al disefiador. Los sistemas ldgicos secuenciales asincrono se

presentan.

Un sistema logico secuencial asincrono, debe emplear sefiales que afecten los elementos de memoria solo en
instantes discretos de tiempo. Una forma de lograr este objetivo es usar pulsos de duracion limitada a través del
sistema, de modo que una amplitud de pulso represente la I6gica 1 y otra amplitud del pulso (o la ausencia de un
pulso) represente la Idgica 0. La dificultad con un sistema de pulsos es que cualesquiera dos pulsos que lleguen de
fuentes independientes separadas a las entradas de la misma compuerta exhibiran retardos impredecibles, que

separaran los pulsos ligeramente y resultaran en operacion poco confiable.

Los sistemas l6gicos secuenciales sincronos usan amplitudes fijas, como niveles de voltaje para las sefiales
binarias. La sincronizacion se logra por un dispositivo temporizador llamado reloj maestro generador, el cual
genera un tren periddico de pulsos de reloj. Los pulsos de reloj se distribuyen a través del sistema en tal forma que
los elementos de memoria estan afectados solo por la llegada del pulso de sincronizacién. En la préactica los pulsos
de reloj se aplican a compuertas A junto con las sefiales que especifican el cambio requerido en los elementos de
memoria. Las salidas de la compuerta A pueden transmitir sefiales solo a los instantes que coinciden con la llegada
de los pulsos de reloj. Los sistemas I6gicos secuenciales sincronos que usan pulsos de reloj en las entradas de los
elementos de memoria se denominan sistemas I6gicos secuenciales de reloj. Los sistemas légicos secuenciales de
reloj son de tipo que se encuentra con mas frecuencia. No manifiestan problemas de inestabilidad y su
temporizado se desglosa facilmente en pasos discretos independientes, cada uno de los cuales se considera por

separado. Los sistemas l6gicos secuenciales que se exponen en este apartado son exclusivamente del tipo de reloj.

Los elementos de memoria que se usan en los sistemas l6gicos secuenciales de reloj se llaman biestables. Estos
sistemas l6gicos son celdas binarias capaces de almacenar un bit de informacion. Un sistema biestable tiene dos
salidas, una para el valor normal y otra para el valor complementario del bit almacenado en el. La informacion
binaria puede entrar a un biestable en una gran variedad de formas, hecho que da lugar a diferentes tipos de

biestables. Se examinaran los diversos tipos de biestables y se definiran sus propiedades logicas.

Biestables. Un sistema biestable puede mantener un estado binario en forma indefinida (en tanto se suministre

potencia al sistema ldgico) hasta que recibe la direccion de una sefial de entrada para cambiar estado. La
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diferencia principal entre los diversos tipos de biestables estd en enumero de entradas que poseen y en la manera
en la cual las entradas afectan al estado binario. Los tipos comunes de biestable se exponen a continuacién.

Sistema ldgico bésico biestable. Se menciono que un sistema biestable puede construirse mediante dos
compuertas A o dos compuertas V. Estas construcciones se muestran en los diagramas l6gicos de las figuras 50.
Cada sistema forma un biestable basico bajo el cual pueden construirse otros tipos mas complicados. La
conexione y acoplamiento cruzado mediante la salida de una compuerta a la entrada de otra constituye una
trayectoria de retroalimentacion. Por esta razon, los sistemas ldgicos se clasifican como sistemas légicos
secuenciales asincronos. Cada biestable tiene dos salidas Q y @', dos entradas, ajustar (set) y restaurar (reset).
Este tipo de biestable algunas veces se denomina biestable RS directamente acoplado o seguro (latch) SR. LaR y

S son las iniciales de los dos nombres de la entrada (set y reset en ingles).

Para analizar la operacion del sistema en la figura, debe recordarse que la salida de una compuerta ¥ es 0 si
cualquier entrada es 1, y que la salida es 1 solo cuando todas las entradas son 0. Como punto de inicio, se supone
gue la entrada ajuste (set) es 1, y la entrada restaurar (reset) es 0. Ya que la compuerta 2 tiene una entrada de 1, su
salida Q' debe ser 0, la cual pone ambas entradas de la compuerta 1 en 0, de modo que la salida @ es 1. Cuando la
entrada ajuste se regresa a 0, la salida permanece igual, debido a que la salida Q permanece en 1, dejando una

entrada de la compuerta 2 en 1.

Figura 24. (Arbol sintactico) Sistema I6gico secuencial biestable con conectores A y v

Re— v Se—— A
) —eo——oQ , ——eo——oQ
L. A L A
|:° \AR , |:° AN '
e Q . Q

Fuente: Autor

Esto causa que la salida Q' permanezca en 0, lo cual deja ambas entradas de compuerta 1 en 0, de modo que la
salida Q esta en 1. En la misma forma es posible mostrar que un 1 en la entrada de restaurar cambia la salida Q a 0

y Q'a 1. Cuando la entrada de restaurar vuelve a 0, las salidas no cambian.

Cuando se aplica un 1 a ambas entradas de ajuste (set) y restaurar (reset) tanto la salida @ como la @’ van a 0. Esta
condicion viola el hecho de que las salidas Q y Q' son complementos una de otra. En la operacion normal esta

condicion debe evitarse al tener la seguridad de que los 1 no son aplicables en forma simultanea a ambas entradas.
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Un biestable tiene dos estados Utiles, cuando Q =1 y Q' = 0, esta en estado ajuste (o estado 1). Cuando Q =0y
Q' = 1 esta en el estado despejado (o estado 0). Las salidas complementaria, respectivamente. El estado binario

del biestable se toma para que sea el valor de la salida normal.

Bajo la operacién normal, ambas entradas permanecen en 0 a menos que tenga que cambiarse es estado del
biestable. La aplicacion de un 1 momentaneo a la entrada de ajuste provoca que el biestable pase al estado ajuste.
La entrada ajuste debe volver a 0 antes de que un 1 se aplique a la entrada de restaurar. Un 1 momentaneo
aplicado a la entrada de restaurar causa que el biestable vaya al estado despejado. Cuando ambas entradas son
inicialmente 0, un 1 aplicado a la entrada de puesto mientras el biestable esté en el estado ajuste o un 1 aplicado a
la entrada de restaurar mientras el biestable este en el estado despejado dejas las salidas son cambio. Cuando se
aplica un 1 a ambas entras de ajuste y restaurar, ambas salidas pasan a 0. Este estado es indefinido y por lo comin
se evita. Si ambas entradas ahora van a 0, el estado del biestable es indeterminado y depende de cual entrada

permanezca en 1 mas tiempo antes de la transicién a 0.

El sistema biestable A basico en la figura 50 opera con ambas entradas normalmente en 1, a menos que el estado
del biestable tenga que cambiarse. La aplicacion de un 0 momentéaneo a la entrada de ajuste causa que la salida
Qvayaaly Q' a0, [poniendo por tanto el biestable en el estado de ajuste. Después de que la entrada de ajuste
regresa a 1, un 0 momentaneo en la entrada de restaurar provoca una transicion al estado despejado. Cuando
ambas entradas van a 0, ambas salidas irdn a 1, una condicion que se evita en la operacion normal del biestable.

(Ver Anexo 11. Sistemas Secuenciales Biestables).

8.4.1. Analisis de la I6gica secuencial con reloj

El comportamiento de un sistema secuencial se determina mediante las entradas, las salidas y los estados de sus
biestables. Tanto las salidas como el estado siguiente son funcién de las entradas y del estado presente. El andlisis
de los sistemas l6gicos secuenciales consiste en obtener una tabla o un diagrama de las secuencias de tiempo de
las entradas, salidas y los estados internos. También es posible escribir expresiones booleanas que describen el
comportamiento de los sistemas 16gicos secuenciales. Sin embargo, esas expresiones deben incluir la secuencia de
tiempo necesaria ya se en forma directa o indirecta. (Morris, 2003)

Un diagrama logico se reconoce como el sistema de un sistema secuencia e incluye los biestables puede ser de
cualquier tipo y el diagrama l6gico puede o no incluir la compuerta combinacionales. Se introduce primero un
sistema secuencial temporizado y entonces se presentan diversos métodos para describir el comportamiento de los

sistemas Idgicos secuenciales. EI modelo especifico se usara en la exposicion para ilustrar diversos métodos.
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Modelo de un sistema secuencial. En la figura 58 se muestra un sistema secuencial temporizado. Tiene una
variable de entrada x, una variable de salida y dos biestables RS temporizados etiquetados A y B. Las conexiones
cruzadas de las salidas de los biestables a las entradas de las compuertas no se muestran por lineas de dibujo, de
modo que se facilite el trazado izquierdo del sistema I6gico. En lugar de esto, se reconocen las conexiones por el
simbolo de letra que se marca en cada entrada. La entrada marcada x’ en la compuerta 1 indica una entrada del

complemento de x. La segunda entrada marcada A indica una conexién a la salida normal de biestable A.

Se supone un disparo de borde negativo tanto en los biestables como en la fuente que producir a entrada externa
x. En este caso, las sefiales para un estado presente dado estan disponibles durante el tiempo desde la terminacion
de un pulso de reloj hasta la terminacion del siguiente pulso de reloj, a cuyo tiempo el sistema pasa al estado

siguiente,

Tabla de estado. La secuencia en tiempo de las entradas, salidas y estados de biestable puede enumerarse en una
tabla de estado. La tabla de estado para el sistema en la tabla 23 se muestra en la tabla. Consta de tres secciones
etiquetadas estado presente, estado siguiente y salida. El estado presente indica los estados de los biestables antes
de la ocurrencia del pulso de reloj. El estado siguiente muestra los estados de los biestables después de la
aplicacion de un pulso de reloj, y la seccion de salida lista los valores de las variables de la aplicacién de un pulso
de reloj. El estado siguiente muestra los estados de los biestables después de la aplicacion de un pulso de reloj, y
la seccidn de salida lista los valores de las variables de salida durante el estado presente. Las secciones de estado

siguiente al igual que la salida tienen dos columnas, una para x = 0 y las otras para x = 1.
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Figura 25. Sistema l6gico secuencial con pulsos de reloj
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Fuente: Autor

La derivacion de la tabla de estado principia desde un estado inicial supuesto. El estado inicial de la mayoria de
los sistemas logicos secuenciales practicos se define como el estado con nimeros O en todos los biestables.
Algunos sistemas I6gicos secuenciales tienen un estado inicial diferente y otros no tienen ninguno en absoluto. En
cualquier caso, los analisis siempre pueden principiar desde cualquier estado arbitrario. Se principia derivando la
tabla de estado desde el estado inicial 00.

Tabla 4. Tabla de estados para el sistema l6gico secuencial

Estado siguiente Salida
Estado presente x=0 x=1 x=0 x=1
AB AB AB y y
00 00 01 0 0
01 11 01 0 0
10 10 00 0 1
11 10 11 0 0
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Cuando el estado presente es 00, A =0 y B = 0. Mediante el diagrama légico, se ve que ambos biestables estan
despejados yx = 0. Ninguna de las compuertas AND produce una sefial légica 1. Por lo tanto, el estado siguiente

permanece sin cambio.

Con AB =0,y x =1 la compuerta 2 produce una sefial 16gica 1 y la entrada S del biestable B y la compuerta 3
produce una sefal légica 1 a la entrada del biestable A.

Cuando un pulso de reloj dispara los biestable, A se despeja y B esta ajustado, haciendo que el estado siguiente sea
01. Esta informacion se lista en el primer renglén de la tabla de estado.

En forma similar, puede derivarse el siguiente estado principiando desde los otros tres posibles estados presentes.
En general, el estado siguiente es una funcién de las entradas, del estado presente y del tipo de biestable que se
utilice. Con biestables RS, debe recordarse que un 1 en la entrada S establece el biestable y un 1 en la entrada R
despeja el biestable, sin importar su estado previo. Un 0 en las entradas S y R deja el biestable sin cambio,

mientras que un trato en la entrada S como en la R evidencia un mal disefio y una tabla de estado indeterminada.

Las entradas para la seccion de salida son faciles de derivar. La salida y es igual a 1 solo cuando X =1,A=1y
B = 0. Por tanto, las columnas de salida se marcan con 0, excepto cuando el estado presente es 10 y la entrada

x =1, por lo cual y se marca conun 1.

La tabla de estado de cualquier sistema secuencial se obtiene por el mismo procedimiento que se usa en el
modelo. En general, un sistema secuencial con m biestables y n variables de entrada tendra 2™ renglones, uno
para cada estado. Cada una de las secciones de estado siguiente y salida tendran 2" columnas, una para cada

combinacion de entrada.

Las salidas externas de un sistema secuencial pueden tener procedencia de compuertas légicas o de elementos de
memoria. La seccion de salida en la tabla de estado es necesaria solo si hay salidas de compuertas logicas.
Cualquier salida externa gue se toma en forma directa de un biestable ya esta listada en la columna de estado
presente en la tabla de estado. Por lo tanto, la seccién de salida de la tabla de estado puede excluirse si no hay

salidas externas de compuertas ldgicas.

Diagrama de estado. La informacion disponible en una tabla de estado puede representarse en forma gréfica en
un diagrama de estado. En este diagrama se representa con un circulo y la transicion entre estado se indica con
lineas dirigidas que conectan los circulos. El diagrama de estado de un circulo secuencial se muestra en la figura

59. El numero binario dentro de cada circulo identifica el estado que representa el circulo. Las lineas dirigidas
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estan etiquetadas con dos nimeros binarios separados por un a /. El valor de entrada que provoca la transicion de
estado se etiqueta primero; el numero después del simbolo / da un valor de la salida durante el estado presente. La
linea dirigida desde el estado 00 al 01 se etiqueta 1/0, lo cual significa que el sistema secuencial esa en un estado
presente 00 mientras x = 1 yy = 0, y que a la terminacién del siguiente pulso de reloj, el sistema pasa al siguiente

estado 01. Una linea dirigida que conecta un circulo con si misma indica que ocurre cambio de estado.

Figura 26. Diagrama de estado para el sistema l6gico secuencial
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1/0 1/1 0/0
1/0 0/0 0/0

1/0

Fuente: Autor

El diagrama de estado proporciona la misma informacion que la tabla de estado y se obtiene en forma directa de la
tabla.

No hay diferencia entre una tabla de estado y un diagrama de estado excepto en la forma de representacion. La
tabla de estado es mas facil de derivar mediante un diagrama l6gico dado y en el diagrama de estado continlia en
forma directa de una tabla de estado. El diagrama de estado da una imagen de las transacciones de estado y se
encuentra en una forma adecuada para la interpretacion humana de la operacién del sistema Idgico. El diagrama

de estado se utiliza con frecuencia como la especificacion inicial de disefio de un sistema secuencial.

Ecuaciones de estado. Una ecuacion de estado (también conocida como una ecuacion de aplicacion) es una
expresion algebraica que especifica las condiciones para una transicion de estado de biestable. El primer miembro
de la ecuacién denota el estado siguiente de un biestable en el segundo miembro, una funcion booleana que
especifica las condiciones de estado siguientes que hacen que el siguiente estado sea igual a Una ecuacion de
estado es similar en forma a una ecuacion caracteristica de biestable, excepto que especifica las condiciones de
estado siguiente en términos de las variables externas de entrada y otros valores del biestable. La ecuacion de

estado se deriva en forma directa mediante una tabla de estado. La ecuacién de estado para el biestable A se deriva
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mediante la inspeccién de la tabla. En las columna del estado siguiente, se observa que el biestable A pasa al
estado cuatro veces: cuando x =0y AB =010 10, 0 11 o cuando x =1y AB = 11. Esto se puede expresarse

en forma algebraica en una ecuacion de estado como sigue: A(t + 1) = (A’'B + AB’ + AB)x' + ABx

El segundo miembro de la ecuacion de estado es una funcion booleana para un estado presente. Cuando esta
funcidn es igual a 1, la ocurrencia de un pulso de reloj provoca que el biestable tenga un estado siguiente de 1.
Cuando la funcién es igual a 0, el pulso de reloj causa que A tenga un estado siguiente de 0. EI primer miembro de
la ecuacion identifica al biestable por su simbolo de letra, seguido por la funcion de tiempo designada (t + 1)

para hacer mas énfasis en que el biestable alcanzara este valor una secuencia de pulsos después.

La ecuacion de estado es una funcién booleana con tiempo incluido. Es aplicable solo en sistemas l6gicos
secuenciales temporizados, ya que A(t + 1) se define para cambiar valor con la ocurrencia de un pulso de reloj en
instantes discretos de tiempo.

La ecuacion de estado para el biestable A se simplifica mediante un mapa como se muestra. Con alguna
manipulacién algebraica, la funcién puede expresarse en la siguiente forma: A(t + 1) = Bx' + (B'x)' A

Sise hace Bx' = Sy Bx' =R, se obtiene larelacion: A(t+1) =S+ R'A

Que es la ecuacién caracteristica de un biestable RS. Esta relacion entre la ecuacion de estado y la ecuacién
caracteristica del biestable puede simplificarse por la inspeccion del diagrama légico. De esta manera puede verse
gue la entrada S del biestable es igual a la funcién booleana Bx' y que la entrada R es igual a Bx’'. La sustitucion
de esas funciones en la ecuacion caracteristica del biestable produce la ecuacion de estado para este sistema

secuencial.

La ecuacién de estado para un biestable en un sistema secuencial puede derivarse de una tabla de estado o de un
diagrama ldgico. La derivacion mediante la tabla de estado consiste en obtener la funcién del biestable sea un 1.
La derivacion mediante un diagrama légico consiste en obtener las funciones de las entradas del biestable y

sustituirlas en la ecuacion caracteristica de biestable.

La derivacion de la ecuacion de estado el biestable B mediante la tabla de estado. Los 1 marcados en el mapa son
el estado presente y las combinaciones de entrada que provocan que el biestable pase a un estado siguiente de 1.
Estas condiciones se obtienen de manera directa mediante la tabla. La forma simplificada que se obtiene en el

mapa se manipula algebraicamente, y la ecuacion de estado obtenida es:
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At+1)=A"x+ (A'x)'B
La ecuacion de estado puede derivarse en forma directa mediante el diagrama légico. A partir de la figura, puede
verse que la sefial para la entrada S del biestable B se genera por la funcion A" x y la sefial para la entrada R por la

funcion A’ x. La sustitucionde S = A" x y R = A’ x en la ecuacion caracteristica de un biestable RS dada por:

A(t+1)=S+R'B

Se obtienen la ecuacion de estado derivada antes.
Las ecuaciones de estado de todos los biestable junto con las funciones de salida, especifican en forma completa
un sistema secuencial. Representan, algebraicamente, la misma informacion que una tabla de estado presenta la

forma tabular y un diagrama de estado representa en forma grafica.

Funciones de entrada de un biestable. El diagrama l6gico de un sistema secuencial consta de elementos de
memoria y compuertas. EL tipo de biestables y sus tablas caracteristicas especifican las propiedades I6gicas de los
elementos de memoria. Las interconexiones entre las compuertas forman un sistema combinacional que puede
especificarse en forma algebraica con funciones booleanas. Por consiguiente, el conocimiento del tipo biestables y
una lista de funciones booleana del sistema combinacional proporcionan toda la informacidon necesaria para
dibujar el diagrama logico de un sistema secuencial. La parte del sistema combinacional que genera las salidas
externas se describe en forma algebraica por las funciones de salida del sistema l6gico. La parte del sistema que
genera las entradas a biestables se describe de manera algebraica por un conjunto de funciones booleanas
llamadas funciones de entradas de biestables o algunas veces, ecuaciones de entrada.

Se adoptara la convencion de usar dos letras para denotar una variable de entrada biestable: la primera para
designar el nombre de la entrada y la segunda el nombre del biestable. Considérense las siguientes funciones de
entrada biestable:

JA=BC'x+ B'Cx’
KA=B+y

JA'Y KA denotas dos variables booleanas. La primera letra en cada una denota la entrada J y K respectivamente, de
un biestable JKk. La segunda letra A es el simbolo del nombre del biestable. EI segundo miembro de cada ecuacion
es una funcion booleana para la variable correspondiente de entrada al biestable. La implicacién de las dos
funciones de entrada se muestra en el diagrama logico en la figura 60. El biestable JK tiene un simbolo de salida
A'y las dos entradas etiquetadas J y K. El sistema combinacional dibujado en el diagrama es la implantacion de la
expresion algebraica dada por las funciones de entrada. Las salida del sistema combinacional se denotan por JA y

KA en las funciones de entrada si van a las entradas J y K respectivamente , del biestable A.
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Figura 27. Implementacion de las funciones de entrada al biestable JA = BC'x + B'Cx'y KA=B +y
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Fuente: Autor

Mediante este sistema logico, puede verse que una funcion de entrada biestable es una expresion algebraica para
un sistema combinacional. La designacion de dos letras es un nombre de una variable para una salida del sistema
combinacional. Esta salida siempre esta conectada a la entrada (denotada por las primeras letras) de un biestable
(designado por la segunda letras).

El sistema secuencial en la figura 60 tiene una entrada x, una salida y y dos biestable RS denotados por Ay B. El
diagrama logico puede expresarse en forma algebraica con cuatro funciones de entrada biestable y una funcién de

salida del sistema como sigue:

SA = Bx' SB =A'x
RA =B'x RB = Ax'
vy =AB'x

Este conjunto de funciones booleanas especifica por completo el diagrama ldgico. Las variables SA y RA
especifica un biestable RS etiquetado A; las variables SB y RB especifican un segundo biestable RS etiquetado B.
La variable y denota la salida. Las expresiones booleanas para las variables especifican el sistema combinacional
gue es parte del sistema secuencial.

Las funciones de entrada biestable constituyen una forma algebraica conveniente para especificar un diagrama
I6gico de un sistema secuencial. Implican el tipo de biestable mediante la primera letra de las variables de entrada
y especifican por completo el sistema combinacional que impulsa al biestable. El tiempo no se incluye en forma
explicita en estas ecuaciones, pero se implica mediante la operacion del pulso de reloj. Algunas veces es
conveniente especificar en forma algebraica un sistema secuencial con las funciones de salida del sistema y las

funciones de entrada del biestable, en lugar de dibujar el diagrama légico.
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8.4.2. Reduccion y andlisis de estados

El analisis de los sistemas l6gicos secuenciales principia mediante un diagrama de sistema y culmina en una tabla
de estado o diagrama. El disefio de un sistema secuencial se inicia mediante un conjunto de especificacion y
termina en un diagrama ldgico. Los procedimiento de disefio se presentan comenzando desde la seccién. En esta
seccion se exponen ciertas propiedades de los sistemas 16gicos secuenciales que pueden usarse para reducir el
numero de compuertas y de biestable durante el disefio.

Reduccion de estado. En cualquier proceso de disefio debe considerarse el problema de minimizar el costo de
sistema final. Las dos reducciones de costos mas obvios son la reduccion en el nimero de biestable y el nimero
de compuertas. Debido a que estos dos detalles parecen los mas evidentes, se han analizado e investigado
extensamente. De hecho una gran parte del tema de la teoria de conmutacion se dedica a la busqueda de

algoritmos para minimizar el nimero de biestables y compuertas en los sistemas 16gicos secuenciales.

La reduccion del namero del biestables en un sistema combinacional secuencial se conoce como el problema de
reduccion de estado. Los algoritmos de reduccion de estado tratan con procedimientos para reducir el nimero de
estados en una tabla de estados mientras se mantienen sin cambio los requisitos de entrada-salida externa. Ya que
m biestables producen 2™ estados, una reduccién ene | numero de estados puede (0 no puede) dar por resultado
una reduccién en el numero de biestables. Un efecto no predecible al reducir el nimero de biestables es que

algunas veces el sistema equivalente (con menos biestables) puede requerir mas compuertas combinacionales.

Se ilustrara la necesidad de la reduccion de estado con un caso. Se principia con un sistema secuencial cuya
especificacion esta dada en el diagrama de estado en la figura. En este caso, solo son importantes las secuencias
de entrada-salida; los estados internos solo se usan para proporcionar las secuencias requeridas. Por esta razon, los
estados que se marcan dentro de los circulos se denotan por simbolos alfabéticos en lugar de sus valores binarios.
Esto es en contraste a un contador binario, donde la secuencia de calores binarios de los estados por si mismos se

toma como las salidas.

Hay namero infinito de secuencias de entras que pueden aplicarse al sistema ldgico, cada una conduce a una
secuencia Unica de salida. Considérese la secuencia de entrada 01010110100 principiando desde el estado inicial
A. Cada entrada de 0 o 1 produce una salida de 0 0 1 y causa que el sistema pase al estado siguiente. Mediante el
diagrama de estado, se obtiene la secuencia de salida y estado para la secuencia dada de entrada como sigue: en el
sistema en el estado inicial 4, una entrada de 0 produce una salida de 0 y el sistema permanece en el estado a. Con

el estado presente b y entrada de 1, la salida es 0 y el estado siguiente es b. Con el estado presente b y la entrada
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de 0, la salida es 0 y el estado siguiente es b. Continuando este proceso se encuentra | secuencia completa como
sigue:

selo | afe | b e jdle| | S a | S |0
entrada 0 1 0 1 o | 1 | 1 0 1 0 0
salida 0 0 0 0 o | 1 | 1 0 1 0 0

En cada columna, se tiene el estado presente, el valor de entrada y el valor de salida. El estado siguiente se
escribe en la parte superior de la siguiente columna. Es importante tomar en cuenta que es este sistema los
estados por si mismos son de importancia secundaria, ya que se tiene interés solo en las secuencia de salida que

provocan las secuencias de entrada.

Ahora se suponen que se ha encontrado un sistema secuencial cuyo diagrama de estado tiene menos de siete
estados y se desea compararlos con el sistema cuyo diagrama de estado esta dado en la figura 61. Si se aplican
secuencias de entrada idénticas a los dos sistemas l6gicos y ocurren salidas idénticas para todas las secuencias de
entrada, entonces se dice que los dos sistemas Idgicos son equivalentes (en lo que respecta a la entrada — salida) y
uno puede reemplazarse por el otro. EI problema de reduccion de estado es encontrar formas de reducir el nimero

de estados en un sistema secuencial y alterar las relaciones de entrada-salida.

Figura 28. Diagrama de estado
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Fuente: Autor
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Ahora se procede a reducir el namero de estado. Primero, se necesita la tabla de estado; es mas conveniente
aplicar los procedimiento para reduccion de estados aqui que en los diagrama de estado. La tabla de estado del

sistema se lista en la tabla y se obtienen en forma directa mediante el diagrama de estado en la figura 61.

Aqui se presenta, sin prueba, un algoritmo para la reduccion de estado de una tabla de estado por completo
especificada: “Se dice que dos estados son equivalentes si, para cada miembro del conjunto de entradas, dan
exactamente la misma salida y envian al sistema ya sea al mismo estado o a su estado equivalente. Cuando dos

estados son equivalentes, uno de ellos puede eliminarse sin alterar las relaciones de entrada-salida.

Se aplica este algoritmo a la tabla. Al pasar a través de la tabla de estado, se busca dos estados presentes que
vayan al mismo estado siguiente que tengan la misma salida para ambas combinaciones de entrada. Los estados g
y e son dos de dichos estados; ambos van a los estados a y f y tiene salidas de 0y 1 para x =0y x =1,
respectivamente. Por eso, los estados g y e son equivalentes; pueden eliminarse uno. El procedimiento de eliminar
un estado y reemplazarlo por su equivalente de demuestra en la tabla. El rengldn con el estado presente g se cruza

y el estado g se reemplaza por el estado e cada vez que ocurre en las columnas de estados siguientes.

El estado presente f ahora tiene estado siguientes e y f y salidas O y 1 para x = 0 y x = 1, respectivamente. Los
mismos estados siguientes y salidas aparecen en el renglon con el estado presente d. Por lo tanto, los estados f y g
son equivalentes. El estado f puede eliminarse y reemplazarse por d. La tabla repetida final se muestra en la tabla.
El diagrama de estado para la tabla reducida consta solo de cinco estados y se muestra en la figura. Este diagrama
de estado satisface las especificaciones originales de entrada-salida y producira la secuencia referida de salida
para cualquier secuencia dada de entrada. La siguiente lista que se deriva mediante el diagrama de estado en la
figura es para la secuencia de entrada que se utilizo con anterioridad. Se observa que resulta la misma secuencia

de salida aungue la secuencia de estado sea diferente:

estado ‘

a
entrada 0
salida 0

De hecho, esta secuencia es exactamente la misma que se obtuvo de la tabla y se reemplaza e por g y d por f

Vale la pena observar que la reduccion en el numero de estados de un sistema secuencial es posible si se tienen
interés en las relaciones externas de salida-entrada. Cuando se toman en forma directa salidas externas de los
biestables, las salidas deben ser independientes del nimero de estados antes de que se apliquen algoritmos de

reduccién de estado.
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El sistema secuencial se redujo de siete a cinco estados. En cualquier caso, la representacion de los estados con
componente fisicos requiere que se usen tres biestables, ya que m biestables pueden representar hasta 2™ estados
distintos. Con tres biestables, pueden formularse hasta ocho estados binarios denotados por niumero binarios 000
hasta 111, con cada bit designando el estado de un biestable. Si se utiliza la tabla de estado en la tabla, se deben
asignarse valores binarios a siete estados; el estado restante no se usa. Si se utiliza la tabla de estado, solo cinco
estados necesitan asignacion binaria, y quedan tres estados sin uso. Los estados sin uso se tratan como
condiciones no importa durante el disefio del sistema logico. Ya que las condiciones no importa por lo comun
ayudar a obtener funciones booleanas mas simples, es mas probable que el sistema con cinco estado requiera
menos compuertas combinacionales que el sistema con siete estados. En cualquier caso, la reduccion de siete a
cinco estado no reduce el nimero de biestables. En general, la reduccion del nimero de compuertas en una taba de
estado es probable que resulte en un sistema con menor equipo. Sin embargo, el hecho de que una tabla de estado

se ha reducido a menos estados no garantiza un ahorro en el nimero de biestables o de compuertas.

Asignacion de estado. El costo de un sistema combinacional parte de un sistema secuencial puede reducirse por

el uso de métodos conocidos de simplificacién para los sistemas 16gicos combinacionales.

Sin embargo, hay otro factor, conocido como el problema de asignacion de estado, que entra en el juego al
minimizar las compuertas combinacionales. Los procedimientos de asignacion de estado se ocupan con métodos
para asignar valores binarios a los estados, en tal forma que reducen el costo de un sistema combinacional que
impulsa a los biestables. Esto es de particular ayuda cuando se considera secuencial desde sus terminales externas
de entrada-salida. Tal sistema puede seguir una secuencia de estados internos, pero los valores binarios de los
estados individuales pueden no ser de consecuencia mientras el sistema produzca la secuencia referida de salida
para una secuencia dada de entradas. Esto no se aplica a sistemas l6gicos cuyas salidas externas se aplican de

manera directa mediante biestables son secuencia binarias especificadas por completo.

Las alternativas disponibles de asignacidn al estado binario pueden demostrarse junto con sistema secuencial que
se especifica en la tabla. Recuérdese que, los valores binarios de los estados son inmateriales mientras que su
secuencia mantenga las relaciones apropiadas de entrada-salida. Por esta razdn, cualquier asignacién de nimero
binario es satisfactoria en tanto que cada estado este asignado a un nimero Gnico. En la tabla se muestran tres
casos de asignaciones binarias posibles para los cinco estados de la tabla reducida. La asignacion 1 es una
asignacion binaria directa para la secuencia de estados desde a hasta e. Las otras dos asignaciones se eligen en

forma arbitraria. De hecho, hay 140 diferentes asignaciones distintas para este sistema logico.
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La tabla es la tabla de estado reducida con asignacién binaria 1 sustituida por los simbolos de letra de los cinco
estados. Es obvio que una asignacion binaria diferente causara una tabla de estado con distintos valores binarios
para los estados, en tanto las relaciones de entrada-salida permanezcan iguales. La forma binaria de la tabla de
estado se utiliza para derivar el sistema combinacional parte del sistema secuencial. La complejidad del sistema
combinacional depende de la asignacion binaria de estado que se escoja, El disefio del sistema secuencial que se

presenta se completa en el siguiente modelo.

Se han sugerido diversos procedimientos que conducen a una asignacion binaria particular de las muchas
disponibles. El criterio mas comln es que la asignacion que se escoja debe producir un sistema combinacional
simple para las entras biestable. Sin embargo, a la fecha, no hay procedimientos de asignacion de estado que
garanticen un sistema combinacionales de minimo costo. La asignacion de estado es uno de los problemas de reto
de la teoria de conmutacion. El lector interesado encontrara una rica y cada vez mas abundante literatura sobre el

tema. Las técnicas para tratar los problemas de asignacion de estado rebasan el alcance de este libro.

8.4.3. Procedimiento de disefio

El disefio de un sistema secuencial temporizado principia mediante un conjunto de especificaciones y culmina en
un diagrama l6gico o en una lista de funciones booleanas, mediante las cuales puede obtenerse el diagrama ldgico.
En contraste con un sistema combinacional, que esta especificado por completo por una tabla de verdad, un
sistema secuencial requiere una tabla de estado para su especificacion. El primer paso en el disefio de sistemas
légicos secuenciales es obtener una tabla de estado o una representacion equivalente, como un diagrama de estado

0 ecuaciones de estado.

Un sistema secuencial sincrono esta hecho de biestables y compuertas combinaciones. El disefio del sistema
consiste en escoger los biestables y entonces encontrar una estructura de compuertas combinacionales que, junto
con los biestables, producen un sistema que cumple con las especificaciones establecidas. EI nimero de biestable
se determina mediante el nimero de estados necesarios en el sistema légico. El sistema combinacional se deriva
mediante la tabla de estado por métodos que se presentan en este capitulo. De hecho, una vez que se determina el
tipo y numero de biestables, el proceso de disefio implica una transformacién del problema del sistema secuencial

en un problema de sistema combinacional. En esta forma, puede aplicarse las técnicas del sistema combinacional.

Se presenta un procedimiento para el disefio de sistemas légicos secuenciales. Aunque se intenta que sirva como
una guia para el principiante, este procedimiento puede reducirse con la experiencia. EI procedimiento primero se

resume en una lista de pasos consecutivos que se recomiendan como sigue:
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1. La descripcion verbal del comportamiento del sistema se establece. Esta descripcién puede ir
acompafiada con un diagrama de estado, un diagrama de temporizado o bien otra informacidn pertinente.

2. A partir de la informacion dada sobre el sistema Idgico, se obtienen la tabla de estado.

3. El nimero de estados puede reducirse por los métodos de reduccion de estado y el sistema secuencial
puede caracterizarse por las relaciones entrada-salida independientemente del nimero de estados.

4. Se asignan valores binarios a cada estado si la tabla de estado obtenida en los pasos 2 o 3 contiene

simbolos alfabéticos

Se determina el nimero de los biestables necesarios y se asigna un simbolo alfabético a cada uno.

Se escoge el tipo del biestable que va a usarse.

Mediante la tabla de estado se derivan las tablas de excitacion y salida del sistema ldgico.

c N o O

Por el uso del método de mapa o cualquier otro método de simplificacion, se derivan las funciones de
salida y las de entrada del biestable.
9. Se dibuja el diagrama ldgico.

La especificacion verbal del comportamiento del sistema por lo comin supone que el lector esta familiarizado con
la terminologia de la légica digital. Es necesario que el disefiador utilice su intuicién con la terminologia de la
légica digital. Es necesario que el disefiador utilice su intuicion y experiencia para llegar a la interpretacion
correcta de la especificacion del sistema l6gico, debido a que las descripciones verbales pueden ser incompletas e
inexactas. Sin embargo, una vez que se ha establecido dicha especificacion y se ha obtenido la tabla de estado, es

posible hacer uso del procedimiento formal para disefiar el sistema ldgico.

La reduccidén del nimero de estados y la asignacion de valores binarios a los estados se expuso anteriormente. Se
supone que se conocen el nimero de estado y la asignacién binaria para los estados. Como consecuencia, los

pasos 3y 4 del disefio no se consideraran en las exposiciones subsecuentes.

Ya se ha mencionado que el nimero de biestables esta determinado por el nimero de estados. Un sistema puede
tener estados binarios sin usar, si el namero total de estados es menor que 2™. Los estados que no se usan se

toman como condiciones no importa durante el disefio del sistema combinacional parte del sistema légico.

El tipo de biestable que va a usarse puede incluirse en las especificaciones de disefio o puede depender de los que
esté disponible para el disefiador. Muchos sistemas digitales se construyen por completo con biestable JK porque
son el tipo mas versatil disponible. Cuando estan disponibles muchos tipos de biestables, es aconsejable usar el

biestable RS 0 D para aplicaciones que requieren transferencia de datos (como registradores con corrimiento), el
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tipo T para aplicaciones que implican complementacion (como contadores binarios) y el tipo JK para aplicaciones

generales.

La informacion de la salida externa se especifica en la seccion de salida en la tabla de estado. Mediante ella
pueden derivarse las funciones de salida del sistema l6gico.

La tabla de excitacion para el sistema es similar a la de los biestables individuales, excepto que las condiciones de
entrada estan listadas por la informacion disponible en las columnas de estado presente y estado siguiente de la
tabla de estado. EI método para obtener la tabla la tabla de excitacion y las funciones simplificadas de entrada
biestables se ilustran mejor con un caso.

Se desea disefiar el sistema secuencial temporizado cuyo diagrama de estado esta dado en la figura 62. El tipo de
biestable que va a usarse es JK.

Figura 29. Diagrama de estado

o
[

Fuente: Autor

El diagrama de estado consta de cuatro estados con valores binarios ya asignados. Ya que las lineas dirigidas
estdn marcadas con un solo digito binario sin una /, se concluye que hay una variable de entrada y no hay
variables de salida. (El estado de los biestables puede considerarse como las salidas del sistema l6gico). Los dos
biestables necesarios para representar los cuatro estados se denotan Ay B. La variable de estado se denota x.

La tabla de estado para este sistema logico, derivada mediante el diagrama de estado, se muestra en la tabla.
Obsérvese que no hay seccion de salida para este sistema Idgico. Ahora se mostrara el procedimiento para obtener

la tabla de excitacion y la estructura de compuertas combinacionales.

Tabla 5. Tabla de estado

estado siguiente

estado presente x=0 x=1

A B A B A B
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La derivacién de la tabla de excitacion se facilita si se ordena la tabla de estado en una forma diferente. Esta
forma se muestra en la tabla, donde el estado presente y las variables de entrada estadn ordenadas en la forma de

una tabla de verdad.

El valor del estado siguiente para cada estado presente y las condiciones de entrada se copian de la tabla. La tabla
de excitacion de un sistema es una lista de las condiciones de entrada biestable que causaran las transiciones
requeridas de estado y es una funcion del tipo biestable que se utilice. Este caso especifica biestables JK, se
necesitan columna para las entradas J y K de los biestable A (denotadas por JAy KA)y B (denotadas por /B y KB).

La tabla de excitacion para el biestable jk de derivo en la tabla. Esta tabla se usa ahora para derivar la tabla de
excitacién del sistema logico. En el primer renglon de la tabla se tiene una transicion para el biestable A desde 0
en el estado presente hasta 0 en el estado siguiente. En la tabla se encuentra que una transicion de estados desde 0
hasta 0 requiere que la entrada j = 0 y la entrada K = X de modo que 0y X se copian del primer renglon bajo jA
y KA, respectivamente. Ya que el primer renglon también muestra una transicion para el biestable B desde 0 en el
estado presente hasta 0 en el estado siguiente, 0 y X copian en el primer renglén bajo /B y KB.

Tabla 6. Tabla de excitacion

Entradas sistema combinacional Salidas sistema combinacional

estado presente entrada estado siguiente entradas del biestable
A B x A B JjA KA JB KB
0 0 0 0 0 0 X 0 X
0 0 1 0 1 0 X 1 X
0 1 0 1 0 1 X X 1
0 1 1 0 1 0 X X 0
1 0 0 1 0 X 0 0 X
1 0 1 1 1 X 0 1 X
1 1 0 1 1 X 0 X 0
1 1 1 0 0 X 1 X 1

El segundo renglén de la tabla muestra una transicion para el biestable B desde 0 en el estado presente hasta 1 en

el estado siguiente. Mediante la tabla se encuentra que una transicion desde O hasta 1 requiere que la entrada ] = 1
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y la entrada kK = X. De modo que 1 y X se copian en el segundo renglon bajo JB y KB, respectivamente. Este
proceso se continda para cada renglon de la tabla y para cada biestable, con las condiciones de entrada como se

especifican en la tabla que se copian en el renglon apropiado del biestable particular que se esté considerando.

Se hace ahora una pausa y se considera la informacidn disponible de una tabla de excitacion como la tabla. Se

sabe que un sistema secuencial consta de un nimero de biestables y un sistema combinacional.

Figura 30. (Arbol sintactico) Diagrama de bloques del sistema I6gico combinacional
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T

entradas externas

Fuente: Autor

En la figura 63 se muestran los dos biestables JK necesarios para el sistema y una caja que representa el sistema
combinacional. Mediante el diagrama de bloques, es claro que las salidas del sistema combinacional van a las
entradas biestable y las salidas externas (si se especifica). Las entradas al sistema combinacional son las entradas
externas y los valores de estado presentes de los biestables. Ademas, las funciones booleanas que especifican un
sistema combinacional se derivan mediante una tabla de verdad que muestra las relaciones de entrada-salida del
sistema ldgico.

La tabla de verdad que describe al sistema combinacional esta disponible en la tabla de excitacién. Las entradas al
sistema combinacién se especifican bajo la columna de estado presente y entrada, y las salidas del sistema
combinacional se especifican bajo las columnas de entrada biestable. Por lo tanto, una tabla de excitacion
transforma un diagrama de estado en la tabla de verdad necesaria para el disefio del sistema combinacional parte

del sistema secuencial.
Las funciones booleana simplificadas para el sistema combinacional pueden derivarse ahora. Las entradas son las

variables A, B y x ; las salidas son las variables JA, KA, ]B y KB. La informacion de la tabla de verdad se transfiere a

los mapas en la figura, donde se derivan las cuatro funciones simplificadas de entrada biestable:
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JA = Bx' KA = Bx
JB =x KB=A0Ox

El diagrama légico se dibuja en la figura 64 y consta de dos biestables, dos compuertas A, una compuerta de

equivalencia y un inversor.

Figura 31. Mapas para el sistema combinacional

Bx B Bx B
00 01 11 10 00 01 11 10
0 1 0| X X X X
A1l X X X X A1l 1
x X
JA = Bx' KA =x
Bx B Bx B
00 01 11 10 00 01 11 10
0 1 X X 0| X X 1
A1 1 X X A1l X X 1
X X
JB=x KB=A0®x

Fuente: Autor

Con alguna experiencia, es posible reducir la cantidad de trabajo implicado en el disefio del sistema combinacional. Es
posible obtener la informacion de los mapas en la figura 64 en forma directa en la tabla, sin tener que derivar la tabla. Esto
se hace por el paso sistematico a través de cada estado presente y combinacion de entrada en la tabla y comparando con
los valores binarios del estado siguientes correspondiente. Entonces, se determinan las condiciones requeridas de entrada
como las especifica la excitacion biestable en la tabla. En lugar de insertar los 0, 1 0 X obtenidos dentro de la tabla de

excitacién, pueden escribirse en forma directa en el cuadro adecuado del mapa apropiado.

La tabla de excitacién de un sistema secuencial con m biestables, k entradas por biestable y n impulsos externos esta
formada por m + n columnas para el estado presente y variables de entrada y hasta 2,,,, renglones listados en alguna
cuenta binaria conveniente. La seccion de estado siguiente tienen xxxx columnas una para cada biestable. Los valores de
entrada biestable se listan en mk columnas, una para cada entrada de cada biestable. Si el sistema contiene j salidas, la

tabla debe incluir j columnas. La tabla de verdad del sistema combinacional se toma de la tabla de excitacion
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considerando los m + n estados presentes y columnas de entrada como entradas y los mk + j valores de entrada biestable y

las salidas externas como salidas.

Figura 32. (Arbol sint4ctico) Diagrama l6gico del sistema secuencial
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Fuente: Autor

Disefio con estados sin uso. Un sistema con m biestables puede tener 2™ estados. Hay ocasiones en la que un sistema
secuencial puede utilizar menos de este nimero maximo de estado. Los estados que no se usan en la especificacion del
sistema secuencial no se listan en la tabla de estado. Cuando se simplifican las funciones de entrada a los biestables, los

estados sin uso pueden tratarse como condiciones no importa.

Se completa el disefio del sistema secuencial que se presenta. Use la tabla de estado reducida con asignacién 1 como se da

en la tabla. El sistema empleara biestables RS.

La tabla de estados de la tabla vuelve a dibujarse en la tabla en la forma conveniente para obtener la tabla de excitacion.
Las condiciones de entrada biestable se derivan mediante las columnas de estado presente y estado siguiente de la tabla de
estado. Ya que se usan biestables RS, se necesitan consultar la tabla para las condiciones de excitacion de este tipo de
biestables. Los tres biestables reciben nombres de variables A, B y ¢ La variable de entrada es x y la variable de salida es

y. La tabla de excitacién del sistema proporciona toda la informacién necesaria para el disefio.

Hay tres estados sin usar de este sistema légico: estado binarios 000, 110 y 111. Cuando se incluye una entradas de 0 0 1

con estos estados no usados, se obtienen seis minterminos no importa 0, 1, 12, 13, 14 y 15.
Estas seis combinaciones binarias no se listan en la tabla bajo estado presente y entrada y se tratan como términos no

importa.

El sistema combinacional parte del sistema secuencial se simplifica en los mapas de la figura 65. Hay siete mapas en el

diagrama: seis mapas son para simplificar las funciones de entrada para los tres biestables RS. El séptimo mapa es para

133



simplificar la salida y. Cada mapa tiene seis X en los cuadros de los minterminos no importa 0, 1y 2, 13, 14 y 15. Los
otros términos no importa en el mapa provienen de las X columnas de entrada biestable de la tabla. Las funciones
simplificadas se listan bajo cada mapa. El diagrama l6gico obtenido mediante esas funciones booleanas se dibuja en la
figura 66.

Un factor que hasta este punto no se ha considerado en el disefio es el estado inicial de un sistema secuencial. Cuando se
conecta primero la potencia de un sistema digital, no se conoce en qué estado se asentaran los biestables. Es costumbre
proporcionar una entrada maestra de restaurar cuyo propdsito es inicializar los estados de todos los biestables en forma
sincronica antes de iniciar las operaciones temporizadas.

En la mayoria de los casos los biestables se despejan en 0 por la sefial maestra de restaurar paro algunos pueden ajustarse
en 1. El sistema en la tabla 27 puede restaurarse en forma inicial en un estado ABC = 001, ya que el estado 000 no es un

estado valido para este sistema légico.

¢Pero qué pasa si un sistema no se restaura a un estado inicial valido? O peor adn, ;Qué sucede si debido a una sefial de
ruido o cualquier otra razén no prevista el sistema mismo se encuentra en uno de sus estados invalidos? En este caso es
necesario asegurar que el sistema en forma eventual pasara a uno de los estados validos de modo que pueda reasumir la
operacion normal. En otra forma, si el sistema secuencial circula entre estado invalidos, no habra forma de devolverlo a su
secuencia intentada de transiciones de estado. Aun cuando puede suponerse que esta condicidn indeseable no se supone

que ocurra, un disefiador cuidadoso debe asegurarse de que esta situacién no ocurra jamas.

Se estableci6 previamente que los estados sin usar en un sistema secuencial pueden tratarse como condiciones no importa.
Una vez que se disefia el sistema légico, los m biestables en el sistema pueden estar en cualquiera de los 2™ estados
posibles. Si alguno de los estados se toma como condiciones no importa, debe investigarse el sistema para determinar el
efecto de estos estados sin usar. El siguiente estado de los estados invalidos puede determinarse mediante el analisis del
sistema l6gico. En cualquier caso, siempre es prudente analizar un sistema obtenido mediante un disefio para asegurar que

no se incurrié en errores durante el proceso de disefio.

Los estados sin uso son 000, 110 y 110. El andlisis del sistema se realizar por el método delineado en la seccion. Los
mapas también pueden ayudar en el analisis. Lo que se necesita aqui es principiar con el diagrama del sistema en la figura
66 y derivar la tabla de estado o el diagrama. Si la tabla de estado es idéntica a la tabla (o a la tabla de estados que es parte
de la tabla), entonces se sabe que el disefio es correcto. Ademas, debe determinarse los estado siguientes mediante los
estados sin uso 000, 110 y 111.

Tabla 7. Tabla de excitacion para el sistema logico secuencial

estado presente entrada estado siguiente entradas del biestable salida
A B C X A B c SA RA SB RB SC RC y
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Figura 33. (Arbol sint4ctico) Diagrama l6gico para el sistema I6gico secuencial
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Fuente: Autor

Los mapas en la figura 67 pueden ayudar a encontrar el estado siguiente mediante cada uno de los estados sin uso. Tomar
el estado sin uso. Si el sistema l6gico, por alguna razén, esta en el estado presente, una entrada x = 0 transferira el sistema
a algun estado siguiente y una entrada x = 1 la transferird a otro (o el mismo) estado siguiente. Se investigara primero el
mintermino ABCx = 0000. Mediante los mapas, se ve que este mintermino no esta incluido en alguna funcién excepto para
SC, esto es, la entrada establecida del biestable ¢. Por tanto, los biestables A y B no cambiaran pero el biestable ¢ se
establecerd en 1. Ya que el estado presente es ABC = 000, el estado siguiente sera ABC = 001. Los mapas también
muestran que el mintermino ABCx = 0001 est4 incluido en las funciones para SB y RC. De este modo, B se establecerd y ¢
se despejara. Al principiara con ABC = 000 y establecer B, se obtienen el estado siguiente ABC =010 (C esta ya

despejada). La investigacion en el mapa para la salida y muestra que esta sera 0 para estos dos minterminos.
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En el diagrama de estado en la figura 67 se muestra el resultado del procedimiento de analisis. El sistema opera como
debe, mientras permanezca dentro de los estados 001 010, 111, 100 y 101. Aun si se encuentra en uno de los estados
invalidos 000, 110 o0 111, pasa a uno de los estados validos dentro de uno o dos pulsos de reloj. Asi que, el sistema arranca

y se corrige por si mismo, ya que con el tiempo pasa a un estado valido desde el cual continua operando como se requiere.

Figura 34. Diagrama de estado para el sistema l6gico combinacional
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Fuente: Autor

Una situacion indeseable puede haber ocurrido si el estado siguiente de 110 para x = 1 resulta ser 111 y el siguiente
estado de 111 para x = 0 resulta que es 110. Entonces, si el sistema principia desde 110 o 111, circulara y permanecera
entre esos dos estados para siempre.

Deben evitarse los estados sin uso que provocan tal comportamiento indeseable; si se encuentra que existen, el sistema
debe redisefiarse. Esto puede hacerse con mayor facilidad al especificar un estado siguiente valido para cualquier estado

sin uso que se encuentre que circule entre los estados invalidos.

Disefio de contadores. Un sistema secuencial que pasa a través de una secuencia prescrita de estados bajo la aplicacion
de pulsos de entrada se denomina contador. Los pulsos de entrada, Ilamados pulsos de conteo, pueden ser pulsos de reloj,
0 pueden originarse en una fuente externa y pueden ocurrir a intervalos de tiempos prescritos o aleatorios. En un contador,
la secuencia de estados puede seguir un conteo binario o cualquier otra secuencia de estados. Los contadores se encuentra
en caso todo el equipo que contiene logica digital. Se usa para contar el numero de ocurrencias de un evento y son Utiles

para generar secuencias de temporizado para controlar operaciones en un sistema digital.

De las diversas que puede seguir un contador, la secuencia binaria directa es la mas simple y la mas directa. Un contador

gue sigue la secuencia binaria se denomina contador binario. Un contador binario de n-bit consta de n biestables y puede

contar binario desde 0 hasta 2™ — 1. El diagrama de estados de un contador de 3-bit se muestra en la figura 68. Como se ve

mediante los estados viarios indicados dentro de los circulos, las salidas biestable repiten la secuencia de conteo binario
136



con un retorno a 000 despues de 111. Las lineas dirigidas entre los circulos no se marcan con valores de entrada-salida
como en los otros diagramas de estado.

Recuérdese que las transiciones de estado en los sistemas l6gicos secuenciales temporizados ocurren durante un pulso de
reloj; los biestables permanecen en sus estados presentes sino ocurre pulso. Por esta razén la variable de pulso de reloj cP
no aparece en forma explicita como una variable de entrada en un diagrama de estado o tabla de estado. Desde este punto
de vista, el diagrama de estado de un contador no tiene que mostrar los valores de entrada-salida junto con las lineas
dirigidas. La Unica entrada al sistema es el pulso de conteo, y las salidas estan especificadas de manera directa por los
estados presentes de los biestables. El siguiente estado de un contador depende por completo de su estado presente, y la
transicion de estado ocurre cada vez que ocurre el pulso.

Debido a esta propiedad, un contador se especifica en forma completa por una lista de la secuencia de conteo, esto es, la
secuencia de los estados binarios por los que pasa.

La secuencia de conteo de un contador binario de 3-bit se da en la tabla. EI nimero siguiente en la secuencia representa el
estado siguiente que alcanza el sistema bajo la aplicacion de un pulso de conteo. La secuencia de conteo se repite después
de que alcanza el Gltimo valor, de modo que el estado 000 es el estado siguientes después de 111. La secuencia de conteo
da toda la informacidn necesaria para disefiar el sistema légico.

No es necesario listar los estados siguientes en una columna separada porque pueden leerse en el nimero siguiente en la
secuencia. El disefio de contadores sigue el mismo procedimiento que se delineo, excepto que la tabla de excitacion puede

obtenerse de manera directa mediante la secuencia de conteo.

La tabla es la tabla de excitacion para el contador binario de 3-bit. Los tres biestables reciben las designaciones de
variables 4,,4; y A,. Los contadores binarios se construyen en la forma mas eficiente con biestables T (o biestable JK con

J Y K unidas).

Figura 35. Diagrama de estado de un contador binario de 3-bit

Fuente: Autor

La excitacion biestable para las entradas T se derivan mediante la tabla de excitacion del biestable T y mediante la
inspeccion de la transicion de estado desde un conteo dado (estado presente) al siguiente bajo el (estado siguiente). Como
ilustracion, se consideran las entradas biestable para el renglon 001. El estado presente aqui es 001 y el estado siguiente es

010 que es el conteo siguiente en la secuencia. Al comparar estos dos conteos, se observa que A, pasa desde 0 a 0; de
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modo que TA, se marca con un 0 porgue el biestable 4, debe permanecer sin cambio cuando ocurre el pulso de reloj. A,
pasa de 0 a 1; de modo que TA, se marca con un 1 porque este biestable debe complementarse en el siguiente pulso de
reloj. En forma similar, 4, pasa de 1 a 0, indicando que den complementarse; de modo que T4, se marca con un 1. El
ultimo renglén con el estado presente 111 se compara con el primer conteo 000 del cual es su estado siguiente. El paso de

todos los 1 a todos los O requiere que los tres biestables se complementen.

Tabla 8. Tabla de excitacion para un contador binario de 3 bits

Secuencia de cuenta Entradas de biestable
A, Ay A, TA, TA, T4,
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1

Las funciones biestable de entrada para las tablas de excitacidn se simplifican en los mapas de la figura. Las funciones
booleanas que se listan bajo cada mapa especifican la parte del sistema combinacional del contador. Al incluir estas

funciones con los tres biestable, se obtienen el diagrama I6gico del contador como se muestra en la figura.

Un contador con n biestable puede tener una secuencia binaria de menos de 2™ nimeros. Un contador BCD cuenta la
secuencia binaria desde 0000 hasta 1001 y regresa a 0000 para repetir la secuencia. Otros contadores pueden seguir una
secuencia arbitraria que es posible no sea la secuencia binaria directa. En cualquier caso el procedimiento de disefio es el
mismo. La secuencia de conteo se lista en la tabla de excitacion que se obtienen al comparar un conteo presente con el
siguiente conteo que se lista bajo el. Una secuencia de conteo tabulada siempre supone una cuenta repetida, de modo que

el siguiente estado de la Ultima entrada es el primer conteo listado.

Disefio mediante las ecuaciones de estado. Un sistema secuencial puede disefiarse mediante las ecuaciones de estado en
lugar de la tabla de excitacion. Una ecuacién de estado es una expresion algebraica que proporciona las condiciones para
el siguiente estado como funcién del estado presente y las variables de entrada. Las ecuaciones de estado de un sistema

secuencial se expresan en forma algebraica la misma informacion que se expresa en forma tabular en una tabla de estado.

Tabla de excitacion para un contador binario de 3 bits

Secuencia de cuenta Entradas de biestable
Ay Ay A TA, TA, TA,
0 0 0 0 0 1
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El método con ecuacién de estado es conveniente cuando el sistema ya esta especificado en esta forma o cuando las
ecuaciones de estado se derivan con facilidad de la tabla de estado. Este es el método preferido cuando se utilizan
biestables D. Algunas veces puede ser conveniente usar este método con los biestables JK. La aplicacién de este
procedimiento a sistemas légicos con biestables RS y T es posible pero implica una cantidad considerable de manipulacién
algebraica. Aqui se mostrara la aplicacion de este método a sistemas 16gicos secuenciales que emplean biestables D y JK.

El punto de inicio en cada caso es la ecuacion caracteristica de biestable derivada en la seccion.

Sistemas secuenciales con biestable D. La ecuacion caracteristica del biestable D se derivaes Q(t +1) =D

Esta ecuacion establece que el siguiente estado del biestable es igual al valor presente de su entrada D y es independiente
del valor del estado presente. Esto significa que las entradas para el siguiente estado en la tabla de estados son
exactamente las mismas que las entradas D. Por tano, no es necesario derivar las condiciones de entrada biestable para la

tabla de excitacion, ya que esta informacidn ya esta disponible en las columnas de los estados siguientes.

Se toma, la tabla de excitacion en la tabla. La siguiente columna de estado para A tiene cuatro nimeros 1, y sucede lo
mismo en la columna para el estado siguiente de B. Para disefiar este sistema con biestables D, se escriben las ecuaciones

de estado y se igualan a las entradas D correspondientes:

A(t +1) = DA(4,B,x) = £(2,4,5,6)
B(t+1) = DB(4,B,x) = 2(1,3,5,6)

Donde DA y DB son las funciones de entrada biestable para los biestables D denotados A y B respectivamente, y cada
funcion se expresa como la suma de cuatro minterminos.
Las funciones simplificadas pueden obtenerse mediante dos mapas de tres variables. Las funciones de entrada biestable
simplificada son:
DA = AB' + Bx'
DB = A'x + B'x + ABx'
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Si hay estados sin usar en el sistema secuencial, deben considerarse junto con las entradas, o combinacionales no importa.
Los minterminos no importa asi obtenidos pueden utilizarse para simplificar las ecuaciones de estado de las funciones de

entrada biestable D.

Disefie un sistema secuencial con cuatro biestable 4, B, C,D. Los siguientes estados de B, C,D son iguales a los estados
presente de 4, B, C respectivamente. El siguiente estado de A es igual a la v-excluyente de los estados presentes C y D.

Mediante el planteamiento del problema, es conveniente escribir primero las ecuaciones de estado para sistema légico:
At+1)=CédD

B(t+1) =4
Cit+1) =B
Dit+1)=C

Este sistema especifica un registro de corrimiento con retroalimentacion.
En un registro de corrimiento con retroalimentacion, cada biestable transfiere o corre su contenido al siguiente biestable
cuando el pulso de reloj, pero el estado siguiente del primer biestable (A en este caso) es cierta funcion presente de los

otros biestables. Ya que las ecuaciones de estado son muy simples, el biestable de uso mas conveniente es el tipo D.

Las funciones de entradas biestable para estos sistemas l6gicos se toman de manera directa mediante las ecuaciones de

estado, con la variable del estado siguiente reemplazada por la variable de entrada biestable:

DA=C®D
DB =A
DC =B
DD =C

El sistema puede construirse con cuatro biestables D y una compuerta v-excluyente.
Ecuaciones de estado con biestables JK. La ecuacidn caracteristica para el biestable JK se deriva

Qt+1) = (e + (K)HQ

Las variables de entrada / y K estan encerradas entre paréntesis para no confundir los términos A de la ecuacion

caracteristica con la convencién de dos letras, que se ha usado para representar las variables de entrada biestable.

El sistema secuencial puede derivarse de manera directa mediante las ecuaciones de estado sin tener que dibujar la tabla
de excitacion. Esto se hace mediante un procedimiento de comparacion entre las ecuaciones de estado para cada biestable
y la ecuacion caracteristica general del biestable JK. El proceso de comparacion consiste en manipular cada ecuacion de

estado hasta que esté en la forma de ecuacion caracteristica. Una vez que esto se ha hecho, las funciones para las entradas
140



J ¥ K pueden extraerse y simplificarse. Esto debe hacerse para cada ecuacion de estado que se liste y su nombre de
variable biestable 4, B, C, ... debe reemplazar la letra Q en la ecuacion caracteristica.

Una ecuacion dada de estado para Q(t + 1) ya puede expresarse como una funcion de @ y Q'. Con més frecuencia Q y Q' o
ambas pueden estar ausentes en la expresion booleana. Entonces es necesario manipular en forma algebraica la expresion
hasta que tanto @ como Q' estén incluidas en la expresion. El siguiente caso demuestra todas las posibilidades que puedan

encontrarse.

Disefio de un sistema secuencial con biestables JK para satisfacer las siguientes ecuaciones de estado:

A(t+1) = A'B'CD + A'B'C + ACD + AC'D’
B(t+1)= A'C+CD' +A'BC

Cit+1) =B

D(t+1)= D

Las funciones de entrada para el biestable 4 se derivan por este método ordenando la ecuacién de estado y comparandola
con la ecuacion caracteristica como sigue:

A(t+1) = (B'CD + B'C)A" + (CD + C'D)A
= (DA + (KA

Mediante la igualdad de las dos ecuaciones, se deduce que las funciones de entrada para el biestable A son:

J=B'CD+B'C=BC
K=(CD+C'D')=CD' +C'D

La ecuacion de estado para el biestable B puede ordenarse como sigue:
B(t+1)=(A'C+CD')+ (A'C")B

No obstante, esta forma no es adecuada para compararla con la ecuacion caracteristica ya que falta la variable B’. Si la
primera cantidad entre paréntesis se trata con el operador AND con (B’ + B), la ecuacion permanece igual pero con la
variable B’ incluida. Por lo tanto:
B(t+1)=('C+CD)B +B)+ (A'C)B
=(A'C+CD")B'+(A'C+CD' +A'C")B
=()B' + (K')B

Mediante la igualdad de las dos ecuaciones, se deducen las funciones de entrada para el biestable B :
J=AC+CD’
K=(AC+CD' +A'C") =AC'+ AD
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Las ecuaciones de estado para biestable ¢ pueden manipularse como sigue:

C(t+1)=B=B(C'+C)=BC'+BC

=({)C" + (K")C

Las funciones de entrada para el biestable ¢ son:
/=B
K=B

Por ultimo, la ecuacion de estado para el biestable C puede manipularse con el objeto de comparacién como sigue:

D(t+1)=D"=1.D"+0.D’
=)D+ (K")D
Lo cual da la funcion de entrada: ] = K = 1

Las funciones derivadas de entrada pueden acumularse y listarse juntas. La convencion de dos letras para denotar la

variable de entrada biestable que no se usa en la derivacién anterior esta a continuacion:

JA=B'C KA=CD' +C'D
JB=AC+CD’ KB = AC' + AD
JC=B KC =B
JD=1 KD =1

El procedimiento de disefio que aqui se introduce es un método alterno para determinar las funciones de entrada biestable
de un sistema secuencial cuando se emplean biestables JK. Para usar este procedimiento cuando inicialmente se especifica
un diagrama de estado o una tabla de estado, es necesario que las ecuaciones de estado se deriven por el procedimiento
delineado.. ElI método de las ecuaciones de estado para encontrar las funciones de entrada biestable puede ampliarse para
cubrir los estados sin uso que se consideran como condiciones no importan. Los minterminos no importa se escriben en la
forma de una ecuacion de estado y se manipulan hasta que estan en la forma de la ecuacion caracteristica para el biestable
particular que se considere. Las funciones J y K en la ecuacion de estado no importa se toman entonces como minterminos

no importa cuando se simplifican las funciones de entradas para un biestable particular.
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9. DISENO E IMPLEMENTACION

9.1. PASO 8. Autémata finito

Separar aquellos problemas que se podian resolver de forma eficiente mediante un ordenador de aquellos problemas que,
en principio, pueden resolverse, pero que en la préactica consumen tanto tiempo que las computadoras resultan indtiles
para todo excepto para casos muy simples del problema. Este Gltimo tipo de problemas se denominan insolubles o NP-
dificiles.

En particular, la teoria de los problemas intratables nos permite deducir si podremos enfrentarnos a un problema y escribir
un programa para resolverlo (porque no pertenece a la clase de problemas intratables) o si tenemos que hallar alguna
forma de salvar dicho problema: hallar una aproximacion, emplear un método heuristico o algin otro método para limitar

el tiempo que el programa invertira en resolver el problema.

La ventaja de disponer de s6lo un numero finito de estados es que podemos implementar el sistema mediante un conjunto
fijo de recursos. Por ejemplo, podriamos implementarlo por hardware como un circuito, 0 como una forma simple de
programa que puede tomar decisiones consultando s6lo una cantidad limitada de datos o utilizando la posicién del propio
cddigo para tomar la decision. Acercar los resultados de autématas a la préctica dentro de la metodologia planteada, para
efectuar una programacién estructurada y simplificar las demostraciones apelando a la intuicién del investigador al

reconocer el potencial de la programacion moderna.

Para conseguir iteraciones 0 recursiones correctas, es necesario establecer hip6tesis inductivas, y resulta util razonar,
formal o informalmente, que la hipétesis es coherente con la iteracion o recursién. La teoria de autdmatas, quiza mas que
cualquier otra materia de las que conforman las ciencias de la computacion, se presta a demostraciones naturales e
interesantes, tanto de tipo deductivo (una secuencia de pasos justificados) como inductivo (demostraciones recursivas de
una proposicion parametrizada que emplea la propia proposicion para valores mas bajos del parametro). (Rodriguez,
2010)

Inducciones mutuas. En ocasiones, no se puede probar una sola proposiciéon por induccidn, y es necesario probar un
grupo de proposiciones S;(n),S,(n),...,Sx(n) por induccién sobre n. En la teoria de autématas se pueden encontrar
muchas situaciones asi. En el Ejemplo 1.23 veremos la situacion habitual en la que es necesario explicar qué hace un
automata probando un grupo de proposiciones, una para cada estado. Estas proposiciones establecen bajo qué secuencias
de entrada el automata entra en cada uno de los estados.

En términos estrictos, probar un grupo de proposiciones no es diferente a probar la conjuncion (AND légico) de todas las
proposiciones. Por ejemplo, el grupo de proposiciones S;(n),S,(n),...,Sx(n) podria reemplazarse por una sola

proposicion S;(n) AND S,(n) AND --- AND S, (n). Sin embargo, cuando hay que demostrar realmente varias
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proposiciones independientes, generalmente, resulta menos confuso mantener las proposiciones separadas y demostrar

cada de una ellas con su caso base y su paso de induccién. A este tipo de demostracion se la denomina induccion mutua.

Se presentan las definiciones de los términos méas importantes empleados en la teoria de autdmatas. Estos conceptos
incluyen el de alfabeto (un conjunto de simbolos), cadenas de caracteres (una lista de simbolos de un alfabeto) y lenguaje

(un conjunto de cadenas de caracteres de un mismo alfabeto).

La demostracién de que los AFD pueden hacer lo que hacen los AFN implica una construccién importante conocida como
construccion de subconjuntos, porque exige construir todos los subconjuntos del conjunto de estados del AFN. En general,
muchas de las demostraciones acerca de automatas implican construir un autdmata a partir de otro. Es importante para
nosotros ver la construccion de subconjuntos como un ejemplo de como se describe formalmente un autémata en funcion
de los estados y transiciones de otro, sin conocer las especificidades de este Gltimo.

Qp es el conjunto de los subconjuntos de Qp; es decir, Qp es el conjunto potencia de Qy. Observe que si Qy tiene n
estados, entonces @, tendra 2™ estados. A menudo, no todos estos estados son accesibles a partir del estado inicial de Qp.

Los estados inaccesibles pueden ser eliminados, por lo que el nimero de estados de D puede ser mucho menor que 2™.

9.2. PASO 9. Lenguajes recursivos

Un conjunto de cadenas, todas ellas seleccionadas de un £+, donde X es un determinado alfabeto se denomina lenguaje. Si
¥ es un alfabeto y L SXx, entonces L es un lenguaje de . Observe que un lenguaje de X no necesita incluir cadenas con
todos los simbolos de X, ya que una vez que hemos establecido que L es un lenguaje de X, también sabemos que es un
lenguaje de cualquier alfabeto que sea un superconjunto de X.
La eleccion del término lenguaje puede parecer extrafia. Sin embargo, los lenguajes habituales pueden interpretarse como
conjuntos de cadenas.
Sin embargo, existen también otros muchos lenguajes que veremos a lo largo del estudio de los autématas.
Algunos ejemplos son los siguientes:

1. El lenguaje de todas las cadenas que constan de n ceros seguidos de n unos para cualquier
n = 0:{¢,01,0011,000111,...}.
El conjunto de cadenas formadas por el mismo nimero de ceros que de unos: {¢,01,10,0011,0101,1001,...}
El conjunto de nimeros binarios cuyo valor es un namero primo: {10,11,101,111,1011,...}
>* es un lenguaje para cualquier alfabeto X.

@, el lenguaje vacio, es un lenguaje de cualquier alfabeto.

o g M w D

{e 1}, el lenguaje que consta solo de la cadena vacia, también es un lenguaje de cualquier alfabeto. Observe que @ #

{€ }; el primero no contiene ninguna cadena y el segundo sélo tiene una cadena.
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1. {0™1™|n = 1}. Esta expresion se lee: El conjunto de O a lan 1 a la n tal que n es mayor o igual que 1, este
lenguaje consta de las cadenas {01,0011,000111, . . .}.Observe que, como con los alfabetos, podemos elevar un
solo simbolo a una potencia n para representar n copias de dicho simbolo.

2. {0/17|0 <i< j}. Este lenguaje consta de cadenas formadas por ceros (puede ser ninguno) seguidos de al

menos el mismo ndimero de unos.

Problemas. En la teoria de autdmatas, un problema es la cuestion de decidir si una determinada cadena es un elemento de
un determinado lenguaje (salida del sistema légico combinacional). Como veremos, cualquier cosa que cologuialmente
denominamos problema podemos expresarlo como elemento de un lenguaje. De manera mas precisa, si X es un alfabeto y

L es un lenguaje de X, entonces el problema L es: Dada una cadena w de X*, decidir si w pertenece o no a L.

¢Es un lenguaje o un problema? Lenguajes y problemas son realmente la misma cosa. El término que empleemos
depende de nuestro punto de vista. Cuando sélo nos interesan las cadenas, por ejemplo, en el conjunto {0™"1" |n > 1},
entonces tendemos a pensar en el conjunto de cadenas como en un lenguaje. Se tendra a asignar semanticas a las cadenas,
por ejemplo, pensaremos en ellas como en grafos codificados, expresiones l6gicas o incluso enteros. En dichos casos, se
estard mas interesado en lo que representan las cadenas que en las mismas, tenderemos a pensar que el conjunto de

cadenas es un problema.

La definicion de problema como lenguaje ha resistido la prueba del tiempo como la forma apropiada de tratar con la
importante cuestion de la teoria de la complejidad. En esta teoria, lo que nos interesa es determinar los limites inferiores
de la complejidad de determinados problemas. Especialmente importantes son las técnicas que demuestran que ciertos
problemas no se pueden resolver en un periodo de tiempo menor que una exponencial del tamafio de la entrada. Resulta
que la version si/no, basada en el lenguaje, de problemas conocidos resulta ser igual de dificil en este sentido que las

versiones resuélvelo. (Enrique Mandado Pérez, 2009)
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Es decir, si podemos demostrar que es dificil decidir si una determinada cadena pertenece al lenguaje Ly de cadenas
validas del lenguaje de programacion X, entonces sera l6gico que no sea facil traducir los programas en el lenguaje X a

codigo objeto.

Esta técnica que demuestra que un problema es dificil utilizando su algoritmo supuestamente eficiente, para resolver otro
problema que se sabe que es dificil se conoce como reduccion del segundo problema al primero. Es una herramienta
fundamental en el estudio de la complejidad de los problemas y se aplica con mucha mas facilidad a partir de la idea de

gue los problemas son cuestiones acerca de la pertenencia a un lenguaje, en lugar de cuestiones de tipo mas general.

9.3. PASO 10: Méaquina de estados finitos: Maquina de Turing MT

Las maquinas de estados finitos (conocidas como FMS Finite State Machines por su traduccion al inglés), nos sirven para
realizar procesos bien definidos en un tiempo discreto. Reciben una entrada, hacen un proceso y nos entregan una salida.
Estas maquinas hacen una computacion, en otras palabras, imaginar una maquina sea capaz de seguir una secuencia finita
de pasos al introducir un conjunto de datos en ella, solo se puede leer un dato en cada paso que se realice, por tanto el
numero de pasos a seguir esta dado por el numero de datos a introducir. Cada entrada diferente genera una salida
diferente, pero siempre el mismo resultado con los mismos datos de entrada. Por lo tanto una computacion es capaz de
resolver un problema, si y solo si tiene una solucion algoritmica, es decir, puede ser descrito mediante una secuencia
finita de pasos bien definidos. Mediante una computacién se puede encontrar soluciones a problemas que tedricamente
tienen una representacion algoritmica (para nuestro problema de tipo booleano), pero que pueden necesitar tal cantidad de
recursos (factores como el tiempo y el espacio de almacenamiento) que desde el punto de vista practico no se puede llegar

a la solucion.

Para resolver el problema se aplicara una secuencia finita de acciones no ambiguas sobre los datos de entrada para obtener
unos datos de salida, es decir, consiste en aplicar un algoritmo que calcule la solucién. Los datos de entrada (cadenas de
simbolos) son generados por otra MT en diferente nivel y los sistemas l6gicos combinacionales y secuenciales definidos.
Se determinara que el problema de secuenciacion de operaciones es computable si el problema definido (la funcion) se
puede calcular mediante un algoritmo. EI modelo esta definido por unas primitivas y unas reglas de aplicacién de las
mismas, que ademas se definira su capacidad computacional.

Para poder utilizar un modelo computacional, lo primero que hay que hacer es representar simbolicamente los elementos
del conjunto origen para que la maquina la entienda. En las maquinas que se van a considerar siempre se va a tomar como
entrada una cadena de simbolos en el alfabeto de la méaquina, la cual pertenece a un lenguaje determinado. Asi el conjunto
origen lo podemos definir como un lenguaje y cada uno de sus elementos se representa por las cadenas de entrada a la
maquina de estados finitos (automata finito).

El que se haga una u otra representacion simbdlica de la maquina es indiferente, pues siempre se va a poder convertir de
una a otra representacion. Lo importante es que, con la representacion en cadena y lenguajes a los que pertenecen,

podernos representar el problema de secuenciacion de operaciones.
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Se plantea el problema de secuenciacién como un problema de decision, y por ende el conjunto imagen (rango) solo
tienen dos elementos dicotomicos posibles: {si,no}, {0,1},... y se podra demostrar que cualquier problema que no sea
decision se puede reformular para que asi lo sea. Dado que se han codificado los elementos como cadenas que pertenecen
a un lenguaje, el problema se puede reformular en términos de encontrar un algoritmo que sea capaz de decidir si una

cadena a la entrada de la maquina pertenece o no al lenguaje.

Si el sistema planteado es consistente, es decir, probar si hay un procedimiento para determinar la verdad o falsedad de
una proposicion (decidir si es verdadera o falsa) ya que no existe un método general para resolver este problema.

A partir de la tesis de Church-Turing se desarrolla la teoria de computacion y decibilidad (un problema que una magquina
de Turing no es capaz de decidir, es un problema que no es computable). Para el problema de secuenciacién es un
algoritmo basados en expresiones logicas proposicionales (definidas en clausulas) que es equivalente a una maquina de
Turing. Al ser una maquina de Turing, el modelo computacional mas poderoso que existe (no debemos olvidar que es
conceptual, o real) se puede convertir computacionalmente en una maquina de Turing, y por lo tanto se puede describir el

comportamiento del algoritmo que en €l se ejecuta de una manera formal.

Conjunto recursivos y conjuntos recursivos enumerables. Como se sabe N es un conjunto infinito contable. Un
subconjunto S € X se dice que es recursivo si existe una funcién en N tal que

f(x)=1six€S y f(x)=0six &S

(en este caso se dice que la funcion es recursiva primitiva) es decir, el conjunto generado de los sistemas combinacionales
y secuenciales es recursivo ya que se tiene el medio para determinar si el elemento pertenece o no a dicho conjunto. Como
consecuencia, cualquier conjunto contable (finito o infinito) es recursivo. Tanto S como S (complementario de S,
elementos que no pertenecen a S, teniendo en cuenta aqui que la complementacion es una operacion cerrada) son
recursivos.

El conjunto S es recursivamente enumerable (RE) si existe una funcion recursiva por la cual los elementos de S son el
conjunto imagen de la funcién. En otras palabras, el conjunto generado también es recursivamente enumerable si tenemos
un medio de enumerar los elementos del mismo. Como se puede observar, este segundo tipo de conjuntos es menos
restrictivo que el recursivo, porque se puede afirmar que el conjunto S (cadena de bits) es recursivo, también es

recursivamente enumerable. De hecho, para que S sea recursivo, S y S han de ser recursivamente enumerables.

¢Qué tiene que ver esto con la maquina de Turing? Turing llego a la conclusién de que no se puede decidir la verdad o
falsedad de una proposicién matematica. Esto es lo mismo que decir que el conjunto de las proposiciones matematica
(basada en un sistema axiomatico) no es recursivo. Una maquina de Turing solo es capaz de reconocer conjuntos
recursivos enumerables. En término de teoria de computacion y lenguajes formales, el conjunto generado aqui es

equivalente a lenguaje aceptado (conjunto de cadena que acepta la maquina de estados).
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La descripcién de las maquinas de estados esta funcionalmente especificada por niveles; donde se encuentran
jerarquicamente embebidas una dentro de otra de menor nivel. Para cada una de ellas se tiene un nimero de estados
internos en los que se recuerda cierto tipo de informacion (propia para cada maquina) que se encontrara en un estado en
concreto. La finalidad de evaluacion de estados se efectud partir de los conceptos desarrollados sobre conjuntos y

funciones bases para la definicidn de los sistemas I6gicos tanto combinacionales como secuenciales.

NIVELES I, I1'y Il - MT Méquinas de Turing embebidas

Sistemas l6gicos combinacionales y secuenciales que est;an definidas con formulas ldgicas proposicionales
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La representacion para la maquina de estados, se expresara en los siguientes niveles definidos asi:

O]

0] @
FSM

Nivel I. Se presenta el programa maestro de produccién MPS (master production schedule por sus siglas en ingles), donde
se toman decisiones de tipo estratégico, tactico y operativo, respecto a los articulos y cantidades que deben ser fabricados

en el tiempo (horizonte de programacion), determinando que debe hacerse y cuando. La validacién para cada articulo se
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presenta en términos de requerimiento del mismo para la planta de produccion, y por lo tanto en caso afirmativo serd 1y
en caso negativo sera 0.

Nivel 2. Se presenta el plan de recursos de fabricacion (materiales) de y de capacidades (mano de obra y equipo) (MPS
manufacturing resource planning y CRP capacity requirements planning por sus siglas en ingles), donde se toman
decisiones de tipo tactico y operativo, respecto a la orden de fabricacion planeada a través del MRP o explosion de piezas
y suele ser presentada a la division de administracién de la planta por la administracién que control de operaciones de
manera integral la division de fabricacion y se determina primero la capacidad y carga a través de una serie de procesos.
Los requisitos de capacidad la planificacion se refiere a la planificacion en la que se toma la carga de cada proceso de
acuerdo con la orden de fabricacion, se realizan los ajustes y luego se planifica el trabajo (secuenciacion de cada proceso).
La validacion para cada articulo se presentara en términos del requerimientos en la planta de produccidn para los centros
de trabajo necesarios en cada proceso, y por lo tanto en caso afirmativo serd 1 y en caso negativo sera 0. La definicion de
este nivel se definid en detalle con los sistemas l6gicos combinaciones definidos por la representacion de la arquitectura
del productos, a través de la lista de materiales y la ruta de fabricacién extraidos de la gestion de datos para cada uno de
los productos (PDM product data management por sus siglas en ingles).

Nivel 3. Se presenta el sistema de ejecucién de manufactura MES (manufacturing execution systems por sus siglas en
ingles), donde se toman decisiones de tipo operativo, respecto a la orden de fabricacion planeada a través de los sistemas
informatizados utilizados en la fabricacion, para rastrear y documentar la transformacion de materias primas en productos
terminados. MES proporciona informacion que ayuda a los responsables de la toma de decisiones de fabricacion a
entender como se pueden optimizar las condiciones actuales en el control de piso en la planta para mejorar la produccion.
MES trabaja en tiempo real para permitir el control de multiples elementos del proceso de produccion (por ejemplo,
insumos, personal, maquinas y servicios de apoyo en detalle). MES puede operar a través de multiples areas de funciones,
por ejemplo: administracion de definiciones de productos a lo largo del ciclo de vida del producto PDM, programacion de
recursos MRP/CRP, ejecucion y despacho de pedidos, analisis de produccion y gestién de tiempo de inactividad para la
efectividad general del equipo (OEE) rastro basico para secuenciacion de operaciones. MES crea el registro as-built,
capturando los datos, procesos y resultados del proceso de fabricacién. Esto puede ser especialmente importante en las
industrias reguladas, tales como la fabricacién de neumaéticos - llantas, donde la documentacion y la prueba de los
procesos, eventos y acciones pueden ser necesarios. La idea de MES puede considerarse como un paso intermedio entre,
por un lado, un sistema de sistemas de planificacion de recursos empresariales ERP (enterprise resource planning, por sus
siglas en inglés) y un control de supervision y adquisicion de datos (SCADA) o un sistema de control de procesos, por

otro; Aunque histéricamente, los limites exactos han fluctuado.
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La FMS hara parte de la Planificacién avanzada y programacién APS (advanced planning and scheduling, por sus siglas
en ingles), también conocida como fabricacion avanzada y se refiere a un proceso de gestion de fabricacion por el cual las
materias primas y la capacidad de produccion se asignan de la forma mas confiable para satisfacer la demanda. APS es
especialmente adecuado para entornos en los que los métodos de planificacion méas sencillos no pueden abordar
adecuadamente los complejos equilibrios entre prioridades competitivas. La programacion de la produccién y
secuenciacion es intrinsecamente muy dificil debido a la dependencia (aproximadamente) del tamafio factorial del espacio
solucion sobre el nimero de articulos / productos a fabricar. Los sistemas tradicionales de planificacion y planificacion de
la produccion MRP/CRP (como la planificacion de los recursos de fabricacion) utilizan un procedimiento escalonado
para asignar material y capacidad de produccion. Este enfoque es simple pero engorroso, y no se adapta facilmente a los
cambios en la demanda, la capacidad de recursos o la disponibilidad de material. Los materiales y la capacidad se
planifican por separado, y muchos sistemas no consideran la disponibilidad limitada de material o limitaciones de
capacidad. Por lo tanto, este enfoque a menudo resulta en planes que no se pueden ejecutar. Sin embargo, a pesar de los
intentos de cambiar al nuevo sistema, los intentos no siempre han tenido éxito, lo que ha llamado a la combinacion de la

filosofia de gestion con la fabricacion.

A diferencia de los sistemas anteriores, se pretende incluir dentro del APS la maquina de estados finitos definida para
planear y programar simultaneamente la produccion basada en materiales disponibles, mano de obra y capacidad de la

planta. APS se ha aplicado cominmente donde una o mas de las condiciones siguientes estan presentes:

El software advanced planning & scheduling permite la programacion de la fabricacion y la optimizacién avanzada de la
programacion en estos entornos y se deja la puerta abierta a integrar la metodologia propuesta a este tipo de solucion. Ver

recomendacién Oracle PS.

La descripcion del centro de trabajo como un sistema l6gico combinacional, compuesto de tres subsistemas légicos
combinacionales y secucuenciales que representan los recursos descritos (definicion de las clausulas de Horn para el
problema de satisfacibilidad 3SAT de secuenciacién), se procesan a través de las maquinas de estados finitos en cada
nivel. La perspectiva para el analisis de mismo sistema l6gico, se visualiza (proyeccion ortogonal) segun el nivel indicado
en cada una de las dimensiones representadas para cada una de las MT con respecto al centro de trabajo C;, como se

identifica en la figura.
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Las principales caracteristicas para dichas maquinas son las siguientes:

La maquina solo puede estar en un nimero finito de estados durante un periodo determinado. Tales estados se denominan
estados internos de la maquina y en cada tiempo dado, el total de memoria disponible para la maquina es el conocimiento
del estado interno en que se encuentra en ese momento.

La maquina aceptara como entrada solo un numero finito de simbolos, que se conocen colectivamente, como alfabeto &.
En la descripcion de la maquina, el alfabeto de entrada es {0,1}; cada estado interno reconoce a cada una de estas
unidades segun la cadena de entrada que represente la cinta.

Se determina una salida o un estado siguiente por cada combinacién de entradas y estados internos. EI conjunto finito de

todas las salidas posibles constituye el alfabeto de salidaC.
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Se supone que los procesos secuenciales de la maqguina estan sincronizados por impulsos de reloj independientes y
distintos, y que la maquina opera de forma determinista, ya que la salida esta determinada en todo momento por el total de

entradas proporcionadas y por el estado inicial de la maquina.

Definicion de la maquina de estados finitos — Maquina de Turing (MT). La maquina de Turing es conceptual, y se
ideo antes de la aparicion de los ordenadores modernos. En la metodologia se incorpora ya que esta basada en como un
ser humano es capaz de realizar computaciones (razonamientos légicos). Al realizar el supuesto célculo de secuenciacién
de operaciones con lapiz y papel. El papel va a ser el soporte de almacenamiento y el l&piz es el mecanismo que realiza los
cambios en aquel. Al principio el papel estara el blanco, donde se ira escribiendo sucesivamente el enunciado de lo que
vamos a computar (secuenciar). En un momento del calculo, la mente estard en una condicion determinada (un estado
determinado) de entre un conjunto de ellas (que se puede considerar finito). Es esta condicion (estado) la atencion estara
centrara en uno de los simbolos escritos en el papel (este simbolo no tiene porque ser solo un caréacter). Para avanzar en
nuestro calculo, se hara alguna accion (leer o escribir otros simbolos) basandola en el estado y el simbolo en los que se
esta centrado, lo que llevara a una condicion nueva (un nuevo estado). Cuando se considere que lo que se ha plasmado en
el papel es la solucion, se deja el lapiz en la mesa, es decir, paramos de calcular. Ademas, en nuestro avance también

podremos memoriza algun valor intermedio de nuestro calculo para posterior uso durante la computacion.

Aungue estd maquina es descrita para realizar calculos sobre nimeros computables de manera que acepta la solucion
cuando esta escrita, se va definir la maquina de Turing (MT) en los términos descritos: aceptacion de una cadena que

pertenece a un lenguaje (es otra forma de decir que puede representar el problema de secuenciacion de operaciones).

Asi la MT va a estar compuesta por una unidad de control (la mente — como un sistema experto) que va estar en uno de
entre un conjunto finito de estados (g;) y que va a tener asociada una cabeza de lectura/escritura (el 1&4piz). Como soporte
de almacenamiento va a tener una cinta (para hacernos una idea podemos pensar en una cinta de papel, sobre la que
apunta la cabeza de lectura/escritura. Esta cinta, que tendra una longitud infinita por ambos lados (lo que hace que la MT
tenga una capacidad infinita de almacenamiento), va a estar dividida en casillas o celdas (a una de ellas, y solo una, apunta
la cabeza) y cada una de esta casilla va a contener un simbolo (que puede ser mas de un caracter). La unidad de control
solo puede considerar, en cada paso de célculo, el simbolo de la casilla a la que apunta la cabeza y el estado en el que se
encuentre la unidad de control (UC). Si esta unidad tiene la capacidad de almacenar un conjunto finito de simbolo de entre
los que ya se visitaron durante el proceso de computacion, entonces tendra que considerar, ademas del estado en el que se

encuentra, tanto los simbolos como al que apunta la cabeza.
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¢Como opera la MT?. Primero hay que inicializar la maquina. Al principio, la cinta esta en blanco. A continuacion se
introduce la cadena de entrada en la cinta, que serd una secuencia de simbolos del alfabeto que entiende (salida de los
sistemas logicos combinacionales y secuenciales en cada nivel), se pone la unidad de control en el estado inicial y se
posiciona la cabeza sobre la primera letra de la cadena introducida.

El cambio de condicién (de estado), es decir el avance en el célculo, es lo que vamos a llamar transicion). Este, como ya
hemos dicho, depende del estado actual y del simbolo al que apunta la cabeza. La transicidn se producira en el siguiente

orden:

s U

MT¢E>1 EE f
o1 0 0
olo 1 1]
1 1 00 /'\

T while
@ S U
-+

MT

La cabeza lee el simbolo de la casilla a la que esta sefialando. Teniendo en cuenta este simbolo y el estado en que se

encuentra:
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Cambiamos al siguiente estado. Si resulta que la operacion es repetitiva, el estado sera el mismo.

Escribird un simbolo en la cinta (los simbolos que se pueden son los del alfabeto y algunos mas). Este también puede ser
el mismo (esto es equivalente a uno operacion de solo lectura).

Mover la cabeza a la izquierda o a la derecha (segun se necesite) uno y solo una casilla.

Durante el célculo se pueden producir dos situaciones:

Que se llegue a una solucién, en cuyo caso la maquina se parara.

Que el problema no tenga solucion, en cuyo caso la maquina puede pararse o entrar en un bucle infinito y no para nunca.

Este comportamiento dependera exclusivamente del problema que se esté computando.

En este punto el problema de secuenciacion se considera ya como un problema de decision, y pertenece a un conjunto

recursivo, se le denominara decidible, o efectivamente solucionable.

Definiciéon formal del la MT. El modelo de MT que se va a definir no incluye la posibilidad de almacenar un nimero
finito de simbolos en la unidad de control y los simbolos van a estar compuestos por un solo caracter. Ademas, se utilizara
la MT como una maquina gue acepta una cadena perteneciente a un lenguaje dado (en el mismo sentido de los autématas

finitos y de pila). Ver definicion de Maquina de Turing Anexo C.

MT no deterministica (MTN). Como ya se sabe, el no determinismo de una maquina puede ser de dos tipos: que la
maquina no esté totalmente definida y que, para un estado y un simbolo de cinta, la maquina pueda tener mas de un
opcién posible.

Ya se ha dicho que el modelo de la méaquina original podria incurrir en el primer tipo de no determinismo y que la
consideramos deterministica ya que se define con una funcidn (solo una posible transicién) y sin estados de rechazo para
simplificar su representacion. Por tanto, se consideran no deterministicas a las de segundo caso, en las que cada transicion,
para un estado y un simbolo de cinta, sera un conjunto de movimientos posibles, en lugar de un solo movimiento. Asi, una
maquina de no determinista, MTN, para un mismo estado y mismo simbolo de cinta puede no tener transicion definida,
tener un Unico movimiento o tener la posibilidad de varios movimiento. En los dos primeros casos se comporta como la
MT vya vista, mientras que cuando ocurre el tercero, la maquina sigue todos los posibles caminos en paralelo hasta un
estado de aceptacion. En paralelo significa que no se coge un camino y se sigue hasta que se rechace o se acepte, sino que
se producen las configuraciones sucesoras de cada camino a la vez. Si uno de los caminos llega a un esfuerzo de rechazo,

este camino se desecha y si es el Gltimo posible, entonces se rechaza la cadena.

Se dice que una MTN acepta un lenguaje, si existe algin camino que lleve desde la configuracion inicial a una
configuracion de aceptacion. Observar que se habla de posibilidad de existencia de un camino, no de produccién por la
funcion de transicion.

La definicion formal de la MTN, M sera M = (Q, %, T, d,qq, B, F)

Donde o es el conjunto de transiciones o c (Q'xI" - (QxI'x S)/ paratodo QxI'x S
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Para representar el funcionamiento de M, se representan los posibles movimiento y los posibles caminos mediante el
recorrido en amplitud de un grafo: los nodos seran las configuracion y las aristas las transiciones. EL nodo raiz va a ser la
configuracion de inicio. Cuando la transicion tenga varios posibles movimientos, cada una de las configuraciones
resultantes serd in nodo hijo del anterior. Los distintos caminos se seguiran en paralelo, desechandose aquel el que no
haya transicion posible. Se aceptara la cadena si llegamos por algiin camino a un estado de aceptacién. Esta aceptacion
seré la de menor profundidad en el grafo.

Para obtener la MT determinista (MTD) M’, que simule la MTN, M, se construye una MT de tres cintas (ya sabemos que
es equivalente a una MT de una cinta) que va a simular el recorrido en anchura del grafo implicito asociado a las
transiciones de M.

Definimos M’ = (Q',%,I",8', qq, B, F) donde

Q'es el conjunto de estados que resulte de la conversién

¥, qq, B y F igual que en M.

I'' =T U QU {# @} donde # es un separador de configuraciones y @ es un separador de configuraciones que indica que
es la actual.

6" €{Q'xT - (QxT'xS)/ Iparatodo QxT'x S

La primera cinta contendra la cadena de entrada y no se va a modificar. La segunda cinta contendra una cola FIFO de
configuraciones de la maquina que a uno no se han evaluado. La tercera cinta servira para evaluar la configuracién actual
de M. El algoritmo de M’ realizara la siguiente secuencia:

Copiaen la cinta 1 la cadena de entrada y en las cintas 2 y 3 la configuracién inicial de M, esto es, el contenido de la cinta
junto con el estado inicial de M. En la cinta 2 se copiara precedida por la izquierda con @ (configuracion actual).

(2) Para la configuracion de la cinta 3, se comprueba si es de aceptacion, en cuyo caso M’ se detiene aceptando la cadena.
Si no es de aceptacién obtiene de la unidad de control las transiciones para esta y guarda las configuraciones resultantes a;
final del contenido de la cinta2, precedidas por # como separador de configuraciones.

En la cinta 2 desmarcamos la configuracion actual (sustituimos @ por #) y marcamos como actual la siguiente
configuracion. Si no hay una configuracién al final de la cinta, entonces es que la maquina debe parar rechazando la
cadena.

Se borra el contenido de la cinta 3, y se copia en ella la configuracion actual y se pasa al segundo punto anterior (2).
Como se ha dicho, el recorrido en anchura simula el funcionamiento de M, cuyo cas M’ aceptara con la misma

configuracion que aceptaba M, por lo que hemos demostrado que los lenguajes aceptados por un MTN también lo seran

por una MT determinista.
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Una consecuencia inmediata de la definicion de la MTN es que la MT determinista es un caso especial de esta (conjuntos
de transiciones de solo un elemento), luego los lenguajes aceptados por la MT determinista, también lo seran por la MTN.

Por tanto, MTN y MTD aceptaran exactamente las mismas cadenas.

Para representar una MTN en una tabla de transiciones habra que modificarla para que en cada entrada de la tabla, en
lugar de una tupla con la transicion, puede contener varias tuplas. Para hacerlo con el diagrama de transiciones, la
diferencia estara en que un arista podra tener méas de una transicion en su etiqueta (hay que etiquetarlas de forma distinta a
la maquina de varias cintas, por ejemplo en lineas distintas). A la hora de simular el funcionamiento, lo haremos con el

grafo antes descrito y realizando el recorrido en anchura.

MT con cinta semi infinitas. Esta maquina es una restriccion a la MT original, de manera que ahora la cinta es infinita
solo por el lado derecho, y no por los lados. La cadena se introducira en las casillas mas a la izquierda de la cinta y la
posicion inicial de la cabeza serd la primera casilla de la izquierda. Otra restriccion de esta maquina es que no esta

permitido escribir simbolos de casilla en blanco.

Para convertir una MT original M, en una MT de cinta semi infinita M’, que describa formalmente es
M =(Q,%T',8,q (B,B),F)

Lo primero que har& que hacer es partir la cinta de M en dos mitades por la posicion indicada por la configuracion inicial
de M. Después se convierten las dos mitades en una cinta semi infinita de dos pistas, de manera que, si asociamos las
posiciones de la cinta de M con un numero entero, la posta superior serdn las posiciones positivas incluido el cero y el
resto en la segunda pista, pero en orden invertido y precedidas por * como marcador de comienzo de cinta. Asi, para la
cinta de M con los subindices como posiciones, X como simbolos de cintra y B como simbolo de casilla en blanco.

w:B_nB_(m—1) - B_3B_3B_1XX1X5X3 .. Xm—1Xm - Ban+1)

Dara como resultado, para M’, una contad de dos pistas semi infinitas de las siguiente forma: El segundo paso es
modificar M para convertirla en una maquina que no escriba casilla de espacio en blanco. Esto se hara afiadiéndole un
simbolo de cinta B’ para simular los simbolos de casilla vacia, de manera que una transicion de M (p,X) — (q, B, S), se

convertiraen (p,X) - (q,B’,S), lo cual no afectara al funcionamiento de M.

El alfabeto de M’, serd ' = X x B, dado que los simbolos de cinta ahora son duplas: para cualquier elemento de a € Z, el
equivalente en X'es (a, B).

Al principio la cinta en M’ esta vacia (las dos pistas). Se introduce la entrada a partir de la primera casilla, que seran pares
del tipo (a, B) y se posiciona la cabeza sobre la primera columna. Ante de simular los estados de M, se debe marcar el
principio de cinta con * en la primera casilla de la segunda pista. Para ello se define Q” como {q, g1} U {@xP}, donde q,
y g1 son los estados que marcan el principio de cinta, en la segunda pista, con *, Q es el conjunto de estados de M, y P es
una memoria que indica si la maquina se encuentra en la pista superior o la inferiores; asi el contenido de P = {S, I} o, si

son las iniciales de las palabras en ingles Up y Down , P = {U, D}.
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El alfabeto de cinta de M’, seran pares de simbolos de cinta de M al que se le afiaden pare de la forma (X,*) para todo X
de X deI'. Formalmente I'' = (' xI') U (I’ x *)

Una vez definidos los estados y los simbolos de cinta de M’, se puede especificar g, y q; de manera que, al iniciar la
ejecucion, las dos primeras transiciones sean

((q('), B), (a, B)) - (g1, B), (a,*), D) que marca la primera casilla de la cinta inferior con *.

((q1, B), (X, B)) = (q¢,S), (X, B), I) para volver a la primera casilla de la cinta superior.

Ahora ya se pueden simular las transiciones de M en estas dos pistas de M’, de manera que, para una transicion (p, X) -
(q.Y,S) € 6:

Todas las transiciones de M que se realicen a la derecha de la posicion inicial de la configuracion de inicio seran iguales a
las de M’, marcando la memoria como S y modificando solo el simbolo correspondiente a la primera pista.
((p, ), (Y, X)) - ((q,5),(Z,X),S) para cualquier simbolo de cinta de M.

Todas las transiciones de M que se realicen a la izquierda de la posicién inicial de la configuracién de inicio lo seran en
direccion contrario, marcando la memoria como | y modificando solo el simbolo correspondiente a la segunda pista
((p, D), (X, Y)) - ((q,9),(X,Z),S) para cualquier simbolo de cinta de M, siendo S el complemento de S (si la transicion

de M es a la izquierda, en M’ es a la derecha y viceversa).

El punto critico de M’ esta cuando pasamos de una pista a otra, y esto lo hacemos utilizando el marcador*. Esta situacion
se da cuando M ha vuelto a la posicién inicial, ya sea desde la izquierda (por la segunda pista) o desde la derecha (por la
primera pista).
Para una transicion de M de la forma (p,X) = (q,Y, D), en la posicion inicial en la que se viene desde izquierda de la
cinta M’ estara en un estado (p,I) con simbolo actual (X,*) para cualquier X de simbolos de cinta de M, y la transicién
cambiara el estado de la memoria a Sy realiza la sustitucién de la transicion de M.

(0, D, (X,¥) = ((q,5),(Y,*),D)
Para la transicion de M de la forma (p,X) — (q,Y,I) , en la posicion inicial en la que se viene desde la derecha de la
cinta, M’ estard en un estado (p,S) con simbolo actual (X,*) para cualquier X de simbolos de cinta de M, y la transicién
cambiara el estado de la memoria a | y realiza la sustitucion de la transicion de M.

((0,$), (X,*) = ((q, D, (Y,*),D)
Por tltimo el conjunto de estados de aceptacion F* de M’ seran duplas del producto cartesiano F x P.

Podemos decir que M’ simula el funcionamiento de M en todo momento, aceptando la cadena en los mismos estados que
lo haria M y no escribiendo en ningiin momento el simbolo de casilla en blanco (B, B) que es una de las restricciones que
teniamos. Por tanto M’ aceptara los mismos lenguajes que acepta M. Al ser una restriccion sobre M, cualquier lenguaje

aceptado por M’ lo sera también por M y por tanto aceptaran exactamente los mismos lenguajes.
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Lenguajes decidibles y reconocibles por una MT. El hecho de que la MT que decida (que se pare) si la cadena de
entrada pertenece 0 no al lenguaje depende de este mismo y no de como se defina el modelo de la maquina. Si
identificamos las caracteristicas del lenguaje del planteamiento del principio.

L={w$w/w € {a+b}*}

Se puede llegar facilmente a la conclusion de que el conjunto de cadenas aceptadas es un conjunto infinito contable (se
puede definir una aplicacion sobre el conjunto N de los nimeros naturales). Asi mismo, si se analiza el lenguaje
complementario al anterior (las cadenas infinito que no pertenecen al lenguaje), también se podra demostrar que se trata
de un conjunto infinito contable. Por tanto, se puede decir que este lenguaje es un conjunto recursivo o, simplemente, que
el lenguaje es recursivo. En el planteamiento realizado, la MT siempre va a parar: siempre identifica si la cadena

pertenece o no al lenguaje. Este comportamiento sera siempre el mismo al margen de la variante de MT utilizada.

Pero, se recuerda, una MT también puede tener otro comportamiento: entrar en un bucle sin fin. Asi, segin el
comportamiento que tenga una MT se puede afirmar que

El lenguaje es decidible si la MT que lo acepta siempre se para: en estado de aceptacién si la cadena es valida y en
cualquier otro estado si no lo es (se rechaza la cadena). Los lenguajes decidibles por MT son precisamente los lenguajes
recursivos.

El lenguaje es reconocible si la MT que lo acepta se para cuando la cadena pertenece al lenguaje, pero si la cadena no
pertenece al lenguaje, no se sabe si la maquina parara o si entrar en un bucle infinito. Los lenguajes reconocibles por MT

son precisamente los lenguajes enumerados recursivamente (RE).

Dentro de la jerarquia de lenguajes, los aceptados por las MT se denominan estructurados por frases. Esto es asi porque se
su estructura gramatical no tiene restricciones (excepto que en el antecedente debe tener algun no terminal). Estos pueden
ser decidible o solo reconocibles por la MT. Existen lenguajes que no son reconocidos por las MT, los cuales no tienen
ninguna estructura gramatical. El resto de lenguajes inferiores en la jerarquia (los lenguajes y los independientes del
contexto) son todos decidibles. Para demostrar esto ultimo se tienen que construir una MT que simule el funcionamiento

de autémata finito o uno de pila respectivamente.

Codificacién de las MT. Para demostrar que existen lenguajes que no son ni siquiera aceptados por las MT, se va a
proceder primero a codificar la entrada para que las cadena sean binarias, esto es que X = {0,1} (ya se ha dicho que el
formato que tenga la entrada es irrelevante, pues se puede codificar como se precise). Luego se codificara también la
descripcion de la maquina como una cadena binaria. Esta codificacion no es Unica, pudiendo haber otras variantes. Un
detalle que servird mas adelanta es que la longitud del codigo resultante de la maquina sera finita, pues su descripcion

tiene un numero finito de elementos.
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Se vuelve a la MT que acepta el lenguaje L = {w$w/w € {a + b} =} . Lo primero que se hace es listar los elementos del
alfabeto de la maquina y codificarlos en binario: Cada simbolo se codificara con una cadena i ceros, donde i es la posicion

dentro de la lista ordenada, asi, si £ = {a, b, $}.

Orden simbolo cddigo
1 a 0

2 00

3 $ 000

Una cadena se codificara concatenando los cddigos de cada simbolo separados por un uno. esta codificacion es valida
porque cada simbolo tiene al menos algun cero. Asi la cadena abaa$abaa se codificara como 010010101000101001010

Ahora habra que construir una MT, M’, cuya entrada fuese binaria, y que determinase que hay el mismo numero de
grupos de ceros en el mismo orden y a su vez con el mismo nimero de ceros (como se ve, el problema es totalmente

distinto, aungue equivalente).

Una vez obtenida la MT con alfabeto de entrada binaria, que ademas solo tendra un estado de aceptacion (si tuviera mas
de uno, se realizarian los cambios en la maquina que correspondan) se va a codificar en binario, el modelo de MT definido
porM = (Q,%,I',6,90,B,4q4)

Cadigo de los estados. Poner los estados en una lista ordenada, de forma que el primero sea el estado de inicio y el
segundo el de aceptacion. Cada estado se codificara con una cadena de i ceros, donde i es la posicion dentro de la lista
ordenada.

Simbolos de cinta. Poner los simbolos de cinta en una lista ordenada, de forma que los tres primeros simbolos de la lista
seran 0,1 y B, si estos existen en la maquina, y a continuacion los demas. Cada simbolo de cinta se codificara con una
cadena de i ceros, donde i es la posicion dentro de la lista ordenada.

Sentido de movimiento. Codificar con un cero a la izquierda y con dos ceros a la derecha.

Transiciones. Con la codificacion de sus elementos, su codigo resultante se obtendra concatenando la representacion de
cada elemento e intercalando un 1 entre cada uno de ellos. esta codificacion es valida para cada elemento esta
representado al menos con un cero.

Funcion de transicion. Se ordenan las transiciones (el orden puede ser arbitrario), y se concatenan, intercalando dos unos
consecutivos entre cada una de ellas. esta codificacion es valida pues en cada transicion nunca va a haber dos unos

consecutivos.

La siguiente maquina, que acepta cadenas solo unos y cadenas con solo ceros:
M = ({90,91,92,90}{0,13,{0,1, B}, {[0,0) = (41,0,D)], [(q0,1) = (42, 1,D)], [(q1,0) = (41,0,D)], [(q2, 1) =
(72.1.D)}[71.5=(q945D)].92, B=94,5,0,90,5,92)
Primero hacemos una lista ordenada tanto de los estados como de los simbolos de cinta (el orden de los estados no es
Unico):
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Estado cadigo
Qo 0 Simbolo
a 00 0 0
0 000 1 00
qs 0000 B 000

Dada esté codificacion de elementos, la maquina quedara codificada:
M =010100010100 11010010000100100 11 00010100010100 11 000010010000100100
1100010001001000100 11 0001001001000100 11 000010001001000100
Con este planteamiento se puede observar que esta es una de las muchas posibles codificaciones para la misma
méaquina M. De hecho, el numero de codificaciones para una maquina M que acepte alguna cadena sera, si esta
tiene un estado de aceptacion y en la cinta tiene al menos los simbolos 0,1y B.
(N, estados -2)! x ( N, simbolos de cinta-3)! x ( N, de transiciones)!
¢Como se identifica cada codificacion? Porque plasmar cada cadena binaria es tedioso ademas de ilegible (ya sea
de entrada o la codificacion de una maquinas). Dado un alfabeto £ = {0,1}, el conjunto de todas las cadena
binarias posibles (£*) es infinito contable ya que podemos asociar un numero natural a cada una de las cadenas, es
decir, existe la funcion (f: £* — N). Asi, se ordenan todas las cadenas de X = primero por longitud y dentro de
estd por orden binario, asignado en orden, a cada una, un numero natural. Asi dada la cadena w; esta seré la i-
esima cadena de Z*. Las primeras cadenas corresponderan al nimero:
A% =1; 0=2, 1=3; 00=4; 01=5; 10=6; 11=7; 000=8; 001=9
Para obtener la cadena binaria w a partir del valor de i, decimos que la cadena i-esima es el valor decimal de la
cadena obtenida de la concatenacién de 1y w
10 = lwg
Dado cualquier MT se codifica con una cadena binaria w;, entonces se puede asociara a cada codificacion un
numero natural, de manera que podamos hablar de la MT i-esima, M;. Asi mismo se puede asociara un numero
natural a cada una de las cadena de entradas de la maquina. Se puede observar que, al ser cadenas binarias, una

cadena de entrada cualquiera con numero de orden n, seré la codificacion de la maquina M,,.

Limite de las maquinas de Turing. Si se comparan todas las cadenas de X* con las codificaciones de MT, se
puede observar que hay muchas cadena que no se corresponden con ningln c6digo correcto de la descripcién de
una MT. En este caso se considera que la cadena es el codigo de una MT que no hace nada (ya se dijo que era un
estado sin transiciones), es decir L(MT) = @. De esta forma tenemos tantas MT posible como nimeros naturales,

luego podemos decir que el nimero de MT es infinito contable.
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Dado que conjunto de todos los posibles subconjunto de cadenas (todos los posibles lenguajes) es el conjunto
potencia de Z*, del que se sabe que es infinito incontable, se llega a la conclusion de que hay mas lenguajes que

MT posibles, es decir, habra lenguajes que una MT no podra reconocer (aceptar).

En conclusion, se va a tener un problema decidible (recursivo), problemas que no son decidibles, aunque
aceptables por MT (enumerables recursivamente, RE) y problemas indecidibles para los que no existe una MT

capaz de aceptarlos (no RE).

Para demostrar la afirmacién de que mas lenguajes que maquinas de Turing, se va a utilizar el método de
diagonalizacion de Cantor. Este matematico lo utilizado para demostrar que el cuerpo de los numeros reales era
un conjunto infinito incontable. Un sencillo ejemplo: Sean tres cadenas de numeros decimales de tres digitos, las
cuales se organizan en una lista. Para encontrar una cadena de tres digitos que no esté en la lista utilizamos el
método de la diagonal como se describe a continuacion.

Suponer el conjunto X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y dado un digito y;, el conjunto Y; ; el conjunto complementario de
Y;serd¥/ =X -,

Se coge el primer digito de la primera cadena, y; para la nueva cadena no listada se elige un digito cualquiera de
Y{. De esta manera se asegura que la nueva cadena no puede ser igual a la primera.

Se coge el segundo digito de la segunda cadena y,: para la nueva cadena no listada se elige un digito cualquiera
de Y,'. De esta manera se asegura que la nueva cadena no puede ser igual a la primera.

Se coge el digito i de la cadena i-esima para la nueva cadena no listada se elige un digito cualquiera de Y;'. De

esta manera se asegura que la nueva cadena no puede ser igual a la i-esima.

De esta forma se ha obtenido una cadena de 3 digitos que no es igual a ninguna de las existentes en la lista.

Cantor demostr6 que el intervalo (0,1) es incontable, extrapolado, posteriormente, su resultado a todo el conjunto
R: Al suponer cierto para el intercalo (0,1) se tienen la funciéon f:(0,1) — N, se tendran n ndmeros con n
decimales, todos distintos entre si. Si se aplica el método de diagonalizacion a la parte fraccionaria, encontraremos
al menos un numero en el intervalo (0,1) que no estaban en la lista; de esta manera la afirmacién de que existe f
es falsa, y por lo tanto el conjunto R es infinito incontable.

Utilizando la misma técnica, se va a encontrar un lenguaje, denominado de diagonalizacion L, que no pueden ser
aceptados por ninguna MT, esto es, que no es RE, de manera que se demostrara que hay mas lenguajes que
maquinas de Turing.

Para ello listaremos en una columna todas la MT, que hacemos asociado con un numero natural. El resto de

columna (w;) son cada una de las cadenas de X *, asociadas también con un ndmero natural. Asi una porcion de

la lista podria quedar:
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wj
44 45 46 47
M;
44 0 0 1 0
45 1 1 1 0
46 0 0 1 1
47 0 0 0 0

En este momento se estd en condiciones de definir lo que es una secuencia o vector caracteristico de un lenguaje:
sera una cadena de unos y ceros, donde la posicion j de la cadena resultante, iniciando desde la izquierda, sera:

1, si la cadena w; pertenece al lenguaje L(M;)

0, si la cadena w; no pertenece al lenguaje L(M,)

Asi, cada fila de la tabla el vector caracteristico del lenguaje aceptado por la maquina correspondiente, donde se
reflejan las cadenas que pertenecen al lenguaje de cada maquina.

Suponer el lenguaje compuesto por cada una de las cadenas que representan el codigo de la M; cuya codificacion
es aceptada por ellas mismas. Como se pueda observar, el vector caracteristico de este lenguaje se corresponde
con la diagonal de la tabla (la M5 y M, aceptan w,s Y w4 €S decir, aceptan su propia codificaciéon, mientras que
M,s 'y M4, no). Se puede demostrar que la maquina que acepta este lenguaje existe, siendo el vector caracteristico
de alguna M, de la lista.

Para obtener el lenguaje de diagonalizacion, L; se procede con el método descrito anteriormente (obtiene el
complemento del anterior), complementando cada una de las entradas en la diagonal de la lista. De esta forma
obtendremos el vector caracteristico de L.

Si w; pertenece a L(Mj) entonces w; no pertenece a Ly

Si w; no pertenece a L(Mj) entonces w; pertenece a L,

Es decir L, es el lenguaje compuesto por cada una de las cadenas que representan el cédigo de la M; cuya

codificacién no es aceptada por ella misma.

Con este método se ha encontrado un conjunto de cadena que no es el vector caracteristico de ninguna MT, es
decir, no hay ninguna MT que acepte L. Para aclarar esta afirmacion, suponer que existe una MT, M,, que acepta
e lenguaje L,. Entonces estd maquina deberia estar en la lista. Sin la cadena wy, es el codigo de M, pueden ocurrir

dos cosas:
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Que wy, pertenezca a Ly. En este caso xxx deberia rechazar la cadena. Sin embargo, se ha demostrado que L,
contiene wy, Si existe alguna maquina que no acepte su propia codificacion, debiendo M, aceptarla. Luego se

produce una contradiccién de nuevo.

Como se produce la paradoja de que wj debe pertenecer y no pertenecer a la vez a L, se concluye que no hay

ninguna MT que acepte este lenguaje.

Conjuntos recursivos y recursivos enumerables. Ya se ha comentado que, para los lenguajes recursivos, la
complementacion es una operacion cerrada. También se ha dicho Que si en lenguaje L es recursivo también lo es

L. Para demostrar esto ultimo, basta con construir una MT que decida L:

Sea L(M) un lenguaje recursivo decidido por M, que serd una maquina con una cinta, un estado de aceptacion y
otro de rechazo. Se puede construir M’ que decida L(M) a partir de M, cambiando la caracteristica de aceptacion
a rechazo y viceversa. De esta forma, cuando M acepta la cadena, M’ siempre parara rechazandola y como M

siempre para rechazando la cadena, M’ parara aceptandola.

Anteriormente también se afirmo que para que un lenguaje L sea recursivo, tanto L como L han de ser
recursivamente enumerables. Para demostrar esto, se construira una MT, M,. de dos cintas, donde la primera sirve
para simular M, que acepta L(M), y la segunda sirva para simular M’, que acepta L(M). M, simulara en paralelo
M y M’ (ejecutara alternativamente transiciones de una y otra maquina). Si M acepta la entrada, entonces M,
acepta la entras. Sin M’ acepta la entrada, entonces M, rechaza la entrada. Asi M,. siempre parara ante cualquier
entrada al problema. Esta demostracion también es valida si se parte del hecho de que si L es recursivo, tanto L

como L han de ser recursivamente enumerables.

Hasta ahora se han demostrado los casos en los que el lenguaje y su complementario son simétricos (decidibles
por una MT). En este caso se puede considerar que el problema es el mismo.

Sin embargo, también hay casos en los que no lo son, como se demostro en con el lenguaje de diagonalizacion L,
y su complementario. En este caso cada lenguaje es un problema diferente. Es més, el complemento a L,; es RE
(es aceptado por alguna M;,), mientras que L, de lo que se demuestra que el complemento para RE no es cerrada.
En resumen, podemos relacionar un lenguaje y su complementario de la siguiente manera:

Ly L son recursivos

Ly L son no RE. Por tanto no se pueden aceptar con una MT.

L es RE pero L es no RE

L es RE pero L es no RE
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Ly y su complementario estan en el tercer caso (recordar que se ha complementado la diagonal de la tabla).

Maquina universal de Turing. Al determinar si la MT cualquiera acepta una cadena de entrada. Para ello se va a
utilizar como entras a la MT, que resuelve este problema, el par (M, w): la codificacion de la maquina M que
acepta la cadena w. Este par, codificado como se ha hecho antes, es la concatenacion del cédigo de M y la cadena
w separados por tres unos consecutivos. Esta aceptacion es correcta dado que la codificacién de la maquina
terminara siempre con algln cero, y ademas no va a tener de dos unos consecutivos; asi mismo la cadena w no va

a tener nunca dos unos consecutivos.

El lenguaje que acepta esta maquina sera el conjunto de todas las codificaciones de maquinas de Turing junto con
todas las cadenas que aceptan; asi, el problema se reduce a resolver si un par (M, w): pertenece a este nuevo
lenguaje, que llamamos universal.

L, ={(M,w)/ M es una MT que acepta w }

La MT, U, que acepta L,, se la llama maquina de Turing Universal, y recibe este nombre debido a que es una
maquina que es capaz de simular cualquier otra MT, M, con la cadena entrada, a partir de la descripcion
codificada de la misma. Este es el motivo por el que dice que U es una maquina programable, pues a la entrada
tiene el cddigo de cualquier MT con sus datos de entrada.

Esta maquina, podra tener el siguiente comportamiento, mientras simula M:

Parara aceptando si M para aceptando o

Parara rechazando si M para rechazando o

Entrara en un bucle si M entra en u bucle. Este hecho, el de no saber si la maquina parara con una entrad
determinada, a veces se le llama problema de la parada.

Por este comportamiento ultimo, es por el que, intuitivamente, se puede observar que L, es indecidible. Sin
embargo, este lenguaje si es RE ya que L,, es precisamente lo que representa toda la lista de maquinas con todas
las cadena que acepta cada una. Luego se puede construir una MT, U, de tres cintas que simule cualquier otra MT,
M, con una cadena de entrada determinada:

Cinta 1. Se almacena el par (M, w)

Cinta 2. Simula el contenido de la cinta de M (en el mismo c6digo binario utilizado para codificar la maquina, es
decir, un cero para el cero, dos ceros para el 1, tres ceros para B,....). El codigo de cada simbolo se precede con un
uno. Esto es correcto porque ningln simbolo de cinta de M se va a codificar con un uno.

Cinta 3. Contendré el estado en que se encuentra M. Al igual que antes, con el mismo codigo que la maquina.
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Esta maquina tendra el siguiente comportamiento:

Primero se comprueba el tipo de maquina que se a simular. Si el condigo introducido no se corresponde con el
cddigo de alguna maquina, la maquina parar rechazando la cadena (ya se dijo que se considera que un cédigo mal
firmado representa una MT con un estado y ninguna transicién).

Se codifica la cadena de entrada y se introduce en la cinta 2. Por ejemplo, si la cadena de entrada fuera 01101, en
la cinta 2 se almacenaria 1010010010100. Un caso especial sera el espacio en blanco: U considerara que la casilla
en blanco de la cinta 2 es el cddigo de casilla en blanco de M. De esta manera en la cinta nunca habra tres ceros
seguidos, pero si una casilla en blanco. Colocamos la cabeza de la segunda cinta en la primera casilla en la
empieza el codigo de w.

Se almacena en la cinta 3 el estado inicial de M.

Se busca en la cinta 1 la transicidn correspondiente al estado de la cinta 3 y el simbolo actual de la cinta 2, y se
aplica:

Se sustituye el estado de la cinta 3 por la codificacion del siguiente estado (el que marca la transicion).

Se sustituye el cddigo del simbolo de cinta actual de M en U por el que marque la transicion. Cuando hay una
sustitucion puede ocurrir que el codigo del simbolo nuevo tenga una mayor longitud que el codigo del simbolo a
sustituir, en cuyo caso hay que desplazar, en la cinta 2, el resto de la cadena a la derecha las casillas que sean
necesarias (igualmente, si el cédigo del simbolo nuevo es de menor longitud, habra que desplaza a la izquierda el
resto de la cadena, y evitar asi espacios en blanco). Estos desplazamientos se podrian evitar si se codifican los
estados y los simbolos como cadenas binarias de longitud fija (si x es el nimero de estados/simbolos, x > 2"
donde n es el nimero de bits para un estado/simbolo).

Se realiza el movimiento que marque la transicion, posicionando la cabeza de la cinta 2 al principio del cédigo del
siguiente simbolo (en el 1 que lo marca).

Si no hay transicion definida en M, esta para, luego U se para sin aceptar.

Si M acepta w, entonces U terminara en su estado de aceptacion.

Una vez que se ha demostrado que hay una MT que simula cualquier MT que acepta una cadena, por tanto que es
RE, ahora hay que demostrar que L,, es indecidible, es decir que no hay una MT para el lenguaje L,,. De forma
intuitiva se puede observar que L, es un subconjunto de L,,. Por esto mismo, L, estara incluido en L,,; sabemos

que no hay ninguna MT que acepte L, por lo tanto no habra ninguna maquina que acepte L,,.

Para demostrar esta afirmacion, se supone que L,, es recursivo; esto es lo mismo que suponer que existe una MT,

M, que con una entrada (M, w) acepta L,,, aceptando si la cadena esa ene le lenguaje y rechazado si no lo esta.
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Tomando como base My, se va a construir una MT M,, que acepte L, con una entrada (M, w) igal que hicimos
antes: Cuando M,, acepta la cadena de entrada, M,, la rechazara y cuando M,, rechace la cadena, M, la aceptara. A
continuacion se modifica M,,, para obtener My, que en lugar de tener como entrada el par (M, ) tenga el par
(M, M), es decir, una M que acepte su propia codificacion. Asi M, rechazara el par (M, M) si M acepta su propia
codificacion y aceptara el par (M, M) si M rechaza su propia codificacion. Como se puede observar, M, es la
maquina que acepta L, la cual ya se demostrd que no existia. Es facil ver que si se introduce en My, su propia
codificacion como entrada, deberfa rechazar el par (M,', M, si M, acepta su propia codificacion (lo que es una
contradiccion} y por otro lado, deberia aceptar el par (M,', M,") si M, rechaza su propia codificacion (lo que
también es una contradiccion). Al demostrar que M’ no existe, se estd demostrando que M, tampoco existe y por
tanto la afirmacion de que existe M, es falsa. Es decir, el par (M,,’, M,,") debe pertenecer y no pertenecer a L,,, con
lo que concluye que no hay una MT que acepte L,,.

Como corolario a toda esta demostracion, y al ser L, un subconjunto de L,,, se pude afirmar que, como L,, es RE,

cualquier subconjunto suyo también lo es, entre ellos L.

Limite de los computadores actuales. Se ha demostrado que hay infinitos problemas para los que no se va a
tener una MT que los resuelva (ni siquiera los reconozca). También se ha formulado la tesis de Church-Turing,
que determina el limite de los computadores actuales. Si esto es asi ¢Qué tipo de maquina es un ordenador actual?
Como ya se habra supuesto, es una maquina programable en el sentido de la maquina Universal de Turing. Para
demostrar esta afirmacion, se procederd como siempre: primero simular una MT con un computador y segundo

simulara un computador con una MT.

Para el primer paso, si se tiene una MT con cinta ser infinita, la unidad de control se simula por el procesador,
cada uno de los simbolos de cinta se codifican como la informacion que se permiten guardar en la memoria del
computador. Los estados, al ser finitos, se pueden guardar en una tabla (en realidad seria el estado del procesador,
gue incluye el contador de programa) y las transiciones se simulan mediante un programa. La cinta se simularia
con la memoria. El inconveniente de que un computador tiene una memoria finita se soluciona suponiendo que
siempre es posible afiadirle, de forma indefinida, mads memoria. De esta forma un computador simularia el

funcionamiento de una MT cualquiera.

El segundo paso, pasar de un computador a una MT de varias cintas, es también casi inmediato. El programa y los
datos de entrada al programa que se introducen en la memoria antes de ejecutarse en el ordenador se pueden
codificar como un par (M, w) donde M es la secuencia de instrucciones que hay que computar y w son los datos
de entrada al programa, almacenandose en primera cinta. En la segunda cinta almacenaremos las posiciones de

memoria a las que va a acceder el programa para su lectura/escritura. En la tercera cinta almacenaremos el
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contador de programa (el estado), que es el determina la direccion de la computacion. De esta forma la MT
simularia el funcionamiento de un computador muy béasico. La memoria cache, los registros, la UAL son
aplicaciones que se han hecho para mejorar la eficiencia.

Sin embargo, un computador admitira solo un subconjunto de L,, exactamente el conjunto de aquellas para la que
el par (M, w) sea la codificacion de la MT que acepta un lenguaje recursivo, esto es, solo aquellos problemas para

los que pueda existir un algoritmo.

Un problema real. La verificacion de una programa ¢;es decidible?. Podemos enunciar este problema de otra
manera ;existe alguna MT que decida si su propia definicion es valida o no? Por la demostracion de la
indecibilidad de L,, podemos decir que no.

Otro problema que corrobora estd afirmacion es que la logica de predicados en la que se basa la verificacion

formal es decidible.

Determinar la indecibilidad. Método de reduccion. Hasta ahora se ha utilizado un método laborioso para
demostrar que un lenguaje es indicidible. Una manera mas simple de hacer esta operacion es utilizando el método
de reduccidn, el cual esta implicito en nuestra manera de pensar a la hora de solucionar ciertos problemas: dado
un problema P1, este se reduce a solucionar P2. Es decir, si solucionamos P2, tenemos solucionado P1. De esta
manera hemos convertido un problema en otro.

Un ejemplo:

P1. Hay hambre en el mundo

P2. Hay que redistribuir parte de la riqueza

El problema del hambre en el mundo se reduce a redistribuir riqueza. P2 es un problema mucho mas general, pues
ademas de solucionar el hambre también solucionaria otros mas. Hay que hacer que este método no hace
referencia a la manera en la que se soluciona P1 o P2, sino que determina como la solucion de P2 conduce a
solucionar P1. También se puede ver que P2 es un problema mas general que P1. De hecho este método no

funcionaria en el sentido inverso: siempre se reduce un problema a otro mas general.
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10. REPRESENTACION GRAFICA

10.1. PASO 11. Secuenciacion

Un sistema logico proposicional de computacién en tiempo real propuesto dara a los planeadores la flexibilidad
adicional de replantear facil y rapido y hacer modificaciones de Gltimo minuto en la programacion, lo cual los
capacita para trabajar con ordenes reales (si estan disponibles), més que con datos pronosticados.

Figura 36. Diagrama de operaciones — Salida del sistema I6gico proposicional

o o 0 o 0 0 0 o o

Fuente: Autor

La siguiente tabla es una representacion a tres niveles de la unidad de control en el formato de salida por terminal

*.txt archivo de texto, donde se presenta la secuencia de operaciones por centro de trabajo.

<1> 1 1 o1
<1> 2 1 01
<1> 3 1 o1
<1> 4 1 o1
<1> 5 1 o1
<1> 6 1 o1
<1> 7 1 01
<1> 8 1 o1
<1> 9 1 o1l
<1> 10 1 01
<1> 11 1 01
<1> 12 1 01
<1> 13 1 01
<1> 14 1 o1l
<1> 15 1 01
<1> 16 1 01
<1> 17 1 01
<1> 18 1 01

168



<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>
<1>

<1>

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
1 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 ©0010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
00000000 10000000 ©0010000 o1
00000000 10000000 00010000 o1
1 10 o1
1 10 o1
1 10 00010000 o1
1 10 00010000 o1
1 10 00010000 o1
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Sobre la linea de tiempo, se considera que la disponibilidad para cada centro de trabajo tendra que ser asignada a
través de las diferentes 6rdenes de productos en proceso - WIP. Estos procesos intermedios que se realizan en la
medida que avanza el proceso de produccién; generan productos que igualmente son considerados en la
programacion a corto plazo, dado que pueden ser resultado de centros de trabajo que funcionan en serie 0 en
paralelo, y deberéan ser sincronizados en funcion del tiempo t con las salidas y entradas necesarias para mantener
el flujo de materiales a través del proceso para cada uno de los productos finales py, p,, ...., p1o definidos segun lo

los requerimientos de la ingenieria de producto.

El planteamiento nace de la necesidad de contar con informacion lo méas actualizada posible, para modificar desde
la administracion de planta el escenario de planeacion contando con cada uno de los recursos disponibles (mano
de obra, equipo y material) disponibles por centro de trabajo en la medida que se desarrollan las actividades de

produccién.

Los supervisores y planeadores de produccion se apoyan en diagrama de Gantt para detectar el avance de los
centros de trabajo en comparacion con su programa. Se desarrollard dentro de la metodologia de investigacion
aplicada el planteamiento de una salida del sistema l6gico proposicional para obtener este diagrama a través de
funciones booleanas, para cada centro de trabajos c; relacionados a cada producto p; para luego ser combinados
en uno solo o individual y efectuar el analisis de los trabajos en curso en forma continua a través del tiempo, y
mitigar la generacion de informes con informacion desactualizada como lo expresa la teoria de programacion de

operaciones.

Aplicaciones tecnolégicas. A través de la integracion sin fisuras con soluciones de planificacion de produccion

(PS) de Oracle para este desarrollo y sistemas de Gestién empresarial (ERP) con soluciones MES.

10.1.1. Algoritmo

El hecho de gue un problema decidible (un lenguaje decidible) se pueda resolver con una MT que siempre se para,
constituye un punto importante en la teoria de la decibilidad. Es mas, una MT que resuelve un problema decidible
es la definicion formal de algoritmo. De esta forma se puede afirmar que si, para un problema existe un algoritmo
que lo resuelve, entonces se dice que el problema (el lenguaje que lo representa) es decidible por una MT.

Precisamente aqui es donde empiezan los problemas, ya que hay problemas (lenguajes) para los que no hay un

algoritmo que los solucione (que los decida) e incluso hay otros para los que no existe ni siquiera una MT que los
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reconozca (luego se verd porque). Una MT que solo reconozca un lenguaje (un lenguaje RE), soluciona un

problema a medias, por lo que realmente no seré (til en la resolucion de un problema.

Un algoritmo es el procedimiento seguido para resolver un problema por una MT que siempre se para, Yy ya se ha
visto que estos lenguajes son llamados decidibles. Todo lenguaje para el que no haya esta MT, se dice que
indecidible (ya sea un lenguaje reconocible a 0 no una MT). Cualquier programa no estructurado puede
implementarse en un lenguaje estrictamente secuencial que contenga las siguientes instrucciones: secuencia (;),

condicional (if) e iteracion (while).

Muestra formal del funcionamiento de la maquina de Turing. Se muestra con el planteamiento propuesto de
secuenciacion y representado en el algoritmo desarrollado en lenguaje C. Se disefia una MT que compruebe (que
se pare) si la cadena de entrada pertenece al siguiente lenguaje.
L={w$w/w € {a+ b} *}

Es decir, comprobar si la cadena de a, s, y b a la izquierda de $ es igual a la cadena de la derecha. Asi se puede
definir

X ={ab$}

I'={ab$AX}

Se ha utilizado el simbolo A para no confundir el simbolo de casilla en blanco con la b del alfabeto de la méquina,

y X un simbolo de cinta adicional necesario para la operacion.

Inicializacion de la maquina: Al principio, la cinta estd en blanco. A continuacion se introduce la cadena de
entrada, por ejemplo Aabaa$abaal, se pone la unidad de control en el estado inicial y se posiciona la cabeza

sobre la primera letra de la cadena introducida.

(t) tiempo

MT MT MT

Puesta en marcha de la maquina: Solo se puede mover de celda en celda, y lo haré con arreglo a lo que marque la

funcion de transicion. La estrategia utilizada en este planteamiento consistird en realizar un movimiento de ida y
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vuelta, de manera que vamos comprobando, simbolo a simbolo de la sub cadena w a la izquierda de $ con su
correspondiente, en la misma posicion, de la subcadena w de la derecha. Esto lo conseguiremos mediante la
misma posicién, de la sub cadena w de la derecha. Esto se conseguira mediante la técnica de marcado. En el
planteamiento, se marca el primer simbolo (la primera a con una X), luego se recorre la cinta hasta la primera letra
después de $ y se comrueba si es una a; si no lo es es la maquina se para en un estado que no es de aceptacion, y

si lo es, se la marca con una X y se vuelve a la primera letra de la subcadena w de la izquierda.

La méaquina se parara:

Aceptando la cadena, si se han marcado todas las letras y las sub cadenas son iguales, es decir, parandose en un
estado de aceptacion.

Rechazando la cadena si se produjo una discrepancia entre cadena (letras distintas, longitudes distintas), es decir,
parandose en cualquier estado que no es de aceptacién).

Algunas instantaneas de la maquina a lo largo de la computacion son:

L
wlxo o xo ks ) x o [x [af
_—
alxo e xo ke s ) x X [af




El marcado y el movimiento hacia adelante y hacia atras y viceversa, caracterizan el funcionamiento de una MT.

Configuraciones. En la descripcion anterior se muestran unas cuantas instantaneas de la MT. A cada una de estas
se la llama configuracion. En esta tenemos representadas tres cosas: el contenido de la cinta, el simbolo que
contiene la casilla a la que apunta la cabeza de lectura/escritura y el estado en el que se encuentra la unidad de
control de la maquina en ese instante.

Para no tener que realizar un dibujo de la maquina con cada configuracion que se pueden dar en la
aceptacion/rechazo de una cadena, se va a definir una notacion méas concisa para representarlas> con cadena de
texto.

El primer problema que se plantea en esta nueva representacion es ;Como se puede representar el contenido de
una cinta si su longitud es infinita? Como se ha dicho, al principio la cinta esta en blanco y a continuacion solo
tendré la cadena de entrada. En este caso los simbolos de casilla en blanco son irrelevantes para representa una
configuracion, y por lo tanto no se van a representar. Es decir, solo se escribira desde el primer simbolo de la

izquierda de la cadena de entrada hasta el Gltima de esta.

Antes de continuar, es necesario fijar un convenio de notacién para las configuraciones:

Simbolos de entrada/- a, b, c .... primera letras de abecedario en minascula o una (mindscula) con subindices.
Simbolos de cinta. — Ademas de B (simbolo de casilla en blanco),Z, Y, X .... ultimas letras de abecedario en
mayuscula o una X (mayuscula) son subindices.

Cadena del lenguaje.- z, y, x .... ultimas letras de abecedario en mindsculas o una x (minuscula) con subindice.
Cadena de simbolos de cinta.- letras griegas mindsculas.

Estados.- p, q, 1 .... Cuando son pocos. Si son muchos, se suele denotar como g(minascula) con subindices (como
el mostrado en el planteamiento anterior), empezando normalmente por el cero. No obstante, y para evitar
ambigliedades, hay que tener cuidado con que la notacion de los estado no pertenezca al alfabeto de la cinta.

Una configuracion se representara de la siguiente manera: la cinta contiene una cadena de simbolos de cinta
y = af donde a y B son dos subcadenas que, concatenadas, forman y.

Dado un estado g; y la cabeza de lectura/escritura posicionada sobre el primer simbolo de la sub cadena g, la
configuracion se representa como agq;f8

Asi, la primera instantnea del planteamiento anterior en texto estaré representada por Xq;baa$abaa

Que es mucho mas conciso que dibujar la maquina en cada configuracion. Una configuracion especial es la
configuracion de inicio. Si w es la cadena de entrada, y g, el estado inicial, la posicion de inicio sera el primer
simbolo de w. Se representa por qyw.

En el planteamiento, la configuracion de inicio estara representada por qoabaa$abaa
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Una configuracion de aceptacion es aquella cuyo estado es de aceptacion. En el planteamiento, es la Gltima
instantanea dibujada XXXX$XXXXAq,A
Una configuracion de rechazo es aquello cuyo estado es cualquiera que no sea de aceptacion y para el que no hay

definida una transicion.

Transiciones. Una configuracion C; produce otra C;,, cuando, por apliacion de la funcion de transicion a C; se
obtiene C;,4. En la maquina M, se define el operador transicion con el simbolo +y, donde el subindice M es
opcional si se sabe cudl es la maquina para la que se describe la transicion. Se denota con cero, una 0 mas
transiciones aplicando la estrella de Kleene sobre el operador

Dado que el modelo de MT que se ha definido es obligatorio mover la cabeza a la derecha o izquierda, una
produccion (transicion) serd sindnimo de movimiento, el cual se efectuara de forma distinta, dependiendo de si es

a la derecha o a la izquierda.

Y [ [ gw™ TW 4
R’ L U’ D’ F B
w w' v o

Dados p y q , dos estados para los que existen una transicion X; es cada uno de los simbolos de cinta en la
configuracion, Y es el simbolo de cinta que sustituye al que apunta la cabeza de lectura/escritura, X, y la UC en el
estado q , su configuracion es X_,X_(n_1) .. X_2X_1qXoX1X5X3 ... Xn_1Xm
Al realizar un movimiento:
A la izquierda.- Si la funcion de transicion es (q,X,) = (p, Y, I), es decir, se esta en el estado g sefialado con el
simbolo X, debiendo sustituirlo por Y, al pasar al estado p y mover una casilla a la izquierda, la cabeza apuntara
al simbolo de cinta anterior al sustituirlo.

X nX_(no1) - X-2X_14X0X1X2X3 o Xm-1Xm

-
X nX_(n-1) - X_2PX_1YXX1 X5 X3 . X1 Xm
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A la derecha.- Si la funcion de transicion es (q,Xq) = (p,Y, D), es decir, se esta en el estado g senalando el
simbolo X, debiendo sustituirlo por Y, al pasar al estado p y mover una casilla a la derecha, la cabeza apuntara al
siguiente simbolo de cinta al sustituirlo.
X nX-(no1) - X-2X_14X0X1X2X3 - Xm-1Xm
-
X_nX_(n1) - X2 X1 YDX1 X5 X5 o X1 Xm

Al tomar la configuracion de inicio del planteamiento formal, se va a mostrar el movimiento desde el estado
inicial hacia la primera instantanea. Asi: q, abaa$abaa + X q;baa$abaa

Y tomando la tercera y la cuarta instantanea, no siendo la segunda una produccion de la primera, sino después de
varias de ellas: XX g5 aa$abaa + XX aa$ q; XXaa

Cuando se termine de definir la maquina del planteamiento se vera de forma mas clara la representacion de los

movimientos.

Cada tipo de movimiento (izquierda o derecha) puede dar lugar a dos situaciones especiales en notacion: cuando
la cabeza este el alguno de los extremos de la cadena representable de simbolos de cinta.
Situaciones para movimiento a la izquierda:
Que la cabeza apunte al primer simbolo de cinta que no es casilla en blanco. Habra que representar la primera
casilla en blanco en la configuracion (suponer B como simbolo de casilla en blanco). Para la transicion (g, X,) —
(p,Y, 1), con la configuracién mostrada, su produccion sera:
qX-nX_m-1) - X-2X_1GX0X1X2X3 . Xm-1Xm
-
PBYX_(n_1) - X_2X_1YPX1X2X5 .. Xm-1Xm
Que la cabeza apunte al Gltimo simbolo de cinta que no es casilla en blanco y la transicion sea sustituir el simbolo
actual por la casilla en blanco, en cuyo caso esta ultima la podemos eliminar de la representacion, ya que se
concatena con el resto de casillas en blanco de la parte derecha de la cinta. Para (¢, X,,) — (p, B, I):
X nX-(no1) - X-2X_14X0X1X2X3 . Xmn—1Xm
-
X nX_(n1) - X_2X_1 YPX1 X, X5 . PXm_1XmB

Situaciones para movimiento a la derecha:
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Que la cabeza apunte al primer simbolo de la cinta que no es casilla en blanco y se tenga que sustituir el simbolo
actual por la casilla en blanco, en cuyo caso estd ultima la podemos eliminar de la representacion, ya gue se
concatena con el resto de casillas en blanco de la parte izquierda de la cinta. Para (q,X,) — (p, B,D):
gX-nX_(n-1) - X-2X-1X0X1X2X3 ... X;m-19Xm
-
PX_(n-1) - X-2X_1YPX1X5X3 ... pPXn-1Xm
Que la cabeza apunte al Gltimo simbolo de cinta que no es casilla en blanco. Hay que incluir en la representacion
la primera casilla en blanco de la derecha. Para (¢, X,,) = (p, B, I):
X nX_(n-1) - X-2X_14X0X1X2X3 . Xm-1qXm
-
X_nX_(ne1) - X—2X_1 YPX1 X5 X5 . PXm—1XmB
Situaciones para movimiento a la derecha:
Que la cabeza apunte al primer simbolo de la cinta que no es casilla en blanco y se tenga que sustituir el simbolo
actual por la casilla en blanco, en cuyo caso esta ultima la podemos eliminar de la representacion, ya que se
concatena con el resto de casillas en blanco de la parte izquierda de la cinta. Para (¢, X,,) = (p, B, D):
X nX_(no1) - X-2X_1X0X1X2X3 . Xim-1GXm
-
X_(n-1) - X—2X_1YPX1X5X3 .. DXm—1 YPB

Representando la MT. Cuando se ha definido el modelo de MT, se ha dicho que la funcién de transicién es la
que define el comportamiento (produce el conjunto de producciones-transiciones) de la maquina. No se ha dicho
que, al ser una funcion de transicion, por cada par (estado, simbolo de cinta) vamos a tener una sola transicién (no
un conjunto de transiciones posibles), con lo que se esta definiendo una MT deterministica. Al igual que los
automatas finitos y de pila, esta definicion no es estrictamente cierta, pues es necesitaria tener definidas las

transiciones para todas las posibles combinaciones de simbolos de cinta-estado.

Al representar este conjunto funcion de transicion es equivalente a representar la MT que describe, que puede ser
mediante una tabla de transiciones 0 mediante un diagrama de transiciones. Como ocurre en los autdmatas finitos
y de pila, la representacion mediante el diagrama de transiciones es adecuada mientras la maquina sea sencilla,

pues en caso contrario puede llegar a ser ilegible.

Representacion tabular.- Se tendra tantas columnas como simbolos de cinta y tantas filas como estados posibles.

Una entrada de la tabla podra:
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Estar en blanco, en cuyo caso corresponde a una situacion con la funcién de transicién sin definir (parada).
Contener la terna que describe la produccion (transicion). Si una transicion dada se define por (g, Xyx) = (p,Y, 1),
la entrada de la tabla para la columna X, vy la fila g, contendra la terna (p, Y, I).

Representacion mediante diagrama de transiciones. — Sera un pseudo-grafo dirigido donde cada nodo no
corresponde con cada estado de la maquina, dibujandose para ello una pequefia circunferencia etiquetada en su
interior con el nombre del estado. Uno de ellos ser& de inicio, estando sefialado por una flecha etiquetada con
nombre de INICIO, y uno o méas seran de aceptacioén, dibujdndose el nodo con dos circunferencias concéntricas
etiquetado en su interior con el nombre del estado.

Cada una de las aristas dirigidas representara cada una de las transiciones definidas para la maquina. Se permiten
transiciones sobre el mismo estado o desde un estado hacia otro. Estas aristas estaran etiquetadas con: simbolo de
cinta actual, simbolo de cinta que lo sustituye y la direccién del movimiento. Si X es el simbolo actual de cinta, Y
el que lo sustituye y S la direccion del movimiento, para la transicion (q,X) — (p,Y,S), se podra encontrar las
siguientes notaciones, dependiendo de los autores X/Y S X/Y,s X;7,S X-VY,S

También se puede simplificar si X e Y son iguales (el simbolo se deja como esta)

X/Y = X/X,S X>S=X-Y,S

O la simplificacion cuando hay varias transiciones del mismo tipo entre dos mismos estados.

X1, X,/S = {X,/S,X,/S} X,X;=»S = {X; = S,X, - S}

Nivel | Méaquina de estados finitos FMS Automata Sistema Logico

MPS [ ] . then JAVAN

por articulos final . v _
I NI Ty T
e S cube Articulos finales I
% anillo rticulos finales I;
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[ ¢ then Teseracto
'\ﬁgl:::/ecn:tlff de trabajo LL"”J %ﬁ =
“alle, [o, o, g [ A T ~ERrHE
‘EEEEJFE"—'QS oo Centro de trabajo C;
MES [ ] If...then
Por recursos materia prima LL”“J e
S P P T P N I R T i

wullli

Taquinas

I I I Por recursos equipos LJ ¢

T OIPL e

S VA VS VS VN VP VA VA S S I T
enteracto e
[ ] If...then E ﬂ‘] )
Por recursos mano de obra LL”“J
SA H L, ‘ L, ‘ L, ‘La ‘ L, ‘ Ls ‘ L ‘ L, ‘A S Recursos I;, M;, L; por
Centro de trabajo
!54==_..==-1= ==-.-§ anillo

Antes se ha definido el conjunto S = {I, D} de las posibles direcciones de movimiento. Pues bien, en la etiqueta
de la arista, podremos encontrarnos para izquierda con | (inicial en espafiol), con L (inicial en ingles) o incluso en

modo grafico con « y para la derecha con D (inicial en espafiol), con R (inicial en ingles) o en modo grafico—.

El simbolo de casilla en blanco, dependiendo del alfabeto de la cinta, se puede representar con B o con cualquiera

de los simbolos A, oo L.

A la secuencia finita de configuracion que la maquina recorre en la aceptacion o rechazo de una cadena, se le
Ilama arbol historial de computo de la méquina. Si la méaquina entra en un bucle infinito no se puede decir que

exista un historial de computo (no seria finito).

Definicion formal de lenguaje aceptado por la MT. Se acaba de ver como una MT acepta una cadena.
Formalmente se dird que una MT acepta la cadena w si existe una secuencia de configuraciones en la que, si g, es

el estado de inicio, la primera configuracion es q,w cada C;,; es una produccion de C;, y la configuracion final
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es de aceptacion de la forma aq,f , donde g, es un estado de aceptacion, y a y S son suncadenas de cinta.

Simbélicamente gow +y @qqB

Dicho de otra formal, una MT, M acepta la cadena w si la maquina para un estado de aceptacién. EI conjunto de
cadenas aceptadas por la MT es el lenguaje L(M) que acepta estda MT. Se ha definido un lenguaje aceptado por

una MT, no decidido.

Variaciones a la MT definida. La descripcién mediante MT es un sistema muy robusto, pues admite maltiples
variantes sin por ello perder su potencia de computacién (aunque tampoco se ha conseguido ampliar). Se van a ver
distintas variaciones de MT, las cuales, segun la definicion dada, seran un modelo computacional distinto. Como
la entrada de un modelo computacion se puede codificar para ser la entrada de otro modelo, el problema no

cambiara. Se demuestra que las distintas variantes de MT son computacionalmente equivalentes.

Se dice que una MT M simula a otras MT M’, si para cada transicion de M’ hay una secuencia de transiciones de
M que realizan la misma operacion. De esta manera M realiza lo mismo que M’ y quizas alguna operacion mas, es

decir, el lenguaje aceptado por M’ esta incluido en el lenguaje aceptado por M.

Para demostrar que cualquier variante es equivalente en potencia computacional con la maquina definida
originalmente, se procedera de manera que, dada dos maquinas M y M’ primero demostramos que M simula a M’
y segundo que M’ simula a M. De esta manera demostramos que M y M’ aceptan exactamente las mismas cadena

y, por tanto, el mismo lenguaje.

Por la forma en que estan construidas las MT, generalmente solo se va a tener que demostrar la simulacion en una
direccidn, pues la otra esta implicita en la definicidén de forma general:
Si M es una ampliaciéon de M’, M aceptara cualquier lenguaje de M’

Si M es una restriccion de M’, M’ aceptara cualquier lenguaje que acepte M.

Retomando la MT que realiza calculos. Cuando se definié la MT se hace una descripcion a su concepto y
posteriormente se definié6 como aceptora de un lenguaje. Hasta ahora lo que se ha hecho es comprobar que la
cadena pertenece al lenguaje, y para ello el procedimiento es parar en un estado de aceptacién, no importando el
contenido final de la cinta. La MT calculadora original utiliza el concepto de aceptacion por parada: no existe un
estado de aceptacién: parara siempre cuando termine el calculo, pudiendo ser en cualquier estado. El resultado se
evalta por el contenido de la cinta cuando se para: la configuracion de la cinta muestra la solucién buscada (si

existe).
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Un detalle importante de esta maquina es que, como es un calculo, la maquina siempre parara con el resultado en
su cinta. Este comportamiento coincide con la definicion de algoritmo basado en la MT, ya que un céalculo

matematico no deja de ser un procedimiento (algoritmo) ya conocido de realizar algin computo.

La definicion formal de estd MT, donde se observa que no hay conjunto de estados de aceptacion, sera

€ ={Q,%.T,8,q0, B}
Para introducir en la maguina los nameros del calculo primero se debe convertir (codificar). Un método muy
utilizado es la notacion unaria: dado un nimero natural con valor n simbolos consecutivos (n unos y n ceros) y se

separa por otros simbolo de marcado (un cero o0 un uno respectivamente).

Al construir una maguina que sume nimeros naturales n y m (mayores que cero). La maquina tendra una cadena
inicial de n ceros seguida de un 1 y seguido de m ceros (010), y se parara con la cinta conteniendo n veces m

ceros (0). Los componentes de la definicion formal de la maguina seran:

Q = {40, - 12

% ={0,1}

I' ={0,1,B, X}, donde B es la casilla en blanco y X un marcador
5=

Samulate: [10011) | Semulate: (1000191110)  Semulate: (000100001)

“ (w0)
:‘U(lllllllllIlllxlilm“mﬂ‘ll[llllﬁll(l(

Stop | Resat | Focus | Defocus  Freaze | Thaw  Trace | Remove

Supongamos que n = 2 y m = 3, la configuracion inicial sera q,001000
Marcamos el final de la cadena de entrada con un 1, que utilizaremos como marcador de fin de original. A partir

de ese uno vamos a construir la solucion (estados: de gy a g, ). 001000g,01
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Retrocedemos hasta la izquierda de la cadena y eliminamos el primer cero (estados: de g; a g3). g3010001
Vamos al primer 1 de la cadena. Copinamos los m ceros que hay entre los dos unos, al final de la cadena
(utilizando la técnica del mercado)(estados: de g, a g5 y m veces el bucle de estados gs-q¢-q7-qg). 01XXX10g400
Una vez copiado hay que desmarcarlos (estados: qg, qo, Y q10)- 410010001000
Repetimos los pasos 2,3y 4 (m — 1) veces mas, hasta que el principio de la cadena sea uno (estados: de g0 a2 q; Y
el bucle de los anteriores). g;,10001000000
Cuando terminemos las m veces, nos posicionamos en el segundo 1 de la cadena y desde este incluido sustituimos
el contenido de la cinta por simbolos de casilla en blanco (estados: g1 a g43).
La maquina termina con el contenido en la cinta de 0™™.

1000¢4,1000000 + q,3BBBBB000000

Para demostrar que estd maquina tiene el mismo poder computacional que el modelo con estado de aceptacion, se
puede convertir esta maquina calculadora en una maquina aceptadora de cadenas afiadiendo, primero, un estado
de aceptacion luego relacionando cada estado en el que paraba con la solucién en la cinta con el de aceptacion,
afiadiendo, para cada uno de aquellos tanta transiciones como simbolos de cinta tenga la maquina original. Si el
calculo termina siempre en el mismo estado, se marca este como de aceptacion, no necesitandose afiadir ninguno
mas. De esta forma esta maquina simulara el funcionamiento de la maquina calculadora, aceptando cuando se

pare con resultado sea positivo y rechazando cuando el resultado sea negativo.

Ahora hay que demostrar lo contrario: una maquina que acepta el lenguaje parandose en un estado de aceptacion,
con cualquier configuracién en la cinta (se dio que no importaba lo que habia en ella cuando se paraba), se puede
convertir en un primera fase, en otra MT que acepte el lenguaje con un contenido de cinta determinado (solucion),
que precisamente es el resultado del célculo. En una segunda fase se elimina el estado de aceptacién, pues con el
contenido en la cinta como solucién, se da por valido el célculo. Asi, la maquina calculadora obtenida aceptara si

tiene la solucion en la cinta y rechazara si tiene cualquier otro contenido en la misma.

Por tanto, se ha encontrado la forma de simular, en una y otra direccion, las dos maquinas, de manera que se ha
demostrado que las dos aceptan el mismo lenguaje. En conclusion, ambas maquinas tienen la misma potencia
computacional. A partir de ahora se van a considerar todas las MT en los niveles I, 11 y 11l como aceptadoras de

cadenas.

Otras variantes de MT. Todas las variantes van a tener en comdn una capacidad de almacenamiento infinito y se
van a diferenciar por una notacion distinta para la definicion formal y/o la funcién de transicion. Por ejemplo, se

puede observar que la definicion formal de la maquina calculadora no tenia conjunto de estados de aceptacion.
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Cada una de las variantes que se muestran se podran utilizar tal cual o construir otras que sean una mezcla de
varias de ellas segun convenga, habida cuenta de que, con las debidas transformaciones, todas van a ser

computacionalmente equivalentes entre si.

Que solo tenga un estado de aceptacion y solo uno. La definicion formal con esta restriccion seria M' =
(Q.%,T,6,40,B,4qq)

Es facil convertir la MT original M en una que solo tenga un estado de aceptacion, M’, creando un estado de
aceptacion nuevo, quitando la caracteristica de aceptacion a los que antes la tenian y definir, desde cada uno de
estos y para cada simbolo de cinta, una transicion al nuevo estado de aceptacion (para que se pueda mover a este,
sea el que sea el contenido de la cinta) sin sustituir el simbolo actual, siendo la direccién del movimiento de la
cabeza indiferente. Por tanto M’ aceptara los lenguajes que acepte M.

Al ser una caso particular de la MT original en el que F solo tiene un estado de aceptacion, tanto cualquier

lenguaje aceptado por M’ también lo es M. Por tanto M y M’ aceptan exactamente los mismos lenguajes.

Que tenga un conjunto R de estados de rechazo. Si la maquina para, en lugar de hacerlo en cualquier estado
gue no sea de aceptacion cuando la cadena no pertenezca al lenguaje, esta lo hara en algln estado de rechazo. Asi,
la MT con esta ampliacion se define formalmente: M’ = (Q, X, T, 6,qq, B, F,R)

Donde R es un conjunto al que pertenecen los estados de rechazo.

Con esta variacion lo que realmente se estd haciendo es definir completamente una maquina determinista, de
manera que, para cada estado, (simbolo de cinta) hay una transicion.

Para convertir la MT original M a estd M’ se afnade a M un conjunto de estados R de rechazo y, para cada entrada
de la tabla de transiciones vacia, se aflade una transicion a cualquiera de los estados de R (la direccién del
movimiento de la cabeza es de nuevo irrelevante). M’ aceptara o rechazara la cadena si M lo hacia originalmente,

luego M’ aceptara los lenguajes que acepte M.

Convertir M’ en la original, bastaria con eliminar los estados de rechazo y las transiciones hacia ellos, de manera
que M parara en cualquier estado que no es de aceptacion si la maquina con R paraba en un estado de rechazo y
continuara aceptando cuando M’ acepte la cadena, luego M aceptara los lenguajes que acepte M’. Por tanto, M y
M’ aceptaran exactamente los mismos lenguajes.

Una variante basada en este misma, es aquella en la que la maquina tiene solo un estado de rechazo, donde la
maquina se define como M’ = (Q,%,T, 8,90, B, F,q,)

Es facil demostrar que esté es equivalente a la anterior utilizando el mismo método que para la variante de un solo

estado de aceptacion.
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Una vez aceptada la cadena, el contenido de la cinta sea un mensaje de aceptacion. Esta variante es la
utilizada para convertir una MT que acepta un lenguaje en una MT que realiza un célculo. Es posible convertir
una MT, M, que se para con cualquier contenido en la cinta en otra MT, M’, que acepta con un contenido
especial, que se llama mensaje de aceptacion.

Se acepta la cadena con un mensaje de aceptacion de confirmacion y la rechaza con cualquier contenido en la
cinta. Convertir M en M’ es facil de hacer, sustituyendo el estado de aceptacion original (si son varios se
convierte primero para que solo tenga uno) por una ampliacion de la MT que borre la cinta y escriba un mensaje
de aceptacion. M’ aceptara el lenguaje si lo hacia M, es decir los lenguajes aceptados por M también lo serdn por
M.

En cada uno de los niveles I, 11 y I1l, la MT efectlia una salida que de cierta forma se convierte en la entrada a la
siguiente maquina, hasta llegar a la ultima que da la salida a la terminal y genera la respectiva secuencia de
operaciones. Cada ciclo del anillo (cinta finita) se genera un cambio de estado de la maquina con las validaciones

para cada uno de los simbolos que representan el lenguaje propio en cada MT.

En el planteamiento del lenguaje L = (w$w / we{a + b} ) con una entrada abaa$abaa, la maquina termina
aceptandola, teniendo una configuracion en la cinta XXXX$XXXXq,A.

Se puede modificar la MT para que borre esta configuracién al final y la sustituya por un mensaje de aceptacion,
por ejemplo AYA, donde Y es un nuevo simbolo de cinta.

La maquina original es una generalizacion de esta variacion, por lo que cualquier lenguaje que acepta M’ también

sera aceptado por M. Por tanto M y M’ aceptan exactamente los mismos lenguajes.

Que se permita no mover la cabeza en una transicion. Se permite a la cabeza no moverse cuando se cambia el
valor de la casilla actual. En este caso, no es valido el términos movimiento para un transicion (se dijo que se
podia utilizar como sindénimo en algunos supuestos). Asi la maquina queda definida formalmente con M’ =
(Q,%,T,8,q0,B,F) (igual que la original) y la funcién de transicion cambia su notacion por & = Q'xI' —
QxIrxS

Con S’ ={I,D,E} donde E es la inicial es espafiol de Estacionario (también se puede ver S de Stationary en
ingles).

Otra funcion de transicion equivalente podria ser(o se realiza un movimiento con sustitucion o se deja estacionaria
lacabeza): 6§ = Q'xI'->Qx (I' U S)

Como se observa en la tabla siguiente, la equivalencia de transiciones entre las funciones de transicion mostradas

y la de la MT es casi inmediata, por lo que M aceptara los lenguajes que acepte M’, y viceversa. Una transicion
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sin movimiento se puede simular, en la maquina original, con una transicion adicional que haga una vuelta atras al
simbolo anterior.
Una transicion de la maquina original (sustitucion y movimiento) se puede simular, en la segunda fila, con dos

transiciones y un estado adicional simulado primero la sustitucion de simbolo y luego el movimiento.

1) E I D
§=0Qxr (@) > (@ bE) | (g0)> ®al) | (qa)-> (@b | (qga) - ®aD)| (qa - (aD)
-Qx (T Us)
§=0Qxr (q,a) - (p,b) (g.a) > (1) (q,a) - (p',b) (q,a) > (. D) (q,a) - (p',b)
-Qx 'V S) @',b) - (p.1) (',b) - (p,D)
§=0Qxr (@) - (,b,D) | (q.0) > (p.a,) | (q.a) > (b)) | (qg.a) - (.aD) | (q.a) — (p,aD)
-QxTUS (@, b) - (p,b, D

Que la unidad de control tenga una memoria finita de simbolos. Se defini6 la MT con la unidad de control en
el estado g;, y con un nimero infinito de m celdas de almacenamiento temporal. Estas celdas podran memorizar

algin simbolo de cinta en algin momento de la computacion para utilizarla en otro momento de la misma.

Antes de definir formalmente la MT que simula esta unidad de control se debe primero redefinir el conjunto de
estados.
Si M; representa cada una de la celdas de almacenamiento, se define un estado como

Qm ={QxM; xMy; x M3 xMyx ... My}
Donde M; podra contener cualquier simbolo de cinta de la maquina. Es decir, cada estado ahora sera una tupla del
producto cartesiano de cada estado original por el alfabeto de cinta para cada una de las celdas de memoria. Asi,
se define la maquina M’ como M’= (Q,, %, I, 8, (o, B1, B2, B3, .., Bn), B, Ey)
Donde E, c Q,, y cada B; en el estado inicial (para 0 < i < m), es el contenido de cada memoria, que en el
estado inicial sera el simbolo de casilla en blanco.
La funcién de transicion sera § = Q;,xI' —» Q,, x I' xS donde Q,, = Q,, — F,, y cada transicién se podra

cambiar, o no, el contenido de alguna o todas las memorias.

Para mostrar el funcionamiento de esta maquina, se va a utilizar el planteamiento informal, el cual se va a
modificar para que tenga una celda de memoria en su unidad de control. Si L = {w$w / w € {a + b} *} donde
Y ={a,b,$}ydondeI" = (a,b,$,A X}

Se va a utilizar la memora para identificar si el elemento i-esimo de la subcadena w de la izquierda es igual al

elemento i-esimo de la subcadena w de la derecha. Los simbolos de cinta para la memoria seran {a, b, A}. La tabla
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de transiciones serd la siguiente (observar que no se han dibujado todas las filas correspondientes a Q,,, ya que

algunas no tienen transiciones definidas):

a b $ A X

qo, A [ql,a],X,D [q1,b],X,D [gs,Al,$,D - -
q.,a [q1,al,a [q1,al,b,D [q2,al,$,D - -
q1,b [q1,b],a,D [q1,b],b,D [q2,b],$,D - -
q2a [q1,al X, 1 - - - [q2,al, X,D
42, b - lq7,b], X, 1 - - [q2, b1, X,D
q7.a - - lg3,al,$,1 - la7,al.X,1
q7,b - - lg3,b].$,1 - lg7, b, X,1
q3,a lgs,al, a1 lgs,al, b,1 - - [q4,al, X,D
43, b lgs, bl a1 [qs, b1, b, 1 - - [q4,b],X,D
qs,a [q1,al,X,D | [gq1,b],X,D [qs,A],$, D - -

qa, b [q1,al,X,D | [gq1,b],X,D [qs,A],$, D

qs, A (92,81, 4,D | [qs,ALX,D
da, - - - - -

Las transiciones se pueden representar de una manera mas concisa. Si Z e Y son la representacién de un simbolo
de cinta cualquiera, pudiendo ser en este caso a 0 b indistintamente, se pueden agrupar las transiciones. Por
ejemplo, las transiciones [qq,A]l,a = [q1,A,X,D Yy [qo,Al,b = [q4,b],X,D tienen la misma estructura,
diferenciandose solo por el simbolo en la cinta. Si se sustituye por Z, se podran agrupar las dos transiciones en
una: [qo,Al,a = [q1,Z],X,D

Para la tabla anterior las transiciones agrupadas podran ser (se marca en negrilla las transiciones que realmente

utilizan la memoria):

[90,A1,Z = [q1,Z],X,D (90,01, Z = [qs,Z],$ [q1,A1,Z = [q1,2),Y,D
[q1,A],$ = [q2,2],$,D [92,Z],X = [q2,Z], X,D (q2,2),Z = [q7,Z], X, 1
l97,Z],$ = [q35,Z],$ lq7,A1,Z = [q7,Z], X lgs,Z1Y = [q3,Z],Y,1
[q5,Z],X = [q4,Z], X, D [94,2],Z = [q1, Y] X [94,2],$ = [qs, AL $,D
(98, A], A= [qq, 4], A l9s,A],Z = [gs, A1, X

Para convertir esta maquina M’ con transiciones agrupadas en una que no tenga memoria, M, se procede de la
siguiente forma:
Se expanden las representaciones de simbolos de cinta agrupados (en nuestro caso Z e Y). El resultado se plasma

en una tabla de transiciones (como la que se ha mostrado en el planteamiento).
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Para cada estado de Q,, se le asigna un nombre de estado de la maquina sin memoria y se sustituye esta
asignacion en la tabla. El resultado es una tabla de transiciones sin memoria.

Se comprueban las filas de la tabla para eliminar aquellos estados que tengan las mismas transiciones.

Toda la cadena aceptada por M’ sera aceptado por M’, luego M aceptara los lenguajes que acepte M’. La maquina
original M es un caso particular de M’ sin memoria, luego M’ aceptara cualquier lenguaje que acepte M. Por
tanto, M y M’ aceptan exactamente 10s mismos lenguajes.

Continuando con el planteamiento, si se aplican estos pasos, el resultado es la tabla de transiciones de la maquina
original (no tiene porque ser asi).

La representacion con el diagrama de transiciones sera igual que son memoria, con la salvedad de que los estados
estardn etiquetados ahora por la tupla estado (g4, Z4,Z5, Z3, ... Z,) donde cada Z; seré el contenido de la memoria

L.

Cinta con varias pistas. Con anterioridad se dijo que un simbolo de cinta no tiene porque ser un solo carécter; pues
bien, este es el caso. Se divide la cinta en bandas paralelas, que se van a llamar pistas y, a su vez, se van a dividir
en casillas tal como se hizo con la cinta Unica, resultando en una matriz con tantas filas como pistas y con un

ndmero infinito de columnas a ambos lados de la cabeza.

Hay que tener en cuenta que no es lo mismo un simbolo de cinta y un simbolo de pista. Ahora un simbolo de cinta
va a ser una tupla de i es el nimero de pistas. Para ello, la maquina accedera solidariamente al contenido de todas

las casillas de la misma columna, es decir, accedera a la i-tupla de simbolos de pista.

El conjunto de simbolos, para cada pista, podra ser el mismo o distinto y el conjunto de simbolos de cinta de la
maquina seran la tuplas pertenecientes al producto cartesiano de los conjuntos de simbolos de todas las pistas. Si
se tienen i pistas, y cada I}, (para 1 < k < i) es el conjunto de simbolos de la pista k, el alfabeto de cinta de M’
seré el conjunto de i-tuplas.

I'={{ xI xI§ xI}x...x I}
Y un simbolo de cinta de M” ser4, si estamos en la columna k, una tupla i-tupla de simbolos atoémicos de la forma

(Skl' Skl! Skl' ""askl) Er’
Una posible representacion de la MT de varias pistas podria ser
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cnta, ) IS5 [Se, Sy S Ser |Swz  |Sews IS
cinta, S S S Sea  |Sk S Sy Siig |S S
cima; ) 1S,s  Ses  Ska 1Sk Skr | Sz | Skes IS
cnan ) [Sys [Sip [Sia [Si [Sen (S Sk [S)

Una forma tipica de utilizar una maquina de este tipo es colocar la cadena de entrada en la primera pista y utilizar
el resto para marcar lo que se necesite (que se ha visitado un simbolo, recordar una posicion, dar un mensaje de
aceptacion...). Al principio, todas las pistas, a excepcion de la primera, estdn vacias. Asi cada simbolo del
alfabeto de la maquina seré una i-tupla del conjunto
Y = {ZxByxB3x B;x....xB;}

Donde X es el alfabeto de la cadena de entrada en simbolos atomicos. La definicion formal de la maquina de
varias pistas sera M = (Q,%',T", 8, qo, (B1, B3, Bs, ..., B;), F) donde (By, B,,Bs, ..., B;) es el simbolo de casilla en
blanco. La funcion de transicion seria § = QxT" - Qx I' xS que, desglosada en las partes descritas, queda
como

§=Qx (I xIxI¥xIx..x I[') > Qx (IY xI xI¥ xI/x....x I;') xS
Porejemplo  (p, (Z1,22,Z3, ..., Zy)) = (q, (Y1, Yo, Y3, .., Vi), 1)
Significa que una MT en un estado p y simbolo de cinta (Z;, Z,, Z5, ..., Z}) realizara un movimiento al estado q,

escribiendo en la cinta el simbolo (Y3, Y5, Ys, ..., Y) y moviendo su cabeza a la izquierda.

Para simular una maquina de Turing M’ de varias pistas con una M de una sola pista con simbolos de cinta
atémicos, para M se definira:

Six = (%, By, B3, ..., B;), X es el alfabeto de maquina de M

I'=TNL UL U U..UI; U {# @} Estas ultima son simbolos de marca adicionales

La unidad de control va a tener i celdas de memoria. Esto es valido dado que el nimero de pistas es finito.
Primero se concatena el contenido de cada una de las pistas en la cinta de M, separadas por el delimitador #. El
principio de la primera cadena y el final de la ultima también se delimitan con #. Para denotar la posicion de la
cabeza en la cinta de M’, se introducird como la marca @ y se hara en cada uno de los contenidos de las pistas
introducidas en la cinta M’. Si w esta en la tupla de entrada (w, B,, B3, ..., B;, para M’, la cinta de M quedara con
(i + 1) delimitadores e i cadenas entre ellos, cada una marcada con la posicion de la cabeza. En el estado inicial
lacintade M sera #@w#B,# .... #@B;#
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Para cada transicion de M’ se simulara la siguiente secuencia de transiciones en M:
M recorrerd la cinta hasta el Gltimo delimitador #, procediendo en su recorrido a almacenar en la celda de
memoria M;, (para 1 < k < i) el simbolo actual de la cinta k (elemento k de la i-tupla de M’). De esta forma la
unidad de control tiene acceso al simbolo de cinta actual de M’ (i-tupla).
Aplicara la transicion de M’. M recorrera de nuevo la cinta y en cada subcadena que representa cada pista, en la
posicién de la marca de cabeza, se escribe, dependiendo del simbolo en la memoria y el estado, el simbolo que
indica la transicion, y realiza el movimiento que determina S. Utilizara la memoria para almacenar el simbolo de
pista de M’ después de la transicion.
Si en una subcadena que representa una pista, después del movimiento de la cabeza, esta apuntara al delimitador,
a partir de este (inclusive) hay que desplazar una casilla a la derecha el resto de subcadena, y afiadir un simbolo de
casilla vacia en el hueco que hemos hecho. Se ha marcado en negrilla la situacion y subrayada la subcadena
desplazada a la derecha.

Ha@B#H@Bq,# ... #@B# + #a@L#@Bq,B#..H#@B#
M acepta la cadena en el mismo estado en el que lo haria M’, luego M aceptara los mismos lenguajes que
aceptaria M’.
Se afirma con anterioridad que la codificacién de la entrada a una MT es indiferente, ya que se puede convertir
con otra MT. La ampliacién de la cinta a varias pistas no deja de ser eso mismo: una codificacién distinta para una
misma entrada y por tanto estd MT tampoco ofrece una mejora con respecto a la MT original: la maquina de
varias pistas es una generalizacion de la maquina de una pista (tuplas de un solo elemento) y por tanto cualquier
lenguaje aceptado por la maquina de pista Gnica (ya se vio que la MT con memoria es equivalente a la MT sin
memoria), lo sera por una maquina de una cinta con varias pistas. Por tanto, aceptan exactamente los mismos
lenguajes. En el tercer nivel, se encuentra una MT con tres cabezales de lectura/escritura con una sola unidad de
control, la cual se retroalimenta en tiempo real de los estados de cada uno de los recursos que estan asociados al
centro de trabajo y contiene las reglas definidas por el planificador (usuario) para evaluar las alternativas con
respecto a la disponibilidad, capacidad, cambios de la demanda (requerimientos nuevos a la planta de produccion)
y las salidas de inventario procesado en el centro de trabajo determinan el comportamiento del sistema Idgico en

un tiempo t actualizando la cadena (cinta en cada cabezal).

MT con varias cintas. Esta variante, que es una generalizacion de la MT con una cinta, es importante porque con
ella se simula de manera directa el comportamiento de un ordenador. EI hecho de que la MT de una cinta sea un
caso particular de la de varias cintas hace que el lenguaje aceptado por la primero sea aceptado por la demanda
por la segunda. Después de definir esta maquina se procedera a demostrar que existe una MT de una cinta que

simula el funcionamiento de una maquina con varias cintas, y por tanto cualquier lenguaje aceptado por una MT
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de una cinta también lo serd por la MT de varias cintas. Esto demuestra que una maquina con una cinta acepta

exactamente los mismos lenguajes que una maquina con varias cintas.

cna,  [Ss [Sez [Sea IS¢ Skt ISz |Sees IS
cintaz ) |Sis  |Skz Sk Sk [Swr [Sw2 |Sews |S unidad de control

cinta S ‘Sk-3 ‘Sk-z ‘Sk-l ‘Sk ‘Sk+1 ‘Sk+2 ‘Sk+3 ‘SS

cinta,, S ‘Sk-B ‘Sk-z ‘Sk,l ‘Sk ‘Sk+1 ‘Sk+2 ‘sk+3 ‘SS

Esta MT estara compuesta por varias cintas soporte de almacenamiento y una unidad de control que estara en uno
de entre un conjunto finito de estados. Tendrd asociadas tantas cabezas de lectura/escritura como cintas,
independientes todas ellas entre si.

En cada paso del célculo la unidad de control va a tener en cuenta el estado en el que se encuentra y el contenido
de la casilla a la apunta cada una de las cabezas.

El estado inicial, la primera cinta contendra la cadena de entrada, codificada en el alfabeto de entrada, v el resto
de cintas estaran en blanco (se podran utilizar durante la computacién para comprobar que se ha visitado un
simbolo, recordare una posicion, dar un mensaje de aceptacion...). La cabeza de la cinta 1 esta apuntando al
primer simbolo de la entrada y la cabeza en el resto de cintas podra apuntar a cualquier casilla, dado que aquellas

siguen en blanco.

Se define un Gnico alfabeto de cinta para la maquina, de manera que cualquier cinta podran contener cualquier
simbolo de este. A este alfabeto de cinta, pertenece el alfabeto de la maquina (en el que estara codificada la
entrada en la primera cinta). Se podria haber definido un alfabeto de cinta para cada una de ellas, pero esto,
ademas de innecesario, solo complicaria la maquina, ya que el alfabeto de cinta para la maquina se podria obtener
por la unién de todos los alfabetos independientes de cinta (como se hizo en la definicién de MT de varias pistas).
La MT de varias cintas se define formalmente como M = (Q,%,T, &', qq, B, F)

Se ha dicho que cada cabeza es independiente; esto nos lleva a que, para cada cinta, hay una funcion de transicion
de la forma 6 = Q'xI' - Qx I'x S’ (es la misma que hemos definido para la maquina de una cinta, con la
excepcion de S’, definida anteriormente con la transicion estacionaria). Si la maquina tiene k cintas, se podra

generalizar la funcion de transiciona 8’ = Q'x I'* - Q x 'k x s’*
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Asi, la funcion de transicion en una MT con k cintas pertenecera al producto cartesiano de (la notacién subindice
se debe identificar como ndmero de cinta y no como un alfabeto de cinta distinto):
§":Q x [Xxx .. x[, - Q XXLXI3X ... X[ x S1X S5XS5X ... XSy
Por ejemplo, la transicién:
(0, 21,Z2,Z3, 0, Z) = (q,Y1,Ys, Yay e, Y Iy, Do, D3, ., Eg)
Significa que una MT con k cintas que este en un estado p y con cada cabeza i de lectura/escritura apuntado al
simbol Z; de cinta, realizara un movimiento a un estado q, sustituyendo cada Z; por el Y; que corresponda y

realizando el movimiento que corresponda a cada cabeza i.

Ya se ha mencionado que estd maquina va a tener la misma potencia que la de una cinta con pista Unica. Para
demostrarlo, se utiliza un paso intermedio: simular estd MT con k cintas, con una MT, M’, de una cinta dividida
en 2k pistas y que ademas va a tener k + 1 memorias (antes ya se demostré que la MT de varias pistas es

equivalente a una MT de una cinta con pista unitaria, y que la MT sin memoria es equivalente a la MT con ella).

Primero se visualizaron las k cintas en una cinta de 2k pistas, de manera que la pista 2i (para 1 <i < k) es el
contenido de la cinta i y la pista 2i —1 es un marcador a la posicién actual de la cabeza (pistas impares

marcadores, pistas pares contenido de la cinta).

El alfabeto de pista para las impares sera {B, @} y para las impares serd el mismo que para las pistas de M, I". El
alfabeto de cinta de M’ serd un conjunto de tuplas del producto cartesiano de la forma (la notacion subindice se
debe identificar como numero de cinta y no como un alfabeto de cinta distinto).

I' = {{B,@}x I;x (B, @} x [x (B, @} x I3 x ..x {B, @} x [i}
En la figura de M’ con 2k pistas, el simbolo de cinta actual sera la tupla (@, S(4,0, B, S2,0), -+ -» B, Sk,0))
Para cada movimiento de M, M’ tendra las siguientes transiciones:
La cabeza de M’ buscara consecutivamente a los k marcadores de posicién de las k cintas, y almacenara en cada
memoria de unidad de control el contenido de la casilla que marca. Para saber en que con esta (pista 2i = cinta i)
utiliza la ultima celda de memoria de la unidad de control. Una vez hecho esto, tenemos el estado y el simbolo
actual de cada cabeza de M almacenado en M’.
Para las pistas correspondientes a cada cinta i, M’ vuelve a leer el contenido del marcador de la pista 2i — 1 y la
casilla correspondiente de la pista 2i: Escribe el simbolo que determina la transicion correspondiente a la cinta i y
mueve la marca (izquierda, derecha o estacionaria) a la casilla que determine la transiciéon. Al final de las
2k pistas, M’ tendra varias tuplas que representan el contenido de las k cintas y la posicion de cada cabeza sobre
ellas después del movimiento. Utilizara la memoria para almacenar el simbolo de cada cinta de M después de cada

transicion.
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Los estados de aceptacion de M’ seran los estados de aceptacion de M, luego cualquier lenguaje aceptado por M’
también lo seré& por M.

En el planteamiento del dibujo, dad la transicion de M:

(2,S10), B, S2,0pr -+ »Sier2)) = (@ S1,00Z,Si1)s -+ » Sty L LD, o, E)
M’ buscara primero la tupla S(4 ¢, (@, S1,00 B, 82,00 B, 53,01 -+ B'S(k,o)) almacenando S4 ¢y en la memoria 1,
luego la tupla correspondiente a la segunda cinta ,(B,S(L_l),@, S,-1),B,S@3,-1)s s B, 5(k,-1)) almacenando
S(2,-1) €n la memoria 2 y asi sucesivamente hasta tener en las k primeras memorias los simbolos actuales de M.

La transicion que estd computando modifica el contenido de la segunda cinta, y mueve cada uno de los

marcadores. Asi el contenido de la cinta en M’ quedara:

=
_
cinta; S @ S
cinta, S Ses  |Ska Sea Sk Sker Sz | Skss |S S
cinta, S @ S
cnta, ) [Sea  |Sia  |Sea ISk Sir |Sw2 |Skss |S )
cintag S @ S
cinta S Sea  |Sks |Ska  |Sk Sisr 1Sz |Skss |S S
cintagy ¢ S @ S
cinta 5 S S 3 Sk S ISk St Sks2 Sess | S S

Para reducir M’ a una MT con una sola cinta, M’, se aplicara la demostracion antes dada para la MT de varias

pistas: Las distintas pistas 2i se concatenan en una sola pista, introduciendo el marcado de posicion de cabeza en

cada pista 2i. Asi, en nuestro ejemplo partiriamos del contenido en la cinta de M” con
#51,-3)51,-2501,-10@51,0051,+1)51,+2)5(1,+3)
#502-3)52-2@52-1)52052+1)52+2)52,+3)
#53-3)53,-2536-153,0@53,+1)53,+2)53,+3)

#5(k,-3)S (k,-2)S (k,~ 1S 1) @S (ke +2)S (k,+3) #
Y después de los sucesivos movimientos de M’, que simulan un movimiento de M, M” tendra un contenido en su
cinta
#501,-351,-2@S(1,-1)5(1,005(1,+1)5(1,42)5(1,+3)
#502,-3@5(2,-2)S(2,-1)52,052+1)52,+2)5(2,+3)
#53,-3)53-253,-153,0 @53,+1)@S(3,+2)5(3,43)
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#Stu,-3S,-2)S k,-1)S ) @S (1, 42), S, +3) #

Para representar las transiciones de una MT de varias cintas también se utilizaran tablas y diagrama de
transiciones:

Tabla de transiciones. Tendra una fila por cada uno de los estados y tendrd una columna por cada tupla del
producto cartesiano de los k alfabetos de cinta. Cada entrada contendra la 2k-tupla con los simbolos a sustituir y
el desplazamiento de las cabezas correspondiente.

Diagrama de transiciones. El diagrama serd el mismo que la MT con una cinta, con la excepcion de que la
relacion entre estados (arista del grafo) se etiqueta con todas las transiciones posibles para esos dos estados en
cada una de las cintas, separados por una barra.

10.1.2. El poder de los lenguajes de programacion

Como aplicacion préactica de la teoria presentada, regresamos a nuestra pregunta con respecto al poder expresivo
de los lenguajes de programacion. Lo que nos concierne ahora seria la cuestion de que aspectos deben incluirse en
un lenguaje de programacion, para garantizar que una vez disefiado e implementado no descubramos que existen
problemas computables cuyas soluciones no pueden especificarse con dicho lenguaje. Al concebir el lenguaje a
utilizar sea en codigo binario, y las instrucciones se ejecuten como un sistema l6gico computable, con lo cual se

optimizaria en parte la problemaética de expresar un algoritmo que sea recursivo o decidible.

La estrategia consistird en desarrollar un lenguaje de programacién esencial, con el cual se pueda expresar un
programa para calcular cualquier funcion recursiva parcial. Esto asegurara (suponiendo que la tesis de Church-
Turing es verdadera) que, mientras un lenguaje de programacion cuente con las caracteristicas de nuestro lenguaje

esencial, permitira expresar una solucidén para cualquier problema que pueda resolverse de manera algoritmica.

10.1.3. El lenguaje de la l6gica proposicional

El alfabeto de la logica de proposiciones debe proporcionar los simbolos necesarios para representar
proposiciones sobre el mundo. Como el nimero de proposiciones que pueden manejarse en un mMismo
razonamiento no esta limitado, debe proveer un nimero infinito de letras proposicionales.

Alfabeto de la légica de proposiciones. El alfabeto A de la Logica de proposiciones consta de los siguientes
elementos: infinitas letras proposicionales: py, p1, P2, s - -, Simbolos légicos: constantes (T, L), conectiva monaria
(=) y conectivas binarias (A, v, =, ) y dos simbolos auxiliares de puntuacion: paréntesis izquierdo’(’ y derecho

Y. Asl, A = {po,p1,P2,P3---» T, LAV, =, ,4(,)}
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En las exposiciones tedricas, el nimero de letras proposicionales que se consideran simultdneamente es pequefio
(por ejemplo, de p, a pg). En estos casos se suelen notar informalmente con las ultimas letras del alfabeto latino:
{p,q,7, st ...}. A las expresiones aceptables se las denominara formulas o expresiones bien formadas. El
conjunto (infinito) que incluye todas estas formulas (y nada mas) es el lenguaje de la l6gica de proposiciones, que
notaremos como Form.

El conjunto Form, que contiene todas las expresiones aceptables en nuestro lenguaje (y so6lo éstas), es el menor

de los conjuntos X que verifica que todas las férmulas atbmicas pertenecen a X; si la expresion ¢ € X entonces

() € X;ysilasexpresiones @, € Xentonces (pAy), (pvy), (¢ = ), (¢ < ¢P) € X

Paradigma de programacion. Como una propuesta tecnoldgica adoptada cuyo nucleo central es incuestionable
en cuanto que Unicamente trata de resolver el problemas de secuenciacion claramente delimitado; la resolucién de
este problema debe suponer consecuentemente un avance significativo en al menos un parametro que afecte a la
ingenieria de software.

El paradigma de programacion representa un enfoque particular o filosofia para disefiar soluciones. Los
paradigmas difieren unos de otros, en los conceptos y la forma de abstraer los elementos involucrados en un
problema, asi como en los pasos que integran su solucién del problema, en otras palabras, el cdémputo. Tiene una
estrecha relacion con la formalizacién de determinados lenguajes en su momento de definicién. Es un estilo de
programacion empleado. Un paradigma de programacion esta delimitado en el tiempo en cuanto a aceptacion y

uso, porque nuevos paradigmas aportan nuevas o mejores soluciones que la sustituyen parcial o totalmente.

i g i /
Procedimental | | 1
Procedimientos / -
[ Estructurado ] [ Declarativo ]
Control de flujo
Acciones
elementales

Logico

Reactivo

-

Razones que sustenta el enfoque utilizado en la metodologia con el uso de la programacion declarativa

(funcional, l6gica y reactiva) dentro de los paradigmas de la programacion, considerados en la jerarquia descrita

en lafigura.
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Un paradigma de programacion indica un método de realizar computos y la manera en que se deben
estructurar y organizar las tareas que debe llevar a cabo un programa.
Los paradigmas fundamentales estan asociados a determinados modelos de computo.
También se asocian a un determinado estilo de programacion
Los lenguajes de programacién suelen implementar, a menudo de forma parcial, varios paradigmas.
Los paradigmas fundamentales estan basados en diferentes modelos de computo y por lo tanto afectan a
las construcciones mas basicas de un programa.
La division principal reside en el enfoque imperativo (indicar el como se debe calcular) y el enfoque
declarativo (indicar el qué se debe calcular).

o El enfoque declarativo tiene varias ramas diferenciadas: el paradigma funcional, el paradigma

I6gico, la programacién reactiva y los lenguajes descriptivos.

Otros paradigmas se centran en la estructura y organizacion de los programas, y son compatibles con los
fundamentales: Ejemplos: Programacion estructurada, modular, orientada a objetos, orientada a eventos,
programacion genérica.

Por ultimo, existen paradigmas asociados a la concurrencia y a los sistemas de tipado.

Paradigma Imperativo

Describe como debe realizarse el calculo, no el porqué.
Un computo consiste en una serie de sentencias, ejecutadas segun un control de flujo explicito, que
modifican el estado del programa.
Las variables son celdas de memoria que contienen datos (o referencias), pueden ser modificadas, y
representan el estado del programa.
La sentencia principal es la asignacion.
o Esel estandar ‘de facto’.
o Asociados al paradigma imperativo se encuentran los paradigmas procedural, modular, y la
programacion estructurada.
o El lenguaje representativo seria FORTRAN-77, junto con COBOL, BASIC, PASCAL, C,
ADA. (1 También lo implementan Java, C++, C#, Eiffel, Python, ...

Paradigma Declarativo

Describe que se debe calcular, sin explicitar el como.
No existe un orden de evaluacion prefijado.

Las variables son nombres asociados a definiciones, y una vez instanciadas son inmutables.
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— No existe sentencia de asignacion.
— EI control de flujo suele estar asociado a la composicién funcional, la recursividad y/o técnicas de
reescritura y unificacion.
o Existen distintos grados de pureza en las variantes del paradigma.
o Las principales variantes son los paradigmas funcional, 16gico, la programacion reactiva y los

lenguajes descriptivos.

Uso de la programacién légica. Una idea fundamental dentro de la metodologica es concebir que el problema de
secuenciacion de operaciones sea a través de la programacion logica y consistira en emplear la misma logica
como lenguaje de programacién. Hay que considerar que la I6gica no es imperativa: no sirve para indicar como
resolver el problema (ordenes); la logica es declarativa: sirve para especificar qué problema resolver

(condiciones), mas sin embargo la programacion ldgica permite ambos enfoques.

a. El enfoque imperativo se disefia un algoritmo para resolver un problema, computar la solucién ejecutando
el algoritmo y el énfasis estad en como resolver el problema.

b. El enfoque declarativo la logica es capaz de describir algoritmos a un nivel de abstraccion alto, donde se
especifican las condiciones que satisfacen las soluciones, deducir las soluciones a partir de las
condiciones y el énfasis estd en que problema resolver. El problema se describe especificando que

caracteriza a sus posibles soluciones.

El lenguajes l6gicos se utilizo para especificaciones formales y pruebas de teoremas, en el estudio formal de la
semantica del lenguaje y el disefio de sistemas l6gicos (circuitos digitales) que se constituye en la base para
expresar nuestro problema de secuenciacion, pensando que el escenario de produccién como un sistema légico y

podremos efectuar todas las operaciones.

Programacion Ldgica

— Basado en la l6gica de predicados de primer orden

— Los programas se componen de hechos, predicados y relaciones.

— Evaluacién basada en resolucién SLD: unificacion + backtracking.

— La ejecucion consiste en la resolucion de un problema de decision, los resultados se obtienen mediante la
instanciacion de las variables libres.

— Lenguaje representativo: ProLog
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La programacion ldgica es un paradigma de programacion basado en la l6gica. Los programas construidos
un lenguaje l6gico estan construidos Unicamente por expresiones légicas, es decir, que son ciertas o falsas, en
oposicion a una expresion interrogativa (una pregunta) o expresiones imperativas (una orden). Un ejemplo de

lenguaje 16gico es Prolog (Programacion l6gica).

Prolog, proveniente del inglés Programming in Logic, es un lenguaje logico bastante popular en el medio de
investigacion en inteligencia artificial. Prolog es un lenguaje muy diferente, tanto de los imperativos como
Fortran, Pascal, C etc., como de los funcionales como Lisp. En todos los mencionados, las instrucciones se
ejecutan normalmente en orden secuencial, es decir, una a continuacion de otra, en el mismo orden en que estan
escritas, que sélo varia cuando se alcanza una instruccion de control (un bucle, una instruccion condicional o una

transferencia).

En Prolog, las cosas son distintas: el orden de ejecucion de las instrucciones no tiene nada que ver con el orden en
que fueron escritas. Tampoco hay instrucciones de control propiamente dichas. Para trabajar con un lenguaje

légico, se debe acostumbrar a pensar de una manera muy diferente a la que se utiliza en los lenguajes clasicos.

Programacion funcional. Es un paradigma de programacion declarativa basado en el uso de funciones
matematicas. En la préctica, la diferencia entre una funcién matematica y la nocion de una funcién utilizada en la
programacion imperativa, es que las funciones imperativas pueden tener efectos secundarios. Con codigo
funcional, en contraste, el valor generado por una funcion depende exclusivamente de los argumentos alimentados
a la funcion. Al eliminar los efectos secundarios se puede entender y predecir el comportamiento de un programa
mucho més facilmente. Esta es una de las principales motivaciones para utilizar la programacion funcional.

Los lenguajes de programacién funcional, especialmente los puramente funcionales, han sido enfatizados en el
ambiente académico y no tanto en el desarrollo comercial o industrial. La programacion funcional también es
utilizada en la industria a través de lenguajes de dominio especifico como las matematicas simbdlicas.

Un lenguaje de uso especifico usados cominmente como SQL, utilizan algunos elementos de programacion
funcional, especialmente al procesar valores mutables. Las hojas de célculo también pueden ser consideradas
lenguajes de programacion funcional. La programacién funcional también puede ser desarrollada en lenguajes que
no estan disefiados especificamente para la programacion funcional. En el caso de C, por ejemplo, que es un
lenguaje de programacion imperativo, existe una libreria que describe como aplicar conceptos de programacion
funcional.

El objetivo es conseguir un lenguaje expresivo y matematicamente elegante, que no sea necesario bajar al nivel de

la maquina para describir el proceso llevado a cabo por el programa, y evitar el concepto de estado del computo.

196



Programacion con restricciones. La Programacion por restricciones es un paradigma de la programacién en
informatica, donde las relaciones entre las variables son expresadas en términos de restricciones (ecuaciones).
Actualmente es usada como una tecnologia de software para la descripcion y resolucion de problemas
combinatorios particularmente dificiles, especialmente en las areas de planificacién y programacion de tareas

(calendarizacion).

Este paradigma representa uno de los desarrollos mas fascinantes en los lenguajes de programacion desde 1990 y
no es sorprendente que recientemente haya sido identificada por la ACM (Asociacién de Maquinaria
Computacional) como una direccion estratégica en la investigacién en computacion.Se trata de un paradigma de
programacion basado en la especificacion de un conjunto de restricciones, las cuales deben ser satisfechas por
cualquier solucion del problema planteado, en lugar de especificar los pasos para obtener dicha solucion.

La programacion con restricciones se relaciona mucho con la programacion légica y con la investigacion
operativa.

De hecho cualquier programa l6gico puede ser traducido en un programa con restricciones y viceversa. Muchas
veces los programas ldgicos son traducidos a programas con restricciones debido a que la solucién es mas
eficiente que su contraparte.

La diferencia entre ambos radica principalmente en sus estilos y enfoques en el modelado del mundo. Para ciertos
problemas es mas natural (y por ende mas simple) escribirlos como programas l6gicos, mientras que en otros es
mas natural escribirlos como programas con restricciones.

El enfoque de la programacién con restricciones se basa principalmente en buscar un estado en el cual una gran
cantidad de restricciones sean satisfechas simultdneamente. Un problema se define tipicamente como un estado de
la realidad en el cual existe un nimero de variables con valor desconocido. Un programa basado en restricciones

busca dichos valores para todas las variables.

Algunos dominios de aplicacion de este paradigma son:
— Dominios booleanos, donde solo existen restricciones del tipo verdadero/falso.
— Dominios en variables enteras y racionales.
— Dominios lineales, donde solo se describen y analizan funciones lineales.
— Dominios finitos, donde las restricciones son definidas en conjuntos finitos.

— Dominios mixtos, los cuales involucran dos o mas de los anteriores.

Los lenguajes de programacion con restricciones son tipicamente ampliaciones de otro lenguaje. EI primer

lenguaje utilizado a tal efecto fue Prolog. Por esta razon es que este campo fue llamado inicialmente
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Programacion Légica con Restricciones. Ambos paradigmas comparten caracteristicas muy similares, tales como
las variables l6gicas (una vez que una variable es asignada a un valor, no puede ser cambiado), o el backtracking.
La programacion con restricciones puede ser implementada como un lenguaje propio o como bibliotecas para ser
usadas en algin lenguaje de programacion imperativo. Algunos lenguajes populares de programacion con
restricciones son:

— CHIP V5 (Basado en Prolog, también existen bibliotecas en C y C++, propietario) siendo el elegido

—  B-Prolog (Basado en Prolog, propietario)

— Ciao Prolog (Basado en Prolog, software libre: GPL/LGPL)

— ECLIPSe (Basado en Prolog, software libre)

— Mozart ( Basado en Oz, software libre: X11)

—  SICStus (Basado en Prolog, propietario)

— GNU Prolog (Basado en Prolog, software libre)

— SWI-Prolog Un entorno Prolog que contiene varias librerias para soluciones con restricciones (LGPL)

[ ForTRAN }---

Modelo de computo. El concepto de computo puede modelizarse por el concepto matematico de funcion:
aplicacion de un dominio de valores a un rango de resultados donde cada valor puede estar asociado como

maximo a un resultado. Se usa el modelo caja de conexiones para las funciones en la metodologia planteada.
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Maquinas y modelos de computo. Jerarquia de niveles segun capacidad expresiva y poder de computo:
e Circuitos combinacionales (sistemas I6gicos combinacionales y secuenciales)
e Maquinas de estado finito / Autdmatas secuenciales
e Magquinas de Turing / Maquinas de registros (RAM)
Modelos formales
e Funciones parciales recursivas
e Calculo lambda / Légica combinatoria
e Ldgica de predicados + unificacion
e Sistemas de reescritura
Arquitecturas
e Modelo Von-Neumman
e Modelo Harvard

e Paralelismo

Maquinas de Turing
e Cinta de entrada:
o Alfabeto de s6lo dos simbolos: 0 (blanco) y 1 (punto)
o Al comienzo la entrada se situa a la derecha de la cabeza
o Alfinalizar la salida se encuentra a la izquierda de la cabeza
e Controlador:
o Cada maquina tiene n estados posibles
o Lamaquina comienza siempre en el estado 0
o Dispone de un Unico registro que almacena el estado actual
o La lista de transiciones tiene n filas, una por cada estado, y dos columnas, una por cada valor posible
de la celda actual {0 ¢ 1}
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o Cada transicion indica lo siguiente:
= Nuevo estado al que pasa la maquina
= Simbolo {0 6 1} que se escribe en la celda actual

= Movimiento de la cabeza: | (izquierda), D (derecha), S (derecha y parada)

Computabilidad
e Algoritmo: Procedimiento sistematico que permite resolver un problema en un numero finito de pasos, cada

uno de ellos especificado de manera efectiva y sin ambigiiedad.

Funcion computable: Aquella que puede ser calculada mediante un dispositivo mecéanico dado un tiempo y

espacio de almacenamiento ilimitado (pero finito)

No importa la eficiencia, sino la posibilidad de ser calculada.

¢ Existen funciones no computables?

Entscheidungsproblem: Décima pregunta de Hilbert (Bolonia, 1928): ;Existe un procedimiento mecanico

(algoritmico) general para resolver toda cuestion matematica bien definida?

Lenguajes de Programacion
e Lenguaje artificial disefiado para expresar computos que pueden ser llevados a cabo por una maquina.
o Basado en un modelo de cémputo (que puede o no coincidir con el de la maquina en que se va a
ejecutar)
o Define un nivel de abstraccion més elevado (mas cercano al programador)
o Debe traducirse a un codigo que pueda entender el procesador: el codigo maquina.
e Modos de traduccion:
o Lenguaje Compilado
o Lenguaje Interpretado (Entorno interactivo)

o Lenguaje traducido a Codigo Intermedio (Java - Bytecodes,.NET - IDL)

Estrategias de traducciéon

Cédigo compilado
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Codigo Maquina

Programa

Entorno
(SO)

( Librerias Librerias I_I
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1 I Cul 7
| 3 .3 s

|

1
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=5 |
Ba
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Cadigo interpretado

Programa
(Sesion interactiva) Intérprete

Ejecucion

Interpretacion

woriad By i) & vt

Sesion
Comando actual
Resultado

Cddigo intermedio : (Pascal, C/C++, Java, .NET)

Maquina
Virtual

Codigo
Programa Intermedio

1, SHneeme
00000

f— <:: >
rr2 Interpretacion
.

Compilacién

sun_emit mel 2, 3
sun_endt aed r1, r2
o 0

svn_emit mo r1,

swn_enit ml 12,
som_enit add r1, r2

Interaccion S.0.

Librerias estandard

Universal Especifico

Es importante cumplir con las propiedades descritos en la matematica ya que son necesarios para efectuar las

operaciones algebraicas en la l6gica e igualmente afianzar el planteamiento formulado.
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11. ANALISIS DE CASOS

Para el analisis de casos especifico de produccién bajo el escenario flow shop es indispensable conocer el proceso
fisico de produccién y su distribucién (layout) de centros de trabajo en la misma planta, asimismo de la gestion de
datos de productos (PDM) donde se centra en la gestién y seguimiento de la creacion, cambio y archivo de toda la
informacién relacionada con cada producto, como la publicacion de datos que usualmente involucran las
especificaciones técnicas del producto, especificaciones para la fabricacion y desarrollo (ruta de fabricacion), y
los tipos de materiales que se requeriran para producir, construir y manipular la estructura del producto lista de
materiales (BOM).

11.1. CASO 1: Pasos del proceso de fabricacion del neumatico (llanta).

PASO 1. Descripcidon del proceso de produccion

1- Conocimiento por medio de la investigacion

Se estudian los habitos de manejo y de uso de neumaticos de las personas para asegurar que los neumaticos cubran las necesidades de
todos.

2- Desarrollo y combinacion de materiales

Se utilizan méas de 200 componentes en un neumatico. Todos juegan un papel fundamental en la seguridad, el rendimiento del
combustible, el funcionamiento y el cuidado del medio ambiente.

Estos componentes se dividen en cinco grupos:

—  Goma natural: es el componente principal de las capas de la banda de rodamiento.

—  Goma sintética: parte de las bandas de los neumaticos de autos, camionetas y 4x4.

— Negro de carbon y silice: usado como agente de refuerzo para mejorar la durabilidad.

—  Cables de refuerzo metalicos y textiles: el esqueleto del neumatico, generando formas geométricas y ofreciendo rigidez.

—  Varios productos quimicos: para obtener cualidades Unicas, como resistencia a la rodadura o alta adherencia.

3- Disefio
Se crean varios disefios y se usan simulaciones para evaluar y seleccionar los mejores conceptos de neumatico.

4- Fabricacion
Se crea cada neumatico por medio de procesos tanto manuales como mecénicos y el conocimiento de expertos. Cuando es necesario, se ha
desarrollando maquinaria propia para lograr mejores exigencias.
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5- Control de calidad

kilémetros de pruebas de neumaticos al afio, el equivalente a manejar alrededor del planeta 40 veces.

DIAGRAMA DE FLUJO
COMO SE FABRICAN LOS NEUMATICOS
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El control de calidad no es solo el Gltimo paso. Se mide la calidad a lo largo de todo el proceso. Se realizan mas de mil millones de

Fabricacion de Neumiticos

Preparacion

Pruchas

Comprobar

Comenzar Fabricacion

Curado

Cosrecto
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Administracion de datos de Producto (PDM)

Forro interno: una capa de goma sintética hermética (es el
equivalente moderno al tubo interno).

Capa de la carcasa: la capa que hay sobre el forro interno, hecho de
cables de fibra textil, amalgamada en la goma. Estos cables
determinan en gran medida la resistencia del neumatico y le ayudan a
resistir la presion. Los neumaticos estandar contienen cerca de 1.400
cables, y cada uno puede resistir una fuerza de 15 kg.

Area de talén inferior: es alli donde el neumatico de goma se adhiere
al aro de metal. La potencia del motor y del frenado se transmite desde
el aro al neumético por medio del area de contacto con la superficie de
la calle.

Talones: se ajustan con firmeza en contra del aro del neumético para
garantizar un calce hermético y mantener el neuméatico ubicado
correctamente en el aro. Cada cable puede resistir una carga de hasta
1.800 kg sin comprometer el frenado. Existen ocho en el auto, dos por
neumatico. Equivalen a un total de 14.400 kg de fuerza de resistencia.
Un auto promedio pesa cerca de 1.500 kg.

Flanco: protege el costado del neumético contra impactos con las
curvas y con la calle. Hay detalles importantes acerca del neuméatico
escritos en el flanco, como el ancho del neumatico y el indice de
velocidad.

Capa de la cubierta: determina en gran medida la resistencia del
neumatico. Esta hecha de cables de acero muy finos y resistentes,
amalgamados con la goma. Esto significa que el neumatico puede
resistir la tension de los giros, y no se expande debido a la rotacion del
neumatico. Es ademas lo suficientemente flexible para absorber las
deformaciones causadas por lomos de burro, pozos, y otros obstaculos
de la calle.

Capa de tapa (o lona de cima de cero grados): esta importante capa de seguridad reduce la friccién causada por el calor y ayuda a mantener la forma
del neumético cuando se maneja a alta velocidad. Para evitar el estiramiento centrifugo del neumatico, se utilizan cables reforzados a base de nailon
incrustados en una capa de la goma y alrededor de la circunferencia del neumético.

Pliegues de corona (o lonas de cima): ofrecen una base rigida para la banda de rodamiento.

Banda de rodamiento: ofrece traccion y adherencia al doblar para el neumatico, y esta disefiada para resistir el desgaste, la abrasion y el calor.

Atributos que definen la referencia del neumatico (Llanta)

Seccion

Este nimero de tres digitos representa el ancho de la llanta en milimetros (mm), medidos de
flanco a flanco. Dado que es una medida condicionada por la anchura de la llanta, la medicién se
efectia cuando la llanta estd montado en la llanta de las dimensiones para las cuales fue disefiado.

Relacién de aspecto

La relacion de aspecto es la relacién entre la altura del flanco de la llanta y el ancho de seccién,
expresada como porcentaje. En este ejemplo, la altura del flanco de la llanta es de
aproximadamente un 55% de la seccion de la llanta. Cuanto mayor sea la cifra, mas alto serd el
flanco; cuanto menor sea la cifra, mas bajo sera el flanco.

Tamario de la llanta
El didmetro de la llanta en pulgadas.

indice de carga

Un ndmero asignado, comprendido entre 0 y 130, que corresponde a la capacidad de carga de la
llanta. Cuanto mayor sea el valor del indice de carga de la llanta, mayor seré su capacidad de
carga.

indice de velocidad

El indice de velocidad indica la velocidad maxima a la que la llanta puede transportar carga en
determinadas condiciones de uso. Los codigos de velocidad de la mayoria de llantas para
automoviles y camiones ligeros van desde “L” (el mas bajo) hasta “Z” e “Y” (los mas altos).
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Pulgadas 13” 14” 157 16” 177 18” 19” 20”
Cantidad 3 11 22 38 39 31 25 8
Di P1 D2 pP3 |2 Ps 143 p7 Ds
DimenSiOﬂes 165/65 R13 77T 165/65 R14 79T 175/65 R15 84H 185/55 R16 83V 205/45 R17 88Y 215/40 R18 89Y 225/40 R19 93Y 235/35 R20 92Y
165/70 R13 79T 165/70 R14 81T 185/55 R15 86V 195/45 R16 84V 205/50 R17 89W 225/40 R18 88Y zP 255/40 R20 101Y
175/70 R13 82T 165/70 R14 89R 185/60 R15 88H 195/55 R16 87H zP zP 225/45 R19 96Y 255/55 R20 110Y
175/65 R14 82H 185/65 R15 88H 195/55 R16 91V 205/50 R17 93W 225/40 R18 92W 235/35 R19 87Y 275/40 R20 106Y
175/70 R14 88T 195/50 R15 82V zZP 205/55 R17 91W zP 235/50 R19 99V 275/45 R20 110Y
185/60 R14 82H 195/55 R15 85V 195/75 R16 107R zP 225/40 R18 92Y 245/35 R19 93Y 275/55 R20 113H
185/65 R14 86H 195/60 R15 88H 205/45 R16 87TW 215/40 R17 87TW 225/45 R18 95Y 245/40 R19 94Y 295/30 R20 101Y
185/70 R14 88H 195/65 R15 91H 205/50 R16 87V 215/45 R17 91Y zP zP 295/40 R20 106Y
195/60 R14 86H 195/70 R15 104R 205/55 R16 91V 215/50 R17 95W 225/55 R18 98V 245/40 R19 98Y
195/80 R14 106R 195/80 R15 106R 205/55 R16 91V 215/55 R17 94V 225/60 R18 100H 245/45 R19 98Y
205/75 R14 109Q 205/55 R16 91H zP 215/55 R17 98W 235/40 ZR18 95Y zP
205/60 R15 91V 205/55 R16 94W 215/60 R17 96H 235/45 R18 98Y 255/35 R19 96Y
205/65 R15 94H 205/60 R16 92H 215/60 R17 96V 235/50 R18 101Y 255/40 R19 100Y
205/70 R15 106R 205/60 R16 96V 225/45 R17 91W 235/60 R18 103W 255/45 R19 100Y
205/70 R15 96T 205/65 R16 107T zP 235/65 R18 104H 255/50 R19 103y
215/70 R15 109S 205/75 R16 110R 225/45 R17 94W 245/40 R18 97Y 255/50 R19 107V
215/75 R15 100T 215/45 R16 90V 225/45 R17 94Y 245/40 R18 97Y 255/50 R19 107W
225/70 R15 112R 215/55 R16 97W 225/50 R17 94W zP zP
225/75 R15 108S 215/60 R16 95H zP 245/45 R18 100W 255/55 R19 111V
235/75 R15 105T 215/60 R16 99V 225/50 R17 98W 245/50 R18 100Y 265/35 R19 94Y
235/75 R15 108T 215/65 R16 98H 225/50 R17 98Y zP 265/50 R19 110Y
31X10.50R15LT 215/65 R16 98T 225/55 R17 101W 245/60 R18 105H 275/35 R19 100Y
109s 215/70 R16 100H 225/60 R17 99V 255/35 R18 90Y 275/35 R19 96Y
215/70 R16 104H 225/65 R17 102H zP
215/75 R16 116R 235/45 R17 97TW 255/35 R18 94Y 275/40 R19 101Y
225/50 R16 92V 235/55 R17 99H 255/40 R18 99Y zP
225/55 R16 95W 235/55 R17 99V 255/45 R18 99Y 275/45 R19 108Y
225/60 R16 98W 235/60 R17 102V 255/55 R18 105W 275/55 R19 111W
225/70 R16 101T 235/65 R17 104V 255/60 R18 112H 285/35 R19 99Y
225/75 R16 115S 235/65 R17 104W 265/35 R18 97Y 285/45 R19 111W
225/75 R16 118R 235/65 R17 108H 265/40 R18 101Y 295/30 R19 100Y
235/60 R16 100H 245/40 R17 95Y 265/60 R18 110H
235/70 R16 104T 245/45 R17 99Y 265/60 R18 110T
235/70 R16 106 T 245/65 R17 107T 265/70 R18 124R
245/70 R16 111T 245/65 R17 111T 275/45 R18 103Y
255/65 R16 106T 245/70 R17 108S 285/35 R18 101Y
255/70 R16 111T 255/40 R17 94Y 285/60 R18 120V
265/70 R16 112T 255/60 R17 106V
265/75 R16 123R 255/65 R17 114H
275/70 R16 114H 265/65 R17 112T
265/70 R17 121R
275/55 R17 109V
LT245/75R17
121/118R
PASO 2. Conjuntos
c; Descripcion Centro de Trabajo
c1 Mezclador (Mixing)
Fabricador Textil
Fabricador cinta de Acero
Cy Calentador de corddn (Extruding)
Cortador de tapas
C3 Calentador de cintas de acero (Bead)
Cy Cortador Cinta de acero (Cutting)
Re-Montador
Cs Banda de Rodadura (Calendering)
Calentador de interior
Co Constructor de llantas (Building)
cy Curador de llantas (Curing)
Cg Inspeccion (Inspection)
Neumético Terminado Embalaje (Shipping)
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(a) demanda de productos (und) p; — Pronostico semanal

P1 P2 P3 P4 Ps Pe p7 Ps
1400 600 1100 1500 1700 300 900 1400
(b) tiempo de operacién (min) ¢; — centro de trabajo
1 C2 C3 Cq Cs Ce C7 Cg
4 3 3 2 5 3 20 3
(c) Matriz de indecencia (relaciones entre productos y centro de trabajo)
Pulgadas 13”7 14~ 15~ 16” 177 18” 19” 20”
P1 D2 Ps3 |2 Ps 143 D7 Ds
(2 1 1 0 1 0 1 0 0
cy 1 0 1 1 1 0 1 1
[o 1 0 0 0 0 0 1 0
Cy 1 1 1 1 1 1 0 0
Cs 0 1 0 1 1 1 1 1
Ce 0 1 0 0 1 0 0 0
c; 0 0 1 0 1 1 1 1
Cg 1 1 1 1 1 1 1 1
PASO 3. Relaciones
p1 p1 p1
1] /1] |1 111 >
o LT T LT T
L L
lcz, OC22 OCB 10;, OCH OCH 1_(:2, Cy| Cyy
r r, I r.
o/ [1] |0 o100 L P L
Cy Cy Ca Cy Cy Ca Cy Cy Ca
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P,

Cu 1:1:1(0 0:0:0:0:0
C, 000 0f1:121|l0:00
Cs 000000 0[11 1]
Cy  0[1:2:2|0:0:0:0:0:0

Cp, 0:0:0:0:0:0:0:0:0:0

Cyp 0:0:0:0:0:0:0:00:0

Cy :0:0:0:0:0:0:0:0:0:0

Cy 0:0:0:0[2:1:1]0:0:0

Cy :0:0:0:0:0:0:0:0:0:0

PASO 4. Funciones de recurrencia

PASO 5. Ldgica proposicional

Formula logica proposicional fbf de Productos p; por Centro de Trabajo Cj;

Producto | Formula ldgica combinacional fbf. Nivel
Centro de Trabajo FMS MT
1 (€11 AC12AC13AC21 ATICo2 AIC23 A1C31 AC32AIC33) |
D2 (€11AC12AIC13AC21 AC22 AC23 AIC31 AC32AIC33) |
p3 (1C11AC12ATIC13AC21 A€ A—1IC23 AC31 AC32 AC33) |
Da (€11AC12AT1C13AC21 AC22 ATIC23AIC31 AC32AC33) I
Ps (€11 AC12AIC13AC21 AC22 AC23AC31 AC32ATIC33) I
Pe (€11A1C12AIC13AC21 AC22 ATIC23AC31 AC32AC33) I
D7 (RC11AC12AC13AIC21 AC22 A—1C23AC31 AC33A—IC33) |
Ps (HC11AC12ATIC13ACo1 ACa2 A—1ICo3 AC31 AC32AC33) |
Po (€11 A1C12AC13AC21 AC22 AC23ATIC31 AC32AC33) I
P1o (€11 AC12AC13ATIC21 AC22 AC23AC31 AC32AC33) I

Formula légica proposicional fof de Recursos y la salida del Centro de Trabajo €41

Ce

11! 12! 13! I4-r 15, 16

My, My, M3, My

Ly,Ly, Ly

Materiales

So=(LAL)
S1=(LA 1)
Sy =(IsA Ig)

S3=(So AS)=(LAL)A (3N L)
Sa=(3 ANS)=[(ILAL)A (I3A LA (IsA Ig)
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Equipos

Ss=(M{AIsA IgA Ly)
Se = (My Vv M3)
S;=(S8Sg ANS; ASs ASg ASg)=(ILLANL)A(IgA L) A(M{AIgA IgA L) A (MyV M) A (LyVL,y)
Sg=(M4AS; A Sy AS3A Sip)
=My, A[CLLALYAN (IgA L) A (M{AISA IgA L) A (My VM) A (LyVEI)IA (IgA Ig)
ACI A A (I3 A T)IA[(Ly VL) V Ls)

Mano de obra

So=(Ly VL)
S10=(SgVL3)= (L VL) V Ls

S11=(S4ASg A S10) ={[(I1 A I A (I3 A IDIA (IsA Ig)} A{My A[CIgA I) A (I3A T) A (MyAIsA IgA Ly) A
M2VM3 A LIVIZA I5A T6A 1 127 T3/ T4A[L1VE2 v L3P A [L1VE2 v L3]}
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PASO 6. Sistema légico combinacional

MUX

D000 0080
kil
|

B bbb

EF7:> ©, 1 :> ©, 1 :> 0, Df—

BE . PLANTA DE PRODUCCION
:DJ Ruta de Fabricacion por Productos
|

]

|

il

T
=

%

4
>
S

A b E b G
%J SRR
t
—
il
L
T

I R R R R s
kil
T
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(Arbol sintactico) Sistema l6gico combinacional definido en centro de trabajo por recursos

CT — CENTRO DE TRABAJO (Cu1)

el Materiales

L ,53

Maquinas

="t ="M

Mano de Obra

| v

i

D U ppiE

Fuente: Autor
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(Arbol sintactico) Sistema l6gico combinacional para Materiales m; por productos p;

Materiales

A | s3

s4

Fuente: Autor

(Arbol sintactico) Sistema l6gico combinacional para maquinas e; por productos p;

Maquinas
VAR
[

H ] A 5
| A | ST \
L[y !
|
| [
\ . :
- o I : A @SSI

N 7 /

Fuente: Autor

(Arbol sintactico) Sistema l6gico combinacional para Mano de Obra I; por productos p;

gl

Mano de Obra

s9

= v s10

Fuente: Autor
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PASO 7. Sistema ldgico secuencial

PASO 8. Lenguajes recursivos

=

— =

Il1 00

ty, t, t, t

PASO 9. Automata finito
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NIVELES I, Iy Il - MT Maquinas de Turing embebidas

Sistemas l6gicos combinacionales y secuenciales que est;an definidas con formulas l6gicas proposicionales

0/0
@ Productos [ 1A @
1/0
M

] . M ¢ Plantade M

Sistema Logica | __w Produccion

Combinacional

: AN
1/0
A wC J\ /{'
@ Sistema Ldgica | < dgtep;;)gs'o WC: WC: WCs
Combinacional ~> —V J
1/1
y Rum {}
Sistema Logica < v |\ &
@ Secuencial o~ .
Recursos
Mano de Obra,
Materiales y Equipo
N LJ

Sistema de Control y

@ Visualizacion de .
L procesos Controlador ) Magquinas M Mz Ms Ms Ms Me M7 Ms Mo
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PASO 10. Maquina de estados finitos

Nivel | Maquina de estados finitos FMS Autdmata Sistema Logico
[ J If._then o it
W = Nava i
por articulos final . v _
I NI Ty Cubo T
— Articulos finales I;
% anillo Neumaticos (Llantas)
[ ]If...then A p : . R e {E} =
'\ﬁgl:::/ecn:tlff de trabajo LL"”J . ’ : ’ i - %ﬁ
| 4afc, o, o, e e, e e G 1A Y| Teseracto Ej
‘EEEEII*E =,'¢."5 anillo Centro de trabajo C;
MES [ ] If...then - CENTRO DE TRABATO (Cu)
e e
Por recursos materia prima LLWJ Eﬁ ,
O P P PR R R PR LTS “ 5
If...then 2 JaNY, o o
[ J . i L n, %:j}{—'—‘
I I I Por recursos equipos LJ Penteracto : Ll gl
N R S Y S Y S Y [V L L
. [EImaIn
[ j If...then
Por recursos mano de obra L printf J Recursos I;, M;, L; por
NI Ty Centro de trabajo
-
Ii'==u_.==ﬁ= ==.ig anillo

PASO 11. Secuenciacion

Se efectiian 1250 interacciones del algoritmo para el escenario de produccion de neumaticos, donde los tiempos

de operacién estan dados en funcion de densidad de probabilidad normal con X = 35 min (segun el proceso

elegido con tiempos estandar) y una o de +3 min, lo cual determina el comportamiento del sistema. Se consideran
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8 productos (articulos) para 8 centros de trabajo, (matriz de incidencia de la tabla 17.a ) y una demanda dinamica

pronostico semanal)

p p, P Py
Cujoitiiitoionioloio Cilo CuioiiiTolo0i0loio Cuioloio c oioisia | |eu oioio 00 00i0 | fcuooio oiolo
Cujoi0ioio0i00i0loi0 | [CujoloioofTiTT00j0 c. oio0 Culooiololiitiijoloio CojoooioiTijoon | [Ciioloio 00000 | [CaoooiofTiTiTlol00000
Cujoioioinioionioinio ol c oioio CujojoioioinionTiTiT . 0000 | |Cuiojoioioinion titiioioionio [ [caionjoioioioioTiTiTlojol0
Caloitiitoloniolnio Caio[Tiiitolo0iololo Caioioio c. 00000 | |Cajotiritoionioloooioionio [ feaionio ololo
CaiolololoiiT10lalo oo Caiolololo i1 0l0lo CaiolololoiiTiaj0lnlo C.lookolo[iiTialoioi0 | |caioioioio1iiiionioajooiolo | [calololaio[TiiiTlolo0 0l0to
Cajoloioiololola Tt oo oloo caioloio c. o000 | [caioloio oo | fea oo TT
Cuiolioioioionioinio . ajoioiaio ¢ jo]TTiTo0n0iio o lofTiiiTloi00i0 00 | [euioloio 00000 | [caofiiTitfol0ini0n0 000
CujooioioiiiTolnlo | |ca c. Tijoiolo C.jojoiolofiiTiTj0lnlo CajooioioftiTiTjololo | |cuioiojoloaitizonio 0joioioio | [culofoiaiofTiTiTjoloi0 0i0to
Cajonioioooinionio | a0 Cajoinioion c. T Caiojoio C ot | few oioo 00011 | [caoooiolooioTiTTloi00

cu 0o 01000010510 0i0i0i0 ol 00 00i0s 00i0i0io
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11.2. CASO 2: Pasos del proceso de fabricacion de acero (Laminas)

La Siderurgia - Generalidades

Obtencion de Acero en Base a Altos Homos Aceria Eléctrica
Chatarra

Pélets Pélets
_— )
Mineral de Hierro Mineral de Hierro

—
‘ Sinter \ ‘ \ Colada continua
~— R / -

.- Carbon
o ) -t
— —s
Reduccion
Caliza directa
- Gonverticior Cuzize) Cuchara
e o (Afino en (Afino en cuchara) Horno eléctrico de arco
(Aceria primaria) (Aceria primaria) Chatarra
Garbon Coque / Alto horno CEEE =
‘ — ‘ (Obtencién de hierro)
Planchén Palanquilla Tocho
Banda laminada en calierte yenfrio  Chapa gruesa Bobinas Barras laminadas en caliente Alambrén Redondos para tubos Perfiles estructurales Fieles
M ‘///// 4%1{ / é? .‘% ‘
‘ | [ * 3
-
| 1]
- L' g ” :
1 -
-y ©
SR
Bamas para hormign Aambrs para neudilcos - nfernafiand]
Automévies - Linea blanca Barcos - Tubos soidadas amado Nambre - Tuercas y Pemas Ductos Perfles estuclurales Fiskes forrovarios on and
E
Institute
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LAMINACION Alambrones

TRENTIO tomo —s TREN »ORGA"/. A )) e

Morn  Tochen
Tochos :
TREN1.100 ., A
Enderazadora

STECKEL
LINEA DE CORTE

Py
Frantones
Planchanes M‘ﬂ. -\f!ﬂ‘!

218

Ventas




Dimensiones y Pesos de laminas comerciales - Laminacion. (TrenSteckel)

Largo

Va

-—

Ancho

Espesor

Item espesor m? 1.0x2.0m 1.22x2.44 m 1.83x6.09 m 2.0x6.0m 2.44x6.09 m
Ref | calibre | pulgada | mm kg. kg.2 kg.3 kg.4 kg.5 kg.6

1 16 1.5 11.78 23.56 35.01 131 141 175

2 14 1.9 14.92 29.85 44.35 166 179 222

3 2.5 19.63 39.27 58.35 219 236 292

4 12 2.66 20.89 41.78 62.09 233 251 311

5 11 3 23.56 47.12 70.02 263 283 350

6 1/8" 3.17 24.9 49.79 73.99 278 299 370

7 4 31.42 62.83 93.37 350 377 467

8 45 35.34 70.69 105.04 394 424 525

9 3/16" 4.76 37.38 74.77 111.11 417 449 556
10 5 39.27 78.54 116.71 438 471 584
11 6 47.12 94.25 140.05 525 565 700
12 1/4" 6.35 49.87 99.75 148.22 556 598 741
13 5/16" 7.94 62.36 124.72 185.33 695 748 927
14 8 62.83 125.66 186.73 700 754 934
15 9 70.69 141.37 210.07 788 848 1051
16 3/8" 9.53 74.85 149.7 222.44 834 898 1113
17 10 78.54 157.08 233.41 876 942 1167
18 12 94.25 188.5 280.1 1051 1131 1401
19 1/2" 12.7 99.75 199.49 296.44 1112 1197 1483
20 13 102.1 204.2 303.44 1138 1225 1518
21 15 117.81 235.62 350.12 1313 1414 1751
22 5/8" 15.88 124.72 249.44 370.66 1390 1497 1854
23 16 125.66 251.33 373.46 1401 1508 1868
24 19 149.23 298.45 443.49 1664 1791 2218
25 3/4" 19.05 149.62 299.24 444.65 1668 1795 2224
26 22 172.79 345.58 513.51 1926 2073 2568
27 7/8" 22.23 174.59 349.19 518.88 1964 2095 2595
28 25 196.35 392.7 583.54 2189 2356 2919
29 1" 25.4 199.49 398.98 592.87 2224 2394 2965
30 11/4" 31.75 249.36 498.73 741.09 2780 2992 3707
31 32 251.33 502.65 746.93 2802 3016 3736
32 38 298.45 596.9 886.97 3327 3581 4436
33 11/2" 38.1 299.24 598.47 889.31 3336 3591 4448
34 50 392.7 785.4 1167.07 4378 4712 5837
35 2" 50.8 398.98 797.96 1185.74 4448 4788 5931
36 62 486.95 973.89 1447.17 5429 5843 7238
37 21/2" 63.5 498.73 997.46 1482.18 5560 5985 7413
38 75 589.05 1178.1 1750.61 6567 7069 8756
39 3" 76.2 598.47 1196.95 1778.62 6672 7182 8896
40 100 785.4 1570.8 2334.14 8756 9425 11675
41 4" 101.6 797.96 1595.93 2371.49 8896 9576 11861
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12. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

12.1. Conclusiones

La planificacion a corto plazo, se determina a lo sumo en un balde tiempo de una semana en condiciones
normales de operacion. Al basarse en los resultados obtenidos, las condiciones de una programacion a corto
plazo se extiende a trabajar en tiempo real exigiendo que el corto plazo sea inmediato y reactivo en la toma de
decisiones en ambientes dindmicos, donde la cantidad de variables estdn en continuo cambio (tanto en la
cantidad de estas mismas consideradas en el modelo como en valor que posea en el tiempo), lo que permite
obtener una administracion acorde a lo realmente ejecutado en la planta de produccion y poder determinar una
comparacion con el planificado (en tiempos estandar).

La medidas de desempefio contempladas igualmente se obtienen y retroalimentan de manera constante a
través del tiempo, como lo determina la definicion de un problema de secuenciacién, n = nimero de trabajos
que seran procesados, m = nimero de maquinas, P;, = tiempo de procesado del trabajo i en la maquina
k (p; sim = 1), r; = tiempo de liberacion de la orden (o fecha de distribucién) del trabajo i , d; = fecha de
entrega del trabajo i ,w; = ponderacion (importancia o valor) del trabajo i respecto a los otros trabajos

Dado un programa especifico de fabricacion de neumaticos para el cual se define para cada trabajo i, el
Cinax = maxi=1,{ C; } , tiempo maximo de terminacion de todos los trabajos 0 1apso, Ly,qx = max;=1 n{ L; }
, retraso maximo de todos los trabajos y el Ty, = max;=1 ,{ T; } , tardanza maxima de todos los trabajos, se
genera para periodos definidos en el tiempo (pueden ser horas, o fraccién de la misma) con las opciones
dispuestas de ordenes trabajo, luego de efectuar la visualizacion de las variables de estado, se deduce que no
todo sucede al mismo tiempo, como se plantea en un problema de schedule para flow shop, y por lo tanto la
planificacion se desvirtla de lo realmente ejecutado al momento de compararlo, debido a que cada vez que
hay un suceso (terminacion de una orden, falta de material, etc.) el Cpaxs Lmax Y Tmax S€ recalculan
nuevamente, generando una evaluacion efectiva y acotada de alternativas de decisiones menos complejas, que
incluso también se podrian trabajar para escenarios de 2 maquinas, con algoritmos clasicos luego de haber
efectuado la reduccién por el procedimiento de decisién. La base de conocimiento de quien planifica el
proceso, lo convierte en mantener los indicadores de tiempo de manera eficiente, si los conoce
constantemente, que por un proceso de induccion lo convierte un experto que tomara decisiones no solo
basadas en la experiencia (recursion de procesos) sino en procesos de decision basados en sistemas légicos
evaluados en tiempo real.

Para la planificacion de la produccion es posible elaborar un calendario (cronograma) indicando en el tiempo
cuando deben realizarse las operaciones correspondientes a cada pedido por centro de trabajo, de forma que se

cumplan las fechas de entrega planificadas basados en salidas de los sistemas ldgicos proposicionales para
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generar la entrada al modelo computacional (automata finito 0 maquina de estados finitos) que realiza
computos para determinar la secuenciacion de trabajos. Este modelo estd conformado por un alfabeto, un
conjunto de estados finito, una funcion de transicion, un estado inicial y un conjunto de estados finales. Su
funcionamiento se basa en una funcion de transicion, que recibe a partir de un estado inicial una cadena de
caracteres pertenecientes al alfabeto (la entrada), y que va leyendo dicha cadena a medida que el automata se
desplaza de un estado a otro, para finalmente detenerse en un estado final o de aceptacion, que representa la
salida binario (digital a un tablero abstracto del LED).

La investigacion del problema de secuenciacion efectuado con programacion légica ha explorado el
compromiso entre el uso de la pura l6gica declarativa y las construcciones procedimentales que permitira
escribir programas de eficiencia razonable frente a la de los lenguajes procedimentales.

Los problemas de decision son interesantes dado que todos los problemas formales (que incluye tanto ldgicos
como matematicos) pueden ser redactados (como lenguajes) para que tomen la forma de un problema de
decision, como las cadenas de longitud finita que tienen asociadas cadenas resultantes también de longitud
finita que describen una maquina de Turing y una cinta de entrada para esta maquina tal que la maquina se
detiene en un tiempo finito al procesar esa entrada.

Un problema de decision también se puede formalizar como el problema de decidir si una cierta frase
(clausulas de Horn) pertenece a un conjunto dado de literales, también llamado lenguaje formal. El conjunto
contiene exactamente las frases para las cuales la respuesta a la pregunta es positiva, es decir deducir el
problema de secuenciacién como un problema de satisfacibilidad boolena.

Reconsiderando de nuevo todo la investigacién presentada para la secuenciacién de operaciones, vemos que
el problema de la computabilidad ha sido atacado desde varias direcciones: maquinas computacionales,
gramaticas generativas, teoria de funciones recursivas y lenguajes de programacion. En cada caso, se ha
descubierto un limite aparente para las capacidades computacionales, y se ha mostrado que estos limites
coinciden unos con otros.

Los lenguajes estructurados por frases son iguales que los lenguajes aceptados por maquinas de Turing, las
funciones computables con maquinas de Turing son iguales que las funciones recursivas parciales, y las
funciones recursivas parciales son iguales que las funciones computables con el lenguaje de programacion
esencial.

Por lo tanto, parece que hemos identificado los limites de los procesos computacionales y, especificamente,
los limites de los ordenadores. Es decir, hemos encontrado un firme apoyo para la tesis de Church-Turing: si
una maquina de Turing no puede resolver un problema, entonces ningin ordenador podria hacerlo, ya que
simplemente no existe un algoritmo para obtener su solucidn. En otras palabras, las limitaciones que hemos

detectado corresponden a los procesos computacionales, no a la tecnologia.
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La indiscutible ventaja de dejar el control de la ejecucion al completo cuidado de un intérprete tiene, no
obstante una importante contrapartida. Obviamente, por muy eficiente que sea un compilador de programas
I6gicos, su predeterminada estructura de control nunca podré equipararse a una estructura especificamente
concebida para una cierta computacion. Dejar que un intérprete asuma exclusivamente el control de ejecucion
de un programa puede conducir a soluciones ineficientes, por ejemplo, cuando se entra en ramas de recursion
infinita (hay que tener presente que el célculo de predicados es indecidible).

Los programas informéaticos paralelos son mas dificiles de escribir que los secuenciales, porque la
concurrencia introduce nuevos tipos de errores de software, siendo las condiciones de carrera los mas
comunes. La comunicacion y sincronizacion entre diferentes subtareas son algunos de los mayores obstaculos
para obtener un buen rendimiento del programa paralelo.

La funcionalidad del automata finito como cubo-n o hipercubo n-dimensional, representando el diagrama de
estados con las siguientes caracteristicas: partiendo de un cubo, se compone de 12 aristas y 23 = 8 vértices
(tabla de verdad) ; donde n = 3 representa la cantidad de estados en la unidad de control para la FMS), 6
caras cuadradas. Sobre este mismo construir otros mas complejos hasta obtener relaciones entre vértices de
indole 219 = 1024.

Establecer una forma de cdmputo en la que muchas instrucciones se ejecutan simultaneamente, operando
sobre el principio de que problemas grandes, a menudo se pueden dividir en unos mas pequefios, que luego
son resueltos simultaneamente (en paralelo) para que las limitaciones fisicas no impidan el aumento de la
frecuencia (interacciones) y aplicar paralelismo a nivel de bit, paralelismo a nivel de instruccion, paralelismo
de datos y paralelismo de tareas.

El paralelismo se ha empleado durante muchos afios, sobre todo en la computacion de altas prestaciones, pero
el interés en ella ha decrecido ultimamente debido a las limitaciones fisicas que impiden el aumento de la
frecuencia (interacciones). Como el consumo de energia —y por consiguiente la generacién de calor— de las
computadoras constituye una preocupacion en los ultimos afios, la computacion en paralelo se ha convertido
en el paradigma dominante en la arquitectura de computadores, principalmente en forma de procesadores
multinucleo.

En estos sistemas de produccion, el centro de trabajo es el controlador (que procesos que corren en el) y se
tendra una administracién mucho mas amplia de la ejecucién del plan de produccion. El proceso es capaz de
especificar su prioridad; el mismo proceso es capaz de especificar el manejo que requiere (con que algoritmo
16gico); el proceso especifica qué derechos tiene sobre el sistema en general. Esto aunque parece anarquico;
pero no lo es, debido a que los sistemas de tiempo real usan tipos de procesos que ya incluyen estas
caracteristicas, y usualmente estos tipos de procedimientos y procesos son mencionados como requerimientos

dentro del modelo de secuenciacion de operaciones.
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12.2. Recomendaciones

— Efectuar el montaje de la MFS (controlador) en un Sistema de Control Distribuido (por sus siglas en inglés
DCS Distributed Control System), aplicado a procesos industriales complejos donde las tareas del controlador
se distribuyen entre los modulos y estos modulos se distribuyen a lo largo de la red del sistema. El trabajo de
ese sistema de control distribuido es buscar las instrucciones a la unidad de ejecucion donde se decision de
donde una instruccion procesada se entrega a la parte correspondiente del sistema de control o médulo
apropiado para que algunos se realiza y se logra una salida deseada. que controlaban procesos de hasta 5000
sefiales, y actualmente las capacidades pueden llegar hasta las 250.000 sefiales.

— Trabajar con una sola base de datos integrada para todas las sefiales, variables, objetos graficos, alarmas y
eventos del sistema. En sistema de planeacién de operaciones como una herramienta de ingenieria para
programar el sistema es s6lo una y operard de forma centralizada para desarrollar la ldgica de sus
controladores o los objetos graficos de la monitorizacion.

— El nuevo controlador resultante de la metodologia a través del automata programable, disefiado para lograr
una aplicacion especializada y confiable de secuenciacion de operaciones directamente en la planta, que
combinaré lo mejor de las caracteristicas PLC con lo mejor de las caracteristicas de las PCs en una serd una
serie de dispositivos controladores de automatizacion programable, o PAC orientado al control automatizado
avanzado para control de maquinas y procesos junto con la administracién de recursos.

— Desde este puesto de ingenieria; cargar los programas de forma transparente a los equipos del sistema. La
plataforma de programacion es multiusuario de forma que varios programadores pueden trabajar
simultaneamente sobre el sistema de forma segura sin conflictos de versiones.

— Todos los equipos del sistema (ordenadores, servidores, controladores) estan sincronizados contra un mismo
reloj patron, de forma que todas las medidas, alarmas y eventos tienen una misma marca de tiempo. El
software de control DCS dispone de herramientas para la gestion de la informacion de planta, integrandola
verticalmente hacia la cadena de toma de decisiones y otros sistemas ubicados mas arriba en la jerarquia de la
produccién.

— Desarrollar dentro de la metodologia la programacion concurrente ya que envuelve lenguajes de
programacion y algoritmos usados para implementar los sistemas concurrentes. La programacion concurrente
es considerada mas general que la programacion paralela porque puede envolver comunicacién de patrones
dindmicamente. Los sistemas paralelos siempre tienen un sistema de comunicacion bien construido. La meta
final de la programacion concurrente incluye correctness, performance and robustness. Sistemas
concurrentes como los sistemas operativos y sistemas de manejo de bases de datos estan generalmente
disefiados para operar indefinidamente, incluyendo recuperacién automatica de las fallas, y no terminar su

gjecucion inesperadamente. Algunos sistemas concurrentes implementan una concurrencia transparente, en el
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cual las entidades de concurrencia computacional por un unico recurso compartido, pero las complejidades de

las mismas estan escondidas del programador.

Concurrencia. Es una propiedad de los sistemas en la cual los procesos de un cdémputo se hacen

simultdneamente, y pueden interactuar entre ellos. Los calculos (operaciones) pueden ser ejecutados en

multiples procesadores (PAC por centro de trabajo), o ejecutados en procesadores separados fisicamente o

virtualmente en distintos hilos de ejecucién. Varios tipos de Idgicas temporales pueden ser usados para ayudar

a razonar sobre los sistemas concurrentes. Algunas ldgicas como la logica temporal lineal y la logica de

arboles computacionales permiten decidir por cuales estados puede pasar el sistema concurrente. La principal

meta de estas logicas es en la escritura de especificaciones para los sistemas concurrentes.

Niveles de control en un DCS. Un DCS aborda la complejidad de los procesos industriales dividiendo en cuatro

niveles funcionales su alcance.

a.

Nivel de Operacion. Este nivel es el de interaccion del sistema con los operadores de la planta y es donde
se encuentran los sistemas informaticos para la monitorizacion del proceso y adquisicion de la
informacidn en tiempo real, que se almacena en la base de datos transformandola en datos histdricos para
analisis posteriores. Este nivel gestiona ademas el intercambio de informacion con otros sistemas de
mantenimiento y planificacion de la produccion.

Nivel de control. En un DCS la responsabilidad del control de las diferentes partes funcionales del
proceso, se asignan a varios controladores locales distribuidos por la instalacion, en lugar de centralizar
estas funciones en un solo punto. Los controladores estan conectados entre si y con las estaciones de
operacion mediante redes de comunicacién.

Nivel modulos de Entrada/Salida. Los médulos de entradas/salidas para sefiales cableadas, se distribuyen
por la instalacion, es lo que se denomina periferia descentralizada, esto ahorra tiradas de cables de sefial
aproximando la electronica del control hasta los elementos de campo. Estos mddulos de entrada/salida se
comunican con los controladores mediante protocolos especificos o de bus de campo (en inglés fieldbus)
para garantizar los tiempos de comunicacion entre controlador y periferia en unos tiempos minimos, del
orden de milisegundos, adecuados a las necesidades del proceso. El bus de campo mas extendido en
Europa es el Profibus (tanto en sus variantes DP como PA) y en los paises de influencia americana es el
Fieldbus Foundation o FF.

Nivel de elementos de campo. Desde el afio 2000, ha ido creciendo la necesidad de integrar directamente
los instrumentos y los actuadores en los buses de campo del DCS, de forma que estos equipos son en
realidad una extension natural del nivel anterior. Estos equipos permiten funcionalidades adicionales

como gestionar su mantenimiento o configurar sus parametros de comportamiento de forma remota desde
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el nivel de operacion. Los instrumentos de este nivel deben ser compatibles con el bus de campo elegido,

ya sea Profibus, Fieldbus Foundation u otro.

Redundancia. Todo DCS lleva implicitas las caracteristicas de robustez y fiabilidad, por ello dispone de
redundancia en todos los niveles antes descritos: equipos informéticos redundantes, controladores redundantes,
redes de comunicacion y buses redundantes, modulos de entrada/salida redundantes y asi sucesivamente. Esta
redundancia permiten alcanzar un factor de disponibilidad cercanos al 99,9999% muy superior a los sistemas de
control convencionales. También este dispositivo nos va a permitir comunicar a grandes distancias sin que la

sefial sea dafiada por el ruido o algun otro elemento.
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13. LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

Determinar los parametros de desempefio de un programa de computadora es una tarea dificil y depende de un
namero de factores como la computadora que se usa, la manera en gue se representan los datos y como se traduce
el programa en instrucciones de maquina.

Aungue las estimaciones precisas del tiempo de ejecucion de un programa deben tener en cuenta esos factores, es
posible obtener informacion util si se analiza el tiempo del algoritmo subyacente.

El tiempo necesario para ejecutar un algoritmo es una funcion de la entrada. Por lo general, es dificil obtener una
férmula explicita para esta funcion, y conformarnos con menos. En lugar de manejar directamente los datos de
entrada, se usan pardmetros que caracterizan el tamafio de la entrada. Si la entrada es un conjunto que contiene n
elementos, se diria que el tamafio de la entrada es n. Tal vez se quiera conocer el tiempo minimo necesario para
ejecutar el algoritmo entre todas las entradas de tamafio n. Este tiempo se llama tiempo del mejor caso para
entradas de tamafio n. También puede pedirse el tiempo maximo necesario para ejecutar el algoritmo entre todas
las entradas de tamafio n. Este tiempo se llama tiempo del peor caso para entradas de tamafio n. Otro caso
importante es el tiempo del caso promedio, es decir, el tiempo necesario para ejecutar el algoritmo para un
conjunto finito de entradas todas de tamafio n.

Como la preocupacion principal se refiere a la estimacién del tiempo de un algoritmo en lugar del calculo del
tiempo exacto, siempre que se cuenten algunos pasos fundamentales, dominantes del algoritmo, se obtendran
medidas Utiles del tiempo. Si la actividad principal de un algoritmo es hacer comparaciones, como ocurre en una
rutina para ordenar, se cuenta el nimero de comparaciones. Si un algoritmo consiste en un solo ciclo que se

ejecuta cuando mucho en C pasos, para alguna constante C, se cuenta el nimero de iteraciones del ciclo.

Maquinas virtuales de proceso. Una caracteristica esencial de las maquinas virtuales es que los procesos que
gjecutan estan limitados por los recursos y abstracciones proporcionados por ellas. Estos procesos no pueden
escaparse de esta "computadora virtual".

Una maquina virtual de proceso, a veces llamada "méaquina virtual de aplicacién", se ejecuta como un proceso
normal dentro de un sistema operativo y soporta un solo proceso. La maquina se inicia automaticamente cuando
se lanza el proceso que se desea ejecutar y se detiene para cuando éste finaliza. Su objetivo es el de proporcionar
un entorno de ejecucion independiente de la plataforma de hardware y del sistema operativo, que oculte los
detalles de la plataforma subyacente y permita que un programa se ejecute siempre de la misma forma sobre
cualquier plataforma. El caso méas conocido actualmente de este tipo de maquina virtual es la maquina virtual de

Java.
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Uno de los inconvenientes de las maquinas virtuales es que agregan gran complejidad al sistema en tiempo de
ejecucién. Esto tiene como efecto la ralentizacion del sistema, es decir, el programa no alcanzard la misma
velocidad de ejecucion que si se instalase directamente en el sistema operativo "anfitrién" (host) o directamente
sobre la plataforma de hardware. Sin embargo, a menudo la flexibilidad que ofrecen compensa esta pérdida de

eficiencia.

¢Qué hace que un problema sea dificil? Al restringir de alguna manera el conjunto de entradas para un
problema NP-completo, el problema podria estar en P; de hecho, podria tener una solucién muy répida.
Técnicamente, restringir las entradas implica modificar la parte de pregunta del problema de modo que mas
ejemplares de entrada tengan respuestas no féciles (es decir, en tiempo polinébmico). Esto se hace afiadiendo una
condicion a la pregunta estandar del problema. Es mas til ver la condicién adicional como una restriccion del

conjunto de entradas.

No obstante, incluso con restricciones, el problema podria seguir siendo NP-completo. Es importante conocer el
efecto que restringir el conjunto de entradas de un problema que tiene sobre la complejidad porque, en muchas
aplicaciones, las entradas que se dan en la realidad tienen propiedades especiales que podrian permitir una
solucion polinémicamente acotada. Lo malo es que los resultados no son alentadores; incluso con restricciones

muy amplias de las entradas, muchos problemas NP-completos siguen siendo NP-completos.

Por otra parte, en muchas situaciones que se dan en ingenieria se dispone de cierta flexibilidad en cuanto a la
forma de definir un problema y el criterio de optimizacién exacto. Si un criterio produce un problema NP-
completo, es muy posible que un criterio alterno, totalmente aceptable, produzca un problema en P. Por ello,

conocer bien las caracteristicas de los problemas dificiles puede resultar muy Gtil en situaciones practicas.

Una de las primeras restricciones que se planteadron fue la 3-satisfactibilidad, que no permite a las formulas tener
mas de tres literales por clausula. La 3-satisfactibilidad es NP-completa. El problema de la 2-satisfactibilidad
prohibe a las formulas tener mas de dos literales por clausula, y se puede resolver en tiempo polinémico.

Como ya dijimos, la 2-satisfactibilidad se CNF con cuando méas dos literales por clausula, y dado un entero k,
¢existe una asignacion de verdad para las variables que satisfaga al menos k clausulas? El problema es NP-

completo.

Otro fenémeno interesante, es que dos problemas que al parecer tienen planteamientos muy parecidos podrian

diferir mucho en cuanto a complejidad; uno podria estar en P mientras que el otro es NP-completo.
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El problema de la calendarizacién de trabajos con castigos) es NP-completo, pero si se omiten los castigos y
simplemente se pregunta si existe un calendario tal que no méas de k trabajos terminen después de vencido su
plazo, el problema estd en P. (En otras palabras, si el castigo por no cumplir con un plazo es 1, se puede reducir al

minimo este castigo en un tiempo polindmicamente acotado.)

Estos casos no permiten hacer generalizaciones bonitas acerca de por qué un problema es NP-completo. Persisten

muchas preguntas pendientes en este campo, siendo desde luego la principal ; P = NP?

Algoritmos paralelos. Una forma de generar un procesamiento de alternativas de forma &gil, es asignar a cada
centro de trabajo un procesador que evalué cada una de los indicadores que alimentan el sistema logico
proposicional, considerando que para cada centro de trabajo estd asociado una maquina de estados finito, que
evaluara la disponibilidad del mismo en términos de CRP y MRP. Esta arquitectura desplegara que los algoritmos
paralelos que estan expresados términos légicos sean auténomo en la toma de decisiones para efectuar la
secuenciacion de trabajos propios del centro de trabajo, observado de igual manera los estados de los demas
centros de trabajos que se relacionan con él, a través de la ingenieria de producto para cada uno de los productos
Pi-

Al centralizar la administracion de FMS por centro de trabajo presentes en la planta de produccion, a una FMS de
mayor jerarquia, se pueden establecer que la evaluacion del algoritmo se efectué de manera evolutiva,
regenerando estados en la medida que se tiene control de las entradas y salidas del sistema logico.

La descripcion de la operacion se podra expresar en una FMS central, la cual acopia todas las operaciones de las
diferentes FMS definidas en la planta de produccion por centro de trabajo. Esta misma relacién se puede
representar a través de diagrama de arbol de n niveles. Para nuestro caso n = 3, y describiria la forma en que el
algoritmo recorre la planta de produccidon actualizando los estados. (Este procedimiento se describe dentro de la

seccion de algoritmos computacionales — grafos y recorridos de grafos).
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15. ANEXOS

Archivo complementario (Anexos, Teoremas y Glosario)
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